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V o r w o r t .

D ie  günftige Slufnahme, welche bie beiten oor mehr als $wei 3 alj>ren 
erschienenen $efte arithmetischen unb algebraischen SnhaltS meiner „Elemente 
ber 9ftathematif" bet competenten Veurtheilern gefunben haben, S# wie 
fcirecte Slufforberungen ha^en mich »eranlafet, jeljt jwei ^efte folgen ju 
taffen, welche juuächft bie ©runblagen ber gefammten ©eometrie unb in 
ihrem weiteren Verlauf benjenigen 2 ^ 1  ber Planimetrie barftellen, welcher 
für bie höheren Sehranftalten Sntereffe befifct. (SS fehlt oon ben gewöhn* 
liehen Schulpenfen mithin nod) bie «Stereometrie; ich h°TTe aber, biefe 
Süde in furjer $eit auSjufüllen.

Schon in bem Vorwort ju ben erften ipeften habe ich auSeinanber* 
gefegt, weshalb ich auch auf ber unterften Stufe beS mathematifchen 
Unterrichts fotche Sehrbüd)er für oerberblich h^tte, welche in ber 2lnorb* 
nung unb Vehanblung beS Stoffe bie wiffenfchaftliche Strenge ber 9iüd* 
ficht opfern, bafe alle abgebrudten (Sinjelheiten ber muthmafelichen filtere* 
ftufe ber Spüler angepafet feien. 9ia<h meiner Slnficht nehmlich fommt 
ee weniger tarauf an, bie Kenntnis möglichft bieler mathematifcher Spat* 
fachen ju oerbreiten —  einer biofeen VerufSfenntniS, welche bie Sflehrjahl 
ber in ihrem Sach heroorragenbften 9J?enfchen fehr wohl entbehren fann —  
als barauf, baS Vermögen fchärffter öotgerichtigfeit im Oenfen burch bie 
Übung an mathematifchen Objecten hevanjubilben. OieS läfet fich jeboch 
nur erjieleu burch bie Vorführung eines confequenten SpftemS unb, falls 
ta$ teuere Süden haben foüte, burch bie unumwunbenfte Slufbedung biefer 
Süden nach beftem SBiffen. —  Ob man aus pätagogifchen fRüdfid t̂en 
beim erften Unterricht einzelne Vinbeglieber beS Sps'temS nur furj berühren 
wirb, um ihre (Spis'tenj an^eigen, ihre OiScuffion aber einer späteren
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IV

©tufe öorjube^aüen (3. B . bie Bemeife ber §§. 33, 73— 76), bas betrifftt 
eine ganj antere Stage; wenn man nur nicbt unterläßt, biefe SXbfiĉ tt 
gebührenb fyercorjufyeben. GsS ift ja and? nicht allein bie Slusbilbung beS* 
SntellectS, melche bem mathematifchen Unterbiet feine erjiefyttcfye Bebeutung; 
fiebert, fonbern eben jo mohl bie ©emöhnung an biejenige ©emiffenhaftig** 
feit, melche baoor jurüeffberedt, eine ernftljafte Begrünbung burch einigem 
grafen 311 erfefcen, ober bie Slufmerffamfeit burd) baS Berfhmeigen friti  ̂
jeher fünfte irrejufü^ren, nachdem man fiefy burd) ben «Schein oon 3 uj: 
oerläffigfeit Vertrauen enoorben hat.

Die hier harafterifirten erjiê Ub̂ en BMrfungen beS mat^ematifc^eni 
Unterrichts, melche im Sntereffe einer magren Kultur gar nicht genug; 
betont merben fönnen, ftnb inbeffen mehr ober minber beeinträchtigt morben,. 
feitbem man bemerlt hat, baff bie Gfuflibifhen ^iome feinen auSreichenbeni 
Unterbau ber geometrifchen SBiffenf^aft bitben, unb beShalb aufhörem 
mußte, fie für einen folgen auëjugeben. Da  bie 3 ßit btefer ©rfenntni# 
außerbem in biejenige ber großartigen neueren (Sntbecfungen auf theilmetfe 
unbetretenen ©ebieten t̂neinfieb, metche noch täglich anreijenbe Ausbeute: 
liefern, fo ift es nicht ju oermunbern, baß bie Orbnung ber alten 2In=* 
gelegenheiten nur gelegentliche ülufmerffamfeit fanb unb befto fchneüer: 
mieber fallen gelaffen mürbe, je fchmieriger bie Aufgabe 311 fein fd)ien.

Die Literatur ber btélfer angeftrengten Bemühungen, um unferer 
Sföiffenfcbaft bie Berechtigung 311 ihrem fprüchmörtlich gemorbenen 9?uf un* 
gefdhmälert mieberher3uftellen, ift jiemlich oollftänbig aufgeführt in Balfcer# 
Elementen ber BZathematif, meShalb ich mit 9toti3en über fie mohl erfparen 
fann. dagegen glaube ich, bie ülnmerfung machen 31t müffen, baß ein 
befriebigenbeS SRefuttat, eben meil bie Sunbamente mangelhaft maren, 
nicht ohne Slnberung an biefen 3U erreichen fein bürfte.

üfteinen Berfuch, auf bie fo eben angebeutete SBeife 3um 3 ieie 5U 
gelangen, übergebe ich hiermit in ber Sorm eines Sehrbuchs ber Öffent* 
tichfeit, nachbem ich Su Grnbe vorigen SatjreS bie ©runbjüge in bem 
„2lr<hio für ÜRathematif" beleuchtet unb auch 3 uftimmung fold)er 2lrt ge* 
funben habe, caß ich einen mefentlichen ©infprueft nicht ju befürchten brauche.

‘Die Slbmeichuugen oon bem hergebrachten Boege erfebeinen, jumal 
ca bie eine oon ihnen fogleidj anfangs in ben Überfchriften ber ©apitel 
heroortritt, auf ben erften Slnblid großer, als fie fich bei näherer Be» 
traebtung herauSftellen merbeu.
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'Diefe augenfälligfte Neuerung bezieht ftd̂  auf bie (Sinführuug ber 
©bene, welcher ich ju intern bisher fcfyon ^atb unb ^atb anerfannten 9?ed?t 
oerfwlfen âbe, bemonftrirt zu werben. B?an wirb finben, bafj bie oor* 
bereitenben Säfce auch fonft in ben (Zementen bewiefen finb, fo wie baf$ 
beren Beweis (höd)ftenS mit einer Ausnahme in §. 31) nicht umftänblicher 
geworben ift; unb oielleicht wirb man für baS Aufgeben beS gemahnten Ber* 
fahrenS fel)r gerne ben ©ewinn eintaufd)en, bafc man bie Anfchauung beS 
Schülers bei ber Betrachtung rer aüereinfacf>ften ©ebilbe nicht fofort in bie 
©bene Ijinetnjujwängen braucht, aus ber es ber Erfahrung gemäß fehr 
fchmer ift fie wieber ju befreien. —  Benufct man, fo lange oon ber ©bene 
noch nicht bie ^ebe ift, bei ber £)emonftration Stäbe, anftatt ber «Striche 
auf ber £afel (burch welche bie Figuren fich freilich bequemer barftellen 
laffen), fo gewöhnt fich bie Anfchauung an bie Beziehungen jum ganzen 
^aum unb ber Schüler mirb zugleich oor rem leiber allzuweit oerbreiteten 
3rrtl)um bewahrt, als fei baS begriffl ich einfacher, was man einem 
Anbern unter ben obwaltenben Bebingungen ber phhfif<hen Statur mit bem 
geringften Aufwanb äußerlich oorbereiteter Mittel zeigen fann. (3ch würbe 
hinzufügen „mit bem geringften Aufwanb an ©elbmitteln", wenn ber ^reiS 
weniger Stäbe unb ^lemmfchrauben für irgenb eine UnterrichtSanftatt in 
Betracht fäme.)

Um aber mit ben erwähnten einfachen Mitteln baS ^ßfeuboajüom 
über bie ©bene zu eliminiren, ha^e ich buS Secirmeffer an ben 3öinfel= 
begriff fefcen unb bie ©ntwicfclungSftufen blofjlegen müffen, welche er im 
Berlaufe ber gefteigerten Anforberungen ber geometrifchen Betrachtungen 
burchmacht. Schon bie oielen vergeblichen Berfuche, ben SBinfel oon oorn 
herein ftichhaltig für alle gweefe ,u tefiniren, bürften barauf f)inweifen, 
bafj man fich ihm gegenüber nicht fühl genug zu oerhalten gewohnt ift. —  
3ch fenne inbeffen auch fefjt fchon oiele urteilsfähige 9)?änner, welche mir 
in Betreff biefer Angelegenheit zuftimmen unb baS wohloerftanbene 3nter= 
effe ber Schüler gewahrt fehen, wenn biefen ein (Sinblicf in bie 28erfftatt 
beS ©eifteS gewährt wirb, wie er fich iu ben Siffenf«haften bie zufammen* 
gefeilten Begriffe nach 3wecfmäßigfeitSrücffid;ten

pinfichtlich ber ©ntfd)iebenheit, mit welcher ich bie Bewegung fogleid) 
anfangs in oie geometrifchen Betrachtungen einführe, brauche ich und) wohl 
faum zu oertheibigen, ba Siiemanb mehr fo harmtoS ift, irgenb einen 
Sa§ ohne biefe Borftellung beweifen zu wollen. Ob aber bie Axiome,
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VI

»etche ich über fte aufgeftettt ^abe, baS, »orauf es anfommt, fcbon in 
feer angemeffenften Seife auSfpre<hen, fcarüber »irb erft bann bie (Snt* 
fc^eibung getroffen »erben tönnen, nachdem bie (Srmägung biefer $rage 
in »eiteren Greifen bentitirt fein »irb, atS eS bis jefct möglich »ar.

£u einer ähnlichen Arbeit tabe ich ein über den ®röf»nbegriff. 3Nan 
»irb feljen, baß er hier in §.17 ein »enig anders unb, »ie ich ^offe, 
fcbärfer befinirt ift, als in bent 8ef?rbuch ber 2lrithmetif, »o bie Bedingung, 
bafz na burd) Vergrößerung bou n größer als febe beliebige mit a gleich* 
artige ©röße gemalt »erben fönne, nicht ffar herbortritt. ©as groölfte, 
dreizehnte unb biergehute Slpiom bitte id) in befonbere Obacht gu nehmen; 
man fann baS lefjte hon ihnen t*ie£beiĉ t et»aS handlicher machen. —  
©aff ber ©rößenbegriff für fid£>, unb fein Auftreten in ber ©eometrie 
eine eingehende Beachtung erheifcf», »irb, feitbem man eine „©eometrie 
ber Sage" als eine befonbere Siffenfchaft anftrebt, nur noch don Senigen 
geteugnet; unb eS läßt ficb nicht entfd)eiben, »ie biete oon biefen in ber 
©hat »iffenfchafttiche Sntereffen ju bertreten meinen, »enn fie fich ber 
Abgrenzung fo „einfacher" begriffe entgegenftetten. ©enn es giebt —  um 
nur bie gutmüthigfte Art oon ©egnern ju bezeichnen —  Seute, benen 
Neuerungen attein beShatb »erhalt finb, »eit fie bie Störung beS Vefi^eS 
unbequem empfinden.

Schließlich brängt eS mich, hier benfenigen sperren meinen ©anf 
auSjufprechen, »eiche fich für mein Unternehmen lebhaft intereffirt unb 
mich burch ben Beitritt gu meiner Auffaffung in ber Überzeugung geftärft 
haben, baff ich int Sefentlichen nicht fehtgegangen bin, namentlich ben 
Herren DD r. Auguft, Schumann unb Netto, oon benen ber Seigere 
mich auch bei ber Sorrectur unterftüpt, zur Aufteilung beS Stroms V I  
beranlaßt hat unb außerdem ber Urheber eines ÜheitS beS beigebracbten 
Ve»eifeS für bie (Spiftenj beS antitropen ÜhntichfeitSpunfteS ift.

Bei* BerfaJTer.

Söcrlin, im 3uni 1874.
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Worpitzky, Elemente der Mathematik.
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Capitel I.

Allgemeine E igenschaften der F iguren.
A. Die Raumgebilde als Ӧrter.

§. 1.A r i o m  I .D inge2) in unbeschrünfter 9Jtannid)faltigfcit erfüllen (beefen, neunten ein) nöllig befiimmtc unb in ber 23orjMung öollpnbig crfa§barc Steile bcé Oiaumë.3) Sic OtaiuntfKÜe fönnen foiuol)! für ftĉ  allein, alë in 23c$icf)ung jum übrigen IKaum, al$ and) in 23c$icl>uttg 511 bem auë* füllcnbcn Singe aufgefaft lncrbcn, unb jttjar ol)nc burcf> biefen Sßcdjfel ber ©cjtd)të)mnftc eine 23cränbcrung $u erfahren.i e f i n i t i o n . 4)3efcer rollig beftimmte unb rollf tänbig in ber 23orftel* lung erfaßbare 9faumtfyeil Ijeifjt ein Färber.
§• 2 .A  £ i o m I I .

3 cbcr 9taumtl)eil tfl unfccfdjränft t^eilbar.3cbcr 9taumtl)cil toirb burd) ein nollfiänbig befiimmtcè (Kaum* gebilbe gegen ben übrigen (Kaum abgegrenjt.
1) d;i(u[Aa, Urteil. —  Sljuem ober auch ©runbfats heifit ein folcheS Urteil, oon 

beffen ©ültigfeit man ftd) nur burch Prüfung feiner 33orfteflungen überzeugen fann.
2) 25. i.: ©egenftänbe ber SßorfteHung.
3) 2)er Staunt ift bie Stbftraction bou ben beobachteten einzelnen Äörfjern auf einen 

Äötper, melier bie burch bie (ginne gegebenen Körper fämmtlich als Steile enthält.
4) definitio, SBefthnmung. —  ©ine 2)efinition fpricht eine 23eftimmung aus, 

welche burd) Ubereinfommen —  nicht nach Stotbwcnbigfeit —  unb jwar meiftenS ber 
fürjeren Sßerftänbigung wegen getroffen wirb.

1*
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D e f i n i t i o n »

3 ebe©ren$e 3 i t>tfen einem OfaumtfyeU unb bem übrigen 
9?aum fyeift eine glächc.

§• 3.

& % i 0 m III.
3cbc gläd)C ift unbcfdjränft thcHbar.
3 eber glächcnthcil wirb burd) ein noüjlänbig befiimmtcè O^aum- 

gcbübe gegen ben übrigen J^cil ber gläd)c abgegrenjt.

Def in i t i o  n.
3ebe©ren$e jwifchen einem gtächentheit unb bem übri* 

gen £f )eü ber g lätte heißt eine öinie.1)

§. 4.
â j i o m  IV.

3 cbe fiinie ifi unbcfchränft teilbar.
3 c $wei benachbarte ßinientheilc werben burd) ein öoUftänbig be= 

ftimmteé Oflaumgcbilbc gegen cinanbcr abgegrenjt.

B t f i n 1 1 i 0 tt.
gebe ©renje  swifd)en $wei benachbarten S inientl jei len 

heißt ein ^unft.

§. 5.

ä  I i 0 in V.
Äcin $unft ift in fold)er 'lßeifc t()cilbar, ba§ bic XfKile ftd) 

unter cinanber unb twm ©anjen untcrfchcibcn.

§. 6 .

A ri  0 in VI.
2lii§cr ben tfiaumthcilcn, glädjcn, ßinien unb fünften giebt cè 

feine räumlichen ©cbilbc.

1) 2öaS man beim gdchnen eine 2inie unb einen 4'mtft nennt, ba8 ftnb in 
mathematifchem Sinne förper, melche [ich toem geichenftift abgelöft unb an baë 
Rapier geheftet haben (Striche unb fiepe). SDtau fceriuenbet fie iebcch mit -ftufjen, 
um bie SBcrfteHung bunh bie Slnfchauung $u unterftüfcen.
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De f i n i tionen.
I. gebe ber Söetraibtung unterworfene ^ufammenftet* 

tung ton 9Iaumtbeilen, g täd )en, S i n i e n , f ü n f t e n  fyeif?t 
eine g ig u r. l)

II. Unter bem Ort einer g i g u r  oerftept man beren SBe* 
Ziepung zum ganzen SRaum.

I I I .  Um F igu ren  a U  Z^zxii einer g i g u r  ju bezeichnen, 
fagt man, fie feien neben cinanbcr; an einander gelegen beißen 
g i gu ren,  wetd;e einen fßunft gemein fjaben.

IV.  S^^eitbare g i gu ren  beißen au3gebel)nt.
V. 23ebätt man fid) oor, bie S lu^bepnung burep baè 

Jpinzufügen neuer £ b eite beliebig w a r f e n  ju taffen, fo 
nennt man bie g i gu ren  unbegrenzt.

V I. d ie jen ige  2Biffenfct>aft, wetd?e bie Unterfucpung 
ber ränmticpen (Sigenf haften  ber F i g u re n  jum ©egenftanbe 
bat, beißt ©eometrie.2)

§• 7.
â  dj o l i  t . 3)

®ie feeps ooranftebenben Strome oerfotgén oornepmtiep ben $toed, 
bie oier ©attungen ber eigenartigen geometrifepen ©ebitbe, nepmtiep 
iörper, gtäcpe, £inie unb ^unft, fo ju eparafterifiren, bafg ihre 23e* 
Ziepungen ju einanber unb jum 9Iaum angejeigt finb.

3 ene ©ebitbe finb fämmtticp im iRaume entbatten, jeboep mit 2lu3* 
nabme ber Körper feine £peite beffetben: bie fünfte .finb nicpt£peite 
oon Linien, bie Öinien niept ^b t̂te oon gtäcpen, bie f̂ täd̂ en nid?t 
^beite oon Körpern, fonbern eben ©renjen  z îfepen ben Speiten. TO * 
bin täfgt fiep burep bie Summation4) oon fünften feine Sinie, oon Sinien 
feine gtäcpe, oon gtäcpen fein Körper erzeugen, bureb bie «Summation 
oon Körpern aber ein beliebig auSgebepnter TOimtpeit.

(Sine wefenttiepe görberung ertangt unfere (Srfenntnté ber 9faum=

/  —  5 —

1) figura, ©ejktt.2) Sßon Y-fj, ©rbe, unb (xetpetv, meffen. — 2)as ätteftc uns giemlid) ooQftänbig erhaltene Sehrbuch ber ©eometrie hat ben um 300 ö. (Ŝ r̂  gu Sttejranbria geborenen ©uflibeö gum 93erfaffer.
3) (Schotte (oyoXiov) Reifet in ber SJtathematif ein Slbfcpnitt, welcher gur görberung 

ber Ueberfidpt ober beS SBerftänbniffe§ eingefchattet ift, ohne ein nothwenbigeS ©lieb 
ber ©ntwicfetnng gu bitben.4) §evfteüung eines ©angen aus feinen Steilen.

V
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gebitbe »etter baburd), bafj mir biefetben nad) ^tom I  nicht nur atë 
Örter bes iKaumë, fonbern auch até ben im $aum enthaltenen Oingen 
anhaftenb auffaffen unb, worüber bie näĉ ften ^iome ânbebn, mit tiefen 
bewegen (b. i. ihren Ort änbern taffen) bürfen.

§• 8.

^  I  i  o nt T U .

2Jfan !ann jebe gigur (mit bem O inge ,  welchem fie a n 
haftet) ftarr bewegen: feine Bewegung ocrurfacht an ftef) eine SBer* 
änberung ihrer (Sigcnfchaftcn; J) unb jwar werben bei ber Bewegung 
in ununterbrochenem Sufammcnhang ( „fietig") bajwifchcn liegcnbe 
Örter burchlaufcn.

0 r f i n i t i  ott.
F i gu re n ,  wetche burch ftarre B e w e g u n g  jur  Oecfung 

eine3 einzigen O r t«  gebracht werben fönnen, con=
gruent.1 2) —  3 n gormetn fd)reibt man für  biefe« 2Bort  ba$ 
Seichen = .  ,

3  tt f ä fe c .3)

I. O e r  O r t  im SKaume ift feine (äigenfehaft einer ^ igur.
II. gebe g i g u r  ift fidh fetbft congruent;  b. h- fie fann 

mit ihrem urfprüngt ichen O r t  wieber jur Oecfung gebracht 
werben, nachbem fie auë ihm oerfchoben ift.

II I.  g iguren, welche irgenb einer g i g u r  congruent finb, 
finb unter fid) congruent.

IV. S a ë  oon einer g i g u r  gibt, gi lt auch ron jeber con* 
gruenten g igu r :  mit a l le in iger  Ausnahme ber Ortëbeftim* 
m ungen.

V. geber bewegte ^un f t  befd)reibt eine 8 inie, febe nicht 
in fi<h fetbft gteitenbe Öinie eine gtädf>e, febe nicht in ficf> 
fetbft gteitenbe gtäche einen SKaumtheit. —  (2lj. V I  u. V II.)

â i f j b l i e .

gn B̂etreff be§ 3 uf- v  ift bie SÖemerfung wichtig, bafj man fich 
nicht jebe Sinie atë burch Bewegung eine« ißunfteë unb nicht jebe gtäche1) Se$iel)ungen itjrer 23eftanbtl)eile gn einanber.2) 3$on congruëre, übereinftimmen.3) ®tn „Bufagj" enthält eine (SrfenntniS, tretthe auâ bem 3$orI?eigel)enbett buvd) augenfällige ©djlüffe gewonnen wirb.
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als burcfy Bewegung einet Öinie (aud) wenn man bie lefctere fortmäbrenb 
nerbiegt) befcbtieben norfteüen !ann. 3n ben (Elementen bet ©eomettie 
metben fotĉ e Sinien unb l̂äcben alletbingS nid)t bebanbelt.

§. 9.

!\  |  i o m YIII.
3 cbc $igur lä§t ftd) ftarr fo bemegcn, ba§ ein beliebig auSge* 

mäblter fßunft berfclben mit einem öorberbeftimmten Ütaumbunft, unb 
ein ^weiter beliebig auSgema^ltcr ^igurenpunft mit einem nic^t mehr 
millfürlief)cn fßunft einet Öorberbeftimmten, oon jenem O'taumbunft 
auSgebenbcn unb ben 9?aum biuc^fe^cnbcn ßinic bcjfelben p r  Oecfrmg 
gelangt.

3 u f a fc.
©ämmtlic^e f ü n f te  finb congtuent.

§. 1 0 .

0 t f t n i t i o n c n .

I. (Sine S inie,  toetcfye butd) jeben i ^ te t  fün f te  in jmei 
oöl l ig  gettennte eile g e te i l t  mirb, beifit ungcfcbloffen. *)

II. (Sine £inie, in meldet jeber ^ u n f t  nur jmei X^ei le 
»on einanber trennt, Ijeijjt unoeqmeigt.*)

§. 11.

& %1 o m IX.
#ält man jtoei beliebige fünfte einer ^tgwr im IRaume feft, fo 

läßt fief) bicfclbe noch fiarr bemegen; eS bleibt aber eine burdj jene 
fünfte binbur<bgebcnbc, oon ben digenfebaften ber $igur unabhängige, 
ungefchloffenc unb unoerjmeigte Öinic in Utube.

D e f i n i t i o n e n .
I. d i e jen ige  SSemegung, bei meldet ein 'ßunft feinen 

O t t  nicht änbert, beißt Drehung.
II. O ie jen ige  Sinie, melcbe bei b e tO reb ung  einer f^tgur 

um jmei fefte ^jintte in 9iube bleibt, bie OtebungSajce, 
bei^t eine grabe Öinic ober fcblecbtbin eine ©rabe. 1

1) 3 - ®. »erben bie 3 ifern t» 3, 7 mit einem ungefcbloffen*u unb untoerjweigten 
©trieb getrieben, 0 mit einem gefcblcfjenen, 4 mit einem toeräWeigten, 8 mit einem 
gefcfjteffenen unb sugteicb toerjmeigten ©trieb-
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II I.  3eber ätotfd)en §tr>ei bestimmten fün f te n  liegenbe 
^ ^ e t l  einer ©raben heißt eine ©trcde.

IV. 3eber 5T^eit einer © raben ,  wetcf>er nu r einen be = 
Stimmten (Snbpunft hat, heißt ein ©fraßt, eine ^atbgrabc ober SRicßtung; baë (entere namentlich, menn man fidj vorftellt, 
baß bie StuSbehnung ber ©raben am anbern (Snbe junimmt.

V. £)ie beiben Dichtungen, in  welche eine ©rabe  burd) 
einen ^ nnlt g e t e i l t  wirb, Steifen cntgegcngcfeßt.

V I. |>aben zwei grabe ßinien einen *!ßunlt gemein, in 
welchem fie nicht enbigen, So fagt man: fie fcßneibcn ftcß in 
bieSem 95nn!t.

J u f ft ß e.
I. £)urch je zwei f ü n f t e  giebt eë eine ©rabe.

II.  £)urch je zwei f ü n f t e  giebt es nur eine ©rabe. —
2 )1 . a. 2Ö.: 3e zwei ©rabe, welche zwei f ü n f t e  gemein 
^aben, beden Steh botlftänbig (in ber Stuëbehnung, in wel* 
eher beibe vorhanben finb).

—  £)enn benft man bie beiben Spuren, bureß bereu ^Drehung bie 
©raben einzeln bestimmt Sinb, ju einer $igur bereinigt unb breht bie 
teuere, So entsteht nach 2l£. I X  fowoht bie eine ©rabe, als auch bie 
anbere, nnb beibe ©raben bitben eine einzige ©rabe, ba bie (Sigen* 
Schäften ber gigur feinen (Sinftu  ̂ auf bie ©eftatt ber entftehenben ©raben 
haben. 2Jfithin müffen bie beiben juerft gebachten ©raben ficf> beden, 
ba fie fonft eine gefchloffene ober verzweigte Öinie bitben mürben, was 
nach 2l£. I X  ebenfalls nicht gefchieht.

I I I .  Oftan fann tebe ©rabe  fo hinlegen, baß fie mit 
einer feften ©raben einen vorherbeftimmten ißunft nnb eine 
vorherbeftimmte Dichtung gemein erhält.

—  2tj:. V I I I  unb $uf. ii.
IV . 3ebe ©rabe ift unbegrenzt (fann nach beiben ©eiten 

hin beliebig verlängert merben).
—  3u|. I  u. I I  nebft §. 6 $)ef. V.

§. 12.
P o |t tt l a t l) I.£>urcf) zwei beliebig gegebene fünfte eine ©rabe zu ziehen (fid) 

vo rzuftetten). 11) Sin ^oftutat (von postulare, forbern) enthält eine ?(ufgabe, von metcfier angenommen toirb, baft fte 3eber ausfüfyrcn fann. 25ie fpäter gesellten 'Äufgaben
www.rcin.org.pl
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§. 13.

X .  (®efefc ber (Sinläufigfeit. *))

$>rcbt man eine fiarrc ^igttr um eine fcjic unbegrenzte ©rabc 
in ber Steife, ba§ ein ^igurenpunft eine maebfenbe öinic befebreibt, 
fo fann man bic 2 >rcbung fo mcit fortfeben, ba§ biefer $unft mieber 
in feine Anfangslage gelangt, nad)bcm bic $>rcbungSaj:c ber ^igur 
non berjenigen «Streefe, mcld)c ibn mit einem (außerhalb ber 
$>rebung8 aj:e liegenben) fcjtcn fJtaumbunft oerbinbet, ein einiges 
üDial,* 1 2) non einer Verlängerung jener 0 trecfc aber bödjficnS einmal 
gefebnitten ijt.

$ält man in einer jtarren $igur brei fünfte fefi, mclcbc nid)t 
in einer ©raben liegen, fo ijt fte unbcmcglicb.

3 H f n b.
3 mei ©rabe b^ben entmeber feinen3) Sßunft, ober einen 

'tßunft, ober alle f ü n f t e  gemein.

§. 14.

f t e f i t t i t i o n e n *

I. 3ebe aus graben eiten be* 
ftebenbe S inie beißt gebrochen.

II.  3ebe S inie, melcbe feine gra* 
fcen Xbei le befifct, bet^t frumm.

werben als gelöft angelegen, fobatb fte auf ôfiutate jurüdgefübrt ftnb. — ©ie ge= brautlitfien bittet, um bie 35orfleUung non Simen bnreb äußerliche 2tnftauung ju untersten, befielen in ber 3lufftetlung non ©täben, 5tu8tannung non gäben unb 3cid)nung non ©trieben auf geeigneten glätten. $ergt. bie 2lnm. ju §. 3 u. 4.
1 ) hierfür ift auch ber SluSbrud „üDtonobromie" ([aövo;, einjig, unb öpô o;, Sauf)

gebräuchlich-2) ©. i. bei einer einzigen Sage ber gigur.3) ©ap es grabe Sinien giebt, welche feinen Ŝunft gemein haben, wirb erft burd? baS 2lfiom X  ausgetreten; bie übrigen ©heile beS 3ufatJeS ftnb )'<hon früher begrünbet.
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I I I.  3ebe auë jmei graben 
f e i l e n  befteljenbe Öinie 
fyeifft ein Söinfcl; bie beiben 
graben £fyeUe Ijeifjen bie 
Scficnfel, unb beren gemein* 
famer (Snbpunft ber Scheitel 
beg ÜBinfelë.

IV.  3ebe gefd)toffene, br'eimat gebrodene (an« brei 
graben fe ilen befteljenbe) S in ie  Ijeijjt ein $)reiecf; bie brei graben

£f)eile Ijeijjen bie Seiten, 
beren gemeinfame (5nb* 
fünfte bie öden  unb bie 
oon 5 tr>ei S e i t e n  gebil* 
beten S i n l e l  bie üöinfcl 
be3£)reied§ ober bie£)rci* 

ecféminfcl. —  Unter ben Stücfcn eines ®re iedë  öerfteljt man 
bie Se i te n  unb bie Sßinlet beffelben.

V. 3 ^ et SÖinfet, metdj>e, abgefefyen oon berSänge  Ujrer 
Sdfenfel, congruent finb, Ijeifjen gleidj.

V I.  Ä a nn  ein Söinfet in eine fotdfe Sage gebrad;t mer*
ben, baff er mit einemjmeiten 
ben Scheitet unb ben einen Sc^en* 
!et gemein erhält, mäfyrenb ber 
anbere fid) mit einer S t r e d e  
fd)neibet, metcfye jmei^ßunfte ber 
Sdfenfe l  beë jmeiten 2Bin!eI$ 

oerbinbet, fo fyeifft ber erfte E i n t e t  flcincr a U  ber streite.

3 tt f ä % t .
I. 3eber Söinfel i ft burdj feinen Scheitet unb je einen 

Streiten 'ßunlt ber beiben Sd)enfe(  röt l i g  beftimmt.
I I. 3ebeS $)rciecf ift burd) feine brei (Sden r ö U i g  be* 

ftimmt.

§. 15.

& I i o m XI.@3 gicbt fein $)rcicef, in mclcfycm jebcr Sßinfcl Heiner märe, als ein beliebig Hein gegebener ^Öinfel.
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®ie ©runbeigenfcfyaften ber Figuren, infofern man fie blofj até 

Örter auffafjt, finb burd? bie bisher aufgezäljlten elf Strome erfĉ öpft. 
(Unfer 11. 21̂ iom oertritt bas gteicf>numerirte (Sufübifĉ e, oor meinem e$ 
u. 21. bie größere (Soibenz unb aud) ben 23orjug oorauS fyat, baff man 
feiner langen (Sntnncfelungen ju feinem 23erftänbni$ bebarf.)

§. 16.
ßcindjnutttj gcomutrifdjer (Bchilöc.

®ie einzelnen f ün f te  bezeichnet man in ber ©eometrie mit ein* 
jetnen großen tateinifcf>en 29ucfyftaben: A, B , C, . . . ., benen man, 
toenn man 29eziel)ungen ber fünfte auf einanber auffällig machen toill, 
fotooljl red̂ tö oben Stccente an^ängen fann (5. 29.: A' — gefprod)en: 
„A ©trid)"), als auĉ > red)té unten Hummern (5. 29.: At —  gefprod^en: 
„A ©nS").

3ebe grabe S in ie  toirb bezeichnet burd̂  Nennung jtoeier fünfte,
burd) treibe fie înburd^ge t̂. ÜÖfan _________________
fagt 5. 29.: „bie ©rabe  A B “ als A ~B
2lbfürjung für: „bie ©rabe, in metĉ er
bie fünfte A unb B  liegen." (9Iacf> §. 11, 3* I I  ift bie ©rabe hierburd) 
unztoeibeutig beftimmt.) ^ieroon ift
begrifflich unterfcfyieben: „bie ©trede J ---------------------------------- ^
A B“, als berjenige £l)eil ber unbe*
grenzten ©raben A B , melcfyer jmifc^en ben fünften A unb B  liegt
(§. 11, £). III.); fo toie: „bie SRid)*
tung A B“, als biefenige Dichtung A J
ber unbegrenzten ©raben A B , non
meldet A ber einzige beftimmte ßnbpunft ift (§. 11, £). IV). 2luf?er* 
bem benennt man <51reden and; mit flehten lateinifd̂ en 23ud;ftaben.

2Binfel  benennt man burd) 3 ufammenfefcung ber DIamen non brei 
fünften, meiere zur 29eftimmung ber ©cfjenfel hinreichen; unb zwar nennt 
man ben ©djeitel in ber ÜÜiitte, 
ooran unb hinterher je einen zweiten \
2ßunft ber einzelnen ©d)enfel, fcfyreibt \  
ferner meiftenS bie 9tad)bi(bung eines \
233infelS baoor. 3- 29. fjeifjt /_BA C
fo oiet mie: „berjenige Söinfel, beffen A c
(Scheitel in A liegt nnb beffen ein*
Zeine Schenfel aufjerbem burd> bie fünfte B  unb Cgefjen." (23ergl. §. 14,3-1.)
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gerner bejeid)net man Sötnfel aud) burd) einjelne fleine 33ud)ftaben bes 
grteĉ ifd̂ en 211pl)abetS: a, ß, y, . . . ober enblid), wenn baburd? fein 
grrtljum Ijeroorgerufen werben fann, burd> ben tarnen bes ©cfyeitelpunfts 
allein mit oorgefet§tem Sßßinfê eiĉ en, 3. 33.: /_A.

„ Qen Flamen eineö Q re ie d s  fejjt 
man ans ben tarnen feiner ©den jufammen 
unb fd;reibt meiftenS bie 91ad?bilbung eines 
Qreieds baoor. 3- Reifet A A B C  fo 
oiel wie: „baSjenige Qreied, beffen ©den 
in ben fünften A, B  unb C liegen." 
(93ergt. §. 14, 3 . II.)

B. Die Kaum gebilk  als Großen.

§. 17.
B c f i n i t to n c n .

I. Q a m i t  ein ©anjeS  eine ©röfjc genannt werbe, muff 
es ben folgenben iÖebingnngen genügen:

1 ) muff es unbefdjranft t e i l b a r  fein;
2 ) muff es ein 9Jferfmal, bas „Duantum",l) befi^en, wel* 

d)eS burcfj feine Slbänberung ber ge ige  ber S t e i l e  ge* 
änbert wirb unb eine foldje ©intljeilung juläfjt, baff 
es aucf) bann nod) nngeänbert bleibt, wenn man einen 
bel iebigen 24jeil an ©tei le eines anbern wieberlfolt;

3) muff fein Q ua n tu m  a l s  fXljeil beS Q u a n tu m s  eines 
©anjen  erfcfyeinen, welches burd> eine beftimmte („enb* 
licfye") Slnjaljl eon 2Bieberf>olungen eines bel iebigen 
XfyeilS beS erfteren entfielt.

II. ©reffen, welche man oljne Anbetung  beS Q ua n tu m s  
für  einanber fe^en barf, feigen gleich grojü ober fd)led)tfyin 
gletd).2)

I I I .  ©ine ©reffe, welche einem S t e i l e  einer jweiten 
gleid) ift, Ijeifft flctncr2) a ls biefe; bie letztere aber größer2) 
a ls  jene.1) quantum, wie biet.2) ©ie Senennungen „gleidj", „größer", „deiner" bebeuten nadj bem Obigen bei©röjfen etwas 21nbereS als bei Sinfetn (§. 14), ba bie SBinfel fein Duantum beftfcen. (Später (§. 39) wirb ben teueren inbeffen auf fünftlidje SBeife ein Duantum geraffen Werben, fo baß ftd) bann jene Senennungen red)tfertigen taffen.
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IV. ©roßen ^ei^en gleichartig ober oon gleicher Dua* 
lität,1) wenn fie ie einen g l e i t e n  X ^ e i l  befi^en.

Y. ^Diejenige kigenfehaft, burd) toelche fiĉ > g le i te  in*  
congruente Daumgrößen 'unter fd )e iben , heißt ihre ©cßalt.

I n  fftf>**
I. D e r  ^ u n f t  unb ber D a u m  finb feine ©roßen.

—  Denn beibe genügen nicht ber iöebingung I. 3.
II.  Körper, glädjenftüde unb S inienftüde ha&en' fal l« 

fie überhaupt ©roßen finb, oerfchiebene Qual itä ten.
—  Denn feine« oon biefen ©ebilben ift gleich einem Dpeil ber 

anbern. (SBergl. §.7.)
I I I .  Sille congruenten Daum größen  finb gleich- —  (2$ergl. 

Slpiom V II.)
IV .  3e 5 lüei Daum größen ,  metche irgenbtüeld^e con* 

gruenten ID^eile haben, finb gleichartig.

§• 18. •
^  I  i o in X I I .

3cbc« enblich beftimmtc Daumgcbilbc Don folcßcr 23efcf)affcnf>cit, 
baß einer feiner Dßeilc in fictigcr Dccfung mit einem anbern oer* 
feßoben merben fann, ifi eine ©röße.

J t t  f a | e .
I. Sille Kö rpe r  finb gleichartige ©roßen.

I I.  Sille © t reden  finb gleichartige ©rößen.
I I I .  kongruente ©t reden finb gleich.
IV. © leiche ©t reden  finb congruent nach ieber oon 

ihren beiben Dichtungen.
—  Denn gelangten fie, in toelcher Dichtung man auch bie eine 

auf bie anbere legen mag, nicht $ur oollen Decfung, fo mürbe bie eine 
nur einem Dpeil ber anbern congruent unb be«halb nach §. 17, 3 - H I  
unbD. I I I  fleiner al« bie streite fein, ma« ber 2$orau«fepung miberfpricht.

V. 3ebe©trede ift mit fich felbft nad) umgefehrter Did)* 
tung congruent unb gleich-

D e f i n i t i o n e n .
I. D a «  Q ua n tu m  eine« Körpe r«  heißt SBolumcn.2)

II. D a «  Q u a n tu m  einer ©trede h^ i^t Sänge.

1) qualitas, Söefĉ affen̂ cit.2) volumen, eigentlich: bie ©djriftrolle, ber $anb. — SSergt. bie 2lnm. ju §• 1 ber Slrit^metü.
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S dj 0 l i t.
£>as 2Ij:iom X I I  erfchöpft nicht alle gälle, in melden mir tcn 

SKaumgebilben bie ©rö^eneigenfc^aft juerfennen (5. 23. bei Ellipfenbögen), 
unb reicht aud) in ben Elementen ber (Geometrie nicht überall aus, um 
bie (gleichartigfeit toerfchieben geftalteter iftaumgrößen feftjuftellen, mo mir 
unferer Anfchauung gemäß eine folcfye jugeftehen (5. 23. ©trede unb $reis* 
bogen). 3n biefen Fällen nimmt man eine ober mehrere beränberliche 
Figuren ju §ülfe unb bebient fiĉ  ber nod) folgenben Axiome.

§• 19.
0 r f i n i t i 0 n e n.

I. £)ie jmifchen jmei f ü n f t e n  liegenbe ©t rede  heißt 
bie Entfernung ober ber Abfianb beiber f ün f te  oon einanber.

I I. (Sine unt>eränberlid)e g i g u r  ^eißt bie ©rcnjgcfialt 
einer beränberlichen, menn bie 23eränberung ber legieren 
fo oor fid) geht, baß bie En t fe rnu ng  eines jeben f ü n f t e s  
ber einen g i g u r  bon einem f ü n f t e  ber anbern g i g u r  nn = 
enblid) Hein,  b. 1). Heiner als  eine beliebig gegebene un- 
beränberliche ©trede mirb.

31 j i 0 m XIII.
Ein fHaumgcbilbe ijt einer Ofaumgrößc gle ichart ig ,  menn beibc 

als (grcnjgcfialten gleicher (beränberlicher) Otaumgrößcn aufgefaßt 
merben tonnen.

31 $ t 0 m XIY.
2 >aS Duantum einer jeben fHaumgrößc ift ber ©renjmerth beS 

DuantumS einer ftch iß* ftlS ber ©rcn^gcjtalt nähernben gleichartigen 
Otaumgrößc, menn bie lcßtcre 511m 3 10̂  ber Annäherung an jene 
burch feine anbere erfeßt merben fann, melchc einen tlcinercn ©rcn^ 
merth liefert.

â  dj 0 l i c .

3ur Erläuterung biefer beiben leßten Ajriotne mag folgenbe 23emer* 
!ung nüßlid) fein. gebe frumme Sinie, meld)e eine Sänge hat, läßt fich 
als (grenjgeftalt einer gebrochenen Sinie anffaffen, beren Eden fämmtlich 
in ber fraglichen trummen Sinie liegen; unb ber (grenjmerth ber ©umme 
ber einzelnen graben Steile, melcher fich burch feinen Heineren (grenjmerth 
erfeßen läßt, ift bie Sänge ber frummen Sinie. (größere (grenjmerthe 
laffen fich aber in unbefdjränfter Anjahl beibringen, ba bie frumme Sinie

—  14 —
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aud bann nod) feie ©renjgeftalt bleibt, menn man u. 31. jeben S^eii 
bet gebauten gebrodenen Ötnte bnrcfy tie (Summe bet beiben anbern 
Seiten barübergefteüter ä^nüc^er Dteiede erfe^t: es Ijängt bann einjig 
nnb allein non bet (beliebig mähbaren) ©eftalt ber äljnliden Dreiede ab, 
um mie biel größer ber ©renjmertb auöfatten foll.

23ei ben ^läden greift eine ähnliche (Srmägung ^la^.

§• 20.

Crmmatn1 ans ber Xritlimrtik.
D a  bie Slritfjmetif biefenige SBiffenfdaft ift, melde bie (Sigenfdoften 

aller ©roßen cfyne Unterfdieb ifjrer Dualität erforfdt, fo gelten ifjre 
Sehren im SÖefonbern für alle SKaumgrößen nnb bürfen in ber ©eometrie 
als befannt borauSgefet̂ t merben. Slnfänglid reidt man mit einer ge* 
ringen ^Cnja l̂ bon dnen aus. (Sine Ijerborragenbe 9M e  fielen folgenbe: 

I. Oft eine ©röße  mehreren gieid/  je finb biefe unter

f id  gieid-

I I. 3 ft eine ©röße  j j als eine jmeite, unb biefe

f Heiner 1
einer britten gieid/ fo ift bie erfte ^ j  als bie britte.

I I I .  3ft eine ©röße { eine S^eite, unb biefe

{ gr^ß e '̂ } a^  e*ne f° tf* bie erfte j j als  bie

britte.
IV. © le id e s  mit ©leid;em fummir t  giebt ©leid;eS 

(tote man aud  bie So lge  ber £l)eile änbern mag).
V. © le i d e s  mit U ng le idem  fummirt  giebt Ung le ideS  

in bemfelben S inne.
VI. S u m m i r t  man U ng le ideS  mit Ungleidem, fo geben 

bie Heineren X^ei le baS f lein er e ©anje.
V II.  © le ide s  bon © le idem  fubtraf)i rt  giebt © le ide s .

V II I .  © le ide s  bon Ung le idem  fubtrafyirt giebt Un* 
g 1 e i d eS in bemfelben S inne .

IX .  Ungleid;eS bon © le idem fubtrafyirt giebt Un *  
g leideS im entgegengefefcten ©inne. 1

1) (Sin Scmma (Xfjfjifxa, toon >.atj.ßavEiv, entnehmen) fpvidOt eine ans einer anbern SÜSctylin entnommene (SrfenntniS aus.
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X.  © u b t ra h i r t  man Ungleiches non Ungleichem, fo er* 
hält man boxt baS kleinere, ido  baS ©rötere oom kleineren 
fu&trahirt  ift.

X I.  ©teicheS mit ©leichem mult ip l i c i rt  giebt ©leidteS.
X I I .  'ßrobucte finb ungleich in bemfelben ©inne, mie 

ihre entfprechenben gactoren.
X I I I .  © le id e s  burch © le i d e s  bioibirt giebt ©leicheS.
X IV .  Ungleiches burch © le i d e s  bioibirt  giebt Un* 

gleiches in bemfelben ©inne.
X V .  © l e i d e s  burch Ungleiches bioibi rt  giebt Un* 

gleiches im entgegengefe^ten ©inne.

C. Die Juttkmentölamgmn^en.
§. 21.

23 t f t n 11 i o it.
geber SBinlel, beffen ©chenfel bie beiben entgegen* 

gefegten Dichtungen einer ©raben finb, heißt ein gefireefter 
üßittfel ober fchlechthin ein ©cflrecftcr.

2 1 1 S 3 eid&en für einen geftreeften SBinlel toirb in go r  =
mein ein etmaS beformirteS G, nehmlich G, benu^t merben.

\

£ t lj t f a ij.*)
Sille geftreeften SBinfel finb gleich unb bleiben es auch 

nach 23ern>echfelung i^rer ©chenfel. 1

1) Sin „Se^rfa^" enthält ein Urt êit, beffen 9ticbtigfeit au« anbertt, fdjen als richtig erfannten Urt̂ eitcu burd) bloße 3ergticberung unb 3ufammenfefcung Oer Sc* griffe (togifdjie (Schlußfolgerung) abgeleitet toerben tarnt.gebet Sê rfatj beftebt au« jtuei ©beüen: 1) ber „SSorauëfefcung", toelcbe bie netbtoenbigen unb auëreicbettben SDlerfmale be« ©inge« angiebt, Oon toelcbetn bie 9tebe ift, unb 2) ber „Scb<tu Otung", toclcbe ba« fragliche Urteil über jene« ©ing au«* fpridjt. — ©er gröberen ®eutlid)feit toegen, fo toie jutn Qwedc ber Übung be« Schüler«, febarf logifd) ju unterföfeibeu, oftegt man bie 21erau«fefcung unb bie $e* bauOtung be« Sebrfafce«, Oon einanber gefonbert, hinter biefem noch einmal auëju* fOrecben unb auf eine, nur al« Seiftet anjufebenbe, befonbere gigur ju be$i«ben. Üluf bie Sebauotung folgt ber „Sßetoeië", b. i. bie 23orfübrung ber Schlußfolgerungen, bureb toelcbe bie ©eltuug be« Sebrfafje« abgeleitet toirb. ©er Setoei« beifü ein
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$ r f .  @8 finb jtoct geftredte A ______________ ;
SBinfet A B C  unb A 'B ' C' gegeben. ~B "

29e$. ® 8  ift / _ A B C  =
/_ A !B 'C ,  b. lj.: man fann ben A4 jp  C'
/_ Ä  B 'C ' fo Anlegen, bafj fiĉ
B' mit B , eine beliebige unter ben beiben fRicfytungen B' C' unb B'A' 
mit ber fKicfytung B  C unb jugleicfy bie anbere mit ber 9?id)tung BA  becft.

23ero. 9tacf> §. 11, 3* 1 1 1  fann man C  fo fyin*
(egen, ba| B' in B  unb eine beliebige unter ben beiben fHicfytungen B' C' 
unb B' A' in bie Stiftung B C  faßt. £)ann beden fidj aber nad) §.11, 
3 . I I  beibe Figuren ganj, meil fie nad? ber obigen £)ef. einjetn grabe 
Sinien finb.

§• 22.ß c l j r  f a ^ . * 1)
3 eber beliebige f t a r r e S i n f e l  läfit fid) fo fyinlegen, baß 

jeber oon feinen ©cfyenfeln ben urfprüngl idjen O r t  be« 
anbern bedt.

9Srf. (£« ift ein beliebiger /_B A C  gegeben.
23efj. 9Jfan fann ben /_B A C  fo înlegen, baß A B  &n ben ur* 

fprünglicfyen Ort oon A C, unb jugleid) A C an ben urfprünglicfyen Ort 
oon A B  faßt.

23eto. 3ft /_ B A C  ein geftredter, fo gilt ber ©a£ nadj §. 2 1 . 
3ft er aber fein geftredter, fo gelingt ber 23eto. auf folgenbe Seife:

üDian oerlege auf ben ©d)enfeln bie beiben burd? B  unb C beneid)- 
neten fünfte an fold)e ©teßen, b A B  =  A C  toirb, jiê e bie ©trede 
B C  unb burcf) einen oerfcfyiebbaren ^unft D  ber letzteren bie ©rabe A D .

ferner brel)e man ben Sinfel D A B  um ben ©tral)l A D  al« fefte 
2l̂ e, bi« ber ß̂unft B  unb fomit ber ©trat)! AjB toieber in bie 21nfang«=

„birecter" (directus, grabe, ebne Urnft̂ roetf), wenn man jeigt, tote baë $u erbärtenbe Urtbeit auë ben bereits als richtig ertannten jufammengefeßt ift; ein „inbirecter" beißt er bann, toenn man naebtoeift, baß bie 33ebaubtung einerfeits einen toon fämmt= lieben ebne nähere Unterfucbung bentbaren gälle auëf̂ ricbt unb anbrerfeits unter biefen ben einzigen gall angiebt, weiter leinen Söiberfbrutb in ftcb felbft enthält.1) IDieier ©aß, welker für bie meiften fßäter folgenben ©äße toen entfê eibenber Söidbtigteit ift, würbe bisher Weber betoiefen, ne<b auëbrücflicb als Skiern aufgeftellt, was bann bcd> hätte gefcf>eben muffen. — 3>on Anfängern toirb man ben 33eweië feiner relati» größeren ©ebwierigteit wegen nur auSnabmStoeife oerlangeu. — ©äße ähnlicher 2lrt werben im gclgenben mit einem ©tern oerieben werben, 
ffiorpifcfp, (SUmcntc in  iütatfyematif. 2
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tage gelangt (21p. X  u. §. 11, 
3- II). Oabei befcpreibt tcr «Straft 
A B  eine ftlädje (§. 8 , 3 . V); unb 
tiefe tpeilt ben 9faum in jn>ei ocllig 
gegen einanber abgegrenjtegäcper1), 
treidle fiĉ  baburdji unterfdjeiben, 
bafe ba<8 eine $ad) ben «Straft A 1) 
enthält, mäprenb bas anbere öad> 
feinen ^unft beffetben befî t.

®a nun baéjenige ^ad», melcpeé ben ©trapl AD  enthält, beim 35er* 
fcftiekn beë fünftes D  nad) B  f)in in ben ©trapt A B  jufammenfcfrrumpft 
unb beëpalb, fo lange bie ©trede BD  ljinreid)enb Hein ift, ben ©trapl AC  
auëfcfyliefjt, mäfjrenb berfetbe ©trapl A C beim 33erfcf>ief>en be$ fünfte« 
D  nad? Cf) in mit ber £)rel}ung$a£e A D  jufammenfäüt, [0 muf? e3 eine 
2age A E  ber OrefjungSape geben, bei melcper A C  in bie 23egren$ung$* 
fläche beë fraglichen 3taumfad)S fällt.

Orept man nun bie ganje gigur um A E ,  fo gelangt A B  hierbei 
u. 31. einmal in bie urfprünglid)e Sage oon AC, mithin jugleidj ber 35unft 
B  an ben urfptünglicfyen Ort toon C, meil A B  =  A C  ift (§. 18, 3 . IV ). 
®ann bedt fich bie ©trede E B  mit bem urfprünglicpen Ort ben E C  
(§. 11, 3- II)/ fo bafz E B  =  E C  perborgept (§. 18, 3- H I) unb nicht 
nur E C  in bie urfprünglicpe 9ftdj>tung oon E B  fällt (§. 11, 3- H)» 
fenbern and) ber ^unft C an ben urfprünglicfyen Ort bon B  gelangt 
(§. 18, 3- IV). 9Iad)bem man fid> pierbon überzeugt pat, erfcnnt man, 
bafj nun aucfy A C  ben urfprünglicpen Ort bon A B  einnimmt (§. 11, 
3 . II) ,  fo baf pinfidjtlid) unferer 23el)auptung nichts mepr ju bemeifen 
übrig bleibt.

A

53 u f (i fe ♦
© i n b  jmei 2öinfel bei einer 35ejiel)ung ihrer ©cpenfel* 

paare auf einanber gleid), fo finb fie e§ aud) bei ber um* 
geteerten.

1) 3m ©runbe jlellt man ftd) hierbei ben 9taum all einen beliebig begrenzten Äörber toor, meiner burd) bie fragliche glädje in jmei £beile geteilt mirb, bei meinem mir aber ben Ucbergang aul einem £I)cil in ben anbern burd) bie äußere beliebig gemäbltc Segrenjung bmburdj ni($t geftatten. ©I förnmt al)o nur baranf an, ob bie innere Slbgrcnjung ber beiben Steile »ollfiänbig ifl.
www.rcin.org.pl
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ö dj o l i t .
jpätten bie ©ä£e biefeS §. feine ober nur eine bebingte ©ettung, fo 

müßte man bei ber Angabe, baß jtoei Söinfef gteicfy finb, jugteicfy ju er* 
fennen geben, tuie bie ©cfyenfetpaare ficf) auf einanber bejiefyen fotten. 
£)a$ ift jefct nicfyt nöttjig.

£)ie obige $igur enthält até iöeftanbttjeite fotd)e ©ebitbe, toetdje in 
anberen Figuren fyäufig toieberfetjren. ß$ oertotjnt ficfy beöfyatb, benfetben 
tarnen ju geben unb iljre ßigenfcfyaften ein für attemat feftjufteüen.

§. 23.

De f in i t i o n en .
I. 3e jir>ei SBinfet, tuetcbe einen gemeinfamen ©dientet 

fyaben, tuäfyrenb ifyre ^weiten ©d)enfet einen ©eftredten 
bitben, Reißen fftcbentoinfcl oon einanber.1)

II. 3e jtpei Sßinfet, toetcfye ficfy fo fyintegen taffen, baß 
fie ein ^ a a r  9?ebentoinfet bitben, Reißen ©ityblcmcnte2) oon 
einanber.

€ e \) t f a fe.
£)ie 9Zebentoinfet gleicher Söinfet finb gteidj*.

* 33rf. /_ A B C  ift ein ‘üfebemoinfet oon /_ C B D , unb 
/  A  B ' C' ift ein iftebentoinfet oon /_ C  B' D ' ; 

ferner ift /_C B D  =  /_ C  B ' D ' .
®e$. ß 8 ift /_A B C = /_A  B' C'.
SÖetu. SSegen ber ©teicfyf)eit ber 

SBinfel C B D  unb C' B' D' fann 
man ba§ eine 9Zebentoinfetyaar fo 
auf ba$ anbere legen, baß B' in B, 
ferner B'D ' in B D  unb B' C' in 
B C  fällt (§. 14, V  unb §. 22).
£)ann ift nacfy §. 11,3* 1 1  auĉ  & Ä  in B A  gefallen, fo baß fidj fcljt 
ber /_ Ä  B' C' mit bem /_ A B C  becft, tu. $. b. tu.

3  lt r tt I .

©upplemente oon gleichen Söinfetn finb gteicfy.

1) 3- 53- bie Sßinfel A D B  unb A D  C  ber »origen gigur.2) 3Son supplëre, anfütten, »eUmactien.
2 *
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§• 24.
B c f i n i t i o  nett.

I. 3eber S i n t e l ,  melcber feinem iftebenminfel gleich ift, 
beifjt ein rechter äöinfel ober fcf>Ied>t^in ein tRcd)tcr.J) — 2 1 1 « 
3 e i e n  für einen rechten 2öinfet mirb in Fo rme ln  ein 
etwa« beformirte« R, nefymiid) benujjt merben.

II. 3 ® e i  ©rabe, melcbe einen regten 2Binfet bilben, 
beiden fcnfrcc^t ju einanber. D e r  ©cbeitel be« regten S i n *  
fei« b d f H  ber ^ujjfm nft ber ©entrechten. —  2 1 1 « 3 etchen für 
b a « S o r t  „{entrecht" mirb in ^o rm e ln  bie f$tgur -L gebraucht 
merben.

j) r f a | .
33on jebem fün f te  au^er^alb einer unbegrenzten ©ra *  

ben läfjt ficb auf biefelbe eine ©entrechte fällen.
33 rf. (5« ift eine unbegrenzte ©rabe 

A B  unb außerhalb berfelben ein fßunft 
C gegeben.

33 efy. Durch ben ‘’ßunft C läfjt fid̂  
eine ©rabe ziehen, toelĉ e auf A B  fenf* 
recht fteht.

33 em. Denft man ben ^untt C mit 
ber ©raben A B  ju einer ftarren gigur 
oerbunben (ma« in ber nebenfteljenten 
3eicbnung bureb 3Serbinbung be« fünfte« 
C mit A unb B  mittelft ßinien oeran* 
fcbaulid>t ift), fo fann man bie $igur 

nach 2lj. X  fo meit um bie ©rabe A B  berumbreben, bi« ber fßunft C 
in eine folcbe Sage C  gelangt, bafj A B  oen ber graben 33erbinbung«linie 
be« fünfte« C' mit feiner 2lnfang«lage C in einem fünfte D  gefdjmitten 
mirb. Dreht man bann ben fo beftimmten Sinfel A B C  fo meit um 
A B  herum, bi« C' mieber in bie 2lnfang«lage C gelangt (21̂-. X ), fo 
beeft ficb ber / _ A B C  mit feinem 9?ebenminfel A B C . 9)?itbin ift biefer 
nach ber Definition ein Rechter, ober, ma« baffelbe beijjt, C B 1 .A B .

§. 25.
£ 1 1) r fa fc.

23on jebem einzelnen f ü n f t e  außerhalb  einer unbe* 
grenzten ©raben  läßt ficb au! biefelbe nur eine ©entrechte 11) 3- 33. ber Söinfel A E B  ber gtgur §• 22.
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fallen. —  2DI. a. SB.: 3111 e ©raben, tüe 1 rf>e auf einer ein * 
jigen © ra b  en fenfred)t flehen unb burd) einen ^ u n f t  aufier* 
fyalb berfelben Ijinburcfygefyen, beden f i ĉ .

23 rf. 23om fünfte C aus feien auf bie 
©rabe A B  nad) einanber jmei ©entrechte ge= 
fällt, beren gu^unlte D  nnb D' genannt finb.

23efy. D unb D' finb jmei tarnen 
eines einzigen fünftes; m. a. 2B .: CD' ift 
biefelbe ©rabe, mie CD.

23 em. £)reljt man bie ftarre $igur 
A D  C D 'B  um bie ©rabe A B , fo muß ber 
^unft C, meil bie rechten Aßinfel A D C  unb 
A D 'C i^ren 92ebenminfeln A D E  unb A D 'E ' 
gleich finb (§. 24, ®. I  u. II), im 23erlauf 
einer Umbref;ung fomofyl in einen ß̂unft E  ber 23erlängerung bon AD, 
als aud) in einen ^ßuntt E ' ber 23erlängerung bon AD' gelangen, f$iele 
nun nicfyt ber ^unft E ' mit E, alfo (§. 1 1 , 3- II)  nid̂ t bie ganje ©rabe 
C E ' mit ber ganzen ©raben C E  jufammen, fo mürbe bie 1)re^ungSa^e 
A B  bon ber graben 23erbinbungS(inie beS bemegten fünftes C mit feiner 
Anfangslage mäfyrenb einer Umbreijung jmeimal gefdjnitten merben (nel̂ tm 
ticf> in ber Sage E  C unb in ber Sage E ' C), unb bieS ift nad? Aj. X  
unmöglich. golglid) ift bie 23el)aubtung richtig.

3  a  fafc»
(£s giebt fein 'Dreied mit jmei redjten Aßinfeln. —  

grabe S inien,  melcfye auf  einer britten in berfdjiebenen 
f ü n f te n  fenfredjt ftefjen, Ijaben feinen 23unft gemein.

§. 26.

\) rfafe.
A l le  redeten Aßinfel finb gleicf).

23 rf. £>ie beiten 
Aßinfel A BC  unb A'B'C ' 
finb rechte.

> 23 e^. (gö ift /_ABC
=  /_A 'B ' C'.
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Vew. SDreht man ben 
rechten SBtnfel A B C  um 
ben ©d)enfel B A  als fefte 
Slje gan$ ^erum, fo befĉ reibt 
ber anbere ©d)enfel B  C eine 
$(äcf>e C X Y Z C , welche 
Siüct^etle beSlRaumS belüg 
gegen einanber abgrenjt.

Segt man bann ben 
^weiten regten VMn MA'B' C' 
fo hin, baß fein «Scheitel B' 
in einen Vnnft D  ton BA  
unb ber ©chenfel B 'Â  in 
in bie Dichtung bon B A  
fällt, fo !ann fein ^weiter 

©chenfel nicht einen ^unft F  mit jener l̂ädhe gemein haben, weil fonft 
ber nad) §. 25 unmögliche (Srfolg einträte, baß bom fünfte F  nach ber 
©raben A B  jwei berfdjiebene ©entrechte F D  unb F B  führten. ÜJttithin 
befinbet fich ber jweite ©chenfel B' C' in einer Sage D E , welche feinen 
Vnnft mit ber fläche gemein hot.

Segt man ferner ben rechten SBinfel A 'B 'C ' fo hin, baß fein ©Reitel 
B' in einen <ßunft 'D' ber Verlängerung bon A B  über B  hinaus unb 
fein ©chenfel B'A ' in bie Dichtung D'A  fällt, fo muff ber ©chenfel B' C ’ 
auë ähnlichen ©rünben, wie oben, ebenfalls eine foldje Sage D E' haben, 
welche feinen ^unft mit ber fläche gemein befifct.

Veibe Sagen D E  unb D 'E ' beS ©chenfels B ’ C' befinben fich a^er 
in jwei SKaumtheilen, welche bur<h bie fläche C X Y Z C  böllig gegen 
einanber abgegrenjt finb, fo baff ber SBinfel A 'B 'C ' nicht bon ber Sage 
A D E  in bie Sage A D 'E ' übergeführt werben fann, ol/ne baß bie ®renj* 
fläcbe burd̂ fd̂ ritten wirb (2l£. V I I ) . ©ei bemnach F  ber Vnnft ber ©renj* 
fläche, in welchen C' bei ber längs A B  bor fid) gehenben Verfärbung 
beS ©chenfels A B' einmal gelangt, fo nimmt B' C' in bemfelben Moment 
bie Sage B F  an, weil fich fonft &on F  aus ©entrechte auf A B  
fällen ließen; b. h- nt. a. 2B.: ber VSinfel A'B'C' ift mit ber Sage A B F  
beS VHnfelS A B C  jur £)ecfung gebracht. (Damit ift unfer ©afc bewiefen.

3  « f ft 1 1.

I. D reh t  man einen rechten S i n f e l  um ben einen ©chenfel 
a ls  fefteSl^e, fo befchreibt ber zweite eineglädje, in welcher

z
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jebe burcfy ben ©cfyeitelpunft gefyenbe ©entrechte $um feften 
©cfyenfel ganj liegt.

II. 3e ätoei rechte 323tnIet finb ©upplemente oon ein* 
anber.

§. 27.
1 1 f i n i t i o «.

D i e  beiben 9ieben»intel eine« einzigen 2Bin!el$ fyeifjen 
©djeitclminfel oon einanber.

ß c \) r f rt |*
3 e s»e i  ©djeitelroinfel finb gleicfy.
23rf. Die 353infel B A C  unb 

DA E  finb ©d)eitelminfel.
33efy. (5$ ift /_ B A C =  /_DAE. ^ ----
33e». Die 33elj. trifft ju nacfy 

§. 23, »eil / 'B A C  unb /_D A E  b  
nacf) ber Definition 3iebentmnfel non 
gleichen 333inleln finb, roelcfye fid) an ber ©teile C A D  becfen.

©d)neiben fid) $mei ©rabe fo, bafj fie einen rechten 
353infel  bilben, fo finb and) bie übrigen bon ihnen gebil* 

'beten  353 infel rechte.

§. 28.
ßetjrfnfc. (âcitcn-10tttUbl-âcitctt-ârtl1)).

Dreiecfe finb congruent, menn fie in jwci ©eiten unb in 
bcm SPBinfel berfclbcn über ein ft i mm en. 1

33rf. 3n ben Dreieden A BC  unb Ä B 'C  ift: 1) AB  =  A'B'\ 
2) AC =  A'C'; 3) /_A =  /_A ',

1) S5Mr besiegen une auf btefen GEongruenjfat? burdfi bie Sejet^nung: (sws).
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Bep. <g$ ift: =  A A B C .
Bern. Bfan (ege baS A  A BC  fo auf baS A  A B 'C ', ba§ bie 

@tfe A  in A', bie ©eite A B  längs ber ©eite A B ' unb bie ©eite AC  
(ängè ber ©eite A 'C ' faßt; maS angelt, »eiC nach ber Brf. 3) /_A =  
/_ A  ift (§. 22). ©aburcp gelangt B  nad̂  B', unb C nad) C , meil 
nach ber Brf. 1) A B =  A B ', unb nach ber Brf. 2) AC =  A C '  
ift (§. 18, 3- IV). £)ann betft fiep enblicp bie britte ©eite B C  mit B' C ', 
meil fie ®rabe finb, melcpe jmei gemeinfame fünfte B' unb C' fcefifcen
(§. i i , B .  ii).

' 3  w fa  fc.

©t immen ©reiecfe in jmei ©eiten unb in beren BMnfe l  
überein, fo finb bie einanber entf^rec^enben£)reiedsftücfe 
fämmtlicp paarmeife gleicp.

—  3n obiger gigur ift nepmlicp B C  =  B' C ', /_B  =  /_ B ', 
/ C — C', meil fie auf bie befcbriebene 3Beife iur £)ecfunq gebracht 
finb (§. 18, 3 . I I I  unb §. 14, V).

dj o 1 1 1.
£)ie (Songruenäfäpe über £)reiede finb beSpalb aufjerorbentlicp mistig, 

meil fie es ermöglichen, bie ©leicppeit bon ©trecfen unb SBinfeln ju er* 
mittein, ohne fie unmittelbar ju meffen, unb toei( bie Betrachtung ber 
complicirteren Figuren fiep, mie mir fpäter fehen merben, auf bie Be* 
tracptung bon £)reieden jurücffüpren läfjt.

®ie noch folgenben ©ä($e über ©reiecfScongruenjen finb fämmtlicp 
U m fehrungen  beS obigen, b. p. fie gehen aus ihm burch Bertaufchung 
eiues £petlS ber BorauSfefcung mit eiuem £peil ter Behauptung herbor. —  
3n unferem gatte enthält bie Behauptung brei Xhetle (bie (Sleicppeit ber 
nicht unmittelbar gemeffenen entfprechenben £)reiecfsftücfe), unb es giebt 5 
mögliche Umfehrungen, nepmlicp: [sss), [wsw), [wws], [ssw], [www), 
bon benen aber nicht alle jutreffen.

Slujjerbem brängt fiep ber Betrachtung ber f$all auf, bafj jmei ©tücfe 
eines einzigen £)reiecfs gleich finb, mie im folgenben §. 1

1) (äntfprecbenb ober homolog (6(1.6X070; ,  übereinftimmenb) nennt man fotdpe ©tücJe toerfcbiebener giguren, toeldje in biefen giguren nacb gteiĉ er 2Iuf|'u(bung3= metbobe beim ülusgeben t»on gegebenen ©teilen aus gefunben merben. — Oben fönnen als 2lu$gang8fkUen etwa bie fünfte A, A ' unb bie ©trabten AB, A  B ’ bienen.
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§• 29.
lUf i t t t t  tonen.

I. 3ebe8 O re ied ,  r o e t e ö  jtoct gleiche ©eiten befifct, 
Reifst gleidjfdjenfliß; bie gleichen ©eiten Reißen bie ©dtenfcl, 
beren gemeinfame öde bie©jn£e, bie britte ©eite b i e üöafitë,J) 
unb bie anl ie genben1 2) S i n t e l  ber (enteren bie 23aftSrotnfcl.

II.  3ebe$ O re ied ,  meldjeë brei gleiche ©eiten befi^t, 
Ijeijjt gleidtfeitig.

£ t \) r f a fe.
3 n  febem einzelnen gletcf)fd)cnflügen £)reied finb bie 53af iö* 

toinfel gleid^.
3$ rf. 3m A  A BC  ift A B =  AC.
33ef>. (£« ift: Z _ A C B =  l_ABC,
33 en>. 9Iacf> §. 22 lagt fidj baä A  A BC  fo 

tyinlegen, bajj A toieter an feinen urfprünglidjen 
Ort, sugteic  ̂aber A B  in bie nrfarünglicfye 9üd)tung 
non AC, unb AC  in bie urfprünglicfye 9ftdj>tung non 
A B  fällt. 9iad)bem biefe Umlegung auSgefüfyrt ift,
Ijaben ferner audj bie fünfte B  unb C iljren Ort ß 
gewed)felt, roeil uad) ber 35rf. A B  =  AC  ift, 
fo baj? bie ©trede B C  itjren urfprünglid)en Ort in umgefefyrter 2age 
bedt (§. 11, 3- II)- £)emnad? ift /_ B — /_[C, meil fie jur Oedung ge* 
brad)t finb (§. 14, Y).

3 u f & | e.
I. 3 n  iebem einzelnen gleid)feitigen O re i e d  finb fSmmt* 

licfye brei S i n f e l  gleid).
—  Oenn e$ ift über jeber ©eite gleicf>fd)enttig.

II.  3n  febem einzelnen Oreied unb audj in congruenten 
0)reieden liegen g le i t e n  ©eiten gleite S i n f e l  gegenüber.3)

—  Segen ber foeben bemiefenen ©ültigfeit biefeö ©a^eiS für ba8 
einjelne Oreied ift man nefymlid) audj bei congruenten Oreieden nidjt

1 ) ßâat;, guß.2) SBinfel unb 2inie werben at« einanber anliegenbe Figuren bezeichnet, tuen« bie Sinie ein <Sct>enfet be« 2öin!et8 ift.3) ©egenüberüegenbe ©eiten unb Sinfet eine« 2>reied«, ©egenfeite eine« SBinfel« unb ©egenttnnfel einer ©eite büfjen folĉ e, bei benen bie ©eite fein ©djenfet be«SBintel« ift.

A

\www.rcin.org.pl



26

nur bann gegen bie 9)?iJgtid)feit eine« 3rrthum« gefiebert, menn bie 
fraglichen ©tücfe fid) in §otge ber 23orauëfe£ung entbrechen, fonbern 
auch bann, trenn man jmei gleiche ©eiten be« einen ber congruenten 
£)reiecfe mit einanber oermechfelt.

§. 30.

£ e l ) f  rufe.
d ie jen i ge  ©rabe, rnelche bie ©bi^c eine« gCeid^fd^enf^ 

tigen £)reied« mit ber SJZittc ber 23ftft« nerbinbet, fteht auf ber 
letzteren {entrecht unb bitbet mit ben beiben anbern ©eiten 
gleiche Eintet.

33 rf. 3m A  A BC  ift 1) AB  
=  AC, 2) hatbirt AM  bie 33afi« 
B C  in M.

33eh- (5« ift: 1 ) A M ± B C  
c unb 2) l_M AB =  /_MAC.

33 em. (£« iftA  A B M  =  / \A C M ]  . . . [sws] 
bentt man ^at: A B  =  A C  (33rf. 1), B M — CM  (SBrf. 2), Z.B =  
/_C  (§. 29). 2tu« biefer ßongruem folgt nach §. 29, 3-:

/_A M B  =  /_A M C , A M  -L B C ....... §. 24, $). I I
unb /_M A B  — /_M AC.

3 U f ä % t .
I. ^ätlt man non ber ©bi£c eine« gleichfc^enfligen £)rei* 

ecf« auf bie 23aft« eine ©entrechte, fo a Ibirt  biefe bie 33afi« 
unb bilbet mit ben anbern ©eiten gIei<he SBinfet.

—  £)enn fonft müfete e« jmei oerfchiebene ©entrechten oon A auf 
B C  geben, ma« gegen §. 25 ftritte.

I I.  Siegt eine 2)reiccf«ecfc [entrecht über ber ÜWittc ihrer ©egen* 
feite, fo ift ba« £)reiecf über ber letzteren gteichfchenttig unb 
bie ©entrechte bitbet mit ben anbern©e i ten  gleiche 933infei.

—  £)enn e« ift
l \ A M B  =  A  A M C  . ........... (sws),

meit M B =  MC, M A =  M A  unb /_A M B  =  /_A M C  atö rechte.

21 nm. ®iefe 3ufäfce finb Umtehrungen rom £>auptfafc. (23ergt. 
bie ©chotie ju §. 28.)
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§. 31.
(Brci 'öeitcu-âat;.'))

951f. 3n ben 'Dreiecfen A BC  unb A'B'C ' ift: 1) A B =  A 'B 'f 
2) AC  =  A'C', 3) B C  =  B 'C '.

33ef?. ift A A B C  =  /S  A 'B 'C '.
33 em. 30?an lege bas /^ Ä B 'C '  mit ber (Sde A  in A, mit bet 

(Seite A 'B ’ in bie 3iicf>tung A B  unb brefye eë fo meit Ijerum, bis AB  
»cm ber ©trede CC' gefcfynitten mirb (21p. X). (Der ©cfynittpunft I)eif)e
1) , unb C' nefyme bei biefer Sage be3 A 'B 'C ' ben £)rt Cx ein. Da  
nad> 95rf. 1) A B =  A 'B' ift, fo ift B' nad) B  gelangt, unb man 
fyat, meit je£t baë A A 'B 'C ' an bet ©teile A B Ci liegt, nad) 23tf.
2) unb 3) in bet ftigur ACBC^ bie ©teicfyungen:

AC =  AClf B C = B C l .
Der ^ßunft D , in metcfyem A B  »on bet ©ttecEe CCV gefcfynitten 

mirb, lann, je nad> bet 33efd)affent)eit bet beiten Dteiecfe: I. jmifcfyen A 
nnb B, ober II. in einet 33erlängetung »on AB, ober II I.  in einem @nb* 
pun!t biefer ©eite liegen.

$ a l l  I  unb II.  (3m $atte I I  feien bie tarnen bet Dreiecfëecfen 
fo gemäht, bajj D  ein 3$un!t ber 33ertängerung oon BA  übet 4̂ fyinauS ift.)

33on bet 2flitte M  ber ©trecfe CCX 
aué jiê e man bie ©raben MA, MB.
Dann ift in ben gleid)fd)en!tigen Dreietfen 
CAQ unb CBCt nacfy §. 30, 8 .:

MA _L CCy, M B J_ CC,.
Die« jeigt in 33erbinbung mit bem 2Ipiom X  
an, baf$ M  fein anbtet ^unft als ber ^unft 
D  fein lann. Denn menn M  unb D  »et* 
fcfyiebene Limite mären, fo mürbe bie grabe 
33erbinbnng$Iinie bet fünfte A unb B  
fid) mit bet ©raben CCX, menn man baë 
A  CA^  um biefe Sinie brefjt, nid)t nur

I.

1 2ßtr be$iel)en uns auf biefen Songruenpap burib bie aSejetĉ nung: (3 s).
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II. in D , fonbern and? nod> in M
fcfmeiben, unb jmar beim âfle I  
beibe 9J?ate jtoifcfyen A unb B, beim 
gälte I I  beibe 2J?a(e in ber 55er* 

jß längerung. 3m galle I  neljmlid) 
mürbe MA mäljrenb ber Drehung 
aucfy in bie Verlängerung »on BM t 
im galle* I I  aber aud) in bie Sinie 
MB fetbft gelangen.

Da alfo D  ber ÜÖftttelpunft bon CCX ift, fo f)at man im gleich* 
fßenlligen A  CBCX nad) §. 30, S. ferner:

Z.D BC =  /_D BCX,
b. i. : i [ A B C  =  Z_ABCX =  /_A 'B 'C '\
fo baß

/S A B C  =  lS -A B 'C  . . («to«)
fyerborgefft, meil außer ber foeben bemiefenen ©leid^eit ber VStnfel bei 
A unb A' aus ber Veräußerung bie ©leidi>I)eit ber anliegenben ©eiten 
befannt ift.

I I I.
C $ a 1 l I I I : Drifft bie grabe VerbinbungS* 

tinie ber fünfte C unb Cx fiĉ  mit A B  in 
einem (änb^unft biefer ©eite, fo tyeiße ber* 
fetbe A. Dann ift im gleicßdfenftigen 
A  CBCi nad) ber Vrf. 2 ) unmittelbar: 
l  A BC  =  Z.ABC, . . . . .  §. 30, 8., 
alfo:
/± A B C = /S A B C X= / ± Ä B 'C  ...[sws).

§. 32.

0 cf i i t i t ion.
Diejenige  gläcfye, melße bei ber D r e h u n g  irgenb eines 

regten V3infelS  um ben einen ©djenfel a ls  fefte 21̂ -e oont 
anbern ©dientet befcfyrieben mirb, l)eifjt eine (Ebene.

3 « r & % t .
I. 3ebe (Sbene ift unbegrenzt.

—  Denn ber fie befdßeibenbe ©d)enfel ift unbegrenzt, b. I). er 
gefjt bis an bie ®renje bes oorgeftellten 9?aumtl)eilS.
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II.  3ebe (Sbene tft ungefcfyloffen.
—  £)enn fonft wäre fie ni$t unbegrenzt.

§• 33.

£¢1) r
3ebe ©rabe, welche mit einer (Sbene $wei f ü n f t e  ge» 

mein fyat, liegt $anj in berfelben.
35rf. (Sine ©rabe unb eine 

(Sbene Ijaben bie beiben fünfte A 
unb B  gemein.

33elj. 3eber beliebige ß̂untt 
X  ber ©raben A B  liegt in ber 
(Sbene.

33 ew. 2)?an jielje non A,
B  unb X  aus bie brei ©raben 
AG, B C  unb X C  nad) bem 
©cfyeitel C beë regten 3Öinfeté, 
burd) beffen £>rel)ung bie (5bene 
entftanben ift, trage auf bem an* 
bern ©cfyenfel beë letzteren unb 
auf feiner 35erlängerung zwei gleiche ©trecfen CD unb CD' ab unb »er* 
binbe fcfyliefjlicfy alle aufgejäfylten fünfte burd) grabe Sinien.

£)ann ift
C A L D D ', CB JL D D ',

weil beseitige ®cfyen!el beS redeten 3Binfeté, welker bie @bene befcfyrieb, 
mit CA unb mit CB jwei fünfte gemein fyatte, al$ er burd? A , be* 
Sieljungsweife burd) B  ging. £)a au^erbem C bie $Utte non DD' ift,
fo folgt: DA =  D 'A ............ im A  BA D ' n. §. 30, 3 . I I,

D B  =  D 'B ' .......... im A  B B D ' n. §. 30, 3 . II.
ferner ift: A B — AB, mithin:

/ \ D A B  =  /s B 'A B .......................(3 5)
/_D A B — /_ D 'AB, até entfpred)enbe®tücfe congruenter£>reiede. 

£)a$ Sefctere giebt mit DA =  D'A  unb ^ X  =  ^4 'X  jufammen:
£ ± D A X ^ / S D 'A X , .....................[sws)

D X  =  D 'X , als entfpredjenbe ©tücfe congruenter £)reietfe. 
Unb hieraus in 33erbinbung mit D C = D 'C , C X = C ' X  folgt:

A D C X = & D ' C X , ..................... (3 s)
Z  D C X  =  /_ D 'C X , afë entfpreĉ enbe ®tücfe congruenter.Siguren. 
Z  D C X  =  m ............................... §. 24, £). I.
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Da nacfy §. 26 alle testen Sinfel gleich finb, fo mu§ mithin ber 
um DC  gebreljte rechte Sinfel bei ber Söefcfyreibung bet öbene aucf> in 
bie Sage D C X  gelangt fein, fo bafj X  ein Sßunft ber öbene ift, to. b. ».

3 u fa % e.
I. Siegen ber © fe i t e t  eine« S i n f e l «  unb fe ein zweiter 

^u n f t  feiner @d)enfel in einer öbene, fo liegt er ganz in 
ber öbene.

II. Siegen bie brei öden eine« D re ied«  in einer öbene, 
fo liegt e« ganz in berfelben.

II I .  Durd )  feben S i n f e l ,  jebe« Dre ied ,  je eine ©rabe 
nnb einen ^ßunft außerhalb berfelben giebt e« eine öbene.

—  'Denn man fann bie fragliche ftigur (im testen $alle, nacfybem 
ber ß̂unft mit einem beliebigen ‘ißunft ber ©raben burd) eine jtneite 
(Stabe oerbunben ift) junäcf>ft in eine öbene unb bann mit biefer zu* 
fammen an ben urfprünglid)en Drt jurücflegen.
IV . SÖewegt man eine (Stabe in ber S e i f e ,  bafj fie mit 

jtoei fic£> fcfyneibenben (Staben fe einen ^ u n f t  gemein be* 
Ijätt, fo b e t r e i b t  fie eine öbene, unb jrnar ftet« biefelbe 
öbene, mie bie SBemegung im Übrigen aud) oor ficf> geljen mag.

—  Denn bie bemeglicfye (Srabe befyätt mit berjenigen öbene, melcfye 
fid; nadj> 3 uf. H I  burd) bie beiben feften ©raben legen läfit, ftet« 
Ztoei fünfte gemein, bleibt alfo nacf) bem obigen Sel)rfa£ ganz in biefer 
öbene.

V. 3e jmet öbenen, meld)e bie öden eine« Dre ied«  ge* 
mein ^aben, beden fid) öot lftänbig (fo toeit beibe oorljan* 
ben finb). —  3ebe öbene läfjt fid) in  fid) felbft unb in jeber 
anbern nacfy S i l l f ü r  oerfd)ieben.

VI. 3 ebe unbegrenzte öbene toirb oon feber in iljr lie* 
genben unbegrenzten ©raben in z^e i  vö l l ig  bon einanber 
getrennte Dfyeile ge te i l t .

—  Denn erften« fann man zu>ei fünfte be« 9ianbe« einer 
unbegrenzten, b. lj. na$ §. 6, D. V : einer beliebig begrenzten unb 
beliebig zu üergröpernben öbene burdj eine ©rabe oerbinben (S.) 
unb baburd) bie öbene in z^ei Djeile feilen, oon benen jeher burdj 
bie ©rabe unb burd) eine beliebig gemäfylte Sinie oollftänbig begrenzt 
ift. 3toeiten« fann man bie zu unterfud)enbe öbene fo in bie crfte 
îneinlegen, bafj bie in iljt liegenbe ©rabe mit berjenigen, melcfye bie 

erftere zerfdmeibet, einen Dljeil gemein erhält (3. V), unb fdj>lief?licf>
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üteraü bis junt ^anfce her erfteren au$fcel?nen. Jpierturcb ift fcie 29e* 
Häuptling erhärtet.

§. 33.
P o f lu U t  II.

£mrdj brei beliebige fünfte, welche nid)t in einer ©raben liegen, 
eine dbene ju legen.

§• 34.
23 t f i n i t i o ix t it.

I. £)erfenige £l;eil  fcer ©eometrie,  me l ie r  fiefy auf fcie 
^Betrachtung fo lge t  F i g u re n  befcfyränft, fcie fidj ganj in 
eine (Sbene legen laffen, beifjt ^Planimetrie. 4)

II.  de r jen ige  £l)eil fcer (Geometrie, welcher fid) nid)t 
auf fcie ^Betrachtung folcfyer F igu ren  befcfyränft, fcie ficfy 
ganj in eine (Sbene legen laffen, beifit Stereometrie.1 2)1) planus, eben, unb p.£xpetv, meffen.2) axepeo;, feft, unb ptexpEtv, me[[en.
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Planimetrie.

5ß prpi p, eiemcnte Per iWat&cmatif.
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C ap ite l II.

D ie Gru n deigenschaften d er  F ig u ren  in d er  E b ene,
hauptsächlich der  gradlinigen F iguren.

A. Unterfudjung bcr ^tgenfdjaftcn betreiben.

§. 35.

£ clj tfafc.
3n  jeber (Sbene giebt e$ eine gefdbloffene1) S inie, beren 

f ü n f t e  fämmtlicb einen beliebig getDä^Cten g le i ten  2lb* 
ftanb »on einem beliebig beftimmten ^ßunft betreiben (Sbene 
Ijab en.

—  Denn bei ber in ber Definition (§. 32) angegebenen (Srjeugung 
ber (Sbene befcfyreibt jeber einzelne ^Junft beé bemegten ©dientet« eine 
folcfye gefdbloffene Sinie (21̂ . X  unb §. 8, 3uf- V), inbem feine (5nt= 
fernung oom ©feitet be8 rotirenben redeten SBinfetë conftant2) bleibt. 
Unb man fann bie (Sbene nadb §. 33, 3uf. V  fo in fid) oerfĉ ieben, bafj 
ein beliebiger ß̂unft ber (Sbene an bie ©teile jenes ©Reitel« gelangt.

Bef i t t i t ionrn .
I. 3ebe in einer ßbene liegenbe Öinie, roeldj>e alle 

f ü n f t e  enthält, bie öon einem f ü n f t e  berfeiben (Sbene 
gleich toeit entfernt finb, Ijeifjt ein $rei$, feber Dljeil ton 
if>r ein ÄrciSbogen ober fdblec^t^in ein Sogen. —  Derjenige 
^ u n f t  ber (Sbene, ton  meinem alle fünfte be$ Greifes ober 
beS Ä r e U b a g e n S  gleich weit entfernt f inb, fyeifjt bas

1) Sine gefdbloffene üinte ift eine folttye, welche bnrdj einen einzigen 'puntt niĉ t in jlüei toöttig getrennte Steile geteilt nnrb. (33ergt. §. 10.)2) constans, untoeränbert.
3 *
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(Scntrum 1) beffelben, jebe ©trede  jtoifcfyen bem Zentrum unb 
einem f ü n f t e  be« Kreife« ein fRöbiuS2] ober ^albm cfjcr.

I I .  de r jen ige  oom Greife begrenzte £fyeü bet kbene, 
in meinem ba« Zentrum liegt, fyeifft Ärei«fcf)cibe ober Äreiéfelb.

I I I.  3ebe (grabe, toetctye mii einem 
Greife 5 ti>ei f ü n f te  gemein I;at, 
Ijeifü eine ©ecante3) beffelben, bie 
©trede $roifd)en ben beiben K re i s *  
punften ©cf)nc, jebe ©efyne, toeldbe 
burcfy baëken t rum  ge^t , ein 2>urcf)* 
mcffer.

IV. 3ebe g i gu r ,  toetdje au« einem 
Kre isbogen  unb ben L a b ien  feiner 
beiben knbpunf te  beftefyt, fyeifft ein 
ÄrciSauSfcfynitt ober R ecto r .3)

V. 3eber oon $toei L a b ien  gebübete 2BinfeI Ijeifü ein 
(5cntnm infel.

J  u \ d % t.
I. 3  eher K re i s  ift eine ge fdü offene öinie. —  3 eher oom 

Zen t rum  auëgefyenbe © t ra fü  toirb oom Greife getroffen.
II. 2tüe £)urd)meffer  eine« Kreife« finb gleid), unb 

jtoar gleich bem doppe l ten  eine« 9Iabiuë.
II I .  3e jroei L a b ien  eine« KreifeS hüben mit bemfetben 

^mct Kreisauëfdjnitte.
IV.  kongruente  Greife ober Kre isbogen  fyaben gleiche 

Labien.

§. 36.
f lof tnUt  m .Um einen beftimmten fjlunft einer (Ebene in biefer mit einem beftimmten fRabiu« einen Ktcië ju sieben.1) centrum, xévtpov, Stapel. — ®a« Sentrum heißt aucp 2JHttetpun!t ber Äreigfcpeibe, unb ber Äreig alg Segrenjung ber tepteren Peripherie (repupépeia, fcon Tieptcpépeiv, herumtragen).2) radius, Stabipeicpe.3) SBcn secare, iepneiben, jerfepneiben.
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§• 37.f i e l j t f a f e  I .
3 eber 'punft innerhalb eine« $rei«felbe« ^at einen flei* 

neren, jeber ‘ißunft außerhalb aber einen gröfjcren Stbftanb vom 
Zen t rum ,  al« bie 2 änge eine« 9tabiu« beträgt.

93 r f. K  fei ein 93unft be« Greife« 
um ba« Zentrum C, J  ein ^unft inner- 
âtb, A ein Sßunft außerhalb be« $rei«= 

felce«.
33 eh- C J <  C K <  CA.
33etr. 9lach ber 93rf. muß man an 

bie ©renje be« $rei«felbe« gelangen, trenn 
man C J  verlängert, unb trenn man CA 
rerfürjt. £)ie fr erhaltenen 9tabien C J' 
unb CA' finb aber nach ber £). mit C K  
gleich- ®ohw trifft bie 33eh- ju nach §. 20, I I.

£ 1 1) r f (i % II.
3 eher ‘ipunft, beffen En t fe rnung  tont $re i«cent rum 

flcincr al« ein töabiu« ift, liegt innerhalb be« $re i« fe lbe«;  
unb jeber ^unt t ,  beffen En t fe rnung  rom Eent rum  größer 
a l«  ein ütabiu« ift, l iegt außerhalb be« $rei«felbe«.

93 r f . C K  ift ein 9Iabiu« be« Greife« um C, unb ferner ift 
C J C  C K  «< C K

33eh- J  liegt innerhalb, A aber außerhalb be« $rei«felbe«.
Sem. ©eht man rrn beut innerhalb be« &rei«felbe« liegenben ß̂unft 

C  auf ber ©raben C J  nach J ,  fr fann man babei bie ©renje be« $rei«* 
fetbe« nicht überschreiten, treil ju biefem 3trccf bie Entfernung ron C bem 
9tabiu« C K  gleich trerben mu§; verlängert man aber ben (Strahl CA 
über A  hinau«, fr tann man bie öegrenjung be« $rei«felbe«, treil fchrn 
'CA  >» C K  ift, nicht trieber treffen, tra« breh ber Satt fein müfjte, trenn 
A im $rei«felbe liegen feilte.

3 u f ft % t .
I. 2llle Greife r r n  gleichen 9iabien finb e rngruent;  

unb jtrar beden fie fich ftet« r r l l f t änb i g ,  frbalb bie Een* 
tren juf  ammenfal len.1) 11) 3n ber Planimetrie mirb e« al« felbftoerftänblicb borau«ge|e(jt, baß bie gignren in eine einjige ebene gelegt ftnb.
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II. üDIctn fann jeben Kre isbogen  in £)e<fung mit einem 
S o g e n  beffelfeen KreifeS oerfchieben.

I I I .  Stile Kreisbogen congrnenter Kreife finb gleichartige 
©rbfeen.

—  £>enn es toerben nach 3- H  bie Sebingungen beS 21$. X I I  
unb ber £)ef. IV  beS §. 17 erfüllt.

§. 38.

£ e l ) r  fafe.

Kre iSauSfchn it te ,  welche in ben fWabicn unb Sogen über* 
e inft immen, finb congruent.

S r f .  3n ben Kreisausschnitten ACB  unb A 'C 'B ' ift:

ß
1) <Rab. CA =  9x'ab. C'A',
2) Sog. A B =  Sog. A'B'.

Seh- £s ift: ACB  =  A 'C 'B '.
Sem. 9flan lege ben KreiSauSfchnitt

A B C  fo auf A 'B 'C ' , bajj C nach C ', CA 
längs C'A' unb A B  längs A'B' fällt, 
was nach Srf. 1) unb §. 37, 3- I  entgeht 
£)aburch fällt B  nach B ’, i»eil fonft im SBiber* 
fpruch $u Srf. 2) einer ber Sogen AB, A 'B r 
einem XheUe beS anbern congruent unb gleich 
wäre, baS ledere, ba fie ($röf?en finb (§. 37, 
3. III).  £>ann ift aber fchliefjlid) ber 9kbiuS 
CB in bie Sage C 'B ' gefallen, ba er mit 
biefer bie beiben fünfte C unb B  gemein 
erhalten h<ü-

3  n f a fe.

3 n  jebem einzelnen Kreife,  fo wie in congruenten 
Kre ifen ,  ftehen auf g l e i t e n  S o g e n  gleiche ß e n t r iw in f e l . *) 1

1) Sftait gebraucht in gleicher SBebeutung bie Stuëbrücfe: „@in SBinfel fteht auf einem 33ogen." „Sin $egen enbigt in ben Schenfeln, eher: liegt jteifthen ben @chenfeln eine« SBinfel«."
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(Einführung bcs ©röicnbrgrtfs in ben Kinkel.
B c f i t t i t i o i i t t t .

I. 3ebeë burch einen S i n f e l  begrenzte ©tücf einer 
übr igen« unbegrenzten ©bene 
heifjt ein Sinfclfelb ober auch 
fehl echt hin ein S infe l. —  S in  
S i n f e l f e l b  barf  bie ©bene 
t^eiCroeife ober ganz, einfach 
ober mehrfach bebecfen unb 
toirb namentlich and) in le£* 
terer Beziehung  als oon an* 
bern oerfdjieben angefehen.
©iebt  man nicht auf irgenb eine S e i f e  baë ©egenthei l  an, 
fo meint man unter ben zur Sluëtoahl ftehenben S i n f e l *  
fetbern ftetë baë fleinfte.

II. S in fe l f e lbe r ,  metche, abgefehen oon ber nicht burch 
bie © R en te i  gebilbeten B eg renzung ,  congruent f inb,  
heilen gleich-

I I I.  S i n f e l f e l b e r  fummiren h e^ l»  fie in einer ©bene fo 
an einanber legen, bah eitet in ©cheitel unb ©chenfel 
in ©d)enfel fällt. ® a ë  bann oon ben beiben äufjerften 
©chenfeln begrenzte S in f e l f e lb ,  me ines  bie fummirten 
S i n f e l f e l b e r  als  ^ h ^ l e  enthält, heif$t bie ®umme ber 
legieren.

3 u f a h.
£>ie oon gleichen S i n f e l n  beftimmten S in f e l f e l b e r  

finb paartoeife gleich-

§ .  39 .

§. 40.

Stile S in fe l fe lbe r  laffen fid) (bei unoerbrüd)ticher B e *  
obachtung be« B e g r i f f «  ber S i n f e l f e lb e r  unb beëfenigen 
ber © u m m a t ion  berfelben) al« gleichartige ©rohen be* 
hanbeln.
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Sem. ©ummirt man SOßinfetfetber in ber in §. 39, I I I  oorgefchrie* 
benen SBeife unb $ieht um ben gemeinfamen (Scheitel S  berfelben einen

Ätei«, jo mirb berfelbe »on ben Sehen*
fein in fünften A, B , C ,D ,.......,N
gefdjmitten, unb ba« Söinfelfelb ASN, 
in meinem ber Sogen (A BCD . ..N )  
liegt, ift bie Summe. Au« §. 37, 3- H I  
aber ift befannt, baß biefer Sogen eine 
®röße ift, fo baff man nacf> §. 17, 
Q. I, 2. feine ST̂ eile beliebig oer* 
tauften barf, ohne fein Quantum, unb 
fomit auch ohne bie Sage feiner ©nb* 
fünfte ju änbern, ba wieber ein $reië* 
bogen ron gleichem 9iabiu« ^errorge^t. 

Sebenft man außerbem, baß burĉ » bie Seränberung ber ^olge ber Sogen- 
theile nach §. 38 bie einzelnen fummirten SBinfelfelber nur eine anbere 
^olge ermatten haben, fo ift bemiefen, baß bie SÖinfelfumme burcb 
S e ränbe rung  ber ^o lge  ber Ü^ei le nicht geänbert mirb.

®a ferner bie Sebeutung ber ©intheilung burcb ben ©egenfa  ̂ jur 
Summation beftimmt ift, fo gefdjieht bie Teilung eine« SBinfelë (2Binfel* 
fetbeS) einzig unb allein burcb grabe Sinien, welche ocm ©Reitel au« 
innerhalb be« SBinfelfelbeë gezogen werben. Qiefe theilen ben Sogen AD  
in analoger Söeife. Unb man fiefjt enblicb Ijierauë, baß bie ©rößeneigen* 
haften (§. 17, Q. I) beë Söinfelfelbeë burch biejentgen beë Sogen« fämmt* 
lieh entfliehen finb.

hiermit finb bie SBinfetfelber in bie ffteifye ber (Größen als ooll* 
berechtigt eingefügt.

Anm. Oaß ber h^rau« nach §. 17 entfpringenbe Segriff beë 
fleineren SBinfelfelbe« bem in §. 14, V  befinirten beë fleineren Sinfelë 
correfßonbirt, bebarf feiner näheren Ausführung.

Auch geht au« bem Obigen flar heroor, baß man häufig ba« 
SBort „Sßinfel" für ba« längere „SBinfelfelb" gebrauchen fann, ohne ba* 
burch einen Srrthum herbeijuführen.

3  t t f ä ß c .

I. O e r  Q u a l i t ä t  nach finb bie SBinf elfelber ton allen 
fonftigen SRaumgrößen oerfchieben.

—  Oenn fie finb feine Ohetle oon Körpern ober $lä<henftücfen 
ober Sinienftücfen.
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I I.  £)te (Summe aller Söinfel  
auf einer S e i te  einer ©raben Be = 
trägt  einen ©eftredten.

I I I .  £)ie S u m m e  je jmeier 
^ebenminfe l,  fomie bie Sum m e 
je $tt>eier S upp lentente ,1) Beträgt 
einen ©eftredten.

IV. 3eber ©eftredte Beträgt 
jmei ^ecpte: G =  2 a .

V. ® ie  £)a lB ierungé l in ien je 
jmeier 9ieBenminfel ftepen auf 
einander  fentrec^t.

—  X)enn Benennt man mit aTbie 
Beiben ^älften beë einen 9teBemmnfelé, 
mit ß biejenigen beS anbern, fo ift nad) I I I  unb IV  

2a  +  2ß =  2 A,
mithin a +  ß =

9lacp ben 2luëfüprungen biefeS §. ift ber 'SÖSinfet auf fünftlicpe 2öeife 
ju einer ©röfee gemaét morben, b. i. burcp ganj roillfürticBe geftfefcungen

1) »crgl. §. 23.
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(§. 39), metd)e burebau« nicht etma aufbören (Srfinbungen $u fein, 
meil fie mit bemühter 9?üdficfyt auf bie 3fretfroäßigfeit eingefü^rt finb. 
©otchen jmedmäßigen (Srfinbungen begegnet man in ber äftatfyematif öiel» 
facfy. ©ie oienen, genau mie in ber Xecfmif, ba$u, bie ÜJiittet jur Be» 
mättigung be« bargebotenen ©taff« ju oereinfacben nnb mirffamer ju machen.

Der große Bortbeit, metd)en mir au« ber Einfügung ber Sinfet unter 
bie (Größen sieben, beftebt barin, baß mir felgt alle ©ä£e ber Slritbmetif, 
nebmücb ber Sebre oon ben gemeinfamen (Sigeufcbaften al ler (Größen, 
auf bie Sinfet anmenben bürfen.

Sin« bem Umftanbe, baß bie Qualität ber Sinfetgröße nod) ju feiner 
anberen befannten ©rößenqualität in Begebung gefegt ift, leitet man 
fpäter, mie hier oormeg bemerft merben mag, in ber 9tbnticbfeit«tebre bie 
Berechtigung ab, bie Sinfetgröße at« eine btcße aritbmetifcbe 3 ab̂  
befiniren, melcbe auf unjmeifefbafte Seife ben ju einem (Sentriminfet ge» 
börenben Bogen au« bem Otabiu« beftimmt, nnb umgefebrt. Qiefe 3 ab̂  
bat man mehr ober meniger bemüht im ©inne bei folgen Ütebemenbungen 
mie: ein Sinfet fei bie ®röße ber Drehung eine« ©trabt« um einen 
Bunft, ober: ber 9?icbtung«unterfcbieb jmeier ©trabten u. f. m. (Sorrecter 
mürbe man fagen, baß bergteicben burcb Sinfet beftimmt merbe.

§. 41.

B c f i tut ioncn .
I. (Sin S i n f e t ,  metcber f t ein er at« ein rechter ift, beißt 

W ;  ein S in fe t ,  metcber größer at« ein rechter, aber Heiner 
at« ein geftrecfter ift, beißt ftumpf.

II.  Sitte S i n f e t ,  metcbe fteiner at« ein geftrecfter f inb, 
beißen tyotyl ober concao,1) alte größeren S i n f e l  aber über» 
ftumpf ober conücj.2)

3  is f a $ t •

I. 3eber f p i f j e S i n f e t  bat einen ftumpfen ^ebenminfet,  
unb feber ftumpfe einen fpifcen. (§. 40, 3- H I  nnb IV.)

II. :paben $mei fpifce ober jmei ftumpfe S i n f e t  ben 
© f e i t e t  unb einen ©dientet gemein, fo bitben bie beiben 
anberen ©dientet feinen geftredten.

1) concävus, (»Obi.2) convexus, gemëlBt.
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§. 42.

f
Segt man $m ei g l e i t e  $ßinfelfelber fo auf [e' inanber, 

baf  fie ben © R e i t e l  unb ben einen ©d)enfel gemein er* 
Raiten, fo beden fiel) bie anberen ©d)enfel ebenfalls.

23 r f. Die beiben SBinfel* 
felber A B C  unb A 'B'C ' finb 
gleich

58 eh- Segt man baS Selb 
A BC  fo auf bas Selb A 'B 'C ' , 
bafj B  in B ’, BA  in B 'Ä  fällt, 
fo fällt B C  in B 'C ' .

58 em. 2Bäre bie 58ehaup* 
tung falfch, fo müßte B C  entmeber 
in eine Sinie B 'C "  innerhalb beS 
Selbes Ä B 'C ' ober in eine öinie 
B 'C ” außerhalb beffelben fallen, 
meil bie 2Binfelfelber Dheile oon 
Ebenen find, melche jur Dedung 
gebracht mürben. Da  ferner bie 
2öinfelfelter ©roßen finb (§. 40), fo mürbe aber im erften Salle 
/_ A B C < i /_ A 'B 'C ', im jmeiten Salle bagegen /  A BC  >> , / A 'B 'C ' 
fein (§. 17, D. III) .  üDiithin fann nur bie 58eh- jutreffen.

3 n f a fe z.
I. S n  ber (Sbene !ann man auf einer ©raben in einem 

f ü n f t e  nur eine ©entrechte errieten.
—  Denn bie ju conftruirenben regten Sinfel finb nach §. 26 gleich.

II. Seber Sßinfel hat eine einzige H a lb ie rung s l i n ie .
I I I.  @rrid)tct man auf ber SBaftS eines gleicfyfcfyentligen D re i*

eds in ihrem Slftittctyunft eine ©entrechte, fo geht biefe bur<h bie 
©p i£e  unb halbiert  ben 2Öinfel an berfelben.

—  Denn biefe ©entrechte fällt nach 3 - I 
mit berfenigen jufammen, melche nach §. 30, 8 . 
erhalten mirb, menn man bie SAitte ber 58afiS 
mit ber ©pi^e grablinig oerbinbet.
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44IV . ® ie  Halbierungslinie bcS SöinfelS an k r ®pi£e eines 
gleichtchenfligen £)reiecf$ halbiert bie S a f i ë  unb fteht auf 
ihr f entrecht.

Sem. entroefcer burch CSongruenj ber beiten 
fletneren fDreiecfe [sws) ober burd) Serbinbung ton 
3. I I  unb III.

§. 43.

1’ 1 1) r f o fe.
SlreiSauSfchnitte, »eiche in ben fttabicn unb (Sentriroinidn

(SBinfetfelbern) übereinftimmen, finb congruent .1)

33 rf. 3n ben $rei$au$fchnitten ACB  unb A 'C ’B' ift 
1 ) SRab. CA =  töab. C 'Ä , 2) C'-

33eh- (iS ift ACB = Ä C 'B ' .
Sem. burch SlufeinanberlegenmitSenufjung ton§.37,3- I n . §. 42,ö.

3  u f a % t .
I. 3n jebem einzelnen Greife, fomie in congruenten 

Greifen,  fielen gleiche I5entriminfet auf gleichen 33ogen.
I I. 3eber ©urchmeffer theilt ben $ r e i s  in 5 tr>ei gleiche 

Sbeite, unb biefe finb bei feber Sage bes £)urchmef fer$ 
gleich groß.

—  £>enn bie ßentriminfet finb als geftretfte gleich.

Be f i n i t i o n .
3eber oon einem ©urchmeff  er abgefchnittene $ r e i s  = 

bogen heißt ein HalbfreiS.1) 9Jian muß hierbei barauf achten, baff bie SBinfelfelbev gleich fein foUen, »eil jeber (Sentrinnnfel mit bem Äreife jrcei Ärei8au3f<hnitte bitbet.
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C t l j r f i t t } .

2Birb eine ©rabe oon einer f e i t e n  gefcfynitten, fo 
liegen bie beiben Üljeile ber einen auf oerfcfyiebenen ©eiten 
ber anbern, b. f>.: in  t>erfcbiebenen f e i l e n  ber burcfy bie 
testete jerfcfynittenen ßbene.1)

25 rf. ®te beiben ©raben 
A B  unb CD fyaben einen ein* 
jigen ^unft P  gemein.

29 efj. P C  unb P D  liegen 
in oerfcfyiebenen Xfjeilen ber 
burcf) A B  jerfcfynittenen (ürbene.

29etc. 2D?an jiê e um baS 
Zentrum P  einen Kreis unb 
nenne beffen DurtfyfcfynittSpunfte 
mit ben ©trauten P A , P B ,
PC, PD  bejie^ungötreife A ', B ', C ', D '. ferner benenne man jur 
bequemeren Angabe ber Kreisbogen einen beliebigen 2ßunft beS Kreisbogens 
C'B ' mit X .

£)a nun
C 'X B ' <  A 'C 'X B ', . . . 

unb Ä  C 'X B ' =  C 'X B 'D ' . . . 
ift, fo folgt:

C 'X B ' <  C 'X B 'D ', . . . 
o. fy.: man muß bie Sinie A B  (bei B')
Kreife) oon C' nacf> D' $u gelangen.

§ .  44 .

§. 17, T). I I I ,
§• 43, 3- I I

§. 20, II,
überfcbreiten, um (auf bem

§• 45.

ßeljrfat;. (i0inhcl'âcttctt-j®inkcl-Sia|.)2)
£>reiede finb congruent, menn fie in einer ©eite unb 

ben beiben anliegenben S i n f e l n  übereinft immen.3)

1) 2)ie beiben ©raben tönnen nicht eine feiere i'age gegen einanber bafan, toie ber bitte unb ber biinne ©trieb in ber hier nebenftebenben 3ei<bnung.2) 2Bir belieben uns auf biefen @af3 burd) bie Sejeidjinung: [wsw).3) ÜJiit biefem Sebrf. »erben bie im »origen 2tbf<bnitt begonnenen 2)reiecf$* betraebtungen »ieber aufgenommen. ®8 ift mistig, fub ba»on ju über5eugen, bafj
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C  95rf. 3n ben üDtetecfen 
A A BC m bA 'B 'C ' ift: 1) A B  

=  A B ', 2) / _ A = / _  Al,
I 3) AB =  AB'.
I 99 efy. (SS ift A  A BC
I = A  A 'B'C '.
I 99 e». 9flan lege baS
ß ' ^ A B C ^ a w ^ ^ Ä B 'C '  

in bie fëbene bes lederen, bap A in A' unb A B  längs A B ' fällt, fo 
gelangt B  nad) B ' , »eil nad> 95rf. 1) A B — A'B' ift. ©ann liegt 
nad) §. 42, ß. ber @trafyl AC  in A' C', unb ber ©traljl B C  in B 'C ' , 
»eil nad) 95rf. 2) unb 3) be$iefyungS»eife /  A =  /_ A ' unb / _ B =  /_ B ' 
ift. X)ie £de C fcfyließltd) liegt in C', »eil fie als 95unft bev ßinie AC  
in A 'C  unb als 'ißunft ber Sinie B C  in B ’C  liegen muf$, unb »eil 
bie beiben ®raben A C  unb B 'C ' nur ben einen genteinfamen Sßunft 
C' befi^en.

3  it f a  fe»
211 le 5 » e im a l  gebro» 

ebenen S in ien  finb con = 
gruent, »enn fie in einer 
Sbene liegen unb ferner 
in einer ©eite unb ben 
beiben anliegenben 2ßin- 
fein übereinftimmen.

§• 46.
C r I) r fa b.

<2inb in einem £)reied $»ei 9öinfel  gleich, fo ift bas 
® re i e d  über bem gemeinfamen ©cfyenfel berfelben gleich 
f cfyenflig.

c auch bei obigem Safce ebne Kenntnis ber ©igenßbaften ber ©bene unb tyeciett beS ©â eS §. 42 nicht $um 3iele $u ge= langen ift. 3$orber nebmlid? ließe es ftcb febmer toon ber $anb meifen, baß bie ©eiten ^lCunb B C  eine8 um A B  rotirenben Sreieds 4̂2?C jtrei ftcb in jmei ober mehr Sinien fdbneibenbe gläcben betreiben möchten, obgleich A C  unb B C  ftcb nur m einem 'ißuntt ßbneiben. 2)ann märe aber obiger ©a£ tws) nicht ermiefen.
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SBrf. 3m A  A BC  ift Z  £  =  Z  <?•
33eb- öS ift AC  =  AB.
33eto. iftimmt man jur SBrf. hin$u, ba§

B C  fid> auch in umgefefjrter Dichtung gleich ift 
(§. 18, 3 . V), fo folgt auf analoge SBSetfe, tote 
im nötigen §., eine fotd)e Songruenj be« A  A BC  
mit feinem ursprünglichen Ort, bei meldet nur 
bie (Scfen B  unb C ihren ißlafc oertaufcht haben.
OeSfyalb ift AC =  A B , treib fie $ur ‘Dedung 
eine« einzigen Ort« gebracht finb.

3  n f a
3 n  jebem einzelnen 0)r eiecf, fotoie in congruenten 

Oreiecfen, l iegen gleichen 3Binfetn gleiche ©eiten gegenüber.

§. 47.
Defini t ion.

3eber 9iebentoinf et eine« Oreiecf«toinf e t« ^ei^t ein 
Qtufjcnminfcl be« Oreied«.

f i e l j r  fafe.
3eber Oreied«toinfet  ift fteiner al« ein 3lufjentoinf et 

an einer anberen öde.

SBrf. Z  BCD  ift 
ein ÜluBemoinfet be« Orei- 
ecf« ABC.

SB e ß« ift 
Z  A B C  <  Z  B C D . A

33 eto. !öttan siebe burcb bie ÜJiitte M  oon B C  eine ©trecfe A M F  =  
2 AM  unb aufjerbem bie (Stabe CF.

£)ann ift A  A BM  =  A  F C M ,........ [sws]
treib M B  =  MC, MA =  M F  unb Z  BMA  =  Z  CM F (§. 27) ift.

tpierau« folgt:
Z  A BM  =  Z  FCM, . . . .  (§. 29, 3 . II)

mitbin: Z  A B C  <  Z  B C D .........(§. 17, ®. III)
treib Z  FCM  ein Obeit be« SBinfet« BCD  ift. —  £)afj ber ‘Punft F  
(unb baber ber ©trabt CF) in ber Ob^t im ftetce be« Stßinfet« BCD  
liegt, ift nebmticb be«batb flar, treit ber ©trabt AF, tretcfter bei M  in 
biefe« ^tb eintritt, fchon bie beiben fünfte A unb M  mit je einer ber be= 
grensenbcn (Sraben^lZ) unb CM  gemein bat, fo bafj er fie nicht noch einmal 
fcbneiben, mitbin au« bem 2öinfetfetbe BCD  nicht trieber au«treten fann.
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2 « f ft 1 1.
I. 3 ft ein Dre iedSto in fe l  recfyt ober ftumpf, fo finb bie 

^tuffcnminfcl an ben anbern (5 den fhimpf.
II. 3 ft ein Dre iedëto in f  el recfyt ober ftumpf, fo finb bie 

Dreiedéroinfcl an ben anberen (Sden fpt£; ber rechte ober 
ftumpfe SBinfel alfo ber größte beë Dreiedë.

—  Denn fie finb bie 9tebemoinfel oon ftumpfen SBinfeln. (3 - I  
unb §. 41, 3 . I.)
I I I.  3n febem gleidffdicnfltgcn 3Dr eie cf finb bie S a f iëm in fe l

fptfc.
—  Denn ba fie nadj> §. 29, 8 . gleich finb, fo fönnen fie nacfy 

3 . I toeber reĉ t nod) ftumpf fein.
IV . 3n  febem glcidffeittgen D re ied  finb bie 3Binfel fpifj.

SUf ini t ion.
3ebeë D re ied  mit einem rechten Söinfel Ifeifjt rcdftminflig, 

iebeS D r e ie d  mit einem ftumpfen 2ßinfel fhimpfminflig, febeë 
D r e i e d  mit lauter fpifcen 3Binfeln fyif}Wtnflig.

§. 48.

3n febem einzelnen D re ie d  liegt ber größeren ©eite (oon 
jtoeien) ber größere SBinfel gegenüber.

33 rf. 3m / \ A B C  ift A B  >  AC. 
iöel). (§3 ift Z  C >  Z .B .
Sßeto. I. 9ftan lege bas A  ABC, nad)* 

bem man eë oon feiner ©teile entfernt, fo l?in, 
baff ber Z  A feinen urfprünglid)en Ort mit oer* 
roerf̂ felten ©cfyenfeln bedt (§. 22). Daburd) ge= 
langt naefy ber 33rf. C in einen ß̂unft C' ber 
©eite AB, unb B  in einen 'ißunft B' ber £>er» 

längerung oon AC\ B C  unb B' C' aber 
fcfyneiben fid) in einem ^unft D.

iftacfy §. 47 ergiebt aber baé A  D CB': 
z  ACT) >  Z  CB'D,

b. i . :
z  ACB  >  Z  ABC.
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Sero. II.  Stuf A B  fdjneibe man eine ©trede ^
AC' =  A C  ab, ma« nad> ber 35. angelt, unb 
jtebe feie ©rate CC ' . £)ann ift:
/ a c B >  /_ A G C ..................§. 17, SD. I I I,

/_A C C  =  /_ A C 'C , . . . .  § .29 ,  
unb beim A  C 'B C  fcfyliefjlidh:

Z  AC'C  >  Z  C'BC,
[§• 47. b >

£)afyer:
z ACB  > z C'BC, . . . §. 20, I I  U. I I I.

3 « f a | .
3 n  jebem £)teied liegt bet gröfjten ©eite ber gröfjte 

2Bin!el  gegenüber.

« e l j r  f a %  II.
3 n  jebem einjelnen £)reied l iegt bem größeren 9S3infeI 

(t>cn jtoeien) bie größere ©eite gegenüber.
35ein. inbirect mit Berufung auf 3. I  unb §. 29.

3tt f a | .
3 n  jebem einzelnen £)reied l iegt bem größten 9Binfet 

eie größte ©eite gegenüber.

§. 49.
CeJjrfrt l  I.

Unter alten ©t reden, melcfye non einem f ü n f t e  au« 
nad) ben f ü n f t e n  einer © ra ten  gejogen toeroen fönnen, ift 
bie ©entrechte bie fürjefte; unb bie anbereu finb befto 
länger,  je meiter ifjte gnfjpunfte non bemjenigen ber©enf*  
regten entfernt l iegen, fei e« auf einer ober anf oerfd?ie* 
benen ©eiten ber ©entrechten.

23tf. ¢0 if tP & L X F .
3n einer fKidjtung ber ®ra* 
ben X Y  folgen auf S  bie 
fünfte A , B , C, . . ., 
meiere mit P  turdj bie 
©raten PA, P B , PC , ... 
oerbunten finb; in ber an* 
beten 9tid;tung liegt ein
^unft B' fo, bafj SB ' =  SB  ift, unb e« ift bie ©rate P B ' gejogen.

23 el). @0 ift P S  <  PA  <  P B  =  PB ' <  P C  < ____
23 eto. Stach bem ©afce oom Stujjemoinfel (§. 47) ift beim

SBorpijjffc, Elemente fcer ©iatbematif. 4
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A  PSA , A  PA B, A  P P C ........ :
Z  P SA  <  Z  P A B  <  Z  P B C  <  . . .

Unb tiefe SBinfet finb in ben betreffenben ©reiecfen bie größten, meil 
n. b. 23. Z  P SA  =  x  ift (§. 47, 3- II), mithin finb i^re ©egenfeiten 
bejiehungSmeife bie größten (§. 48, 30 * alfo:

P S < P A < P B < P C <  . .  .
©aß enbtich P B ’ — P B  ift, folgt au 8 ber (Eongruens ber ©reiecfe P SB ' 
unb P S B  (sivs). I I .

3 iet)t man non einem f ü n f t e  auö oerfchieben tange 
©trecten nad; einer ©raben §in, fo liegen b iegnßpunfte  ber 
fürjeren bemjenigen ber ©entrechten näher atë bie $uß*  
puntte ber tangeren. —  ©enn baë ©egentheit toiberfpräche bem Setjrf. I.

3  U f ä I C.
I. 3m gleichfd;cnftigen © re ied  finb bie gleichen ©eiten 

tanger  atö bie (Entfernung i rgenb eine« ^unfteö ber 23afi$ 
öon ber ©pifce. —  ©ben: A B P B '.

II.  3ebe $rei$feh[ne tiegt ganj innerhatb  beS $ re i3 *
fetbeö, alte übrigen 
ber ©ecante aber außer* 
hatb beffetben. —  (Sin$rei$ 
unb eine ©rabe  h a&en 
höchften« jmei f ü n f t e  ge* 
mein. —  © e r  $ r e i 8 ift 
eine frumme Sinie.

—  23ergt. §. 37 unb §. 14, 
©„ II. —  #ätte ber $rei$ 
grabe fo befäfce er
eben mehr até jtoei fünfte 
einer ©raben.

I I I .  3ft bie Sänge ber non einem "ißunft auf eine ©rabe 
gefäll ten ©entrechten größer at$ ein ,9?abiuë be8 nm ihn 
befdhriebenen Greife«, fo treffen fid) ber Äre ië  unb bie 
©rabe nicht; ift bie ©entrechte bem 9tabiu$ gleich, fo haben 
ber ^re ië unb bie © rabe  nur bengußpunft  ber ©entrechten 
gemein; ift bie ©entrechte türjer a ls  ber Olabiuë, fo fchnei* 
ben fich ber $ re ië  unb bie © rabe  in jmei ^unt ten, metche 
auf  oerfchiebenen ©eiten beë $ußpunf te8  ber ©entrechten 
liegen. —  23ergl. §. 37, S. II.
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H e f i t t i t t o n .
®ie Sänge ber oon einem fünf te  au« nad? einer t raben  

bin gezogenen ©entrechten beifet ber Ülbftanb ober bie dnt* 
fernung bc« fünfte« öon ber ©roben.

§. 50.

£ e lj t f a fe I.
£>ie ©umme jmeier ©eiten eine« £>reied« ift ftet« 

al« bie britte.
33 r f. (5« ift ein beliebige«

A  A B C  gegeben. •
38eb- @«i\iA B +  B C > A C .
38 em. SDian oerlängere A B  um 

•eine ©trede B C ' =  B C  unb siefye ^  
bie ($rabe CC'. £)ann ift
im A  BCC'\ 
alfo:
enblid) im A  A C 'C : 
b. i. n. b. (Sonftr. *):

z  BC C ' — /_ B C  C; . . §.29,
/  A CC’ >  /  A C 'C ; . . §. 17, ®. II I,  

AC' >  AC  ; . . §.48,
A B  4 - B C  >  AC.

£ ) ie Differenz jmeier ©eiten eine« £)re;ied« ift ftet« 
•al« bie britte.

35rf. 3m A A B C ift  A B > B C .
38eb- 6 « ift A B - B C < A C .
38em. I. 9iacb 8 . I  ift: A B < A C  +  BC, 

folglich nad> §. 20, V I I I : A B  -  B C  <  AC.
38 em. II. ÜDIan trage auf A B  eine ©trede B C  =

B C  ab, rna« nach ber 33rf. angelt, unb jiê e bie (Srabe 
CC ' . £)ann ift
im A  B C C ': /  B C 'C  <  . . . §. 47, 3 . I I I,
alfo im A  A C'C : £ A C ' C > a > £ A C C ,  §. 41,[3* lu . §.47,3*11,
mithin im A A C 'C : AC  >> A C ', . . . §. 48,
i. i. nad> ber ßonftr.: AC  >> A B — BC.

fteincr

1) @otd)e fünfte, Sintert unb glasen, roett̂ e jur £erfteUung beS 3ulamm£n= bang« jtt>tfd?en bem ©egebenen unb ©efucbten bienen, bdßen §  ü l f $ -- fünfte, Linien, Rächen. 3fyre Sefthreibung fyeifjt Sonftruction (constructio, ßufatnmenfügung); unb auf biefe bejteben nur uns oben burd) bie abgefürjten SBorte: „nach ber Sonftruction".
4 *
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52f c t j r f a l  I I I .
D ie  ©trede ätoifcfyen 5 ir>et f ü n f t e n  tft He iner a ls  iebe 

gebrodene 23erbinbung$l in ie berfelben.

25 rf. ift eine ©trede AB, unb aufjerbem eine gebrodene Sinie 
A XY ZU B  gegeben.

23ef). (S$ ift A B  <  A X  +  X 7 +  YZ +  Z U  +  UB.
23 em. ,gieljt man Ctötféftretfen AY, YU, A U  in ber Seife, bafc 

eine golge öon Dreieden A X Y , YZU, AYU, AUB  entfielt, fo ift
nadj> 8 . I:

A B < A U - \ - U B ................................. A  AUB,
< A Y +  Y U +  U B ....................... A  AYU,
< A X  +  X Y + Y Z  +  Z U + U B  . . . /SA X Y uxti / \Y Z U .  

â  d) 0  i i e»

(§é fann, moßon fpäter ausführlich gebrochen merben mirb, »erlangt 
merben, baff man ein Dreied herftelle (ccnftruire), meines gemiffen ge* 
gebenen 23ebingungen genügt. Die beiben ©ä£e I  u. I I  biefeS §. finb bie 
erften, roelche bie Sillfür bei ber 2lufftellung foldj>er 23ebingungen ein* 
fcfyränfen, begrenzen, beterminiren (determinare).

Diejenige „Determinat ion ",  auf welche mir fyier geführt finb, 
ift nehmlich bie, baff nach willfürlicher Saht ber Sänge jmeier Dreieds* 
feiten für bie britte hö<hftenS fold)e Sängen geforbert werben bürfen, welche 
Steiften ber ©umme unb ber Differenj ber beiben erfteren liegen, ©oll 

23. eine ©eite 7m, eine jmeite 9 m lang fein, fo muf? bie britte burcfyauë 
toeniger als ( 9 + 7 )  =  16m unb mehr als (9 —  7) =  2 m betragen.

@S fragt fiefy aber noch, ob alle Dreiecfe epfltren, welche biefer 23e* 
bingung genügen.

Diefe ftrage toirb im folgenben §. erlebigt.
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§. 51.
B t f i n i 11 o n e n.

I. £)iefenige ©rabe, »etcf>e bie Zentren stoeier Greife 
mit einanber oerbinbet, heißt bte Zentrale ber beiben Greife.

I I. Greife um baffelbe Zentrum heißen concentrifc^*).

f ie l j r fa fcL
§ a b e n  jmei nicht concentrifche Greife einen ^ßunft außer* 

hatb ber (Zentrale gemein, fo befifcen fie auf ber anberen 
«Seite ber Zentra le  noch einen jtoeiten gemeinfamen ^ßuntt; 
unb bie (Zentrale ift f le iner als  bie S um m e,  aber größer 
a ls  bie © i f fe ren j  ber 9?abien.

—  £)enn bie nach bem gemeinfamen ß̂unft P  gezogenen 9?abien 
bitten mit ber (Sentrate CCV ein A  OPCu fo baß bie Säfce beS §. 50 
in Slmoenbung fommen; unb mit biefem D̂reiecf ift auf ber anberen 
Seite ber Zentrale ein A  C P’CX congruent, ba fid) bad erftere fo 
»eit um CCy fyeruntbrefyen läßt, bis P  toieber in einen ‘ißunft P '  ber 
(Ebene fällt.

2 u f a fe.
®ie gemeinfame Seltne jtoeier Greife fteljt auf ber (Een* 

träte fenfred)t. —  23ergt. §. 31.lJ r t ) r f a f e  I I I . *
Oft bie (Eentrale jtoeier nid)t concentrifcfyen Greife 

fteiner ats bie S u m m e  unb größer ats bie £>ifferen$ ber 
Otabien, fo haben bie beiben treffe auf feber Se i te  ber 
(Eentrate einen ^ u n f t  gemein.1) con, cum, mit, unb centrum.
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S r f .  3«nfchen bet (Sen* 
träte CC\— c unb ben l a b t e n  
r, rl jtre ier Greife ift bie $Re* 
lation  gegeben :

r — rx <  c << r -f- rx.

3 3 e h . £ )ie  beiben G reife  
haben auf jeber S e i t e  ber @ r a *  
ben CC\ einen ^ u n f t  gem ein .

23 em . 9 ftan  benfe ju= 
närfjft bloß ben K re is  m it bem 
Heineren 9Iab iuS  r{ um  C\ ge* 
^ogen unb beachte feine £)urch * 
fch n ittspu n fte : X  m it b e re ic h * 
tung C j C, Y m it ber entgegen* 
gefegten D ichtung.

®a nach ber 23rf.
r —  rd <  c, atfo r <  c +  rlf b. i. r < i CY  

ift, fo liegt Y  außerhalb beS mit bem 9?abiuS r  um C  gesogenen streiten 
KreiSfefbeS (§. 37, 2. II).

£)er ^unft X  aber liegt innerhalb beffelben.
3n bem Baße nehmlid), in meinem c > r t ift, hat man nach ber 23rf.: 

r +  rx )>  c, alfo r )>  c —  rx, b. i. r )>  CX.
3n bem Balle ferner, in meinem c =  rx ift, liegt X  im Zentrum C.
3n bem Balle enblid?, in meinem c «< rx ift, liegt C smifd>en X  

unb Cx, fo baff
CX  <C <C r 

ift.
2llfo in jebem biefer brei möglichen Bälle begrenzt ber Kreis um C 

ein Bläcfyenftüd, meines einen bem fünfte X  benachbarten X^eib beS 
KreifeS um Cx enthält, einen bem fünfte Y  benachbarten Zfeil beffelben 
aber nicht enthält. Mithin müffen bie beiben oon X  nach Y  führenben 
Kreisbogen burd) ben Kreis um C hinburchgehen; m. s. b. m.

3  it f n fe.
21 uS fe brei S t rede n ,  oon benen bie eine Heiner a l s  

bie S u m m e  unb sugleid) größer als  bie £)i fferenj ber bei* 
ben anberen ift, läßt fich ein £)reied sufammenfetjen.
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—  ÜDenn feie Greife, welche um feie (Snbpunfte her einen Strecfe 
mit ten unteren Strecfen uls hatten gezogen werben, fd)neiben [ich 
nach ?. I I  ; unfc ter Schnittyunft ift bie britte @cfe tcS £)reiecf$.

â  r!j o 1 1  c .

3ft bie (Zentrale zweier Greife gleich ber Summe ober gleich ter 
£)ifferens ihrer 9?abien, fo treten Begehungen ber Greife ju einanber ein, 
beren Betrachtung uné> hier ju weit führen würbe. £)aé Nähere über 
fie finbet (ich in ßap. IV ,  welkes [ich hauf>t{äd)lich mit ben Greifen 
befcbäftigt.

§. 52.*)

för f in i t ionrn .
I. 3 e b e  g e f c h l o f f e n e  v i e r m a l  g e b r o c h e n e  S i n i e  h e i ß t  

e i n  B ierecf.

I I .  3 e b e £  B i e r  ecf m i t  j w e i  f ich f chn e i b e n  t e n  « S e i t e n  he i ßt  
ü b crfch lagcn .1 2

I I I .  2118 g e l b e r  b e r  B i e r e d ä r o i n l e l  r e c h n e t  m a n  i n  u n i i b e r *  
f c h l a g e n e n  B i e r e c f e n  b i e f e n i g e n ,  we t c h e  b a $  S B i e r e c f ß f e t b ,  
b. h- b a ë  c o m  23i e rec f  b e g r e n z t e  S t ü c f  b e r  ( S b e n e ,  b e b e c f e n .

£ e l ) r f ( t |  I.
3 n  f e b e m  ü b e r t r a g e n e n  B i e r e c f  i ft  b i e  S u m m e  t e r  fich 

f c h n e i b e n b e n  S e i t e n  g r ö ß e r  a l s  b i e  S u m m e  t e r  b e i t e n  
u n t e r e n .

1) 2)iefer §. bient âuptfäĉ tiĉ  bem ŵeiten Seweife be8 Sê rf. I in §. 54, bietet ater audb fenfl in mandber £inftdbt 3ntcreffe.
2) Sin übertragenes $fcredt ift toerjwcigt f§. 10), jebccb wirb fein 3?erjWei= 

gungspuntt Triebt als Sdte geregnet. 2ßeHte man ben $eräWcigungSimnrt — in ter 
3igur bes êjtcs X  — als Sdfe anfeben, fo würbe ein ftünfeef toon befonberer ®e* 
ftalt bertjorgehen.
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$8 rf. 3m überfcfytageneu ß̂terecf A B CD 
fcfyneiben fid̂  feie beiben ©eiten A B  uub CD.

© e$. (SS ift A B  +  CD >  A D  +  BC. 
Sem . ©er ©urdjfdjnittspunft von A B  unb 

CD tverbe mit X  bejeidjnet. ©ann ift

1 ) im A  A X D : X A  +  X D > A D ,  . . . §. 50 ,1,
2)  i m A  B X C : XB -\- X C  > B C \  . . . §. 50, 1.
© a lje r : [X A  +  XB) +  [X C  +  X D ) > A D -{ -B C  §. 20, V I ,
b. i. nad) ber 23r f . : A B  -f-  CD  ^>AD -\-B C.

C e t j r f u l  I I .
§ a t  ein unüberfdjlageues SSierecf einen überftumpfen 

333infet, fo geben bie ©cfyenfel beS teueren eine Heinere 
©umme als  bie beiben anberen ©eiten.

35rf. ©aS unüberieptagene 33ierecf 
ABCD  pat bei A einen überftumpfen 
SBinfet.

©  e p. (5« ift A B + A D < C B + C D .  
Sem. üDian verlängere ben einen 

©epeufet BA  beS überftumpfen SBinfetS 
bei A über biefett 35nn!t pinauS, bis bie 

©eite CD in einem fünfte X  getroffen tvirb. ©ann ift
1) im A  A D X  : A D < D X  +  A X  . . . .  §. 50, I,
2) im A  C B X : A B  +  A X  <  CB  +  CX  . . . . §. 50, I.
©aper: A B  -f- AD  +  A X  <  CB  +  [CX DX) +  ^LX

[§. 2 0 , V I.
2ftitpin: A B AD  <  CB  +  CD . . . §. 20, V I I I.

§. 53.

â dj o l i e.
©er §. 47 unb bie bis jefct aus ipm gejogenen Folgerungen finben, 

mie fiep in ben näcpften §§. jeigeu tvirb, auep eine uüptiepe ©ertvenbung 
für bie ©ergteiepung jtveier ©reiede, naepbem man biefetbeu burep 2ln* 
einanbertegen ju einer äufammenpängenben Figur verbunben bat.
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©timmen jtrei £)reiede in jn>ei ©eiten überein, fo finb 
bie britten ©eiten in bernf eiben © in n e  ungleich, tute iljre ©egen; 
trinfcl.

23 r f. 3n ben £)reieden A BC  
unb A B  C' ift: 1) A B — A B ',
2) AC — Ä C ', 3) / _ A >  /_ A .

23 e .̂ <S0 ift B C > B ' C .
23 e tu. I. 2)Ian lege baS 

A  A 'B'C ' fo an baS A  ABC, baß 
A' in A unb A B ' in bie 9iid)* 
tung ron A B  fällt. £)aburd? ge* 
langt B' nad) B  (2Srf. 1), C' aber 
in einen folgen ^3un!t Ci, baß, 
trenn man bie ©rabe CC{ jiefyt, 
baS A  CAC{ über CCr gleicfy* 
fd̂ enflig trirb (23rf. 2]. ÜDenft man 
fid) nun bie ganje (Ebene burdj> bie 
Halbierungslinie beS 2BinfelS CAC^ 
jerfdjmitten, fo liegen bie fünfte B  
unb Ci in einer einzigen H l̂bebene 
(23rf. 3), unb CC  ̂ toirb in einem 
fünfte M  {entrecht halbiert (§. 42,
3- IV ) , treSljalb ber $ußpun!t S  
ber ron B  auf CCy gefällten ©enlredüen^.ßS' näljer an Ci als an C 
liegt (§. 25, 3 .). ^otglic  ̂ ift nacfy §. 49, S. I:

B C  >  BC { , b. i.: B C > B ' C .
21 nm. 3ft /_ A +  /_ A' =  2-c, fo fällt in ber ^igur M  mit 

A jufammen, ift bagegen /_ A -h  /_ A' >  2^c, fo liegt CC  ̂ außer* 
fyatb beS 23ieredSfelbeS CAC^B. £)aß ber ^unft B  in CCX ober jtrifdten 
biefer Öinie unb bem fünfte A liege', fann man, trenn man eS trill, 
rermeiben, inbem man nicfyt ben fürjeren ©dientet beS SÖinfelS bei A 
mit A B  benennt (§. 49, 3- !)_•

Xxo% aller möglichen 2$erfĉ ieben̂ eiten ber ^igur tritt übrigens nirgenbS 
ein 2lnlaß ein, ben ÖetreiS abjuänbern; rerfcfyiebene ^älle finb alfo nicfyt 
ju betrauten, trie beim 23etr. I I.  2lud) bleibt ber Setreis irörtlicfy ber* 
felbe, trenn man bas A  A 'B 'C ' auf, anftatt an A  A BC  legt.

§ •  54 .

I.

c
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$ero. II. Üftan (ege ba$ / ^ A 'B 'C ' fo auf ba« A "A B C ,  baf? 
A ' in A  unb A  B ' längë A B  fällt. Daburcf) gelangt B ' nacf> B  
(23rf. 1) unb A 'C ' in baé SBinfelfelb B A C  (SBrf. 3); eë Ijängt aber 
oon ber ©eftalt ber beiben Dreiede ab, ob C ' nod) in baë gelb beë 
A  ABC, ober aufjerfyalb beffelben, ober in bie «Seite B C  fällt.

l^ r $a(l: Die ©de C ' 
falle in einen 'ßunft Cx be8 
DreiedéfelbeS ABC. ‘Dann ift 
ACBC\ ein unüberfcfjlageneé 33ier= 
ed mit einem überftumpfen 5Binfel 
bei C \; mithin:

A C  +  B C  >  A C t +  B C t . . . .  §.52, II.
^er: A C  =  A C t ............2$rf. 2.
$o!glid): B C > B C t ............ §.20, V III.
D. i. : B C  >  B ' C '.

c
2tet $al l :  Die ©de C ' falle in einen 

^unlt C-2 ber Seite BC. Dann ift B C ^ >  
B C 2 nad) §. 17, D. III, mithin B C ^ > B 'C .

(7 3Iet gal l :  Die ©de C ' falle in einen 
^unft C3 außerhalb beë Dreiedëfelbeë ABC. 
Dann ift A C B C 3 ein überfd)lageneë 3?iered, 
in meinem fid) bie Seiten B C  unb A C S 
fcfyneiben; mithin:

A C 3 +  B C  >  A C  H- B C a . . . .  §. 52, I.
aber: A C 3 =  A C ................23rf. 2.
$olglid>: B C > B C 3 ................ §.20, V III.
D. t.: B C  >  B 'C '.

f  t  \) r f a  |  I I .
Stimmen jtt>ei Dreiede in jmei Seiten überein, fo 

finb bie ©cgcnroinfel ber britten Seiten in bemfelben Sinne  
ungleich, wie biefe britten Seiten.
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5Br f. 3n feen £)reiecfen A BC  unb 
Ä B 'C ' ift: 1) A B =  A B ', 2 ) AC  
=  Ä C ', 3) B C > B 'C ' .

«eh. e« ift £ a > £ a \
«em. I. 9)?an (ege baë A  A 'B 'C ' 

fo an (ober auch auf) baë A  ABC, baß 
A' in A unb Ä B ' längs A B  fällt.
£>abutd) gelangt B' nad) B  (SBrf. 1) 
unb C' in irgenb einen ^unft C\. üftan 
jiê e ferner bie ®rabe CC\ unb fälle oon 
A unb »on B  aus auf biefe bie ©enf* • 
rechten AM  unb BS.

«on ben beiben fünften M  unb S  
liegt ber letztere näher an Ci als an C,
»eil B C t <  B C  ift ($rf. 3, unb §. 49,
8 . II), M  aber nimmt, meil A  CACV 
über CCl gleid)fd)enflig ift, bie üUiitte 
jtr*ifcf>en Cx unb C ein (§. 30, 3* I); 
mithin liegt, ba bie beiben ©entrechten 
MA unb SB  ju CC\ fid) nicht fchneiben 
tonnen (§. 25, 30 , ber ^unft B  auf ber* 
felben ©eite ber ®raben M A, mie ber 
‘■ßunft C i, m. a. : bie ®rabe AM
liegt (mit ber einen ober ber anberen Dichtung) im Selbe beS SBinfelS 
BAC. £)a fie außerbem ben Z  CACV âtbiext (ebenfalls nach §. 30, 
3- I)', fo ergiebt fich:

Z  BA C  >  Z  BACU b. i . : Z  B A C >  Z  B'A 'C '.
—  Sßergl. bie 2lnm. jum «em. I  beS öorhergeljenben ©afceS. 

«em. I I :  inbirect mit Berufung auf 8 . I  unb §. 28.

§. 55.

Celjrfat». (löinhel-HJtnUcl-öcitcn-önt;.1))
'Dreiecte finb congruent, menn fie in einer ©eite 

einem anliegenben unb bem gegenüberliegenben 3Binte 1 
übereinftimmen. 1

1) S ir  be$ief>ert unâ aiif biefcn burd) bie Sejeidjinung: [wtcs).
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33 r f. 3n ben £)reie<fen A B C  unb A 'B 'C ' ift: 1) A B  =  A  B ', 
2 ) Z ^ = Z X  3 ) Z C = / C ' .

Sefy. @« ift ^ A B C ^ A A ’B 'C '.
$8en>. üttan (ege bas eine £>reiecf fo auf ba$ anbere, baff A ' mit 

A  unb bie fftî tung A B '  mit A B  jufammenfätlt. £)ann betft ficfy aué 
bie Sde B ' mit B  (93rf. 1) unb bie fRicfytung A 'C ' mit A C  (33rf. 2). 
Siete nun fyierburd) C ' nicf>t mit C  jufammen, fonbern mit einem anberen 
^unft C{ beë Straffleë AC ,  fo entftänbe baburcf) ein A  B C C ^ , in 
meinem nac$ 2$rf. 3) ein 2öinfel bem Sluffentoinfel an einet anbeten (£<fe 
gleicf? märe. ®a bie$ aber nad> §. 47 nicfyt möglich ift, fo folgt, ba§ 
aucfy C ' mit C  jufammenfällt, bie feeiben £)reiede mithin $ur billigen 
£)edung gefangen.

§. 56.

l’ cljrfatj. (Seiten-ö eiten-äSHttkcl-öafc. *))
£)reiecfe finb congruent,  toenn fie in jmei «Seiten unb 

bem ©egcnmintel bet größeren bon biefen überein ft im men.

33r f. 3n ben £)reiecfen A BC  unb A'B'C ' ift: 1) A B — A' B ', 
2) AC =  A'C', 3) A B  >  AC, 4) /  C =  /  C'.

Söe^. (S* ift A  A BC =  'A A 'B 'C '.
öeto. fDian lege baë A  A'B'C ' fo an baS A  A BC , bajj A' 

in A unb A B ' längs A B  fällt. £)aburdj> gelangt B' nach B  (33rf. 1). 11) 2Bir bejiê en uns auf biefen Sat? burd? bie SBejeictynung: (Ssw), n>o burcfy baS groffe S bie größere Seite angebeutet tuirb.
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Der neue Ort ber Grefe C' Ifeiße C*. 3 ^ *  man nun bie ©rabe CCif
fo gefyt biefe nac  ̂ §. 49, 3- I  nicfyt burcfy bie Grde B, weit ba« A  CACX 
über CCX gleid)fcfyenflig (23rf. 2), unb AB  >  AC  (SSrf. 3) ift. 3m
gleicfyfcfyenfligen A  C A C X ift aber

Z  ACCi =  £ A C XC \ ............ §.29,
unb ferner ift: Z  A C B  — Z  A C ^ B ..............23rf. 4.)
3 otgti3> ift : Z  B C C X =  /  B C , C . . . . . . . . . . . . . . . . § . 2 0 ,  V I I ,
mithin im A  CBCX: B C  =  B C X .............§-46,
b. i . : * B C  =  B 'C ';
unb beéfyatb: A  A B C  =  A  A 'B 'C ' .......(3s).

§• 57.

Ccljrfafe.1)
(Stimmen Oreiede in $mei S e i t e n  unb in bem ©egen* 

minfel ber Heineren oon biefen überein, fo finb entmeber 
bie Oreiede congruent, ober bie ©egenminfel  ber größeren 
S e i t e n  finb Supp lemente  oon einanber.

23rf. 3n ben £>reieden A BC  unb A'B'C' ift: 1) A B = \A 'B ',
2) AC =  A 'C ', 3) A B  <  AC, 4) /  ACB  =  Z  Ä C 'B 'S

Sei). (Entmeber ift A  A BC  =  A  A 'B 'C ', moburefy Z  A B C  
=  Z  A 'B 'C ' Iferoorgefjt; ober e« ift Z  A BC  +  Z  A'B'C' =  G.

33em. I. ülftan lege, ma$ nad) 23rf. 1) angelt, ba« A  A 'B 'C ' fo an 
ba« A  ABC, baß e« in bie Sage ABC^ 
fällt, unb jielfe bie ©rabe CCX.

man megen 23rf. 3) ben Safc 
§. 49, 3* I  nictyt oermenben fann, fo 
fann e« gefĉ ê en, baß CCX bann nic^t 
burcf> B  gefyt, in meinem Balle entmeber 
bie im nötigen §. ober bie Ijietneben ge* 
jeicfynete Bigur entfielt; unb m e n n bie« 
gefcfyieljt, fo folgt burd) biefelben 23e* 
tracfytungen, mie im nötigen §., bie (Eon* 
gruenj be« Oreied« A BC  mit A BCy 
ober A 'B 'C ' . 1

1) 2ÖU- besiegen un« auf biefen Safc burd? bie $ejei<$nung: (ssw).
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Oie ©rate CCt fann aber aucp 
burcp B  ge^en; unb bann braucht offen= 
bar nicht B C  =  BCX ju fein, tote im 
fo eben befprodpenen $all. 9J?an erfreut 
jebocp, baß die beiben SBinEel A BC  
unb ABCX, b. i. bie beiten SBinfet 
A BC  unb A 'B 'C ' (Supplemente ü0n 
einander finb.

33ero. II. Segt man dag A 'B 'C ' fo auf dag A BC , baff
A' in A, C' in C unb C'B' in bie 
SKidptung CB fällt —  bieg gept nadp 
2$rf. 2) unb 4) an —  fo ift ber neue 

(Bt) Ort beg ^unfteg B' nidpt bitrdp ben 
Slbftanb bon C, fonbern nadp 23rf. 1 ) 
durch ben 2lbftanb bon A beftimmt, 
unb jtrar alg ein Sdpnittpunft ber ©ra* 
ben B C  unb teg um A mit tem 9iabiug 

(B) A B  gejogenen'Sreifeg. (33ergl. §. 35, 
O. I.) Oer fragliche Sreig pat aber, 
wenn nicpt zufällig /  A BC  ein rechter 

ift, mit B C  nocp einen jtbeiten ^ßunft B v gemein (§. 49, 3- III), unb 
biefer liegt megen ber 23rf. 3), baß A B  <  A C  fei, bon C aug nacp 
berfelben 9iidptung mie B ; megpalb bie beiben OreiecEe ACB  unb A CBl 
ber $oraugfepung genügen.

Oaß bie beiben 3Binfel A BC  unb AB^ C Supplemente bon einander 
finb, folgt aug ber ©leidppeit ber öafignnnfel im gleicpfdpenEligen Oreiecf 
B A B

S  u f a fe.*)
OreiecEe finb congruent, wenn fie in jmei Se i te n  unb 

in dem ©egenminfel  ber fleineren bon biefen übereinftim* 
men, unb menn außerdem bie ©egenminfel  ber größeren 
Se i te n  entweder jugleicp fpip ober juglcicp flumpf finb.

—  Oenn bann Eönnen bie lepteren nidpt Supplemente bon ein* 
ander fein. 1

1) 2Bir benebelt un8 auf biefen bunp bie Sejeicbnung: (sSto), too ba3 große S toieber, voie in §. 57, bie größere «Seite anbeuten folt.
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â  d) o i i  t .
©oll man ein Qreied conftruiren, in meinem jmei ©eiten unfc ber 

©egenminfel ber einen non biefen eine nerlangte ©röße l)aben, fo ift bieë 
nicfyt immer möglid). £)enn feien ©eite AG unb /  C non ber net* 
langten ©röße, fo barf man nacfy §. 49, 3- H I  bie ©egenfeite beë /  C 
nicf>t fürjer forbern, als ber Slbftanb be§ fünftes A norn streiten ©dientet 
beS SBinfelS bei C lang ift.

23on ben Umfefyrungen be$ erften ©afceS über QreiedScongruenjen 
(sws) bteibt fefct noĉ  bie eine übrig, melcf>e bie Übereinftimmung in ben 
brei SBinfeln oorauëfe^t: [www] ober (3w). Qiefe 23otauëfef$ung enthält 
aber, mie fid) in ©ap. I I I  l)erau§ftellen toirb, einen Pleonasmus, ba ber 
britte £)reiecfSminfel burcfy bie beiben anberen fd)on oöllig beftimmt ift, 
unb anbererfeitë burd)auS fein üDferfmat für bie abfolute ßänge ber ©eiten, 
fonbern nur für ben Quotienten berfetben, monon in ßap. V I  auSfüfyr* 
lidj> bie 9iebe fein mirb.

Senor mir aber jur iöefprecbung ber offen gebliebenen 3 rage über* 
getjen, merben mir nod? einige nu^bare ©äfce über baë red)tminflige Qreiecf 
auffüfyren unb bann in einem befonberen Ülbfcfynitt eine praftifcfye ©eite 
ber Planimetrie ins Sluge faffen, neljmlicb bie Sluflöfung non ßonftructionS* 
aufgaben, melcfye fiĉ  burd? bie norfyergeljenben t̂ eoretifct>en Seiten unter 
23orau8fe£ung ber in ben Poftulaten geforberten Stiftungen bemältigen taffen.

§. 58.

D e f in i t i o n .
3 m recfytminfligen Qreiecf Reifet bie ©egenfeite beS 

regten  SBinfelë ^Wotcnufe,J) bie anliegenben ©eiten aber 
Reißen Äatljeten.1 2)

€ c ^ r f a f e .

©t immen redjtminfl ige Qre iede in ber £)typotenufe 
überein, fo l iegen in iljnen bem größeren SBinfel bie 
größere ©eite, unb umgefefyrt ber größeren ©eite ber 
größere 2Binfe 1 gegenüber.3)

1) Sen uTtoteivw, idj überfaanne.2) Sen teb lege betau.3) 2)ie betben bier ûfammengejogenen Säbe »erben in ber folgenben Srf. unb Seb. bureb A unb B unterfebieben.
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23 rf. A. 3n ben £>rei* 
eden A BC  unb A 'B'C ' ift:

1) =

2) A B =  A 'B ’f

A
ri* 23 e|. A. (SeiftB C > B 'C ’. 

23 rf. B. 3n ben ®tct*
eden A BC  unb Â B 'C ' ift:

1 )  z  c =  z  c  =
2) A B =  A 'B ',
3) B C > B ' C .

*  23e|.B. ( S e i f t Z ^ > Z ^ '-
23ett>. feeiber ©ä|e burd> 23erboppetung ber ®reiede über bie föu 

treten AC  unb Ä C ', um bann ben ©a| §. 54, I, bejiefyungemeife ben 
©a| §. 54, I I  auf bie fo entftanbenen £)reiede B A B X unb B'A'By 
anjumenben.

2lué bem oorigen §. in 23erbinbung mit §. 29, 3- n , §. 46, 3-. 
§. 48, §. 53 unb §. 54 folgt als gemeinfcfyaftlicfyer

©leidje ©eiten liegen g le i ten  2Bin fe In  gegenüber, 
gleiche 333infet g l e i t e n  ©eiten; bie größere ©eite bem grö* 
ßeren 2Binfe l,  unb ber größere 2Binfe( ber größeren ©eite:

1 ) in jebern einzelnen £>reied;
2 ) in congruenten £>reieden;
3) in  red)tminfl igen £)reieden mit gleicher £)||otenufe;
4) gi lt baffetbe in fo lgen  £)reieden, meiere in jmei 

©eiten übereinftimmen, für bie britten ©eiten unb 
beren ©egenminfel.

—  3n allen anberen fallen ift ber analoge ©d)luß niĉ t geftattet.

© t im m en  red)tminf lige £>reiede in ber Jptypotenufe 
überein, aber nid)t in ber einen Satljete, fo finb bie jmeiten 
®at^eten im entgegengefeiten © inne  ungleich.

§. 59.

^ t t f a | .

§. 60.

t’ t \) t f a | .
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23 r f. 3n ben ©rei* 
eden A B C  unb A 'B 'C ' 
ift:

1 ) Z.C =  /_ C ' =  * t
2) A B =  A B ',
3) AC  <  A C '.

SS e$. e« ift B C
>  B 'C '.

Sem. ©d)neibet man auf bem ©trahl CA eine ©trecfe CAX — C'A' 
ab, fo fäüt Ax über A hinau« (Srf. 3). £>aher ift B A X >> B A  (§. 49, 
9. I); benn e« fteht B C  J_ CA (23rf. 1). Sltfo liegt, meil AXC 1. B C  
fteljt, nach §. 49, 9. I I  auf bem ©traute CB ber ^ßunlt B x , melcher 
AXB X — A B  ergiebt, jmifchen B  unb C. ®a nun A  AXB XC =  
A  A 'B 'C ' gemorben ift (S'sw), fo folgt: B C ^ >  B 'C '.

B. Conflructiottöttufgabeit.

§. 61. 
â 4) 0 l i ¢.

(Sine (Sonftructionéaufgabc auflöfen helfet, eine rorgeftellte 
unb mit ver langten (Sigeufc^aften auëgeftattete g i g u r  burd) 
mieberfyoüe 2I u « fü h run g  oon ^oftulaten nach unb nach ent* 
ft elfen Iaffen (bie ftigur al« eine SieberlfsiungSbariation ber ^oftulate 
barftellen).

233ie man beim Semeife ber Selfrfäfce berechtigt ift, fich nicht nur auf 
bie Sporne felbft, fonbern audf auf bie burcff ihre Serbinbung erlangten 
ftiefultate, nehmlich auf bie fdfon bemiefenen ßehrfäfee, ju berufen: ebenfo 
ift man bei ber Selfanblung oon (SonftructionSaufgaben berechtigt, fidf 
nicht nur auf bie 2lu«fülfrbarfeit ber ß̂oftulate felbft, fonbern auch auf 
bie 2lu«führbarfeit ber etma fchou hergeftellten Serbinbungen ber ß̂oftulate, 
nehmtich ber bereit« getöften Ülufgaben, ju berufen.

Sei ber Slusmalfl ber in ^Betrachtung gezogenen ßehrfätje mar ber 
©efichtspunft maffgebenb, bafe bie (Sigenfchaften folcher Figuren erforfcht 
merben fottten, rvelĉ e fidf in oermicfelteren Figuren häufig als Seftanb* 
tlfeile oorfinben. 3n ähnlicher Seife merben mir biefenigen (SonftructionS*

®ovt>ifc{l), (JUment« ber SWatbcmatif. 5
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anfgaben bet 99etjanbümg unterwerfen, auf welche man bet »erwicfelteren 
SonftruetionSaufgaben häufig jurüdfommt.

Oie einfachften 3lufgaben tiefer 2lrt würben fich mit wenigen 2Borten 
erfebigeu taffen ; mir merben aber wenigften« bie grnnbtegenben unter ifjuen 
511m 3medc rechtzeitiger Untermeifung be« ©dritter« mit bem ganzen Apparat 
behanbetn, ohne welchen er bei fchmierigeren Slufgaben nicf̂ t leidet jum 
3iele getaugt. —  23ei ber Repetition ift e« für ihn bor allen Gingen 
uü^tich, fich bie nod; menig bermicfetten 3beenoerbiubungeu borzuführen, 
btirch meld;e ber 5Beg jur Slttflöfung gefunben ift.

Oa mir e« in ber Planimetrie nur mit Figuren in einer gegebenen 
(5bene ju thun ha&eu, fo getätigt hiet ba« Poftulat I I  nicht zur 33er* 
wenbung, fonbern einzig uttb allein ba« erfte ttnb ba« britte, uehmtich: 

I. Ourd) Z^ei gegebene Punfte eine (unbegrenzte) ©rabe zu sißhen-
I I I .  Um einen gegebenen puuft einen $rei« bon gegebenem Rabitt« 

Zu ziehen.
Oie 93eftimmung eine« einzelnen Punfte« mirb burch 2tu«führung feine« 

Poftutat« birect erreicht.
Rtait mup mithin,  um einen P u n f t  z» beftimmen, ent* 

meber zu>ei anbermeitig beftimmte ©rabe  ober Greife ober 
eine f 0 1 cf>e ©rabe  nebft einem folchen Greife ermitteln, in 
betten ber ge fugte P u n f t  liegt.

Oie üttittel, um eine an bie geometrifche Sigttr eriitnernbe Zeichnung 
zu entwerfen, ftnb:

1 ) zur £$erattfchaultchung ber (Sbene bie Oberfläche be« Papier«, ber 
2öanbtafel uttb bergt.,

2) zur SBeraiifchautichuug ber ©raben ber mit §ütfe eine« Sineal« ge* 
Zogene ©trief},

3) zur ^ e ra n fch a u lich u ttg  be« Greife« ber m it tpütfe eine« 3irfet« ge* 
Zogene ©trief).

§. 62.

ü f f i n i t i on.
3ebe Siit ie ober fläche, bereu Punfte fämmtlich einer 

einzigen für einen P u n f t  aufgefte-llten ©eb ingung  genügen, 
hei§t ber geometrifche Ort biefe« punfte«.

3- 23. ift ba« Äretefetb ber geometrifepe Ort eine« Punfte«, beffen 
Slbftanb bont Zentrum bie Sänge be« Rabitt« nicht erreicht.
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§• 63.
. & tt f g a h t . J)

31 uf einer gegebenen © raben  bon einem gegebenen 
f ü n f t e  au« nad) einer gegebenen 9?idj>tung eine gegebene 
©trecfe abjutragen.

Söorauëfefcung. (5« 
ift eine ©trede r  nnb eine 
unbegrenzte ©rabe A B  ge* 
geben.

gotberung.  3luf ber 
3ftd)tung A B  fott bon A 
au« eine ©trecfe abgetragen 
merben, metĉ e =  r  ift.

Slnaltyft«. ‘Jiefymen 
tbir an, A X  fei bie ber*1) 3ebe 21ufgabe befielt au« bei- S o r a u s f e p u n g ,  Welche bie gegebenen dinge aufgählt, nnb ber gorberung,  welche angiebt, Wa« mit benfelben gemalt merben fott. — 2ftan f>ftegt gur görberung beS genauen SßerftänbniffeS, naĉ bem bie Aufgabe im 21llgemeinen auSgefprocpen ift, biefe beiben ^^eite noch einmal toon einanber ge= fonbert unter Segiehung auf einen al« Seifpiel biencnben befonbercn galt aufguführen.die eigentliche Sepanblung ber Aufgabe beginnt mit ber 21nalpfi« (dvdXuot?, 21uflöfung) — worunter mir bie gur 21uflöfung fübrenbe Überlegung öerftehen. — üftan ftettt fidh in ihr bie Aufgabe al« bereit« gelöft toor (etma, mie ber Saumeifter ein erft gu bauenbe« ©ebäube) unb toeränbert nötigenfalls bie gigur burd) pingugefügte §ülfs* fünfte, §ülf«linien u. f. m. (bie Saugerüfte) fo lange, bi« bie SJtöglichfeit be« 2tuf= bau« ber gangen gigift burd) StnSführung an einanber gereihter ^oftulate (be« Sau* material«) nach befannten Sehrfäpen eintendhtet. Natürlich barf man hierbei Süufgaben, welche fepon getöft finb, mie ißoftulate toermenben.dann folgt bie ©onftructiou,  b. i. bie SBefchreibung, mie bie ißoftulate unb bie bereit« gelöften Aufgaben nach unb nach unter Senupung ber eingelnen Steile ber Sorauëfepung angemanbt werben (ber 21ufbau be« ©ebäube« mit ben nötpigen ©erüften); hierauf bie S ep a up t un g ,  welche au«fr>richt, Wa« mir al« ba« gewünfepte 9tefultat (al« Sau nach Abnahme ber ©eriifte) angefehen miffen Wollen; unb ber Sem  ei« uon ber 9ticptigfeit biefer Sepauptung, welcher fiep eben fo fehr auf bie dpatfaepen ber ©ouftvuction al« ber SorauSfepung gu ftüpen pat (Sefichtigung unb 21b» nähme be« Saue«). den Sefcplufj macht bie d e t e r m i n a t i  on, b. i. bie Unterfuchung, ob unb welche ©infepränfungen für bie 2lu8füprbarlcit ber ©onftruction norpanben finb.©iebt e« folche ©infepränfungen nicht, fo pflegt man übrigen« wopt bie deter* mination Weggulaffen. desgleichen unterbrüeft man in ber darfteüung — nicht aber beim 2luflijfungStoerfucp — bie ÜlnalpfiS, wenn ihre 3beenoerbinbungen burch ©on» ftruction unb Sewei« flar gu dage treten; ober enblich auch: man gieht nur bie 21nalpfi« unb läßt ©onftruction fammt Sewei« fort, wenn bie Slnalpfis pinreiepenb ausgeführt ift, um über bie einfachfte 2lrt ber ©onftruction feinen ^weifet übrig gu laffen.5*
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langte ©trede, fo mirb tfjr gefugter Enbfntnft X  burd) jtoet SScbingungen 
beftimmt: 1) bafi er in ber 9Iicfytung A B  liege, unb 2) baß er non A  
bie Entfernung r  Ijabe, eine 2lnforberung, melcfyer alle fünfte be« Greifes 
mit bem 9?abiu« r  um ba« Eentrum A  genügen. Der ^unft X  liegt 
alfo bort, mo biefer $rei« unb bie ^idüung A B  fid> fcfyneiben.

Eonf truct ion.  2Bir jie^en um A  einen ®rei« nom ^abiu« r 
unb benennen beffen ©ctynittpunft mit ber 9?idj>tung A B  burd) X .

33eljauptung. A X  ift bie toerlangte ©trede.
Söemei«. X  liegt nacfy ber Eonftr. in ber fRidjtung A B ,  unb 

ferner ift A X  =  r  at« ein 9Iabiu« be« um ba« Eentrum A  gezogenen 
unb nad) Ißoft. I I I  conftruirbaren Greife«, beffen Labien nad) ber Eonftr. 
fämmtlid) =  r  finb.

Determ inat ion .  Die Eonftruction ift ftet« mögttd^, ba ber 
«Straft A B  nad) §. 35, 3- I  bem jebern Greife um ba« Eentrum A  
gefrfmitten mirb.

§• 64.
Xufga  bt.

E in  D r e ie d  ju conftruiren, beffen ©ei ten  gegebenen 
©t reden  gleicfy finb.

it
±____
C____ 33 r f. E« finb brei 

©treten a, b unb c ge
geben.

$orb. Ein Dreiecf ju 
conftruiren, beffen ©eiten 
ben ©treden a, b unb c 
besiel)ung«meife gleid) finb.

21 n a f. ^ef^men mir 
an, e« folle ein A  A B C  
bie ©eite A B  =  c, 

B C  =  a, C A  =  b be* 
fi^en, fo ift junäd>ft bie 
eine ©eite A B  =  c ol)ne 
2öeitere« conftruirbar.

Dann Ijanbelt e« ficf) 
nocf> um bie iöeftimmung 
ber britten Ede C. 2öäre 

für biefelbe nur bie SÖebtngung borfyanben, bafj A C — b fein foll, fo 
mürbe jeber ^ßunft be« mit bem 9Iabiu« b um ba« Eentrum A  gezogenen
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Greifes berfelben genügen, (Sbeufo ift aber auch ber mit bent $abiuS a 
nm B  gezogene ®reis ein geometrifdmr Ort bes IßunfteS C. £)a mit 
fefct strei Öinien fennen, in benen C  liegt, nehmlich bie beiben ermähnten 
Greife, fo ift aud) ber ^3un!t C  conftruirbar.

Souftr. Stuf einer beliebigen ($vaben mache man eine Strede 
A B  — c nnb fcfytage um A  einen $reiS mit bem 9?abiuS b, um B  einen 
Srei0 mit bem 9tabiuS a. £)en einen Schnittyunft C  biefer Greife rer» 
binbe man mit A  unb mit B  burcfy grabe Linien.

33 eh- £>aS £ ± A B C  hat bie rerlangten Grigenfchaften.
33 em. (§8 ift A B  —  c gemacht, unb ferner ift A C  =  b, B C  —  a 

als Labien ber in biefen Slbftänben um A  unb B  gezogenen Greife.
£>e lernt. £)amit bie beiben um A  nnb B  gesogenen Greife fich 

fdfneiben unb baburch bie Sonftruction beë A  A B C  möglich machen, 
* muß nad) §. 50 bie größte ber Stredeu a, b, c Heiner als bie (Summe, 

bie Heinfte aber größer als bie Oifferenj ber beiben anberen gegebenen fein. 
Sonft enthält bie gorberung ein unausführbares 33erlangen.

§• 65-
& n f ö a b e.

33on bem gegebenen 31u$ gangSpu n f  t eines S t r a h l e s  
aus  einen streiten S t r a h l  5 « sieben, m e l ie r  auf einer ge* 
gebenenSe i te  bes erfteren mit ih«t einen gegebenen SBinfel
bilbet.

33 rf. (5s finb ein rom 
fünfte A  auSgehenber Strahl 
A X  unb ein /  B 'A 'C '  ge* 
geben.

$orb. 33on A  aus einen 
Streiten Strahl s11 èteheu, mel* 
eher mit A X  auf einer rorher* 
beftimmten Seite biefer (traben 
einen bem /_ B 'A 'C '  gleichen 
SBintel bittet.

31nal. Nehmen mir an, 
A Y  fei ber rerlangte Strahl, 
fo entftehen s*rei congruente 
£)reiede, menn man auf A X  
unb A Y  bie Streden A B  =  
A B '  unb A C  =  A C '  macht
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unb fcfyüepcfy bie traben B C  itnb B 'C ' jiefyt (sws). £)aë A  A BC  
aber läfjt fiĉ , ba man bie ©eiten be$ A  A B 'C ' fennt, nad? 2lntt>eifung 
beë notigen §. conftruiven.

2öenn man eine möglicfyft einfache Eonftruction anftrebt, fo fann man 
fid) noĉ  bie 33emertung ju ^u^en machen, ba§ nach §. 63 jmet Greife 
baju gehören, um auf ben ©cfyenfetn be$ SßinfetS Ä  non biefem ©feitet 
aus ungleiche ©treten A 'B' nnb Ä C ' abjufdjmeiben, mährenb ein Äreis 
ausreicht, fattö man biefe beiben ©treten gleich grofj nimmt.

Eonftt. 2ftan fdjüage um A' unb um A mit beliebigen aber gleichen

(Staben A X  im fünfte C fcfyneibet, unb jtelje fctyliepch ben ©traljt AC. 
33 efy. £)er /  BA C  ift bet verlangte.
33 em. 3 ^  man (Stabe B C ,  fo ift A  B A C  =  A  B 'A 'C '  

(3 5 ), mithin /  B A C  =  /  B XA 'C x (§. 59).
£)eterm. £>ie Slufgabe ift ftetS lösbar.

En thä l t  eine Eonftt uct ionSau fgabe  eine S lnforberung 
an bie (Stöße eines SBinfets  in bet ju conftruirenben ftigur, 
fo muff bie SlnaltyfiS fid) (in (extern 33ettacf>t) immer auf 
bie E rm it te lung  non £)reteden t imten, metche nach bem 
©teifeitenfaft congtnent finb. —  ®enn bie bisset befannt ge* 
morbenen ©ä^e bieten fein anbeteS Mittel ju bem fraglichen 3^ed:.

§• 66.

%,« f g a b t .
E in  ÜDreietf ju conftruiren, für melcheS jmet ©ei ten  

unb beten SBinfel  gegeben finb.

§. 67.
J U t f g a b  c.

E i n  £)reied ju conftruiren, für melcbeS eine ©eite unb 
bie beiben anliegenben SBiuIe 1 gegeben finb.

SKabien je einen $reis, oon benen 
bet erftere bie ©d)enfel beS 2öin!els 
B 'A C ' in B v unb Cif bet jtoeite

■ x aber A X  in B  fdjmeibe. £)ann îehe 
man bie ©trede B^C^ unb fd)lage , 
mit biefer um B  einen ÄreiS, meldet 
ben um A gezogenen ÄreiS auf bet 
in bet Aufgabe genannten ©eite bet

$  ft) o 1 i ¢.
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—  Die (Sonftruction gedieht burch jmeimalige Sluefüljrung ber 
Aufgabe §. 65. —  S ie  lautet bie Determination? $ann man fchon 
angeben, mann ein Dreiecf entfielen muß, ober nur, toaun fiĉ ev fein« 
entfielt?

....  J
§.  68.

& tt f g a h t .
(Sin Dreiecf ju conftruiren, für melche« jtoei ©eiten 

unb ber ©egenminfet ber einen non biefen gegeben fiub.
—  ^ur 2tuatr>fiö unb Determination »ergteicfye man §. 57.

S d) o l i t .
hiermit finb bie ben ßongruenjfä^en entfprechenben Dreiecfëaufgaben 

erfchöpft bi« auf bie bem Sinfel*Sinfel»©eiten*©ak eutfprecheube, melche 
fid) erft in (Sap. I I I  töfen läßt.

§. 69.

%  tt f 0 ft ll t .
(Sinen gegebenen S i n f e l  ju halbieren.
35rf. (S« ift ein BAG  

gegeben.
gorb. (Sine ®rabe ju 

jiehen, treidle ben /_ BA C  
halbiert.

3lnal. 9)?an ftelle fich bor,
AZ  fei bie |>atbieruug«linie, 
fo baß /  ZAB  =  /  ZAC ift.
Um congruente Dreiecfe 51t er* 
halten (§. 65, ©cholie), melche 
bie ©eite AZ gemeinfam unb 
bie letztgenannten Sinfel al« entfprechenbe befi^en, fehlen bann auf A B  
unb AG \t eine (Scfe. S i r  nehmen biefelben in X  unb in Y  an. 9tun 
fann aber nur bann A  Z A X  =  A  Z A Y  merben, trenn A X  — A Y  
gemacht ift, ba biefe ©eiten eine gleiche Sage ju ben gleichen Sinfeln 
haben. Mithin müffen X  unb Y  auf einem Greife um A liegen, unb 
einen folgen fönnen mir sieben ($oft. I II) .  Dann ift aber aud) ber 
35unft Z conftruirbar, meil X Z  unb YZ al« 9?abien congruenter Greife 
um X  unb Y  aufgefaßt merben fönnen unb e« auf bie abfolute Sänge 
ber fraglichen 9tabien X Z  =  X Y  nicht anfommt.
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(Eonftr. üDtan jiehe um baS Zentrum A einen $reis unb um bie 
fünfte X  unb Y, in meinen bie ©dhentel A B  unb A C  bon ihm ge* 
fcf>nitten merben, congruente greife mit 9iabien, metd̂ e ben halben 21bftanb 
ber fünfte X  unb Y  bon einanber übertreffen, ©er eine gemeinfame 
^unft ber teueren heiße Z. ©dhließlidh jiehe man bie ©rabe AZ.

23 el). AZ  ift bie Halbierungslinie beS /_ BAC.
23 em. 3 ^ *  man bie @taben X Z  unb YZ, fo ift

A  X X Z  =  A  ............. (3«)
benn es ift 1) AZ =  AZ, 2) A X  =  A Y  als Labien eines Greifes 
(§. 35, ©. I), 3) X Z  =  YZ als Sftabien congruenter Greife (§. 35, 
3. IV ). hieraus folgt:

/  Z A X  =  Z  Z A Y ............. §.59.
©eterm. ©ie (Eonftruction ift ftetS ausführbar; benn jeber um 

baS (Eentrum A befchriebene Sreis fchneibet bie ©dhentel A B  unb AC  
(§. 35, 3- I), unb bie beiben um X  unb um Y  befdbriebenen Greife 
fd̂ neiben fidt> ebenfalls, meil nach ber CEonftr. bie «Summe ihrer 9tabien 
größer, bereu ©ifferenj aber fleiner als bie (Eentrale X Y  ift (§. 51, 8 . II).

§. 70.

3 U f S

2luf einer gegebenen ©rab 
eine ©entrechte ju errichten.

ah t.
en in einem gegebenen Eßunft

23 rf. 3n einer ©raben B C  
ift ein ^untt A gegeben.

gorb. ©urdh ben Eßunft 
A eine ©rabe ju jieljen, rneldhe 
auf B C  {entrecht fteht.

ülnal. ©ie Aufgabe ift ein 
befonberer $all ber rorhergeheu* 
ben, ba ein geftrecfter 2Binfel 
BA C  halbiert merben foll.

eine

§. 71.
&ttf 5 a h ¢.

23on einem gegebenen ^u n f t  auf eine gegebene ©rabe 
©entrechte ju fällen.
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23 r f. Außerhalb einer (graben 
B C  ift ein ‘ißunft A gegeben.

$orb. £)urch ben ^unft A 
eine ©rabe $u jiehen, welche auf 
B C  {entrecht fteht.

2t u a I. Senn AD  auf BC  
{entrecht fielen fott, fo heißt bie«, 
e« foIle Z  A D B =  /_ ADC  fein. »
ÜDiefe gleichen Sinfel fönneu, wie 
in ber ©cholie ju §. 65 bemerft ift, 
nur burch (Sonftruction congruenter 
X>reiecfe ermatten werben. S i r  
neunten be«halb ju beibeu ©eiten 
be« fünftes D  auf B C  bie gleichen ©treden D X  uub D Y  an unb jiehen 
bie (graben A X  unb AY. £)aburd) finbet fich A X  — AY, /_ D A X  
— Z  D A Y  nad> (3s) unb §.59.

£)a e« auf bie Sänge ber gleichen ©treten A X  unb A Y  nicht 
weiter anfommt, fo fann man fid; geeignete fünfte X  unb Y  burch ba« 
2§oft. I I I  oerfchaffen, unb e« bleibt bann nur noch bie Halbierung be« 
Z  X A Y  nach §. 69 auëjuführen.

(5 onftr. üDian giê e mit einem 9iabiu«, melier länger al« bie CSnt= 
fernung be« fünftes A oon einem beliebig gewählten fünfte ber (traben 
B C  ift, um A einen $rei«, welcher fich mit B C  in X  unb Y  fdmeibe, 
unb ferner um X  unb Y  congruente Greife mit einem 9iabiu«, welcher 
größer al« bie ĵätfte oon X Y  ift. Schließlich giê e man burch A  unb 
ben einen ©chnittpunft Z  biefer beiben Greife eine ©rate, welche fich mit 
B C  in D  treffe.

iS eh- <S« fteht AD  _L BC.
53 ew. £)a ber 5iabiu« be« um A gezogenen Greife« nach ber (Sonftr. 

ben SIbftanb tiefe« fünfte« oon ber ©raten B C  übertrifft, fo fchneibet 
er fich mit berfelben nach §. 49, 3- I I I  in ber £hat in jwei fünften, 
wie eë bie (Sonftr. annimmt, unb e« ift A X  — A Y  al« Labien tiefe« 
Greife«. £)urch bie weitere (Eonftr. ift nach §• 69 ber Sinfel an ber 
©pifce be« gleichfchenfligen A  X A Y  halbiert, fo baß AD  nach §. 42, 
3. I V  auf B C  fenfrecht fteht.

£)eterm. 3)ie Aufgabe ift ftet« fö«bar.

ö dj o l i t .
3Me brei testen Slufgabeu finb im Sefentl ichen burch 

biefelbe Qonftruct ion gelöft.
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A u f g a b e *

(Sine gegebene ©trede ju halbieren.
33rf. ES ift eine©trede 

AB  gegeben.
$orb. Den üDlittelpunft 

■ feer ©trede A B  ju com 
ftruiren.

Sinai. 9fach §. 61 fann 
man feen Sttittelpuuft M  feer 
©trede A B  nur baburch er* 
galten, bafj man eine jmeite 
Ötnie beftimmt, in melier 
er gleichfalls liegen muß. 
©oü bieS eine ®rabe fein, 
fo fann man einen jmeiten 

ß̂unft X  berfelben mitlfürlid) mähten, Stimmt mau ihn, maS rnegeu ber 
Einfachheit feiner Söeftimmung nahe liegt, in gleichen Entfernungen non 
A unb B  an, fo erhält man ein über A B  gleichwertiges / \ A X B ,  
unb bann mirb X M  bie Halbierungslinie beS 2BinfeIS an ber ©pifce 
(§. 30, 8 .). Hierburd) ift bie Stufgabe auf §. 69 jurüdgeführt.

Eonftr. SÜfan jiehe um A unb B  congruente Greife, bereit 
9?abien größer als bie Hälfte oon A B  finb, unb oerbinbe bie beiben ©chnitt' 
punfte X  unb Y  berfelben burd) eine ©rabe, melche fid; mit A B  in 
einem ^unft M  fchneibe.

83eh. ES ift MA =  MB.
83em. ES ift A  A X Y  =  A  B X Y  . . . (3«), meit X Y =  X Y  

unb A X  =  B X , A Y  =  B Y  als SKabien congruenter Greife. ÜJfithin 
ift Z  A X Y =  Z  B X Y  (§. 59), fo ba£ X M  ben ©infet A X B  an 
ber ©pifce beS gleichfchenfligen DreiedS A X B  halbiert unb beShatb auch 
bie ©runblinie A B  in gleiche theilt (§. 42, 3- IV).

Determ. (Die Eonftr. führt ftets jum Oiefultat (§. 49, 3- H I).

§ .  72 .
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C api tel  III.

D ie Winkelsummen der P o ly g o n e  und die P arallelen.

§. 73.*

£cl) r ftifc.
D i e  Sßinfelfumme eine« Dreiecf'S beträgt böchftené einen 

©eftredten.
93rf. (5ß ift irgeub ein 

A  A B C  gegeben.
33eh- (§8 ift

/_A -\- /_ B  +  /_ C G.

33et». Biefyt man burd) 
beu SDiittelpunft Af ber «Seite BC
eine ©rabe AD =  2 • AM  unb 
hierauf bie ©rabe B D , fo hat 
ba$ A  ABD  eine eben fo 
gr ofie 2Binfelfumute, tuie 
ba$ gegebene A  ABC. —  
'Denn ba MA =  MD, MB =  
MC, unb Z  A M C =  Z  BM D  
ift, fo folgt:

A  a m c  =  A  b m d  . ..  («^)
unb beë^alt);

Z  MAC =  Z  M DB, Z  MCA =  /_ M B D ;
—  toa$ ber Überficht toegen in ber gigur burch gleiche griechifd;e 3kch» 
ftaben e, C, ß, y für gleiche Söinfel angebeutet ift —  unb hinaus toirb 
erfichtlich, baf? bie Sinlelfumme eine« jeben ber Dreiede A BC  unb A BD  
fich burch

e +  C - h ß  +  T
auëbrücfen läfct.

www.rcin.org.pl



76

£)ag A  A BD  tbfen tuir aué ber »origen $igur fyerauë unb be$eid;nen
es in ber 2öeife mit AVB XCX, baß B t

ben tarnen ber (5den entfprecben. 
£)ann ift nad) bem Obigen:

an bie ©tette oon B , Ax aber 
an bie ©tette be$ Samens ber» 
jenigen ßde A  ober D  tritt, 
an weiter nid)t ber größere 
unter ben 2Bin!etn e unb C 
liegt, unb bezeichnen fcbtieß* 
tidj> bie 2Binfel mit benjenigen 
griecfyifcfyen SSucbftaben, welche

a +  ß +  Y =  ai +  ßi +  Y i» ß H- T =  ß i» ai < y  
SBieberbott man bie befĉ riebenen ßonftructionen unb ©cbtüffe an 

bem gewonnenen A  AVB VCX unb bezeichnet bie neuen entfprecbeuben 
©tüde burd) (Srfyöljung ber 3nbice$, fo gebt nad) n> maliger SBieber» 
Rötung fyeroor:a +  ß +  y =  <*M +  ßn +  ' ßn +  "fn =  ßn + 1 , «n ~ Éj-----
für jebeö n.

SCffo ift:a -j~ ß -f- Y =  a»» “l-  ßw + 1 <
<

5

a n — 1 
2an — 2 
22an - 3 
23

+  ßn + 1+  ßn + 1 +  ßn + 1 /
attgemein:a 4 -  ß +  Y <  +  ßn + i i
mithin:

a +  ß +  Y - C ^  +  ß * * 1,

^un nehme man bie $abt n ate unenb(icf) groß au, b. b- man 
taffe fie fortwätjrenb warfen, unb betraute ben ©renjtoertb, wetcbem fiĉ  
bie rechte ©eite ber testen Dotation etwa nähert. ß„ + 1 wäcbft mit wacbfem 
bem n wegen ber ®teidj>ung ßn + i — ßrt +  yn unb nähert fi<h auch einem 
©renjwertb, weit biefer SBinfet als Oreiedswinfet einen (Seftredten nicht 
erreicht: bie rechte ©eite wirb atfo »ergrößert, wenn man G für ßH + i 
fubftituirt. demnach gebt mit Sicherheit junädbft
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fyeroor; unb feie« fyeifjt, meit 2 n gugteicö mit n unenbttdj groß, ~  aber

unenbüd? ftein ift, in 3öorten gotgenbeS: „£)ie 3Binfetfumme be« 
£ ) re ied 8 A B C  mürbe ju grofj angenommen merben, menn 
man fie für aud; nocfy fo menig größer at$ einen geftredten 
2öinfet Ratten motlte."

®amit ift ber ßê rfafe bemiefen.

J u f a
®ie S u m m e  jmeier £)reied$minfet ift nicfyt g röße r  a U  

ein ^tuftenminfet an ber britten Grefe.
£)enn fei 8 ein 9iebenminfel oon 

T' fo ift
Y =  G - 8, n. §.39,3.111,

« +  ß +  Y <  G ; ... n. b. 9. 

mithin b. Subtr. ber oberen © I. : 

a +  ß < o  .... n.§. 2 0 , V I I I .

§. 74.*

fafc.

£)ie 3öinfetfumme eine« £)reied$ fann burdj bie 35er 
tängerung einer Se i te  nicfyt junetymen.

93 r f. 9tad) einem fünfte Ct 
in ber 35erlängerung ber Seite 
A C  be$ A  A BC  füljrt eine 
(Srabe BCX.

33 efy. Gr$ ift
/  CAB + /_ A B C  +  /_BC A

^ Z C iA B -h Z A B C t+ Z B C tA .

Jf

33 em. 33eim A  BCCX ift nad) §. 73, 3 - ’ 
ZBCA ^>ZCBCy-\-Z_BCxA. 

9lbbirt man îergu bie ibentifd̂ e ©teidjung
Z C A B + Z -A B C  = Z C iA B + Z A B C ,

fo folgt nad) §. 20, V :

ma$ behauptet mürbe.
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I n  fa
D ie  S i n l e l f u m m e  eine« D r e i e d « , beffen gelb fid) ganj 

in ba« gelb  eine« ^weiten D r e i e d «  Ij ineinlegen läfft, fann 
uicfyt Heiner al« bie S i n f e l f u m m e  be« le i teten fein.

—  Die« folgt nefymlid) burd) wieberfyolte 2lnwenbung be« obigen 
Öefyrfafce« o^ne Weitere«. Denn oerfcfyiebt man, um eine unnötige

91njaljl oon f)ülf«linien ju 
rermeiben, b aü ^A B C , beffen 
gelb ganj innerhalb be« gelbe« 
oom A  A 'B 'C ' liege, fo weit, 
bi« bie eine ©eite A B  be« 
elfteren in eine ©eite A'B' 
be« ^weiten fällt, verlängert 
bann AC, bi« eine zweite 
©eite B' C' in einem fünfte 
X  getroffen wirb, unb jieljt bie 

©taben A 'X  unb B X , fo ffat man nacfy bem obigen Sefjrfatj bie ©cala: 

[ABO) >  [ABX] >  [AB'X] >  [A'B'X] >  [A 'B'C'], 
wo bie Sintelfumme eine« Dreied« burd) (Sinflammerung be« Dreied«* 
namen« bejeicfynet fein foll.

§• 75.* 

f  t tj r fa %.
S e n n  bie S i n l e l f u m m e  irgcnb eine« D re ie d «  einen ©e = 

ftredten beträgt, fo ift bie S i n f e l f u m m e  eine« jeben D re ied«  
einem ©eftredten gteid).

93 rf. 3m A  A B C , beffen 
Siulel burd) bie ben ütamen ber 
(Sden entfprecfyenben griecfyifcfyen 
99ucfyftabeu a, ß, y bejeid)net wer* 
ben, ift

a +  ß +  I  =  6.
99 e 1). Die Sinfelfumme eine« 

jeben anbern Dreied« beträgt einen 
©eftredten.

99e.w. ßegt man über bie ©eite B C  Ijiuau« an ba« A  A B C  brei 
anbere Dreiede, welche il)m congruent finb, fo l)eran, baft bei B  unb 
aucfy bei C fe brei Sinfel a, ß, y sufammenftofsen, fo entfielt al« (Eon*
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ftruction«refuttat, meit a +  ß - f - y =  G norau«gefefct ift, ein neue« 
A  A B C ,  beffen SBinfelfumme ebenfatt« einen ©eftredten beträgt.

Durch 3Btefcer^oütng biefe« Verfahren« mit bem A  A B  C' unb ben 
barau« entftehenbeu läßt fich aber ein Dreied«felb mit ber Söinfet* 
funtrae G nnb non fotdjer 2lu«behnung abfteden, bafj ein anbere« be* 
tiebig gegebene« Dreied«fetb ganj in baffetbe îneingetegt merben !ann. 
9J?itt?in beträgt bie $ßinfelfumme be« letztgenannten Dreied« nach §. 74 
nicht mcniger at« einen ©eftredten, unb ba fie nad; §. 73 auch nicht 
mehr betragen fann, fo ift fie einem ®eftredten gleich, —  ma« behauptet 
mürbe.

§. 76.
£ e t ) r

D ie 28infelfumme eine« jeben Dreied!« beträgt einen ©eftrecften.
53 em. f̂ ättt man 

non ben fünften B  unb 
B y be« einen ©dientet« 
eine« beliebig Kein ge* 
mähtten SSMnfet« A auf 
ben anbern ©dientet bie 
©entrechten B C  unb B {CX, fo ift nach §. 74:

Z  A +  Z  C +  Z  ABO  >  / _ A +  Z  C'i +  Z  Ci 
unb nach ber 23rf.:

£ A +  z . c  = Z ^  +  Z ^ i
mithin ift nad; §. 20, V I I I :

Z  A BC  /_AByCy.
2tu« biefer ©cata erfieht man, bajj im rechtminftigen A  A BC  ber 

SBinfel bei B  nicht mächft, menn man bie f)hhntenufe über B  hinau« 
nertäugert, bafc er aber mög*  
tich er 3Öeife ftet« abnimmt ober 
auch unneränbert bleibt, ba« öefctere 
nieüeicht, nachbem bie 3lbnahme bi« 
jit einem gemiffen Berthe fortge* A
fchritten ift.

D e r  ($renjmertb t>e« ab* 
nehmenben 2Ö intet« A B C  
fann aber nicht 3tutt fein.
'Denn fonft mürbe baburd), baft man
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baS A  A B C  jenfeits ber Äatljete AC  nod) einmal an fid) ^eranlegt, ein 
gleid>fd)enfligeS A  A BB' mit ber ©pitje A  entfielen, in meinem burdj) 
bie Vergrößerung bon A B  alle brei SBinfel beliebig flein werben, —  
unb baS wiberfpricbt bem 2lj:iom X I.

SJJit în giebt es jebenfalls eine bon ^ull berfĉ iebene untere ©renje 
für bie ®röße beS /_ A B C , melier man baburcfy beliebig naf>e fommen 
!ann, baß man bie Entfernung A B  beliebig bergrößert; ober m. a. 2B.: 
©ejjt man Z  A B C  =  Z  A B XCX +  8, fo fann man A B  fo groß an* 
neunten, baß 8 entweber =  0 ift ober biefem Sertlje beliebig nalje fommt, 
wäfjrenb Z  A B XCX nicfyt unter einen gemiffen Vkrtfy ^erabfteigt.

£)a man nun bie leiste ®leid)ung aud) in ber gorm 
G -  Z  B XB C  =  Z  B B XCX +  8 

fcfyreiben !ann, woraus bie (Steigung
z  B B XCX +  Z  B XB C  =  G —  8

folgt, unb ba bie SBinfet bei C unb Cx rechte finb, fo ergiebt ficfy für 
bie VMnfelfumme beS VieredS BCCXB X ber 2öertb 2 G —  8. ^erlegt 
man aber biefeS Vierecf burcf» bie ®rabe BCX in jwei £)reiecfe unb be* 
jeiĉ net bie VMnfelfumme eines £>reiecfs burcfy Einflammerung beS £)reiecfs* 
namens, fo bat man bemnacb bie (Sleicfyung:

[BCCX) +  [BBXCX) =  2 G - 8 .  
gerner ift nacfy §.73:

(BCCX) ^ G ;

alfo: [BBXCX) >  G —  8 ;

weSbalb bie VHnfe lfumme beS / \ B B XCX burd) V e rg röße rung  
ber ©trede  A B  bei jeber beliebig gemailten £änge ber ©eite B B X 
bem Vkrtfye G bel iebig nabe gebracht werben fann.

^immt man als ein weiteres Erwägungsmoment binju, baß nicht nur 
ber Z  B B x Cx , fonbern auch ber Z  B XBCX unter eine gewiffe ®ren$e nicht 
berabfinfen fann —  ber lefctere, weil er als Slußenwinfel beS A  A BCX nach 

§• 73, 3- ;>  Z  A +  Z  BC XA ift —  fo fann man in baS A  B B XCX ein 

unberänberlidjeS A  B B X D ^ineinjeic^nen, welches aus bem gelbe jenes 
nicht berauStritt, wenn man bie ©eite B B X auf bem ©traf)! A B  bon A fort* 
bewegt unb babei bie Ede Cx auf AC  gleiten läßt; unb ba bie SBinfelfumme 
beS A  B B xD  nacf) §. 74 nicht Heiner ift als biejenige beS A  B B XCX, biefe 
aber bem 38ertf>e G bei ber gebauten Verfcfnebung beliebig nabe gebracht 
wirb, fo folgt, baß bie SBinfelfumme beS / \^ B B XD  ben 2öertf> G bat.

hieraus fließt man aber nad) §. 75, baß jebeS £)reied biefelbe 
Eigenfdj>aft befifct.
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3 t t f n | .
D ie  S u m m e  zweier Dre iecfsmin fe t tft gleich einem 

Slufsennnnfel an ber brüten öde.

—  Denn foroohl jene (Summe als aitcfy feer fragliche 5lußemtunfel 
finb Supplemente beS britten DreiecfSioinlelS.

§• 77.

Def i ni t i onen.
I. 3ebe gefcfyloffene gebrochene Sinie ^ e t e i n  fßotygon’) 

ober SSictccf, unb, fall® man burd) n bie S lnjahl ber (Seien 
Zählt, ein n = ($cf.

II.  Unter ben inneren SSinfcln ober f d ; I e t ^ in  ben Sßinfeln 
eines unoerjmeigten1 2) ^ o l p g o n S  oerfteht man biejenigen 
oon jtoei 9^acf>t>arfeiten begrenzten unb jroei (Seftredte nicht 
erreicfyenben 2ö infe l,  beten gelber in ber 9iälje ber (Sden 
auf bem fßolpgonéfclbe, b. i. auf bem burch bas ^ o l p g o n  ein* 
gefcploffenen DJjeit ber (Sbene liegen; unter ben äußeren 
$ßinfeln aber biefenigen, bereu Selber bie entgegengefe^te 
£age haben.

I I I .  S in  fßotygon, welches feine conoepen inneren 2öinfel 
befifct. Reifet conöcj.

IV . Unter ben Qluffcntoinfeln3) eines conocjcn ‘fSolpgonS 
oerftefyt man bie •Jicbenminfcl feiner inneren Söiufel.

V. 3ebe (Srabe, weld)e 5 n>ei (Sden eines ^ o l p g o n S  mit 
einanber oerbinbet, ohne eine Se ite beffetben zu fein, heißt 
eine Diagonale4) bes ^o lpgouS.

1 ) 7:0X6«, »iel, unb ycuvla, äöinfel.2) $ergt. §. 10 unb §. 52.3) Dicht ju termecbfeln mit ben äußeren Sinfeln.4) 3$on ötâ, burch, unb yuma.— 25a man toen jeber ber n (Sden eine« tßotygonë nach ben (n— 1) anberen bin ( n — 1) ®rabe jieben fann, fo ift n ( n— 1) bie Slnja l̂ ber jmifeben ben 
n (Seien »orbanbenen Dichtungen, alfo, treil hiermit jebe ©rabe nach jtrei Dichtungen
gewählt ift, bie 2ln$ahl ber Oraben =  . Unter biefen befinben fich noch
n Seiten. 2llfo ift bie 21njahl ber 2 )iagonaIen eine« M*(Sd«

_  n { n — 1) _ n ( n - 3)
— 2 ” — ' ‘1 ■

SSoipijMiJ, ßUtntnt« tei OTattycmatif. ß
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3 u f fl fe.
D ie  2tn§a^I ber ©eiten eines jeben ‘’ßolhgonS ftimmt 

mit ber Üln&ahl feiner (Selen überejn.

§• 78.
Cc l) r fa

Die  SBinfelfumme eines jeben unberjmcigten ?i*&ds  ift 
nur oon ber 9ln$af)l ber (Sden abhängig, unb jmar beträgt 
bie ©umme ber inneren 2Bin!eI ftetS (n —  2) G , bie © utnme 
ber äußeren SSintel aber (» +  2) G.

23 em. Da baS gelb eines jeben un= 
oerjmeigten ^olhgonS fid) burd) Diago
nalen, meldje innerhalb bes ^otygonS* 
felbeS liegen, in foldje Dreiede $er* 
fd)neiben läßt, beren Sßinfel entmeber 
mit ben inneren ‘>ßolt)gonSttnn!eln über= 
einftimmen ober als Steile bie lederen 
jufammenfefeen, fo ift bie 2öin!elfumme 
beS ^ol^gonS gleich ber ©nmme ber 
2öinfelfummen ber fraglichen Dreiede. 

Die besprochene 3erf<hneibung bes ‘’ßoltygonSfelbeS liefert aber 
bei einem 4 * (Sd 2 Dreiede, 
w n 5 < „ 3 „
11 ii b * „ 4 „

u. f. m.
bei einem n * (Sd (n— 2) Dreiede.

Mithin ift nach §. 76 bie ©umme ber inneren SÖiiifet s =  (n— 2) G.
23ejei<hnet man ferner burch «' bie ©umme ber äußeren SBinfel, fo 

ift offenfunbig:
s' -j- s =  ti • 2 G ,

mithin nach ©ubtraction ber oorßer bemiefenen (Gleichung:
s =  [n -f— 2) G .

J «  fab I.
D ie  ^atbe ©umme aller 21ußenmiufel eines beliebigen 

unbcr^mcigtcn unb conocjen ^oltygons, b. i. je eines 2tußen* 
minfels oon ben beiben an einer CS cf e liegeuben, beträgt 
2 G unb ift fomit für alle folche ^oltygone gleich groß.
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£>enu bejeidjmet man mit s bie «Summe ber inneren ^olhgonsminfel 
unb mit bie Summe, bereu Summauben j;e ein Slufjenminfel an einer 
(Scfe finb, fo ift

s -f- =  n  G )
benn an jeber bon ben w*©den beträgt bie Summe aus bem ^ofygonë* 
tbinfel unb bem einen Stufjentoinfel einen ©eftredten.

9iun ift aber nach bem boranftehenben Sehrfah 
s —  ( n  —  2 ) G,

alfo nach §. 20, V I I :
=  2 G .

J n f a ^  I I .
£>ie Summe ber Supplemente ber einzelnen inneren 

SBinfel eines beliebigen unberjhmgtcn ^ßolpgonS ift =  +  2G, 
menu man bie Supplemente concaber Söinfet als  pofitibe, 
biefenigen conbeper SBinfet aber als negatibe ©röfeen auffafjt.

§. 79. * 

â dj o l i t .
£)ie im hörigen §. entmidelten merfroürbigen Sä£e über bie Summen 

ber 'ißolhgonsnnnfel haben bas ©emeinfame, baß bie gelber ber fummirten 
SBinfet fämmtlid) jur Sinfeu ober fämmtlid) jur Rechten eines fünftes 
liegen, metcper bie gebrochene Sinie ftetig burchläuft.

^ach bemfelben ©efichtspunft fann man auch ^  Toteren berjmeigten 
‘’ßolpgonen. bereu 23ersmeigungSpunfte nicht in ben ©den liegen, eine

$olge ganj beftimmter SBinfet auSmählen, unb biefe geben, mie fid; jeigen 
mirb, ebenfalls unabhängig bon ber Sänge ber Seiten als Summe eine 
beftimmte 2lnjahl bon ©eftredten.

3ur unjmeibeutigen ©harafterifirung ber auSgemählten SBinfet mürbe 
aber bie ^Benennung als äußere ober innere SBinfet nicht mehr jutreffen,

6 *
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tote bie beigefügten 3eicbnungen jeigen, in betten bie (infe ©eite eines 
nach ber Dichtung ber ^feite (aufenben fü n fte«  bureb ©cfyraffirung ber 
antiegenben g lä tte  angebeutet i ft ;  benn ber bewegte fü n fte  ^at begrenzte 
gläcbeutbeite bäte jtir Sinfeu, batb jur Rechten, ober and; auf beibeu ©eiten.

B e f i n i t i o u r n .
I .  (S in  ü e r j w e i g t e S  ‘ß o t p g o n ,  w e l c h e s  i n  ben £$ er *  

j w e i g u n g S p u n f t e n  f e i n e  (S d en  fy a t, b e ifc t  überfdjlagen. *) —  
9 3 e r $ w e i g t t n g $ p u n f  t e ,  n>ebrf?e n i e pt  a l s  © d e n  a n g e f e ^ e n  w e r *  
b e n ,  b e i ß e n  Iw p p clp u n ftc .

I I .  U n t e r  be n S i n f c l n  eines überfd)lagcnen fßolpgonS o e r *  
ftefyt m a n  b i e f e n i g e n ,  $ w e i  © e f t r e d t e  ni cht  ü b e r f t e i g e n b e n  
S t u f e t  fe j w e i e r  sJ f a d j b a r f e i t e n ,  b e r e u  g e l b e r  f ü r  e i n e n  
b a s  ^ o t p g o n  i n  o o r b e r b e f t i m m t e r  ^Ri cht ung b u r e b t a u f e u b e n  
^ u n f t  f ä mmt t i d b § u r 9Ie d ;te n  obe r  f ä mmt t i d ;  j u r  S i n f e n  l i e g e n .

I I I .  X )ie  $)oppelpunftc w e r b e n  i n j w e i  ( S t a f f e n  e i n g e t b e i t t :
1) ei n wcfentlidfer £ ) o p p e t p u n f t  i ft e i n  f o l c b e r ,  b i s  j u  w e t *  

cbem m a n  e i n e n  o o n  i b m  a u s g e b e n b e n  £ b e ü  be S  ü b e r *  
f e b t a g e n e n  ‘t ß o l b g o n ë  j u r ü d  » e r f o l g t ;

2) e i n  unwefentlid)cr £ ) o p p e t p u n f t  a b e r  e i n  f o t e b e r ,  w e l c h e r  
nach b er g e r t e g u n g  be S  ^ o t p g o n S  bureb w e f  ent  l i eb e 
D o p p e t  p u n f t e  e t w a  nod) ü b r i g  b t e i b t . 2)

I V .  U n t e r  e i n e m  3 ^ 0° e i n e s  ^ o t p g o n S  r e r f t e b t  m a n  
e i n e n  f o t d j e n  X b e i t  b e f f e t b e n ,  w e t e b e r  bur eb e i n e n  e i n z i g e n  
w e f e n t t i c b e n  £ ) o p p e t p u n f t  a u s  b e m g a n z e n  ^ o t p g o n  a u s *  
g e f c b i e b e n  w e r b e n  f a n n  u n b  f ü r  f i d ;  e i n  u n o e r 5 w e i g t e g  
^ ß o l p g o n  b i t b e t .  D e r f e t b e  b e i ß t  e i n  innerer 3 ^ 8 /  t r e n n  i n 
i b m  bi e  b e t r a c h t e t e n  S i n f e t  i n n e r e  S i t t f e l  f i n b ;  e i n  äußerer 
3 w e ig  i m e n t g e g e n g e f e l j t e n  g a t t e .1) tßergt. §. 10 unb §. 52. SJerjweigte 95icrede finb fteté iiberfdüagcn.
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§. 80.*
C e l| r f et fe I.

3eber innere 3 ei 9 oerminbert feie 2Btnf etfumme, metcfye 
ein unberjmeigteS ^ottygon reu gleicher ©eitensafyt an ben 
inneren SBinfetn befifct, um jtnei ©ejireefte.

2& em. @S [et s bie 
Sinfelfumme, toeiĉ e bas 
naef) 3lbnat)me beS 3®ctge«
A X Y ...Z A  übrig bteibenbe 
^ottygon . . . B A C  . . . 
befifct, uttb n bie Stnjafyt 
ber ben inneren 3 ^ 3  für 
fid) allein auSmadmnben 
©eiten. £)ie SBinfetfummen 
ber ^otbgone bejeid̂ nen mir 
burefy (Sinftammerung beS be* 
gügtid)en ‘’ßettygonSnamenS.

£)ann ift:

(. . . B A C  .....................u. ». «i|-
[ A X Y .  . . ZA) =  (« —  2 ) G ........ §. 78, 8 .

•äflittjiu mürbe

(. . . B A X Y  . . . ZAC _ ; . ) = «  +  [n—2) G 

fein, menn in bem ©efanuntpottygon . . . B A X Y . . . ZAC  . . . bie 
Söinfet bei A gerechnet mürben. Diefe SBinfet falten aber in ber 93erect>= 
nung ber SöinMfumme bes (SefammtpolbgonS ans, meit A ein tDoppet* 
punlt ift, unb ber 2lusfall beträgt 2  G , meit —  mie man ans ben bei* 
gefügten 3eid)nnngen ber möglichen gatte fofort erfreut —  ber SBtnfel a 
beS Ijinjufommenben 3®eigeS bie (Srgänjung beS entfpred)enben SBinfetS 
beS anberen ^otbgcnStt?eiteS ju 2 G bitbet. 2t(fo ift

. (. . . B A X Y . . . ZAC . . . ) = 6  +  [n — 2) G —  2G . 

2tnbrerfeitS tyat bas ^ottygon . . . BA C  . . . burefy ^nnjufügung 
beS 3weigeS A X Y  . . . ZA nid)t bie 2ln$al)l n ber ©eiten beffetben, 
fonbern nur [n —  2) ©eiten met)r befommen, meit B A X  nnb CAZ je 
eine einzige ®rabe bitten, unb biefe 23ermetjrung ber ©eiten um bie 2tn* 
jafyl [n —  2) mürbe bei einem unüberfdjtagenen ^oltygon uad) §. 78 eine
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93ermeljrung ber Sinfelfumme um (n — 2 ) G jur ftolge Ijaben, fo baff bet 
einem folgen feie Sinfelfumme

=  s - f  [n —  2 ) G
betrüge.

33erg(eicf>t man biefe« ftfefultat mit ber fo eben ermittelten mirüicfyen 
Sinfelfumme s +  [n —  2 ) G —  2  G ,
fo erfennt man fofort, bafj bie teuere um 2 G fleiner ift; —  tote in 
bem ju bemeifenben öetjrfatj behauptet mürbe.£  t  1) x  f tt ts I I .

3 eber äußere 3 tüei 9 bcrme^rt bie S i n f e l f u m m e ,  meldje 
ein unoerjmeigte« ^oltygou oon gleicher ©ei tenja^ l  an ben 
inneren S i n !  ein befiel, um jluet ©eftreette.

$em. (5« fei s bie (Summe berjenigen ^ol^gonömintel, für meldje 
ber fragliche 3 roê S e‘n äußerer, s' bie (Summe berjenigen, für melcfye 
ber 3 ^ 9  ein innerer ift, unb n bie Slnja^l ber (Selen be« ß̂oltygon«. 
Dann beträgt s +  s' — n • 2  G ,
alfo eine ©röfje, rneldje nicfyt baoon abfjängt, ob t>er Ijinjugefügte 3 weig 
ein äußerer ober ein innerer ift. Demnach muß s um fo oiet gemadjfeu 
fein, um mie oiet s' abnafym, al« fcer 3 weig ^injugefügt mürbe, fo bafj 
bie SÖeljauptung in $oIge be« Sefjrfajje« I  jutrifft.

3  « I* ä t> t .
I. D ie  S i n f e l f u m m e  eines überf cfylagenen 93ierecfS 

beträgt o ier ©eftreefte.
—  Denn- bie innere Sinfel* 

fumme 2 G eine« unoerjmeigten 
23ierecf« (§. 78) nimmt, meit bie 
93erjmeigung eine äußere ift, um 
2 G ju.

II. D ie  S i n  fei fit mute be« fo* 
genannten ^tytfjagoreifdjten $ünf*  
e cf S (meldje« burd; bie fyierneben fteljenbe 
3 eidjnung befinirt fein mag) beträgt 
einen ©eftreeften.

—  Denn bie innere Sinfelfumme 
3 G eine« unoerjmeigten günfeef« (§. 79) 
muff, meil nur ein mefentlidjer Doppel* 
puuft mit einem inneren 3 ^ 96 
Rauben ift, um 2 G oerminbert merben.
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ßc l j r f r t f e  I.
3 iefyt man bon einem f ü n f t e  au« grabe hinten nacfy 

b e t r i e b e n e n  f ü n f t e n  einer ©raben,  fo finb bie fpifcen 
$ßinfe£ an ben gufcpnnften befto Heiner ,  je weiter bie 
festeren bon bent ^ufjpunfte ber Sentred)ten entfernt 
l iegen, unb tonnen burd) 23ergr öfter ung biefer (Strebte 
Heiner al« ein beliebig tlein angenommener 2B.iufel ge
macht werben.

23 rf. 23om fünfte 
P  au« fü^rt nact> einer 
©raben bie ©entrechte 
P S  unb aufterbem bie 
©raben PAy , PA2,
PAif . .  . ,  bereu $ u f t s 
punfte bon S  a u «  in 
ber $ o lge  Aif A2, A3, . . .  gelegen finb.

23 efy. E« ift /  PAyS >  /_ PA2S  >> PA3S  ) > . . . ,  nnb e« läftt 
fiel) ein ^untt An ber Stiftung SAy in folget Entfernung bon S  beftimmen, 
baft ber /_ PAnS  tleiner al« ein beliebig tlein gegebener 2Biufel ift.

23 en>. Scfyon naef) bem Sa£  bom 2tuftenwinfel (§. 47) ift bei ben 
üDreieden PAy A2, PA 2A3, . . .:

§. 81.

4 «  ^  Z_ ■* ^

Spierau« allein aber läftt ficf> noefy nicfyt ableiten, baft bie abneljmen* 
ben 2öinfe( bei unenblicfy wad)fenber Entfernung ifyre« Scheitel« bon S  
fid) bem ©renjwertlje 9ßull nähern, fonbern su biefem S<$luft gelangt 
man bnrd) ben 3 uf- §• 76 .*)

2Bäf)lt man ne^mlic  ̂ bie fünfte A2, A3, . . .  fo, baft bie ®reiecte 
PA, A2, PA2A3, . . . über ben Seiten PA2, PA3, . . . gleid)fd)enflig 
finb, fo folgt:
/_PAyS — / P A 2Ax +  /_A2PAy =  2 • / P A 2S, . . . §. 76 £. u. §. 29, 
Z_PA2S =  £ P A 3A2 +  I A aPA 2 =  2 • /_PA3S, . . .  „ „ „

u. f. n>.;
we«ljalb

/  PAyS  =  2 ■ /  PA2S  =  22 • /  PA3S  =  . . .
=  2 « - 1 • /  PAnS1) ©igentlid? genügt fdjett ber Sap §. 73, meiner bas 2l?iom X I  neefy niĉ t

berauéfebt.
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tvirb, tvenn man bie oben vorgefcbriebene iöeftimmung neuer fünfte A  
bi« jum nm fünfte A n fortfeljt.

!£>a bemnacfy

ift, unb ber Kenner biefe« Srudj« bet unenblid? tvacbfenbem n ttnenblicb 
tvädift,1) fo nimmt ber Serif» be« Sörucb« unenblidj» ub, b. f>.: /_PAnS  
tvirb bei unenbücfyer Vergrößerung ber ©trede S A n fleiner al« ein beliebig 
ffein gegebener Sinfel. (Vergl. Slrit̂ metif §. 38.)

£)refjt man einen ©traljf um feinen fefteu (Snbpuntt, 
fc nehmen bie S in fe l ,  tveldie er mit einer feften (traben 
bilbet, fletig ju ober ab, fo fange ber ©traljl bie ©rabe 
trifft, b. h m . a . S . :  biefe S i n f e l  gehen oon feinem Sertbe  
l u einem anbereu über, ohne bie 3mifd)enmertfje fämmtlid) 
befeffen ju Ijaben.

Vrf. (Sin vom fünfte P  auSgef)enber ©trahl ift au« berjenigen

Veto, sJ?acf) §. 7G, 3- ift:
Z  A P B  +  /  P B  Y  =  /  P A  Y,

Z  P B Y  —  /  P A Y  -  Z  A P B .
Sollte man nun annefymeu, bei ber ©rebuug be« ©trahl« au« rer 

Sage P A  in bie Sage PB ,  burcfy melcfye nad) ber aufgeftellten ©leidiung 
ber Sinfel ber beiben ©raben um bie ©röße be« Sinfel« A P B  verringert 
tvirb, fei ein Sinfel von ber ©röße (Z  P A Y — S) überfprungen tvorben, 
fo fann man fid) fofort vom ©egentheil überzeugen. £)enn trägt mau 
ben Sinfel o in P  an P A  nad? ber ©eite be« fünfte« B  hin an, fo

1) (Seine auf etnanbei folgenben Serttye ftttb: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 
512, 1024, 2048........

ßeljrfrtl? II.

T
Sage, bei tvelcfier er fid? mit 
ber feften ©raben X Y  in A  
fcf»nitt, um ben ^unft P  fo 
tveit gebrefü ivorbeu, baß ber 
©d;nittf>unft mit XYficf) bi« 
jum Vmtfte B  verfdjoben ât.

S8eh- $ein jtvifchen ben
- Y  Serben ber Sinfel P A Y  unb 

P B Y  liegenber Sinfeltvertb ift 
hierbei überfprungen tvorben.
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fällt beffen jtveiter ©cbenfel in bas î elb be£ Z  A P B , »eil nadj ber 
gemachten Slunafyme 8 <  Z  A P B  ift, imb fdjneibet beSfyalb bie ©trede 
A B  in irgenb einem fünfte Z. ®ann ift aber (mieber n. §. 76, 30  : 

Z  P Z Y  — Z  P A Y  —  8 , 
tvoburd) eben bie Slnuatyme tviberlegt ift.ji it r ft % t .

I. £)urcb feben ‘ißunft läfjt fid) eine ©rabe sieben, tvelcbe 
mit einer vorljerbeftimmten 9?icfytung einer gegebenen © ra *  
ben einen beliebig gemai lten fpifcen Sßinfei bilbet.

II. Ver längert  man ben einen ©djjenfel irgenb eines neefy 
fo Keinen SBinfelS, fo nimmt ber 216ftanb feinet ©nbpunfteë 
vom anbern ©djenfel nad) unb nacf> febe beliebige Sänge an.

—  ®enu man fann burd) einen Vwift, meiner von einer ©raben 
beliebig tveit entfernt ift, nacf> 3 uf- I  eine jmeite ©rabe sieben, melcfye 
mit ber erfteren ben verlangten SBinfel bilbet, unb bann bie fo erhaltene 
$igur mit ber gegebenen jur ®edung bringen.

§. 82.
D e f i n i t i o n e n .

SBcrben jmei grabe S inien von einer brüten gefdjnitten, fo 
Reiften au ben Oer f l iehen en ©cfyeitelpunften biejenigen SBinfel

1) 2öed)feltt)infcl, tvelcfye auf entgegengefe^ten ©eiten ber 
f rf) n e i b e u b e n unb auf entgegen gefegten ©e i ten  ber 
gefd^nitteneu S in ien l iegen;

2) öleid)licgcnbc SBinfe 1 ober ©egenminfcl, meld;e auf einer 
©eite ber fcfyneibenben unb entfpred)enbeu ©eiten ber 
gefd)nittenen S in ieu  liegen;

3) cntgcgcngcfctüc SBinfel, meld)e auf einer ©eite ber febnei* 
beubeu unb entgegengefefüeu ©eiten ber gefcfynittenen 
S inien liegen.

S3eifpiel$meife ift in ber neben* 
ftê enben 3 eibfmung a ber SBeĉ felroinfet 
von r(, ber gleicfytiegenbe SBinfel von s, 
ber entgegengefefcte SBinfel von 0 ; 8 ber 
SBecfyfelttnnfel von C, ber gleicbliegenbe 
SBinfel von 6 , ber entgegengefê te SBinfel 
von e, u. f. n>.
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ß ^ r f n f c .

©inb  bet jwei (traben, wetcfye oon einer britten ge* 
fcfynitten werben, jwei $ßed)fetwinfet gtetcf>, fo finb bie 
übr igen SBec^>fe£n>infet paarweife gteid), bie gteicfyfiegen* 
ben 2Binfet paarweife gteicfy, bie entgegengefeijten SBinfeb 
enblid) paarweife ©uppfemente1) non einanber. —  2lud) 
gift febe U m l e i t u n g  biefeS ©a£eS.

25 rf. 23ei jwei ©raben, we(d>e oon 
einer britten gefdmitten werben, liegen um 
ben einen ©cfmittpunft fjerum bie SBinfet 
«, ß, Y, o, unb um ben anbern ©cfynitt* 
puuft fyerum in entfpredjenber Sage bie 
SBinfel e, C, v  0. ferner weiff man, 
baf3 a =  T| ift.

23efj. (5S ift ß =  0, y =  e, 8 == C; 
a =  £, ß =  C, Y =  rj, o =  6; a -f- 6 =  G ,
ß -f- =  G , Y -f- £ == G , ö s =  G .

23eweis burdf> §. 23, §. 27, §. 39 3- TU. —  Die 23eweife ber 
Um f errungen gefd)ef)en burdj biefelben iDiittet.

§. 83.

£  t lj r f a t>.
23itben jwei grabe S in ien  mit einer britten jwifcfyen 

fid) ein 2ß<*ar gteicfye SBec^fetwinfet, fo fjaben fie feinen 
^ u n f t  gemein.

X

33 rf. Die beiben ©raben A B  unb CD werben oon einer britten 
fo in ben fünften E  unb F  gefcfynitten, bap 

/_ F E A  =  /  E F D  
ift.

23 elj. Die ©raben A B  unb CD fjaben feinen ^ßunft gemein.

1) 2$ergt. §. 23.
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33 em. I. Da gleiche 3Binfet gleiche fftebenminfet fyaben (§. 23), 
fo ift au cp

/  EFC =  FEB, 
unb beSpalb uacp §. 45, 3- •

AEFC =  DFEB.
Itöge mithin tu ber fKicptung EA ein Sdjuittpunft bei* betben ©raben 
AB  unb CD, fo inüfjte aucp in bei* SRicptung EB ein Scpnittpunft 
berfelben liegen, b. i. : bie beiben fiep niĉ t ganj bedenbeu ©raten AB  
unb CD müßten jmei fünfte gemein paben, ma$ bent 3uf- n  beë §.11 
miberfpricpt.

08 ett>. II.  Dräfen fiep bie beiten ©raben AB  unb CD auf irgenb 
einer «Seite ber ©raten E F , $. 33. in einem fünfte X  ber fKicptung 
EA, fo mürbe ein A  XEF  entfielen, beffen Söinfel XEF  bem 91ufjen* 
nunfet EFD gleicp märe; mas nacp §. 76, 3- oter §• 47, 8. ber äßög* 
tiĉ feit beë A  FEX  miberfpricpt.!)

B c f i u i t i o u .

3mci grabe Linien peifjeu parallel1 2), menn fie
1) in einer igbene liegen, unb
2) fiep nicpt treffen, mie meit man fie aucp verlängern mag. 

—  Daé  3 e^;en für ba$ IBort „parallel" in Formeln 
ift * .

2  » f ä t> c .

I. Durd; feben ^unft  gicbt es eine para l le le  ju einer 
©raben; unb jmar finb jmei grabe Sinien parallel, menn 
fie mit irgenb einer brüten eutmeber ein aar gle ite  
3Bed)felminfel ober ein 33aar gleiche ©egenminfel ober ein 
^ aa r  fo 1 cb>e entgegengefefcte SBinfel bilben, melcpe fiep $u 
einem ©eftretften ergänjen.

—  33erbinbung beö lebten Sapeë mit §. 82, Ö.

1) ®cr 33ett>eiö I  ift bem 33eroeife I I  be^alb ejorjupeben, »eit jener auf ein* 
faderen ©runbtagen beruht.

2) 9Jebeu einanber, toen rapâ unb ä/.Xfj/.wv.
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I I .  Stepen jmei grabe Stuten (einer (Sbene) auf einer 
brüten fenfrecpt, fo finb fie parallel.

â t j j d l t e .

Jpiernacp entfielt bie grage, ob eg burcp einen ß̂itnft tttepr alg eine 
parallele ju einer (traben giebt, ober —  trag baffelbe ift —  ob au« 
ber Parallelität jmeier (Sraben bie ®feid;peit bei* Secpfelminfel u. f. to. 
bei einer beliebigen fcpneibenben Sinie gefolgert tu erben barf, ferner bie 
grage nach fonftigen (Sigenfcpaften oon giguren, in beiten Parallele oor= 
fontmen.

§. 84.

£ t li r f n fc.
S e i parallelen © r a b e n finb ftetg, menn fie ton einer 

brüten ©raben gefcpnitteu »erben, bie Secpfelminfel paar* 
toeife gleicp, bie ©egeumiufel paarmeife gleicp, uub bie 
ent gegen gefegten S i n f e l  paarmeife (Supplemente.

Prf. £>ie beiben ©raben 
A B  unb CD, melcpe oou einer 
britten in E  uub F  gefcpnitten 
merben, finb parallel.

Sep. (5g ift 
Z  F E A  =  /  E F D ,

/  F E A  +  Z  E F C  =  G , 
u. f. m.

Sem. Stimmt man in ber 9üdj>tung E B  irgeubmo einen Punft 
X  an uub jiebt bie (Srabe F X ,  fo ift nacp §. 70, 3- beim / / F E X :  

z  F E A  =  Z  E F X  +  Z  E X E  
mithin, meil F X  int gelbe beg Z  E F D  liegt:

Z  F E A  <  Z  E F D  +  Z  E X F ,
£)a ber Z  E X F  burcp Serlängerung ber Strecfe E X  beliebig fleht 

gemacht merben fann (§. 81, 8. I), fo peißt bieg in Sorten: gügt 
man jttnt Z E F D  einen beliebig fleinen S iu f e l  pitt^u, fo 
ift bie Summe größer alg / . F E A ; ober: /  F E A  ift nidü 
größer alg /  E F D .

9hm maren aber bie Siufel F E A  unb E F D  beliebig gemäplte 
innere Secpfelminfel.
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Sllfo ift bemiefen, bafj fein jmifcfyen A B  unb CD (i  e g e n  ber 
3föinfeb g r ö f ü r  ift a l s  f e in  © e c f y f e i m i n f e i .

9f t i t f ) in  muß /  F E A  — /  E FD  f e i n .
— X)ie übrigen Sfjeiie ber Söefjauptung foigen fjiernad) burd) 

2tnmenbung ton §. 82, S. fofort.

3  u f  ä  % t .
I. £)urd?  [ eben e i n z e l n e n  ^ßunft g i e b t  e« nur eine Sßar* 

a i i e i e  j u  e i n e r  © r a b e n .
II .  © i r b  bie  e ine  oon jmei  ^ a r a i i e i e n  burd)  eine © r a b e  

gef  ctynitten, fo m i r b  e« aud)  b ie  a n b e r e .
III .  ©tefyt  e i n e  t o n  jtnei  ^ a r a i  i e i e n  a u f  e i n e r  © r a b e n  

fe n frec f> t , fo t l ju t  e«  auefy bie a n b e r e .
IV .  ©tefyen $mei © r a b e  e i n z e l n  a u f  ben ®dj>enfeiu e i n e «  

c o n c a o e n  o b e r  c o n * 
t e ^ e n  © i n f e i «  f e u f *  
reefü,  fo fd)n e i b e n  f ie
f i ^

—  £>enn mären fie 
paraiiei, fo ftänben nad;
II I .  beibeauf febem@d)en* 
fei be« ©infei« f entrecht, 
fo tafc bie beiten @d?enfei 
<Senfred)te ton einem 
^unft  (bent 0cf>eite() auf eine ®rabe mären, ma« naef; §. 25 nid)t angelt.

V.  $ m e i  © r a t e ,  bei t e n e n  bie e n t g e g e n g e f e ^ t e n  3ßinfe i  
nid)t « S u p p l e m e n t e  f i n b ,  fcpn e i ben  fid) a u f  b e r f e u i g e n  @ e i t e  
ber f d j n e i b e n b e n  £ i n i e ,  a u f  meid )er  bie ( S u m m e  ber jmifdpen 
i p n e u  t i e g e n b e n  e u t g e g e n g e f e f c t e n  © i n f e i  e i nen  © e f t r e d t e n  
niept  e rre icht .

VI .  © e r b e n  zmei  
u n b e g r e n z t e  © r a b e n  
o o n  e i n e r  b r ü t e n  fo 
g e f d ; n i t t e n ,  baß u n *  
gieiepe © e e p f  e i m i n f e i  
e n t f i e l e n ,  fo h ü b e n  fie 
m i t  b i e f e r  ein £ > re i ed ,  
oo n  m e i n e m  ber  g r ö ß e r e  © e e p f e i m i n f e i  e i n  S l u ß e n m i n f e i  ift.
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V II.  SSerfc^iebt man ben Durchfdhnittgpunft ämeier©ra*  
ben, non beiten bie eine feft liegt, bie anbeve aber um einen 
feften Pu n f t  brehbar tft, in« Unenbliche, fo giebt bie P a r *  
allele burd) ben D re hun ggp un f t  jur feften ©raben  bie 
©renjlage  an, me Id) er fid) bie anbeve in bet 9Zäfye beg 
Drehunggpun f teg  unaufhörl ich unb bi« §it febent beliebigen 
©rabe nähert, ohne fie feboch femafg 51t erreichen.

V II I.  3mei  ©rabe finb paral le l ,  menn fie einer britten 
paral le l  finb.

—  'Denn fd)nitte bie erfte non ihnen bie $meite, fo müßte fie nach 
3 . I I  bie britte, melche mit berfelben parallel ift, ebenfalls fd̂ neiben, 
mag nad) ber SSoraugfe^ung nicht gefchieht.

§. 85.
H e f i n i t i o n .

3 mei paral le le (Straf)len, melche non nerfchiebenen 
f ü n f t e n  einer ©raben auggehen unb auf einer einzigen 
S e i t e  berfelben l iegen, Reißen „gleichgerichtet" ober „Pon 
gleicher ^Richtung"; bagegen Reißen „entgegengefejjt gerichtet" folche 
paral le le S t r a h l e n ,  melche auf entgegengefefcten Se i te n  
einer britten ©raben liegen.

£ 1lj r f a h.
3Binfel mit paarmeife gleichgerichteten ober mit paar*  

meife entgegengefe^t gerichteten Scheufein finb gleich.

Denn verlängert man ein Paar nicht 
parallele Sd)enfel, big fie fich fbhneiben, 
fo bilben fie an ber Schnittftelle einen 
Sinfel (ß), mefcher ben beiben gegebenen 
Sinfeln (a unb a') als ©egenminfel ober 
Sechfelminfel bei parallelen gleich ift 
(§• 84).

3 H f n fe.
3*nei Söinfel ,  non benen bag eine Schenfelpaar  eine 

gleiche, bag anbeve Schenfelpaar  aber eine entgegengefe^te 
Dichtung  h a ^  finb Supp lemente  non ei na über.
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I. (Sin £)reied $u $eid;nen, für melcfyeé eine ©eite, ein 
anl iegenber nnb ber gegenüberliegenbe SBinfel gegeben ftnb.

Sinai. Jpat bas A  A B C  bie 
©eite AC  nnb bie SBinfel bei A nnb 
bei B  »on »erlangter ©röfce, fo ift 
nad) §. 76, 3- and? fcer 2luf$enn>infet 
BC D  »on befannter ©röße, neljmlid?
— A B . ®al?er ftnb bie 
fRid?tungen A B  nnb CB conftruirbar 
(§. 65), nad)bem AC  »on richtiger Sänge gejeiĉ net ift.

£)eterm. (£« mnfi /_ A +  /  B  <  G gegeben fein.
II. £)nrd? einen gegebenen P u n f t  bie pa ra l l e le  jn einer 

gegebenen (traben ju jiefyen.
Sinai. 3ft bie burd? P  geljenbe 

©rabe CD =}= A B, fo bilcen biefe 
nad? §. 84 mit einer britten ©raben 
PQ gleite SBecfyfelnnnfel, fo bafj 
bie ßonftruction mit Jpülfe »on §. 65 
möglid? ift.

§• 8 6 .

D

•B

§. 87.

B c ftit i t i  ö tt en,
I. 3m  23terecf t>ei^eii biejenigen ©eiten,  t»eld)e feine 

@de gemein Ijaben, ©egenfeiten, nnb biejenigen SBinfel, 
t»eld?e feinen ©d?enfel gemein Ifaben, ©cgcntoinfel; —  bie* 
fenigen ©ei ten,  melcfye eine (£de gemein fyaben, fjeiften 
9?ad)barfeitcn, biejenigen SBinfel, meld)e einen ©cbenfel ge* 
mein fyaben, fftadjbarnmtfcl.

I I.  3ebeë 33iereef, beffen ©egenfeiten paanoeife  paral lel  
finb, fyeifjt ein Parallelogramm.1) —  g ü r  biefe« 3Öort tüirb »or 
einer ^Benennung mit 23ud?ftaben baë ßeidfen #  gebraucht.

3  n f (t % .
3ebe§ P a ra l le lo g r am m  ift ein unoerjtoeigteé 33ierecf.

1 ) TTapaXXt]X6Ypa(i.[j.ov; Yp«rt0 > i<b betreibe.
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feie 3t a cb b a r m i n f e t

§. 8 8 -£ t  \) t  f n f? I .
3 n iebem P a r a l (e 1 ogramm finb 

paarmeife ©upplemente  bon einanber.
23 rf. Da s  ABCD  ift ein 

Parallelogramm.
23el). ©8 ift / _ A - \ - /_ B = G .  
23em. D a  n. b. 23rf. A D  4 = B C  

ift, fo trifft bie Söety. ju n. §. 84.
2t 11 in. Da /_ A unb /_ B  

jnaei beliebig gemäfjlte Dlad^barroinfet 
finb, fo ift bitrcfy bas 23orl)ergel)enbe ber 23emeis für alle Paare oon 
3tad)barminfeln geführt.

3 u f a | .
2ltle 233infel eines P a r a l l e l o g r a m m s  finb concao. D i e  

D i a g o n a le n  eines jeben P a r a l l e l o g r a m m s  liegen im Selbe 
beff eiben.

—  Säge neljmlid) eine Diagonale nidjt im ParallelogrammSfetbe, 
fo mürbe fie mit ben anftofcenben ©eiten ein Dreiecf bilben, in meinem 
fcfyon ein UBinfel >> G märe, unb baS ift nicf>t möglich.

ßeljrfnfc I I . 1)
3ft ein 93ierecfsminfel baS (Supplement feiner beiben 

3tad)barminfel, fo ift baS 93ierecf ein P a ra l l e l o g r a m m .
93rf. 3m 93ierecf A BCD  ift:

1 ) Z ^ + Z ^ = G ,  2 ) /_ A D — G.
23 el). DaS 93ierecf ift ein Parallelogramm.
23em. (£s ift: AD  =f= BC, . . .  93rf. 1) u. §. 83, 3 . I,

A B  4= D C  . . .  93rf. 2) u. §. 83, 3 . J.

§, 89.

i ’ e t) t f n tj.
3 ebe D i a g o n a l e  ^erlegt baS p a r a l l e l o g r a m m  in jmei 

congruente Dreiecfe.

1) Untfebrung ton 2el;rfap I.
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33 r f. (g* ift ein #  ABCD  mit 
ber diagonale BD  gegeben.

®e$. (£« \\i£±A BD  =  / \C D B .
39 em. 3n fcen feeiben 'Dreiecfen 

A B D  unb CBD  ift:
B D  =  D B ,

unb nacfy §. 84, inbent BD  a(« bie ©djmeibenbe angefeljeu mirb:
/_ ABD — /  CDB  bei ben parallelen A B  unb CD,
/  AD B  =  /  CBD  „ „ „ AD „ CB.

9)Zitl)iu ift ABD  =  C D B ..................... [wsw).

3 u f ä | c .
I. 3n febem Para l le log ramm finb bie ©egenfeiten paar* 

meife gleich, unb ebenfo bie ©egenroinfel  paarmeife gleicp. 
—  Pa ra l le le  ©tre ten  jmifcfyen Pa ra l l e l en  finb gleid).

—  ®enn bie fraglichen ©tücfe liegen in ben congrnenten "Drei* 
ecfen gleiten ©tücfen gegenüber (§. 59).

II. 3 e jmei pa ra l le le ©raben haben überal l  einen glei* 
<hen 2Ibftanb oon einanber.

—  £)enn ift AB  4= CD unb 
AD  _!_ CD, B C  X  CT), fo ift 
ABCD  ein Parallelogramm (§. 83,

3. ii).

0 e f i n i t i  oit.
£>er 31 bftanb eine« punf te«  einer ©raben oon einer 

pa ra l l e len  ©raben fyeifjt ber Stbflanb ber beiben Parallelen oon 
einanber.

§• 90. >) 
f  1 1) r f a % I.

©inb  bie ©eßenfeiten eine« unoerjmeigten1 2) 33ierecf« paar* meife gleich, fo ift ba« 33ierecf ein Para l le log ramm.1) Ilnefer §. enthält bie Umleitungen ber im hörigen §. behnefenen ©äpe.
2) Serjmeigte S3ierede mit gteidjen ©egen feiten finb fê r wobt mögtidj. $ergt. §. 86, 3

Si'prpifcfl), (Elemente bev Wattieniatif. 7
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93 rf. 3m £) ABCD  ift:
1) A B  =  DC.
2) A D  =  BC.

33 eh- $)a$ A  A BC D  ift ein 
Parallelogramm.

33 ein. 3 ^  man fcfe diagonale 
BD , fo ift A  A B D  =  A  C D B  . . .  (3 s ) .  ÜRit^in i f t :

Z  A BD  =  Z  CDB  . .. §. 59, atfc: AB  =f= D C  ... §. 83, 3. I,
unb Z  A1)B  =  Z  CBD  . .. §. 59, atfo: AD  =j= B C  ... §. 83, 3 . I.

f  r lj r f a fe II.
S i n b  in einem unoerjioeigten l) 93ierecf ein Paar © e g e n - 

feiten gleich unb parallel, fo ift e« ein Pa ra l le log ram m .
93rf. 3m £} ABCD  ift: 1) A B  =  DC, 2) A B  4 = DC.
33 eh- ®a« A  ABCD  ift ein Parallelogramm.
33en>. 3 ^  man diagonale B D , fo ift A  A B B  =  A  CDB  

. . . [sws) ■ benn e« ift: 1) B D  =  D B , 2) B A  =  D C  . . . (93rf. 1.), 
3) Z  A BD  =  Z  CD B  • • • (Stf- 2.) u. §. 83, 3 . I). JpierauS folgt:
z  A D B  =  Z  CBD  . . . §. 59, atfo: 4 = 5(7  . . . §. 83, 3 . I.

I  u \  ft I  e.
I. £ a b e n  5 tt>ei f ün f te  einer ©raben ,  jtoifchen benen 

fie oon einer jtoeiten n i t  gefcfynitten toirb, gleiche 2 1b* 
ftänbe oon ber (enteren, fo finb bie beiben (traben parallel.

II. 2)er geometrifche O r t  a l le r  f ü n f t e ,  welche auf einer 
«Seite einer ©raben liegen unb oon biefer gleiche 2lbftänbe 
^aben, ift eine pa ra l l e l  ju ihr  l iegenbe ©rabe.

1' e 1) r f a h H I .S i n b  bie ©egenwinfel eine« 93ierecfö paarweife gleich, fo ift ba« 93ierecf ein Par al lelogramm.
93rf .  3 m  ß  A B C D  ift:

t) Z A = Z C ,
2 ) Z B = £ D -

33eh- $)a« A  A BCD  ift ein 
A 1------------- ■----------- ly Parallelogramm.
_______________  c ------------------------

1) 9$er$n?eigte SBierccfe mit einem ß̂aar gleicher unb paralleler ©egenfeiten finb fepr roopl möglich:
www.rcin.org.pl
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99 em. Da  nad? §. 78

ift, fo folgt n. b. 93rf.:
/_ A B  A B  =■  2G ,

Z ^  +  Z ^ =  G,
unb ebenfo: Z  A +  Z D  =  G . . . 93rf. 2 ).

ÜJJiitfyin trifft bie 99efy. ju nacfy §. 8 8 , 8 . II.

\

ß e t) r fa |  IV.
© in b  in einem 93ierecf jmei ©egenfeiten parallel unb jtoei 

©egenminfel gleid), fo ift ba« 93ierecf ein Pa ra l le log ram m .

93rf. 3m A  A BCD  ift:
1) A B  =|= DC,
2) z ^  =  ZC '.

©e$. Da« A  ABCD  ift ein
Parallelogramm.

99ett>. Segen ber 93rf. 1) ift: Z  A -f- Z  D =  G ; . .. §. 83, 3 . 1,
mithin uad> ber 93rf. 2 ) aud): Z  G -+- Z  D — G .

Solglid) ift bie 99ef). richtig nad) §. 8 8 , S. II.

ße l jr fafcV.
©inb  in einem 93ierecf $mei ©egenfetten gleid), jtoei ©egen* 

minfel gleid), unb bie Diagonale, meld;e biefen gegenüberliegt, 
nid)t fleiner al« bie erfteren, fo ift ba« 93 i e re cf ein Para l le lo*  
gramm.

93rf. 3m A  A BCD  ift:
1) A B  =  CD,
2) Z Z C.
3) BD  >  AB.

99elj. Da« £ ) A BCD  ift ein A 
Parallelogramm.

99en>. (5« ift
A  A B D  =  A  ODB . . . [Ssw) .

Ipierau« folgt ba« Übrige.
7*
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â d )

gegebenen ©raben ju jtefyen.

I l e .

3Bäre B D  <  A B , fo fönnte 
ba« £ 3  A B CD u. 21. auch feie hier* 
neben gezeichnete ©eftalt hoben.

91.
n b t  n.
Punft  bie Paral le le ju einer

Sinai. 3ft AZ  4 = X Y , 
fo giebt e« jtnifchen ihnen ein 

_  z  ABCD \ unb ein folche« 
entfteht nach §. 89, 8. I, 
menn AD — BC, CD — A B  
gemacht mirb, ma« burch Greife 
mit bem 9fabiu« B C  um A 
unb bem 9iabiu« A B  um C

ju (Stanbe gebracht toerben fann.
II.  3 U einer gegebenen ©raben eine paral le le in einem 

gegebenen 2lbftanbe bon ihr ju ziehen.
2lnal. d a  man auf ber gegebenen ©raben eine ©entrechte bon 

gegebener £änge in einem beliebigen fünfte errichten tann, fo !ann man 
hierburch einen Punft ber berlangten parallele finben unb bann nach 1 
burch biefen bie ganze parallele conftruiren.

§. 92.
l ' c l j r f a l  I .

feben Para l le log ramm« hat*d i e  beiben diagonalen eine« 
biereu fich gegenfeitig.

35 rf. die beiben diago* 
nalen be« 4p A BCD  fchneiben 
fid) im Punfte M.

33eh- @« ift:
1) MA =  MC,
2) M B =  MD.
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39eto. @5 ift A  AMB — A  CMD . . . (wsw), toeit
A B = C D .................................................... §. 89, 3 . I,

/_M AB = £ M C D  an ben Parall. A B  u. CD bet ber <Sd)neibenben^4C §. 84, 
/^M BA —/_MDC  * * * A Bu. CD * * * B D  *

t? 1 1) r f a fe II.
halbieren fiĉ > bie D iagona len  eine« 331 erecf^ gegen* 

fettig, fo ift e« ein Pa ral le logramm.
33rf. 3m ABCD  fcfmeiben ftĉ> bie Diagonalen in M fo, ba§

1) MA =  MC, 2) M B =  MD ift.
39el>. <£« ift A B  4 . D C , AD  4= BC.
39eto. Da /_ AMB =  /_ CMD (al« Sdjeiteltoiufel), fo ift 

A  -AMB =  A  CMD . . . (stvs). ipierau« folgt bie ©leicbljeit ber 
(Seiten A B  ttnb CD, fomie ber 2öed)feltoinfel an biefen, toe«fyalb naĉ
§. 90, 9. I I  ABCD  ein Parallelogramm ift.

i’ d j r f a l  m .
3ft ein Pun f t  auf einer burd) iljn fyinburd)gel>enben ©ra *  

ben gleirf> tueit oon jtoei Paral le len entfernt, fo ift er e« 
attef) auf feber anberen ©raben, melcfye bttrd) il)n fyinburd)* 
ge^t.

33 r f. @8 ift 1) AB  4 = D C\ ttnb bie (traben AC  ttnb B D  treffen 
fiefy in M  fo, ba§ 2) MA =  MC ift.

39e$. @8 ift: M B =  MD.
39eto. @8 ift: A  AM B  =  A  CMD . . . (wsw).

§. 93.

^ U t f g a h c n .
I. (58 ift ein concaoer 3Öinfel unb im gelbe beffelben 

ein P u n f t  gegeben. Ditrcfy biefen foll  eine ©rabe  fo ge* 
jogen toerben, baff ifyre @d)ni ttpunf  te mit ben <Sd)enfetn 
gleicfy tueit oon i^nt entfernt finb.

Sinai. 3ft /_ BA D  
ber gegebene SBinfel, M  
ber gegebene Punft, unb 
B D  bie oerlangte ©rabe, 
f0 läßt fiefy ba« A  A BD  a 
burefy Perboppelung ber
©raben AM  bi« C ju einem #  A BC D  oeroollftänbigen (§. 91, S. II).
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!pat man erft feie (5de C, fo läßt ficfy CD 4 = AB  jiefyen, j. 39. nacfy 
§. 90, woburd; man außer M  einen ^weiten ß̂unft D  ber gefugten 
©raten D B  erfyält.

II.  93on einem ^ u n f t  außerhalb eine« concaren 3Binfet* 
fette« eine ©rate  fo ju sieben, taß er un t  tie durd>fd;nitte 
mit ten beiten ©cfyenfeln g l e i t e  © t reden  auf terfetben 
be ft im men.

2lnal. 3ft Z  CAD  ter ge* 
gebene 2Binfel, B  ter gegebene ^untt 
unt BM D  tie verlangte ©rate, fo 
t>at man tafiir ju forgen, baß ABCD  
ein 'Parallelogramm wirb.

§. 94.

i  bf t t t i t t  oti.
3ebe« P a ra l l e l o g r a m m ,  in welchem jmei 9¾ ad? bar* winfel gleid? f in t ,  l?eißt ein 0?ed)tetf.

I.
3n  iebem 9fed?ted f int  alte SBinfel redete.

------- f  3Srf. 3m #  ABCD  ift /_ A — B.
39et). @«ifi / _ A ^  Z.B =  / _ C = / _ D = j i .  
39 ew. d a  ta« £ 3  ABCD  ein Paratlelo* 

____  gramm ift, fo ift

=  G =  2 j t ____ §. 87, 8. I  u. §. 39, 3 . IV .
$?itfyin ift wegen ber 93rf ., taß Z  A =  Z  B  fei:

2 - // A  =  2 a , / _ A  =  B  —  a \
folglid? aud?:

Z  C — D  — A, . . . §. 8 8 , 3 . I.

K t  t y t f a k l l .
© i n t  brei 5öinfel eine« 93iered« rechte, ober ift ein 5ötnfcl eine« Parallelogramm« ein rechter, fo ift baffelbe ein 9ted?ted.

§. 95.

f  r t) t fn |  I.
3 n  jetem 9?ed?ted f int  tie d i a g o n a l e n  gleid?.
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33 rf. @« ift ein 9?ecf>te<f ABCD  mit 
jeinen diagonalen gegeben.

33efy. ®« ift: AC =  BD .
33ero. (§« ift:

A  A B C  =  A  BA D  . . . .  [sws].

ß e t j r f t t l  I I .
© inb  bie d i a g o n a l e n  eine« ^a ra (Ce logramm« gteicfy, 

jo ijt e« ein Dtedjted
33rf. i§« ift ein rfp ABCD  mit feinen diagonalen gegeben, in 

meinem AC =  B D  ift.
33el>. (£« ift Z  A B C  =  /  BAD.
33 em. (5« ift A  A BC  =  A  BA D  . . . (3s), unb be«l?alb bie 

33el)auptung jutreffenb.

â  di o l i c.

(Sin 33ierecf, melcfye« gleite 
diagonalen befifct, braucht be«fyatb 
nod) fein 9fed)tecf ju fein; —  5. 33. 
f;at ba« Ijierneben gezeichnete 33ierecf 
gleiche diagonalen. (S« müffen noch 
bie beiben33eftimmungen înjufommen, 
melcf>e fcfyon jur Kennzeichnung eine« 
allgemeinen Parallelogramm« erforber* A 
liĉ  -finb.

§. 96.

B rf i  ui  ticut.
3ebe« P a r a l l e l o g r a m m , in meinem jtoei Wad) bar feiten 

gleich f inb, Reifet ein 9tyomfru3.*) ^

J  u f ö I r.
I. 3 n  jebem 9?^ombu« finb alle ©ei ten  gleich-

II. © i n b  in einem 33ierecf alle ©ei ten  gleich, fo ift e« 
ein föfyombu«.

1) ^op-ßo;.
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§. 97.

£ c  ̂r f n |  I.
3 n jebem 9?l)ombuë fteljen bie D i a g o n a l e n  auf ein* 

anber feufred)t unb halbieren bie SRfyombuSioinfel.
33 rf. 3m 9?l;ombu8 ABCD  

c  fdjnteiben ficfy bie Diagonalen in M.
33 el). (5$ ift AC  _!_ B I ) , unb 

aufierbent
Z  CAB =  Z  C A D ,
Z  BD A  =  Z  BD C ,
Z  ACD  =  Z  ^ C B ,
Z  B B C  =  Z  DBA.

33 eio. (SS ift: A M AB  =  A  MAD =  A  MCD = /S M C B  (3s), 
unb beSljalb bie 33el)auptung jutreffenb.

C 1 1) r f a fe II.
© t e ^ e n  b ie  D ia g o n a le n  eines P a r a l l e lo g r a m m s  a u f  e in  a n b e r  

fcnfredjt ,  fo  i f t  e ë  e i n  $ H l)om bu $ .

III.
S e r b e n  b i e  S i n f e l  eines P a r a l l e lo g r a m m s  o o n . b e n  D i a g o *  

n a l e n  h a lb ie r t ,  fo i f t  e s  e i n  9 i l ) o m b u « .
— 3 n m  33etoeife ber beiben lebten © äije  gelangt man burcfy §. 91 

unb («ws).

^ c t| r frt  ̂ IY.
© t e i l e n  b i e  D ia g o n a le n  eines 33ierecfS a u f  e i n  a n b e r  fenf* 

red)t unb fjalbiercn bie S i n f e l  b e f f e l b e n ,  fo  i f t  b a s  3 3 i e r e d  e in  
911) o m b u S .

—  33eto. burd) (w sw ).

§. 98.

1  e f i tt t t i  o tt.
3  e b e $ P a r a l l e l o g r a m m ,  in  m e i n e m  j t o e i  91 a cfy b a r * 

l o i n l e l  u n b  aucfy j t o e i  9 ? a ( ^ b a r f e i t e n  g le ic h  f i n b ,  l )e i f i t  e i n  
D u a b r a t . l)

1) quadratum .
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J i t f a l .

3 n jebem O u a b r a t  finb alle «Seiten 
gteid), atte SBinfet rechte; bie £) iago*  
naten f inb gteid;, fielen auf einanber  
fen!red)t uub Mattieren bie O u a b r a t S *  
minfet. —  £)ie Ouabra te  befifjen atte 
(Sigenfdfaften ber 9¾ e t e cf e unb ber 
fttfyomben.

§. 99.

0 e f i n i t i o n .
3ebe$ $ ie red,  in meinem jroei S e i t e n  pa ra l l e l  finb, 

peifjt ein Srapeg.1) —  ® ie  b eiben a l s  para l l e l  borauS*  
gefegten ©egenfeiten peifjen bie ©runbltmen, bie beiben an* 
beren aber bie Sdfcnfcl be$ £rapeje«.

i ’ e l i r f a l  I.
® ie  ©rabe jtnifct>en ben B i t t e n  ber Scpenfel  eine« 

£ rape jeë  ift ben © ru nb t in ien  para l l e l  nnb ber falben 
«Summe ber letzteren gleid).

SBrf. £)a$ £j A B CD 
ift ein £rapej, in melcpem
1 ) A B  4= CD ift, unb 
ferner eine ©rabe E F  bie 
Stentel AD  unb B C  
in E  unb F  fo trifft, 
bafe 2) EA  =  ED ,
3) F B  =  F C  ift.

23ep. <&9 ift: 1) E F  4 = A B  4= CD, 2) E F  =  AB +  CD.
£3em. 9){an jiepe ju AD  burcp F  eine parallele, metcpe bie ©rabe 

A B  in X  unb bie ©rabe DC  in Y  fcpneibe. £)ann ift:
A  B F X  =  A  CFY, . . . .  [sics)

m eil: 1) F B  =  F C ...................» r f .  3),
2) /  B F X  =  /_ C F Y .............§ . 2 7 ,
3) /  F B X  =  /  F C Y .............SSrf. 1) u. §. 8 4 .1) 2)aS £rape$ (TpairéCtov, toon rpiize& ober Terpine^a, Pierfufj, 2:if($blatte) enthält eine Sebingung weniger, als bas Parallelogramm, ba bie Parallelität nur mm jwei ©egenfeiten »erlangt wirb: bas ÜCrapej ifi bie allgemeinere ©eftalt.
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2lu« ber bemiefenen fëongruenj folgt:
I. F X  =  FY,

II.  B X  == CY.
iftun ift aber ferner megen ber Parallelität ber ®egenfeitenpaare 

A X Y D  ein Parallelogramm, meëpalb
I I I .  A I) =  i y

fjeroorgefyt.
2lu« I I I  folgt in Perbinbung mit Prf. 2 ) nnb I :

2  • A E  —  2 • X F, A E  =  X F,
fo oafj, meil in ber (Sonftr. A E  =f= X F  gemalt mar, ba« Piered A X F E  
ein Parallelogramm (§. 89, 8 . II) nnb beSljalb

IV . E F  =  A X , fo mie E F ^ A X ,  E F  =}= AB
ift. —  3n ä^nltc^er SÖeife fann man ableiten, baf3 D Y FE  ein Parallelo
gramm , unb bafs beëljatb

V. E F =  D Y , fo mie E F  =f= D Y , E F  =f= DC  
ift.

©ummirt man enblid) bie ©leidjungen IV  unb V, fo erhält man: 
2 E F  =  A X  4 - D Y

=  {.AB — B X ) 4 - [ D C +  CY)
=  A B  +  D C — B X  4- CY  
— A B  4- D C .................II.

Ülttitfyin:

E F  = A B  +  D C  
2

Juf afc  I.
£)ie grabe Pe rb inbungë l in te  ber B i t t e n  jmeier £)rei* 

edsfeiten ift ber britten ©eite paral le l  unb ber ^ä lf te  ber* 
fetben gleicp.

—  £)enn läfft man bie ©eite D C  be« SCrapeje« A BC D  in einen 
punft äufammenfcfyrumpfen, fo gefyt e« in ein ÜDreied über.

1 r r«t % II.
3 iept man burd) ben ÜJiittelpunft be« einen ©cpenfeU 

eine« £rape$e« eine Pa ra l le le  ju ben ® ru n b l i n i e n ,  fo 
halbiert biefelbe ben anbern ©d)enfel unb ift ber falben 
© i imme ber © ru nb t in ien  gleicfy.

—  £)enn ba e« burc  ̂ einen Puntt nur eine Parallele ju einer 
®raben giebt (§. 84, $. I), fo fällt fie mit berfenigeu jnfammen, rnelcpe 
nad) 8 . I  burc  ̂ Perbinbung ber Bitten ber ©cfyenfel erhalten mirb.
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3 n \ a %  II.
^iefyt man ju einer £)reiecfbfeite burcfy bie äftitte einer 

jtoeiten eine pa ra l l e le ,  fo halbiert  biefe aucf> bie britte 
S e i te ,  unb ifyr 21 b f n i 1 1  jmifcfyen ben b eiben Sdfynitt* 
punfteu ift Ijatb fo grofj, mie bie juerft genannte (Seite.

§. 100.
D e f i n i t i o n .

Unter einer ,£>öIk  eineé D r e i e n  berftefyt man bie bon 
einer (Scfe aus auf bie ©egenfeite gefättte ©entrechte, unter 
einer ^ ö f je  eineé fJIaraUelogram mS ben 21 bftanb jmeier parat *  
teten ©egenfeiten bon eiuanber, unter ber ^ ö l je  eineé $rape$eé  
ben 21 bftanb ber paral le len ©egenfeiten bon e iuanber .1)

© ru n b l in ie  fyeifct eine folttye Se ite ,  auf m e l ie r  eine Ipöfye 
gebaut mtrb.

D n f n .
3 ebe $>rciecféfeite !ann a l s  © ru n b l i n i e  mit einer befon* 

beren £)öfye gebaut merben, bie fParaU elogram m feiten paar* 
meife, bon ben X rape jfe iten  nur bie paralle len.

A u f g a b e n .

I. (Sin Ü)reiecf ju conftruiren, für melcfye« eine £)öl)e, 
bie juge^örige © r u n b l i n i e  unb ein Söinfel an berfetben 
gegeben finb.

Sinai. Jpat ba$ A  A B C  bie berlangte f)ölje CD, bie berlangte 
©runblinie A B  unb ben berlangten /_ A ,  fo finb A B  unb /_ A an 
einanber fyängenbe, fofort conftruirbare 
Stütfe, burcf) melcfye man jugleicfy ben 
jmeiten Scheutet beS /_ A als einen 
Ort beS fünfte« C gewinnt. ©neu 
jpoeiten Ort beS fünfte« C liefert bie 
23eftimmung, bafi C einen gegebenen 
Slbftanb bon A B  Ifaben foll, unb 
biefer Ort ift nacf> §. 90 I I ,  ,¾. I I  
eine parallele CX  ju A B , meld)e nach §. 91, I I  in bem gegebenen 
Slbftanb conftruirt werben fann. —  9iad) Sluffinbung beS fünfte« C ift 
feine Scf>wierigteit mehr borhanben.

1 )  S ö e i  e i n e m  S ß i e r e c !  t o o n  b e l i e b i g e r  © e f t a l t  l ä ß t  f i d )  t o c n  e i n e r  $ c b e  n i c t > t  f p r e d j e n .
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II. (Sin ^Paralle logram m  ju conftruiren, für meld;eë eine 
£)ü>fye, bie juge^örige © ru n b l i n i e  unb ein SBinfel gegeben 
finb.

—  SlnaltyfiS analog berjenigen ju I.
I I I.  (Sin $rape$ ju conftruiren, für melcfye« bie Jpbfye, bie 

© ru nb l i n ie n  nnb ein SBiufel gegeben finb.
IV. £)urcb einen gegebenen ^u n f t  bie ^Parallele ju einer

Sinai. 3ft P V  4 = A B  
gezogen, fo lann man ju biefer 
gigur jtoei fonft beliebig ge* 
jogene ©raben P Z  unb Z V  
fyinjufügen, nur bafj P Z  oon 
AB  in einem ^unlt Y  halbiert 
toerbe. £)ann mirb aber in 
einem Sßunft £7’aud) Z V  oon 
A B  halbiert (§. 99, 3 . I I) .  

—  £)iernad; läßt ficfy bie 
parallele ofyne SBinfelabtra* 
gung conftruiren.

V. (Sin Xrape$ §u conftruiren, für me ines  bie ©eiten 
gegeben finb.

gegebenen ©raben  ju jiefyen.

f  Sinai. 3 ^ 1  man, ftenn 
A B  unb CD bie ©runblinien finb, 
burd) D  eine parallele jum ©dientet 
BC, fo mirb B C D X  ein ^aral* 
lelogramm. ®a in biefem D X  
=  CB unb B X  =  CD ift, fo 

fennt man im A  X D X  bie brei ©eiten, fann e« beö^alb conftruiren 
unb bann ba« 4 4  P X B C  Ijeranfefcen, oon meinem jtoei ©eiten (XD  
unb XB) unb ber eingefdjloffene Sßinlet (DXB) gefunben finb.

£)eterm. £>ie £)ifferen$ ber ©runblinien muft größer als bie 
Differenj unb Heiner als bie ©umme ber ©cbenfet gegeben fein.
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D ie  Grundeigenschaften des K reises.

§ . 101 .

Q 4) *> H  *♦
£)er Jpauptjmecf feer bisher angeftettten Betrachtungen richtete fidj> 

auf feie (Srmittelung ber Grigenföaften ber graben Sinien, weshalb bie 
Kreislinien nur in bem SDiafje mit in bie Unter fuchung Ijineingejogen 
mürben, in welchem man fie ohne Berlefcung ber ©trenge als bittet für 
jenen ,3 wecf n^ t  entbehren fann.

3 n biefem Sagtet tritt ba« umgefehrte Behältnis ein.
Born Greife ift bisher gefyanbett worben in:

§. 35, wo bie Gsjciftenj beS Greife« nebft feinen ®runbeigenfhaften nach* 
gewiefen unb einige begriffe befinirt finb, welche ju ihm Be* 
jiehung fyaben;

§. 36/ wo baS Sßoftulat über bie ßouftruction eine« Greifes aufgeftetlt 
ift, oon meinem man baS Zentrum unb ben 9tobiu« fennt;

§. 37, wo Kennjeidjen für bie Sage eine« fünfte« gegen einen Kreis, 
begleichen für bie (5ongruen$ oon Greifen gefunben unb bie 
Kreisbogen congruenter Kreife als gleichartige ©röfjen erfannt 
werben;

§. 38 nub §. 43, wo oon ber ßongruenj ber KreiSauSfdmitte unb oon ber 
Bkchfelbejiehung gleicher l£entriwin!el unb Kreisbogen ju ein* 
anber gehanbelt wirb;

§. 49, wo oon ben ©d)nittbebingungen einer ©raben mit einem Kreife 
bie 9iebe ift; unb in

§. 51, wo bie Bebingungen für ben jweipunftigen «Schnitt jmeier Kreife 
aufgeftellt werben.

2ln biefe Sehren fchliefjen fich bie fotgenben an.
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K t  tjrfufc I.
$)ie burch bas K r  eiScentrum gehenbe ©entrechte ju 

einer ©ecante halbiert bas ©ehnenftüd ber (enteren itnb 
leben ber bnrcfy fie abgefchnittenen Kreisbogen.

§. 102.

33afis A B  gleidjfchenflig, unb bafyer 
DA  =  D B , /  DCA  =  /  D CB  . . . §. 30, 3 . I.

2luS ber fo eben betoiefenen (Gleichheit ber öentrinnnfel, /  ECA  
— /_ E C B , unb ber fich hieraus ergebenben (Gleichheit ihrer Gebern 
nnntel, /  E 'C A  =  /  E 'C B , folgt aber

EA  =  E B , E A  =  E 'B  . . . . 43, 3 . I.

f e t j r f a l  II.
£)ie im 9Jtittelpunft einer ©ebne auf Ujr errichtete 

©entrechte geht burch baS Kreiscentruin  unb h<*iHett bie 
abgefd)nittenen Kre isbogen.

39ett>., n>ie oben, nur bafj §. 42, 3- H I  anftatt §. 30, 3- I Jur 
21ntuenbung fommt.

derjen ige  fDurchmeffer, m e l i e r  burd) ben üftittelpuntt 
einer ©ebne hinburdtgeht,  fteht auf ber l ed e ren  fentred;t 
unb halbiert bie abgefchnittenen Kreisbogen. 1

1) 2)a ber ÄreiS bur<h bie ©teichbeit ber Stabien befinirt ift, fo mufj jebe SöetreiS« fübrung über feine Sigenf^aften auf biefe ©teichbeit imjefeten ©runbe jurücfgreifen. ®a« 3i£be« ber SHabien nach nichtigen fünften ift baber ba$ erfle ©efdbäft faft jebe« tßeroeifeS. hierauf fomnten bann meiften« bie ©äfce über ba8 gtei<bf<benflige $reiecf jur ?lmrenbung.

33 rf. £)urch bas Zentrum C eines 
Kreifes geht ju einer ©ecante A B  eine ©ent* 
rechte, ntelche biefelbe in D  unb ben Kreis 
in E  unb E ' fcfmeibet.

39eh- öS ift:
1) DA — DB,
2) EA  =  E B ,
3) E ' A =  E 'B .

39en>. 3ieht man bie Labien1) CA 
unb C B, fo ift bas A  ACB  über ber

K t  Iprfal  III.
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®em., tote ju 8 . I, nur baß §. 30, 8 . cmftatt §. 30, 3 . I  jur 2In= 
menbung fommt.

IY.
der jen ige  Durcfymeffer, metcfyer burdj ben ßftittetpunft 

eines ©o gen S  fyinbutcfygefjt, ha lbiert  bie benfetben ab« 
fd)neibenbe ©eljne fenfredjt unb geljt burefy ben SJHttel* 
punft  be$ jmeiten abgefd)nittenen 33ogen$.

—  Denn trenn EA  =  E B  gegeben ift, fo ift aud) /_ ECA  
=  /  E C B  . . .  (§. 38, 3-)- hieraus folgt baS Übrige nadj §. 42, 
3 . IV  unb naefy 8 . I.

Kttyzfab Y.
D ie jen ige  ©rabe, metcfye burefy bie 30¾ittet^unfte einer 

©efyue unb be$ einen ber abgefcfynittenen 83ogen geljt, fteljt 
au f ber ©eljne fentrecht, geljt burefy ba$ ^ reUcent rum  unb 
fyatbiert ben anbern Söogen.

—  Denn faßt man ron C auf A B  eine ©entrechte, fo gefyt 
biefe burcf> D  unb E, nnterfcfyeibet fid) atfo nicfyt oon ber gegebenen 
©raben D E , ba fie mit ifyr jmei fünfte, D unb E , gemein fyat; 
mithin gefjt fie aud) burd) E ' .

Ä e l| r fa % VI.
D ie jen ige  ©eljne, metcfye bie betben oon einer jmeiten 

©efyne abgefc^nittenen Öogen  halbiert, ift ein Durcfymeffer, 
ha lb ie rt  bie anbere ©eljne unb fteljt auf Ujr fentredjt.

—  Denn jieljt man burd) ben JpatbierungSpunft E  be$ ©ogenS 
A E B  ben Durcfymeffer, fo tyat biefer mit ber gegebenen ©etjne E E ' 
außer E  naefy 8 . IV  auefy ben ß̂unft E ' gemein, roeSljatb er mit ifjr 
jufammenfäßt.

§• 103.
C c ^ r f d b  I.i)

(Sin $ re i«  unb eine ©rabe fyaben f)öd)ften$ jtnei f ü n f t e  
mit e inanber gemein. —  3eber ^ re i«  ift eine frumme 8 inie. 1

1 ) Diefer Sebrfafc mürbe in §. 49 (3 . II) fdjon einmal auf anbere äßeife be« miefen. (Sr ift tyier bauptfäcbücb besljmlb mieberbolt, um ifyn bem in §. 104 folgenben Sebrfafc I auf ftdjtbare Sßeife gegenüber juftetten.
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mithin:

35 rf. A, B  unb C finb brei »erfcfyiebene 
fünfte eine« Greife« um O.

39 elj. £)ie brei fünfte A, B , C liegen 
nicfyt in einer einigen ©raben.

39 em. 3 ^  man bie Seinen AB, B C  
unb bie Labien OA, OB, OC, fo ift, meil 
bie jDreiccfe AOB  unb BO C  über AB  unb 
B C  gleicfyfcfyenFlig finb:Z  OBC <  A, . . .  §. 4 7 , 3 .  I I I ,Z  A B C  <  2 a.; .............. §. 20, V I,

jo baj? bie $inie A BC  Feine grabe fein Fanu.

§• 104.

C t lj r f a |  I.
£)urcf> je brei f ü n f t e ,  roeldje nicfyt in einer ©raben  

liegen, läfjt ficfy ein Ä re i S  legen.
33rf. @3 finb brei fünfte 

A, B, C gegeben, melcfye nidjt in 
einer einigen ©raben liegen.

33elj. ®urd) bie brei fünfte 
A, B, C laßt fidj> ein $rei« legen.

39 em. 3 ^ 1  man bie ©raben 
CA unb CB, fo bilben fie nad) ber 
33rf. einen Z  ACB, melier rneber 
null nod) geftredt ift. (§rrid)tet man 

bann auf B C  in iljrer üftitte D, unb auf AC  in ifjrer ÜJZitte JE fe eine 
©entrechte, fo fd)neiben fid> biefe nad) §. 84, 3- IV  in einem fünfte O; 
unb nad? §. 30, 3- I I  Ift. wenn man nocfy bie ©raben OA, OB, OC 
jiefyt, in ben £)reieden AOC unb BO C:

OA =  OC, OB =  OC.
2J?itl)in geljt ber um O mit bem ^abiuë OA gejogene $rei« aucfy 

burdj B  unb C.

£>urdj je brei f ü n f t e  läfjt fid) entmeber eine ©rabe 
ober ein $ re i«  legen.
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©urcfy brei f ü n f te ,  ir>etcf>e nid;t in einer (traben liegen, 
läfft fid; nur ein Äre iS  tegen. —  5111e Greife, u?etd>e brei 
f ün f te  gemein f;aben, beden fid; üoUftänbig.

33rf. Jjaben mehrere Steife bie brei fünfte A, B, C gemein.

23 ef;. ©iefe Greife becfen fid; boftftänbig.

53 en>. ©a AC  unb BC  gemeinfcfyaftticfye ©ef;nen biefer Greife finb, 
fo liegen i^re Zentren nad; §. 102, 8. I I  fämmttid; in berjenigen ©rabeu, 
U)eld;e auf AC  in il;rem 9ftittelpunfte E  fenfrecfyt fteljt, unb aud; fämmt* 
lid; in berjenigen ©rabeu, meiere auf BC  in ifjrem Sftittelpunfte D  fenf= 
recfd fteljt. 9Iuu f;abeu aber jmei m'fcpiebene ©rabeu nie meljr als einen 
ß̂unft gemein: folglid; liegen bie SreiScentren fömmtlid; in einem ein* 

jigen fünfte O. ©ann paben bie Greife ferner, weil fie fämmtlid; bitrd; 
A gefjen, gleite Oiabien == OA. gctglid; beden fie fid; bollftänbig. 
(§• 37, 3 - I.)

3 u f n b c.
I. 3e sVDei berfd;iebeue Greife fbnnen l;öd;ftenS jtnei 

fün f te  gemein I;aben.

II. © ie  brei ©rabeu ,  meld;e einzeln auf ben ©eiten 
eine« © re i e d s  in bereu 3)iitten f entrecht fteljen, fdjneiben 
fid; in einem einzigen 33unft, w e lk e r  üon ben (Sden gteid; 
meit entfernt ift.

—  ©enn bie brei ©eiten finb bie ©efynen eines einigen Steifes.*)

II I.  © ie  brei Jpöfyeu eines © re i e d s  fdjneiben fid; in 
einem 33unft.

i ’ H j r f i t f e  I I .

1) 2)er iöemeis läßt fid; auch ebne ©inmifchung beS ÄreifeS auf einfache 2Beife 
führen. $enn jiebt man burd; bie 9Jlitten 
I )  unb E  bie ©rabeu D O  1  BC,
E O  _]_ A C ,  fo ift, mie beim SBemeife 
toon 1*. I:  OA =  O C  == OB. ®at>er 
ift A  A O B  über A B  gleicbfchenflig, fo 
baft bie auf A B  in ihrer Üftitte F  er* 
richtete ©entrechte ebenfalls burd; O hin* 
burdhgeht (§. 42, 3- HI).

SBcipijjf i), ÖUmentc fcei ÜUattjcmatif. 8
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—  Denn jieljt man bnrdj
■A' bie @d:en bes A  ABC  bie ^aral* 

leten ju bcn ©eiten, fo entfielt ein 
neneö /^A B 'C ' , beffen ©eiten in 
A, B unb C fyalbiert finb nnb auf 
benen bie ipöfyen beS erfteren in 
A, B unb C fenfrecf;t fielen, meit 
fie [entrecht p  ifyren parallelen finb.

^ u f f i r t b r n .

I. einen Äreis  5 1 t conftruiren, melier  burd) brei ge* 
gebene fün fte  Ijiuburcfygeljt.

—  SlnaltyfiS unb Determination finb in ben obigen ©ä^en ent* 
galten.

II.  D a S  Zentrum eines gegebenen ÄreifeS ju finbeu.
III. einen gegebenen Kreisbogen ju einem ganjen Greife 

51 1 oeroollftänbigen.

§. 105.

ß r  I.

3u congvuenten Greifen fteljt bev größere ßentrimiufct 
auf bem größeren 33ogen.

33 rf. 3n ben congrueuteu Greifen um C unb C' finb bie ÄreiS* 
auéfdjnitte ACB unb A'C'B' gegeben, bei melden AB  )> A B ' ift.

33 eß. es ift /  ACB >  /  A'C'B'.
33 em. ©dpeibet mau auf bem 33ogen AB  einen 33ogeu A B X =  A B ' 

ab, fo fällt B x uad) ber 33rf. jnnfcfyen A unb B, alfo ber DlabiuS CBX 
in baS 3Öiufe(felb A C B , unb es mirb /_ ACBX =  /_ A C ’B' (§. 38), 
mithin Z  ACB >  /  A'C'B' (§. 17, D. III).
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£ t \) r f a fc II.
Sn  congruenten Greifen l iegt ber größere 93ogen im 

gelbe bes größeren Gientriminfels.

93 r f. Sn ben congruenten Greifen um C nnb C' finb bie KreiëauS* 
fchnitte A CB  nnb Ä C 'B ' gegeben, in melden ,/A C B ^ >  /_ A C B ' ift.

93 eb. 93on ben 93ogen biefer KreiSauSfcfmitte ift A B  ^> A B '.
93 em. Sm Selbe beë ßentrinrinleté A CB  !ann man nad; ber 93rf. 

einen fttabiuS CBy fo sieben, baß /_ A CB{ — / _ A C ’B ' mirb. £)a 
bann ber 93ogen A B { =  A B ' mirb (§. 43), fo ift A B  >> A B '.

3 n f it %.
Sn  jebent einzelnen Greife ftebt ber größere ßentr i *  

roinfel anf bem größeren 93ogcn, nnb umgefebrt. — S n  febern 
Greife nehmen bie 93ogen nnb bie ßentr im in fe l  über ihnen 
jugleich ju nnb ab.

—  £)enn tegt man bie oben betrachteten congruenten Greife mit 
ben Zentren jufammen, fo bitben fie, mie man fie auch um biefe breben 
mag, einen einzigen Kreis (§. 37, I).

§. 106.

EUfitt i t ion.
Sebe g i g u r ,  melcbe oon einer ©ebne unb einem bie* 

felbe überfbannenben K re i sbogen  gebitbet mirb, bßifet ein 
ÄrciSabfcbnitt.

t? r I) r f n tr.
S n  Kre iSab f d r i t ten  congrnenter Kreife finb bie ©ebnen 

unb bie 93ogen in übereinftimmenbein © in n e  gleich unb 
ungleich, menn bie Selber ber Kreisabfchnitte bie Zentren 
nicht in fid) enthalten.

93 em.!) Sn ben congruenten Kreifen um C unb C' feien ABA  nnb 
A B 'A  Kreisdbfchnitte, beren gelber bie Zentren C unb C' nicht in fid)

1) £>a in bem Sebrfâ  öiev toon einanber toerfdbtebeite @älje jufammcngejogen 
finb, fo bat man toier oerfcbiebene SorauSfefjnngen mit toior toerfd̂ icbenen iöebanp« 
tnngen. 8 *

www.rcin.org.pl



1 1 6

enthalten, âietjt man bie Fakten CA, CB, C 'Ä , C 'B ', fo entfielen 
megen ber ®teid;l)eit berfetben jmei !£>retecfe A CB  imb A 'C 'B ', metd)e 
in ben ron C unb C' auSgefyenben ©eitenpaareu übereinftimmen, unb 
beten SBinfet bet C unb C' (Sentrittnufet auf ben Sogen A B  unb A 'B' 
ber gegebenen Äretéabfcfynitte finb.*)

^un finb aber uad) §.106 biefe Gfentriminfel mit biefen Sogen in 
übereiuftimmenbem ©inne ungleich ober aucfy gleich, unb nach §. 59 4) 
finb fie e« gteiĉ fatiö mit ben ©eiten A B  unb A'B' ber ®reiede A CB  
unb Â B 'C ' . iafyer gibt unfet ©afe.

j  M r a i .
S n  jebem Greife neunten ©effne unb Sogen  eine« $rei$*  

auSfd)uitt«,  in beffen ^etbe ba« Zentrum nicht l iegt, ju = 
gleid; ju unb ab.

§. 107.

1* t \) r f tt fe I.
Sn  jebent Greife finb atte ©ebnen, metd;e einen gleichen 

bftaub ooiu Zen trum b;aben, gleid;.

S t f .  Sn einem Greife f;at man jmei 
©ebnen A B  unb A 'B ' in ben Slbftänben 
CD unb CD' oom Zentrum C , unb e« ift 
CD =  CD'.

Sef>. ift A B  =  A 'B '.
Sem. 3iebt ntan bie Labien CA unb 

C A , fo ift A  CAD  =  A  C A D ' ... [Ssw); 
mitbin:

1) Säge C 'sttüfdfen <Set>ne unb Sogen, fo ti'ürbe bcv auf biefem ftcbenbe Seutri= 
jointet nic^t SBinfet bev fraglichen 2)reiecfe fein.
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AD =  A'D',
2 AD =  2 Ä D ', AB  =  . . . §. 20, X I  it. §. 102, 8 . I.

i’ 1 1) t  f a |  II.
3 n  febern Greife Ratten alle g l e i t e n  ©eignen gfeicfye 

Slbftänbe bom Gientrum.
93r f. 3n einem Greife t?at man jmet ©eignen A B  unb A'B' in 

ben 2lbftänben CD unb CD' Dom Zentrum C, unb e« ift A B  =  A B '.
®e&. (*« ift CD =  C D '.
33em. bet 93rf. unb §. 20, X I I I  ift:

\A B  =  \ A B ' , AD  =  102, 8 . I.
3iel)t man nod) bie Labien CA unb C A , fo ift mithin:

A  CAD =  A  C A D '......... [Ssw)
atfo : CD =  CD'.

§. 108.

i ’ c i) t r n ti i.

'©iejenigen ©ei lten eine« Greife«, tnelcfye feine D u r d ^  
meffer finb, finb ffeiner af« ein fofcfyer, unb jmat befto 
Heiner, je toeiter fie bom Zentrum entfernt liegen.

SSrf. Die ©eignen A B  unb A 'B' 
eine« Greife« um ba« Gientrum C Ifabcn non 
biefem bie 2lbftänbe CD unb CD ' , bon 
mefd;en CD >• CD' ift.

33 el). 33ejeicf>net man burd> d bie 
Sänge be« $rei«buvd)meffer«, fo ift 

A B  <  A B ' <  d.
Sem. 3 ^ *  man bie Labien CA,

CB, C A , CB', fo fofgt au« ben $)rei* 
eden A CB  unb A'CB' junädjft oljne 
Seitere«:
A B < C A + C B = d , A B ’< C A 'A -C B '= d  . . §. 50,8.1 u. §. 35,3. II.

ferner finb in ben bei D unb D' red;tnnuffigen £)reiedeu CAD 
unb C A D ' bie ^typotenufen gteidt> (cd« Labien: CA =  C A ), tüäljtenb 
Äat^ete CD >  CD' ift (n. b. 33rf.). 2Ilfo ift:

AD  <  A D ', ...............§.60,
2  AD  <  2 A 'D ' .............§ . 2 0 ,  X I I .

M io n :  A B  <  A'B' ...............§. 102, 8 . I.

a
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t ’ c l j r  f r t ^  I I .

3 n  e i n e m  G r e i f e  l i e g t  j e b e  H e i n e r e  © e f y n e  m e i t e r  c o m  
Z e n t r u m  e n t f e r n t  a f «  b i e  g r ö ß e r e ;  u n b  j e b e  © e f y n e ,  l o e f d j e  
e i n e m  D u r d j m e f f e r  gfeicfy i f t ,  i f t  f e 1 6 ft e i n  D u r d ^ m e f f e r .

33 r f.  'D ie ©efynen AB  nnb Ä B '  eine« G reife« um b a« Z entrum  
C fjaben bon biefem bie SIbftänbe CD unb CD'; nnb e« ift AB  <  A'B'.

33 e fj. <5ö ift CD > >  CD' ; ferner muß CD' =  0  fe in , meint 
Ä B ' — d fein foff, unb d bie Säu ge  eine« Durcfym effer« bebeutet.

33 em . 2fu« ber 33rf. fo lg t :  {A B  <  {Ä B ',  b. i. nacf> §. 1 0 2 , 8 . I :  
AD  * <  A'D'. ^ ie fjt  ntan lum  bie sJiab ie n  CA unb C Ä , fo ergiebt 
fid) bemnacfy a u «  beit red)tiuinffigen D re ied en  CAD unb CA'D', bafi 
C Z > >  CD' ift (§. 6 0 ) .

ßiefyt m an  nod) ben ftfabiu« CB', fo erfiefyt m au  au «  §. 5 0 , 8 . I ,  
bafj A'CB' fein D r e ie d  fein f a n n , wenn Ä B ' = d  =  CÄ  +  CB' 
fein fort, fonbern bann CD' =  0  fein m ufj.

§. 109.
â  dj o l i t.

9tad? bem Öefytfâ  I  be« hörigen §. mirb ba« ©efynenftüd einer 
©ecante, m nn man fie botn $rei«ceutrum ent= 
fernt, immer ffeiner, m. a. 3B.: ifjre ©djmitt» 
pitnfte mit bem feftfiegenbeu Greife rüden immer 
uäfjer an einanber. ©obafb ber SIbftanb ber 
©raben bom Zentrum bem 9tabiu« gfeicfy totrb, 
fyat fie nad> §. 49, $. I I I  mit bem Greife nur 
nodj einen ‘fJunft gemein, nefymUcfy ben (Sub- 
punft be« 9?abiu«, melier jugfeid) auf ifyr 
fenfred)t ftê t.

ÜJttan tarnt fragen, ob bie« bieffeicfyt eine 
©renjfage ift, in mefd;e eine bemegficfye ©ecante 
and) bloß baburd) gebracht mirb, bafi man ifjr 

©efynenftüd alfmäfyfid? in jenen einigen ^unft äufatnmenfcfyrumpfen fäfjt. 
Ober genauer gcfprod)en: 2Berben bie ©ntfernnngeii bepimmter fünfte 
biefer ©raben bon einer bemegfid)en ©ecante bief(eid;t bfofi babnrcf> un* 
enblid) ffein,1) bafi man ba« ©efjuenftüd ber teueren bei bem in 9?ebe 
ftefjenben $rei«punft nnenbfid) ffein nimmt?

Die 33eantmortung biefer ^rage ift für bie (tfrfennung ber ßigem1) b. b- Meiner ats eine beliebig Mein gegebene um?evänberlicf)e @tiec!e. l̂rit^metif §. 34. 93ergt.
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fd)aften bc« Greife« Don weittragenber Söebeutung. ©ic fällt, wie bie 
analoge grage bet Dielen anbevn Eurben1) (frummen Linien), bejaljenb 
an« (§. 1 1 1 ). —  E« giebt aber and; fowoljl fold;e frumme Sinien, bei 
iDe(d;en bie ©ecante bitrd; einen Eurbenpunft beim 3 ufammenfd;rimibfeu 
tl;re« ©eljnenftüds Derfbfyiebenen (Srenjlagen genähert werben fann, al« 
and; folcf;e, bet welchen eine ©renjlage überhaupt nid;t e$iftirt.

§. 1 1 0 .
0  c f  i  n  1 1  i  o it  e t t .

I. bewegt  fiel; eine (ärabe fo, baf$ bie En t fe rnungen  
jweier beftimmten f ü n f t e  einer feften ©rabett Don il;r 
fdjlieffltd; tle iner werben unb bann Heiner bleiben al« eine 
bel iebig He in  gewählte, uuDeränberltd;e ©treefe, fo Ijcifjt 
bie fefte ®rabe bie ©rcnjlage ber bewegten.

II. Unter ber Xangcntc2) ober ber 23mij;renben einer Sittic 
in einem ^ u n f t  ber te^teren berfteljt mau bie ($renjlage 
einer itttt Ujn brel;barett ©ecante, bereit ©eljnenftüd' a ll *  
mäfylid; Heiner gemad;t wirb al« eine bel iebig H e in  ge* 
wählte,  unDeränberücke ©trede.

I I I .  ®er ißunft, in welchen bie ©ecante ju fammen*  
f k ru m p f t ,  1;ei^t ber 23eiüf;rung«bunft.

IV . S3eim Greife Ijeifjt ber 9Iabiu«, Weld;er nad; bent $e *  
rüfyruug«buufte fü£;rt, 23crüfjrung«rabtu«.

V. 3b>ei Sßtttlel, bereu ©  it in nt e einen 9?ed;ten beträgt, 
Ijeifjeu (5omf.ilcmcntc3) Don einanber.

3  it f ü % t .
I. 3ebe (Srabe ift in 

fcbem ^un f t  if;re eigene 
Tangente.

II. E ine Tangente  
einer frummen V i u i e 
fann jugleid; ©ecante 
fein, aud; im iöeritf;* 
rungSpun f t  burd; bie 
frumme Vtnie Ijinbürd)* 
gefeit.

III.  (Eomblemente gleid; er SBtnfel fittb gleid;.1) curvus, frumnt. 2) tangëre, beriibmt.3) complëre, anfütten, DoUmac(;eR. — $evgt. §. 23.
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§• H l

£)er $ re i«  ^at in jebem fü n fte  eine Tangente; unfc 
ä w ar i ft e8 biefenige ©rabe, welche in bem fraglichen 
3ßunlte auf bem 9fabiu« fenfred)t ft elf t.

33 rf. (5« ift ein ^rei^ um C, unb 
in einem beliebigen fünfte A beffeiben 
auf bem 9iabtu$ CA bie Senfrechte AB  
gegeben.

Seif. A B  ift eine Tangente re« 
Greife« im fünfte A.

33 ew. îefft man um A einen 
$rei« mit beliebig fleinem 9iabiu«, fo wirr 
ber $rei« um C in jwei fünften ge= 
fdfnitten (§. 51, 3. II),  unb ber (Straff! 
AD, melier burch ben einen Sdfuittpunft 
D hinburchgefft, wirb eine Secante, bereu 
Setfnenftüd AD  beliebig fleiu ift. $äl(t 
man bann CE F A D , fo wirb A E = \ A D  

(§. 102, 3. I), mithin ebenfall« beliebig flein. iSnblich mad;e man auf 
A B  bie Strecfe A F  =  AC  unb fälle FG  1  AD.

9tun ift /_ FA G  — /_ A C E , weil fie beibe (Somplemente be« 
/  CAE  finb, ferner /_ A G F  =  CEA  al« Rechte, unb A F  =  CA 
nach bw ßonftr.; mithin:

A  A FG  =  A  CAE, FG  =  A E  . . . [wies] unb §. 59.
3Beil baher FG  ungleich mit A E  unb AD  beliebig Kein wirb, fo 

ift A B  bie ©renjlage ber Secante AG  (§. 110, 3). I), wenn man beren 
Selfnenftud AD  fo abnehmen läßt, baß e« Keiner al« eine beliebig Kein 
gewählte unberänberliche Streife wirb; m. a. 3B.: AB  ift eine Tangente 
im fünfte A. (§. 110, 3). II.)

I.

f d j r f n h  I I .
Gr if ft  eine ®rabe einen $ re i«  fo, raff ber nach £iem 

£refff>unft gezogene 9iabiu« nidft auf i^r fentrebht fteht, 
fo höt fie nodf einen ^weiten 33unft mit bem Greife gemein.

33 r f. 3)urch ben 33unft A be« Greife« um C geht eine ®rabe AB, 
welche nicht auf bem 9tabiu« CA fenfredft fleht.

33eh. AB  hat mit bem Greife nod) einen ^weiten ^unft gemein.
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Sem. ®a CA nad? ber Srf. nicfyt 
fenfredjt auf AB  ftefyt, fo giebt eg eine 
bon CA berfdjiebene ©entrechte CD $u 
A B  (§. 24, ¢.). Serboftpelt matt ferner 
bie ©trede AD  über D  fyinaug unb jiefyt 
nad? beut fyierburd? gewonnenen ^unft A' 
bte ($rabe CA ' , fo ift 

A  CDA' =  A  CDA . . . («tu»), 
mithin: CA' — C A , b. I).: A' ift ein 
^weiter ©djmittpuntt beg Greife« mit AB.

3 n f ä 1 1
I. £ )er Ä'retë f>at in febettt ^itnft nur eine Tangente, 

(ncljntlicfy biefenige, welche auf betn 33eritfyrunggrabiug 
fenfrecfyt ftefyt).

—  jDenn ba febe attbere burd; ben ^unft beg ÄreifeS t̂nburc *̂ 
gefyenbe ®rabe bett Hreid nod; einntat fcfyneibet, ein britter ©dmittpunft 
aber Überlauf?! nid)t mögtid? ift (§. 49, 3- ü), fa fönnen bei einer 
folgen ©rabett nid)t jtoei ©djmittyunfte in einen einzigen jufammen  ̂
gefallen fein.

II. 3ebe $ r e ig t ang en te  liegt ganj att^er^alb beg $reig*  
fetb eë.

—  Sergt. §. 49, 3 . II.

§• 112.
D e f i n i t i o n .

Unter einem 2lbfd)nittéminfel berftefjt man einen fotzen, 
beffen © f e i t e t  in ber K r e i s l i n i e  l iegt, unb bon beffett 
©djenfeln ber eine eine ©eljne, ber anbere aber eine £ a n *  
gente berfetben ift.

£)er 2lbfcbuittgminfel fiejit auf bem Sogen, fd)lie§t einen 
Sogen ein, welcher in feinem Selbe jwifdjen feinen ©d)enfeln 
l ie g t ,1) bon beut einen ©d;enfel  big jum anbern reicht.

l ’ e l j r  fafe.

Seber Slbfcfynittgwinfel ift gteid; berJpälfte begfenigett 
(Sentriwinfelg, welcher mit ifym benfeiben S ogen  einfd)lief?t.

1) SBetgl. bte Stnmerfung ju §. 38.

>
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Sem. ($efyen bom ^unfe A be« Greife« um O eine @ef)ne A B
unb eine Tangente AC  fo au«, baft bev 
2Ibfd)nitt«miufe( BA C  fpifc ift, fo ift 
ber Sentriminfel AOB, metdjer mit bem 
2Ibfd)nitt«minfel B A C  benfetben Sogen 
A X B  einfcfyliejit, concab unb £>reiecf«= 
minlet im gteidjfcfyenftigen A  AOB. 
$äßt man nun OB _L A B , fo ift 
l  AOD =  ^ / .  A O B .. .  (§. 30,3.1). 
9?un ift aber im A  A O D , weit 
/_ D  =  jz ift, ber /_ AOD (£om> 
ptement bom /_ OAD (§. 7 6 ); unb 

ferner ift ber /  B A C  Gombtement bom /  OAD (§.111, 3-1)- 
SZittjin ift:

/  BA C  =  /_ A O D =  \ /_  AOB 110, 3 . III.
hiermit ift ber ©afe für einen fpifeen 2Ibfd)nitt«minfet bemiefen.

£)er ftnmpfe 2tbfd)nitt«minfel B A C , me(d)er ^ebemoinfet be« fpi^en 
BAC\\\, ftetjt auf bem Sogen AYB, unb auf bemfetben Sogen fteljt ber 
conoejre Gentriminfet AOB. Sejeicfynen mir biefen conbejen Gentrimiufet 
mit y, mäfyrenb ber concaoe x ^ei^e, fo ift

x -I- y =  2G ,
mäfyrenb

/  BA C  +  /_ B A C  =  G , el / _ B A C + ' l / _ B A C = * L S >  
ift. aWit în muf? megen ber foeben bemiefenen ©teid)ung

x =  2 ■ /_B A C
ber conoê e Gentriminfet y — 2 • /_ B A C
fein.

SBäre fctyUejsltd) /_ BA C  =  a  , atfo bie ©efyne A B  ein 'Durfy* 
meffer, fo ginge

/_ A OB =  G =  2 jQ.
Terror, fo baf? unfer ©afc aucf> in biefem bisher nod) nid)t ertebigten ftatt 
richtig bleibt.

3eber 2lbfd)nittëminfet ift gteid; ber f)ätfte beë Gentri* 
minlet« auf einem congruenten Sogen.
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§ .  1 1 3 .

0 r fitt 1 1 i o tt.
U n t e r  e i n e m  f ß e r t y f K t t C t t u n f c l 1) o e r f t e f j t  m a n  e i n e n  f o l g e n ,  

b e f f e n  © R e i t e l  a u f  b e m  G r e i f e  l i e g t ,  u n b  b e f f e n  © d ) e n f e l  

© e f y n e n  f i n b .

f c l j r  fa|.
3 e b e r  ^ ß e r i p l j e r i e m i n f e l  i f t  g l e i c h  b e r  £ ) ä l f t e  b e g j e n i g e n  

S e n t r i m i n f e U ,  m e l i e r  m i t  i f y m  b e n f e l b e n  9 3 o g e n  e i n fc fy l i e f j t .

93 r f .  3 m  Greife u m  C  ift Z  A P B  
irgenb  ein ^eripfyeriettnnfel, unb  /_ A C B  
ber S e n t r iw in fe t  au f bemfelben 93ogen 

A X B .
93 etj. (Së ift

Z  A P B  =  |  Z  A C B .
93 em . 9 J Ian  siefje ben 9 ia b iu 8  C P  

unb  lege burd) P  bie T a n ge n te  Q P R  
a n  ben $ re i$ .  —  £ )e r  ^ u n t t  Q ift fo 

g e m a ilt ,  bajj bei* 93ogen A Y P , au f 

m e in e m  ber 51bfd)nitt8nnnle l A P Q  ftefyt, 

fid) m it  bem 93ogen A X B Z P  ju  einem  

ganjen  Greife ergänzt.

d ie je n ig e n  (Sentrim infe l, welche auf ben 93ogen A X B ,  A Y P ,  B Z P  
ftefjen, teollen m ir  bejieljungëtoeife burd; x, y, z bejeidjmen. d a u n  ift :  

Z  Q P A  +  Z  A P B  +  Z  B P R =  G .......................... §. 3 9 ,  3 . I I ,

— 1 [y 4- x 4- z ) . .  §. 39, 3  vi,
—  \ y  4 -  \ x 4 -

unb  fe rn e r:

I Q P A  4 -  / _ B P R = \ y  +  | z ;  . § . 1 1 2 ,  8 .,

m it h in :

z  A P B  =  \ x  . . . . 2 0 ,  V I I .

0 tt f ft 1 1 .
I .  511 e ^ e r i ^ e r i e t o i n f e l  a u f  b e m f e l b e n  o b e r  a u f  c o n *  

g r u e n t e n  9 3 o g e n  f i n b  g l e i d ; .

I I .  S l b f c f y n i t t ë m i n f e l  u n b  ^ e r i p f y e r i e m i n f e i  a u f  b e m *  

f e l b e n  9 3 o g e n  f i n b  g l e i d ) .

1) 7repupépeta, bie ÄreiSlittie.
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I I I .  3m unüberfd)tagenen ©ebnen» 
biered finb bie (Segenwinfet paar» 
weife ©upptemente bon einanber. —  
3 n  t^in finb bte ©ummen bev ®egen» 
Win f et gteid;.

—  Denn bte jugehörigen (Sentriwinfet 
ergänzen fid) paarweife ju jwei ®e* 
ftredten.

IV. 3eber ^ e r ipheriewinfef  auf einem £)atbfrei$ (über 
einem Durd)nteffer) ift ein Deuter.

—  Denn ber jugefyörige (Sentriwinfel ift ein ©eftredter.

â ri) o 1 i r.
®eht man auf ben begriff ber Dangente unb be$ 2lbfchnitt$winfetë 

jttritd, fo erfennt man, baft bie I unb H  burdjaus nichts 23er*
fcpiebeneg auëfagett; benn ber 5lb» 
fchnittswinfel A B B ' ift eben fo* 
wotjt ein ^eripbeviewinfet, wie 
ber Z  A PB, nur baf$ baé ©ebnen» 
ftüd be8 einen ©d)enfcté in einen 
^untt äufammenfd;rumpft, unb fo» 
mit bie ©ecante P B  jur Dangente 
B B ' geworben ift. —  finbet 
im Moment biefeS Vorganges feine 
23eränberung in ber ®röfte beë 
2Binfetè ftatt, weit bie ©ecante 
P B  fiep nach §.111 bei ber 2ln» 
näperung bon P  an B  allmählich

2Iuch nach bem Durchgänge beé auf bem Greife berfrf>obenen fünftes 
P  burcp bett ß̂unft B  I?at fid) ber SBinfet, welcher bon ben Dichtungen 
PA  unb P B  gebUbet wirb, nicht geänbert. Denn biefer ursprünglich 
A P B  genannte 2ßinfel ift baburd; in eine Vage A PXB { getaugt, bei 
welcher ber ©chenfet P iB y in einem fünfte B  fenfeit« beë ©d;eitelpunfteë 
gleitet; unb eë ift /  APXB { =  /_ A P B , weit beibe Supplemente 
beS 2Binfeté AP^B finb: ber eine nach 3 uf- H I,  ber anbere nach 
§. 39 , 3 . I I I .

ber Dangente B B ' anfchmiegt.
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§. 114. 

f  t \) t f a %.
@te$t ein SÖiufel, metdjer fein ^er ip lje r iennnfe l  ift, 

mit einem fotd;en auf bemfetben S o g e n ,  fo ift er gröfjer 
ober fleiner als  jener, je nacfybem fein © f e i t e t  innerha lb  
ober außerhalb beS KreiSfetbeS liegt.

33 rf. Stuf einem Kreisbogen 
QR fteljen brei SBinfel QPR, QJR  
unb QAR, bereu ©cfyeitel P  in ber 
Kreislinie, J  innerhalb unb A aufjer*
Ijatb beS KreiSfetbeS liegen.

Selj. (5S ift
Z  Q JR  >  /  QPR >  Z  QAR.

Sem. 93?an verlängere bie©rabe 
Q J  über J  hinaus, bis ber Kreis in 
einem fünfte P ' gef dritten toirb, 
unb jielje bie ©eljne P R .  £)annift:
z  QJR >  z  Q P 'iZ  =  Z  Qp E

§. 47 U. §. 113, 3. I.
2 egt man ferner burdj bie brei 

fünfte Q, R, A  einen Kreis —  maS 
angelt, »eit fie nid?t in einer (Sraben 
liegen —  fo fällt P  in baS gelb beS 
teueren, »eit biefeS ben ganzen Sogen 
QR in fiel) enthält. Sftitljin folgt 
burd; Slnmenbuug beS foeben Semiefenen auf ben ipülfSfreiS: 

z  QPR  >  z  QAR.

J  n f ft fe t .
I. Setoegt man einen unoeränberl id)en 3Biufel in ber 

$3eife, bafj jeber oon feinen ©djenfeln in einem feften 
f ü n f te  geführt mirb> fo befdjreibt ber ©dieitel einen Kreis. 

—  £)enn nad) bem foeben bemiefenen ©afc mirb ber Söinfel größer 
ober fteiner, fobalb fein ©cfyeitel aus ber Kreisbahn IjerauStritt.
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II.  £>er geometrifd)e O r t  ber 
b v 1 1 1  e n ö d e n  a l l e r  S) r e i e d e, 
ir e tcfy e eine ©eite gemein n n b 
bereit ©eg ento intet gleid) groß 
l)aben, ift ber S o g e n  eine« ftrei«* 
abfd;nitt«, jit toeld)em jene ©eite 
at« ©efyne gehört.

I I I .  Um lebe« S i e r e d  (burd) bie 
©den jebeö Siered«), in meid) ent 5 tt>ei 
©egentoiitfel ©upplemente oon ein* 
anbei* finb, läßt f i e i n  Ä re i «  be = 

reißen.

—  £>enu legt man, toentt 
Z 5 + / D = G  

gegeben ift, einen $rei« burd; brei ©den 
A ,B ,C  nnb conftruirt ein ©eßneuoiered 
ABCD', fo ift auch Z  B  +  Z  & =  G 

(§. 113, 3 . H I), mithin /_ D  =  /  D '. £>al;er liegt D  ttad) bem 
obigen £et)rfa£ auf bem $rei«bogen A B C .

§. 115.*

1* e I) r f it I .
©dineiben fid) jtoei Greife, oon benen ber eine fein 

©entrurn auf bem anbern l)at, fo ift bie ©ntfe rnung  eine« 
feben f ü n f t e s  be« legieren oon bem einen @ d)n i t tpunf t  fo 
groß, loie ba« stoifd)en beiben Greifen l iegenbe © t ü d  ber 
©raben,  toeld)e oon il)m au« burd) beu jtoeiteu ©d)nitt*  
punft gejogen ift.

23 rf. $)ie beiben Greife um C unb um 0 , oon betten ber erftere 
fein ©entrurn C auf bem jtoeiten fyat, fd)neiben fid; in A unb B. 23on 
A au« ift eine ©rabe gezogen, toeldbe fid) mit bem Greife um 0  in P  
unb mit bem Greife um C in Q fcbneibet, unb frfiließlid; bie ©trede PB .

Sei). ©« ift PQ =  PB.
Seto. ©« finb —  oorau«gefe|3t, baß niĉ t jtoei oon ben fünften 

A, P, Q jufatnntenfallen —  brei $ätle lnöglid;:
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I. P  liegt ättnfcfyen A unb Q. 
9J?au jtê e CA, CB, BQ, (Dann ift 
int Greife um 0 :
/  A CB — /A P B , . . §. 113, 3 . 1, 
imb im Greife um C\
/ A CB =  2 - /A Q B ; §.113,8. 
mithin:
/  A P B  =  2 ■ /A Q B ,
unb fcfy(iefjüd) beim A  PQB  nacfy
§. 76, 3.:
/ P B Q = / A P B —/ A Q B = / A Q B ,  

PQ — P B  . . . §. 59.

II. Q l iegt  jtoifcben A unb P. 
9)?an giefye CA, CB, BQ. £)anu ift 
im Greife um O :
/ .A C B -b / A P B — G, §. 113, 3. I I I  
unb im Greife um C, menu man unter 
Z A CB  benfetben concaoen Söinfel, mie 
notier, oerftebt:
2G  - /A C B  =  2-/ A Q B ;§.113,8. 
mithin burcb (Summation:
2  G + / A P B  =  G +  2 - / A Q B ,

G —  / A Q B  =  Z  AQB — /  A PB, 
/ P Q B  =  / P B Q  . . .  § .76,3. 

P B  = P Q .........§59 .  III.

I I I .  A l iegt jmifcfyen P  unb Q. 
äftan giebe CA, CB, BQ. Dann ift 
im Greife um O, inbern man unter 
Z ACB  ben concaoen 2öin!et oerftebt: 
/ A C B - C / A P B ^ G ,  §.113,3.111 
unb im Greife um C:
/ A C B  — 2- / A Q B  .. §. 113,8. 
alfo burd> Subftitution be3 (enteren 
2ßertbe$:
2 - / A Q B  +  / A P B = G ,  
alfo:
2 / A Q B  =  G — / A P B ,
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baljer, menn man baS A  CAB  ins Sluge fafft:
2 ■ /_PQ B — /_ PQ B  +  Z .PBQ  . . . §. 76,

/_PQ B =  /_ P B Q .....................§.20, V II,
P B  =  P Q ........................... §.59.

Satten fd)tiefflid) jmei non ben fünften A , P, Q jufammen, fo 
merben bie ©äfcc non ben ^ertyfferieminfetn burcfy biejenigen non ben 
2lbfd;nittsn)infetn erfefct.

§. 116.
3 1M f Q a h t u .

I. Stuf einer gegebenen © raben  in einem gegebenen 
‘ißunft bie ©entrechte ju errieten.

Sinai. ©tetyt A Y  ±  A X , fo 
muff ber rechte /_ X A Y  burd? ipinju* 
fügung irgenb eines burcfy A fytnburd  ̂
geljeubeu Greifes ein ^eripfferieminfel 
auf einem ipalbfreife merben (§. 113, 
3- IV  u. §. 114, 3- I)/ u>enn man 
baS Zentrum C nur nicfyt in A X  ober 
A Y  annimmt. ©er©cfynittyuuftZ> beS 
Greifes mit A X  beftimmt ben ©urdj* 
meffer DCB, auf meinem ber redete 
^erip^erteminfel DAB  ftefyt.

II. 23on einem gegebenen ^ u n f t  aus auf eine gegebene 
©rabe bie ©enfred/te ju falten.

I I I .  ©inen $ r e i s  ju conft rui ren,  melcfyer eine gegebene 
©rabe in einem gegebenen ^ u n f t  berührt  unb eine oon 
biefetn auSgetjenbe gegebene ©trede jur ©efyne l)at.

Sinai. 3ft AC  bie ©angente unb 
A B  bie ©efyne beS gefuchten treifeS, fo 
liegt bas Zentrum O einerfeits fenfrecfyt 
über bem fünfte A oon AC  (§. 111,3-1), 
anbrerfeits fenlredd über ber Sftitte M  
oon A B  (§. 102, 8. II). ©a bie beibeu 
©entrechten conftruirbar finb, fo fann 
man mithin baS Zentrum 0  unb ben 
fftabius OA finben.
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IV . (Sinen $ r e i s  ju seidenen, welcher über einer gege* 
benen ©elfne einen gegebenen '’ßeripfyerieminfel fajjt.

f

Sinai. 3ft A B  bie gegebene ©elfne 
unb /_ A P B  ter gegebene ^eripfjeriewinfet, 
jo ift ber SlbfctynittSminfel BACtzm  lederen 
gleich (§. 113, 3- H) • £>a man nun bie
(Srabe AC  unter bem »erlangten Söinfel an 
A B  fyeranlegen fann (§. 65), fo fommt bie 
Aufgabe auf bie »orige jurüd.

V. (Sin 3ü>reiecf ju conftruiren, für welches ein SBinfel, 
beffen (Segenfeite unb bie auf ber lefcteren ftelfenbe Jpölfe 
gegeben finb.

Sinai. 9Iad) I I  ift über ber ge* 
gebeuen ©eite A B  até ©efyne ber $reis 
conftruirbar, welcher ben »erlangten 
SBinfel ACB  als ^ert^erietüinfel fafjt, 
fo baff biefer eine Ort beS fünftes C 
gefunben werben fann. SlnbrerfeitS ift 
bie im Slbftanbe CD »on A B  tiegenbe 
parallele ju A li ebenfalls conftruirbar.
9ttitl)in ift bie (Sde C als IDurcfyfcfynitt 
jweier conftruirbarer Linien beftimmt.

V I. * ( S in£ ) re ied  ju conftruiren, für me ines eine ©eite,

beren (Segenminfel unb bie [ ® ™  ™ \ n  ̂ }  ber &ei fceu anberen 

©eiten gegeben ift.
—  Slnaltyfis burcfy SJejugnafyme auf Slufg. I I I  unb §. 115.

§. 117.
ü? e t) t f a I I.

SSon febem ^ u n f t  außerha lb  eines ÄreifeS unb feines 
^ re iS fe lbeS  giebt eS $wei Tangenten  an ben $reiS. 3Ifre

SBorpifcfp, 61fmente Per SDJat̂ cmalif. 9
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Sängen  bi s  $u ben SÖerüfyrungSpunften f inb gleid?, unc 
iljr 2ötnfet wirb burcfy bie nacfy bent Zentrum füljrenbe 
©rabe halbiert.

25 r f. @S ift ein ^reis um 
bas Zentrum C , unb außerhalb 
beS Greifes unb beS ÄreiSfelbeS 
ein ^unft P  gegeben.

$efj. 25ort P  aus taffen 
ficfy an ben $reis jmei gleich lange 
Tangenten legen, bereit 2öinfel 
burcfy bie ©rabe P C  halbiert wirb.

39 ew. (Sonftruirt man ben* 
jenigen ÄreiS, melier P C  jum 

£)urd)meffer Ijat, fo fdjneibet berfelbe ben $reis um C in Weber meljr 
nodj weniger als jwei fünften B  unb B' (§. 51, 8 . I I  u. §. 104, 3- I). 
£>ann ift:

Z  P B C  =  Z  PB'C  =  113, 3. IV ,
unb beSfyalb finb bie ©raben P B  unb P B ', weil CB unb CB’ Labien 
beS Greife« um C finb, Tangenten beS lederen (§. 111, 8 . I).

ferner ift:
A  PC B  =  A  PCB'\ . . . .  [Ssw)t 

mithin: P B  =  P B ’, Z  CPB  =  Z  C P B '.

ß  t  \) t  f  it % I I .
ha lb i e r t  man ben SBinfef ber beiben oon einem ^un lte  

aus  an einen Äre i S  gezogenen Tangenten,  fo gefyt bie 
H a l b i e r u n g s l i n i e  burd) baS Zentrum.

—  ®enn jiefjt mau bie ©rabe P C  öom 2luSgangSpunfte ber 
Tangenten nadj bem Zentrum, fo halbiert biefe ben £angentenwinfel 
BA B'\ unb eine jweite Halbierungslinie beffelben SBinfelS giebt es nid)t. III.I I I .

3 ie^t man oou einem fün f te  aufterfyalb beS Greifes  
unb beS ^reiSfelbeS nacfy bem Greife eine ©rabe, welche 
einer Tangente  »on i^m aus an ben Äre i S  gleich ift, fo ift 
biefelbe eine Tangente beS Greifes.

—  ®enn ift P B  eine Xangente, unb P B ' — P B , fo ift nacfy 
ber erften Slnnafjme Z  P P C  — jz , unb nacfy ber jroeiten A  P P C  
=  Z  P P C  . . . (3s) ; mithin ift aud) Z  P P C  — atfo PB ' 
eine Xangente (§. 111, 8 . I).
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£z\)t IT .
D ie  §a tb ie ru ng« l i n i e  eine« conca&en VSinfel« tft ber 

ge ometrifctye O r t  ber Zentren alter Greife, welche bie 
©chenfel beffetben ju Tangenten  ^aben.

Ö rij o li  e.
33erfĉ >iebt man ben ^unft P, twn welchem bie beiben Tangenten an 

ben $rei« um C au«gehen, bi« er auf biefen fällt, fo gehen jene in bie 
beiben Dichtungen ber einen Sangente über, welche nach §. 1 1 1  bann 
nur üorfyanben ift.

§. 118.

A u f g a b e .

V on  einem f ü n f te  außerhalb eine« Greife« unb feine« 
gelbe« bie beiben Saugenten  an benfelben ju sieben.

—  Stnaltyfi« burd) §. 117.

§. 119. 

tfa%.
(5« giebt einen einzigen ®rei«, welcher a11e brei ©eiten 

eine« D re ied «  jwifchen ben Giden berührt, unb aufjerbem 
brei  Greife, oon benen jeber eine ©eite jmifcfyen ben öden  
unb bie beiben anbern in ihren Ve r länge rungen  berührt.

Vrf. Gr« ift ein A  A BC  
nebft ben Verlängerungen B B ' 
unb CC' irgenb jweier ©eiten 
A B  uub A C  gegeben.

Veh- Gr« giebt einen ein» 
jigen $rei«, welcher bie brei 
©eiten be« Dreied« A BC  $wi» 
fd?en ben ©den berührt, unb 
einen einzigen ^rei«, welcher 
bie ©eite B C  jwifchen ben öden 
unb außerbem bie Verlänge» 
rungen B B ' unb CC' ber an» 
bern ©eiten berührt.

Vew. Dach §. 117, 8 . I V  liegt ba« Gientrum jebe« Greife«, welcher 
bie ©tragen A B  unb AC  berührt, auf ber §a(bierung«(inie be« /  BAC, 
unb ba« Gientrum jebe« Greife«, welcher bie ©tragen BA  unb B C  berührt,9*
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auf ber £a(bierung«ünie be« Z  A B C . Die beiten genannten Halbierung«* 
linien fdjneiben fich in einem fünfte 0  be« Dreiecf«felbe«, weil biefe« ber 
einzige ben beiben halbierten 2Binf elf eitern BA C  unb A BC  gemeinfame 
Xfyxi ber (Sbene ift, unb jwar al« ®rabe nur in einem ‘ißunft. Daher 
ift 0  ba« Zentrum, unb jwar ba« einzig mögliche Zentrum eine« Greife«, 
welcher bie brei ©eiten AB, AC, B C  jugleidj berührt.

3ieht man ferner aufjer ber fdjwn »orhanbenen Halfnerung«linie AO 
be« Z  B 'A C ', auf meiner ba« Zentrum febe« bie Strahlen AB' unb 
A C  berührenben Greife« liegt, nod) bie ^>albterung«binie be« /_ B 'B C , 
fo liegt auf biefer nach §. 117, 2. IV  ba« Zentrum febe« Greife«, welker 
bie ©tragen B B ' unb B C  berührt. Mithin liegt ba« Zentrum eine« 
Greife«, welcher CC', B C  unb B B ' berührt, bort, wo bie beiben $aU 
bierung«linien fid) jd̂ neiben. Da  bie lederen ®rabe finb, fo giebt e« 
höchften« einen ©chnittpunft, alfo hö«hften« einen $rei«; unb 
einen ©chnittpunft giebt e«, weil

Z  CAB +  /  CBA  <  G . . . .  im A  ^ B C  
A Z  CAB  +  1 Z  CBA  <  * ,  

b. i . : Z  OAB +  Z  OBA <
alfo: Z  AGB  =  2 jQ, —  (Z  OAB +  Z  OBA) >  ,e . . . (§. 76) 
ift, fo bag AO nicht ebenfall« auf BO  fenfredjt fteht, wie bie Halbierung«* 
linie be« Z  B 'B C  (§. 39, 3- V). 21ufjerbem liegt Ov im gelbe ber 
gigur B 'B C C ' , weil unter ben Skchfelwinfeln OxBO  unb BOA  ber 
ledere ber größere ift (§. 84, 3- V I).

D e f i n i t i o n e n .
I. derjenige $rei«,  welcher bie brei ©eiten eine« D re i *  

ecf« jmifdhen ben (Scfen berührt,  h ^ i^t ber innere Veruhrung«* 
frei« ober ber ctngcfchricbene Ärei« be« Dreiecf«.

II. De rjen ige  $re i« ,  we lke r  eine Dreiecf«feite nnb bie 
V e r länge rungen  ber beiben anbern berührt, h ei§t ber an 
jene ©eite angefehrtebene Ärei« ober ber äufjere 23cruhrung«frei« be« 
Dreiecf« an jener ©eite.

3 n f it 1 1 ♦
I. D ie  brei H<*f&ierung« l in ien  ber 2ßinfel eine« 'Drei* 

ecf« fchneiben fich in einem Vnnft,  Neffen 2 1bftänbe oon ben 
©ei ten  gleich finb.

II. D i e  H a lb i e ru n g « l i n i e n  eine« Dre iecf«win fe l«  unb 
ber 2 1ufjenwinf et an ben beiben anbern (5 den fd;n eiben fich
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in einem ^ u n f t , beffen Slbftänbe bon ben brei ©eiten 
gleich finb.

I I I .  3ebe$ £)reiecf fjat einen inneren unb brei äußere 
SöerührungStreife;  bie Zentra len  ber b e t r i e b e n e n  ®rei$* 
paare fte^en auf einanber fenfred>t.

—  £)enn außer bem inneren Söerüljrungäfreife um 0  gehört noch 
ju jeber ©eite ein äußerer um bie Zentren Oi , 0 2 , 0 3 ; unb bie 
Zentralen finb paartoeife £)atbierung0tinien jtoeier Memrinfel, mesljmlb 
nach §. 39, 3 . V :  OOt _L 0 2 0 3, 0 O2 _L O ^ ,  0 0 3 _L 0 tO2.

IV . @8 giebt einen einzigen $ r e i $ ,  welcher eine jmei* 
mal gebrochene öiuie in brei f ü n f t e n  berührt.

§. 1 2 0 .

31 it f g a b t .
3Me einzelnen ^e r ü ß ru n g ë t r e i f e eine« gegebenen £)rei* 

ecE0 ju conftrniren.

Sinai. £)urch §. 119 finbet fid; bie Sage jebeS (Zentrums. £)er 
ÜlabiuS ift nach §. H l  ber ©entrechten bem Zentrum auf eine £)reied$* 
feite gleich-
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§. 1 2 1 .* 

c Jj r fft 1*.
X)te brei Jpöljen eine« feben £)reieds fcfyneiben ficfy in 

einem ^ßuntt.

33 t f. (§S ift ein A  A B C  
mit feinen brei Rolfen AAy, B B ir 
CCy gegeben.

33 elf. £)ie ®raben A A lf 
B B y , CCy gelfen burdf einen 
‘ißunft.

33 em. 3ielft man bte (traben 
A yB it ByCy, CyAx , jo entfielt 
ein A  AyByCy.

2Bar nun baS gegebene A  A B C  
fpityüinfüg (mie in ber erften ftigur), 
fo halbieren feine ^öfyen bie SBinfel 
be« /S AyByCy, mar es ftumpf* 
minflig (mie in ber jmeiten f$igur) ̂  
fo halbieren fie einen SBinfel beS 
/ \  AyByCy unb bie Slufjenminfet 
an ben beiben anbern (Scfen, unb 
barauS folgt bie (Sültigfeit ber 33e* 
Ifauptung nad> §.l 19,,3.1 oberB-II.

Um jebod? ju bemeifen, baf? in  
ber erften g t gu r  bie 3öinfel beS 
A AyByCy bon ben £)ölfen beS 
A A B C  in ber £fyat halbiert mer* 
ben, bead;te man junäc f̂t, bafc bie 
Greife mit ben£)imbmeffern^lß unb 
A C  bejielfungSmetfe burd? Ay,By 
unb burdf Ay.Cy gelfen, meil bie 
3öinfel an ben guffpunften A lf B lf 
Cy ber §5^en iKedfte finb. £)ann 
ift im erftgenannten Greife als 
pberietotnfel auf feem 33ogen ABy i 

/  AAyBy =  /  ABBy ,
unb im jmeitgenannten Greife ats 'ßeriplferieminfel auf bem 33ogen A C y : 

Z  AAyCy —  /_ ACCy.

www.rcin.org.pl



1 3 5

Ohm ift aber
Z  A B B i =  Z  ACCX, 

weil biefe Söinlet bejieljungëweife im
A  A B Bi unb im A  ACCX

Komplemente beë ten festeren gemeinfamen /_ BA C  finb. Sftitfyin ift: 
Z  AAXB X — Z  A A fC i;

b. fy. ber bel iebig gemähte Z - ^ i ^ i ^ i  beg /S  B\A \CX wirb 
b u r $  bie ^ugefyörige Höfye be$ A BA C  halbiert.

3n  ber jweiten g i g u r  ift ber 33ewei$ für bie Halbierung be$ 
l_ByA xCx bem obigen ganj gleibfylautenb, nur bafj bie 3Binfel A B B X 
unb ACCx als Komplemente bon ©bfyeitelwinfeln gleich finb. Unb eS 
änbert ficfy ber 33eweiS bafür, bafj eine jweite Hölje , etwa B B X, ben 
21ufjenwin!el beS / S A XB XĈ  halbiert, nur wenig ab, nacfybem man ben 
$reis über bem £)urd?meffer B C  conftrnirt fyat, melier burcf> B { unb 
Cx gefyt.

3 tt fit %t.
I. £)ie brei Greife, welbfye bie ©eiten eines IDreiecfë 

ju £)ur bpmeffern fyabeu, fbfyneiben fidj> paarweife jum 
^weiten 90¾ale in ben £)reie<fSfeiten ober in ben V e r l a n ge *  
rungen  berfelben, nefymlibfy in ben gufjpunften ber ®re i*  
eblsfiölfen.

II.  £)ie Kbfen eines £)reiecfs finb Kentren  oon 33erüfy* 
rungs f re i fen  bes gufjpnnl tenbreleds  ber Höllen.

§. 122 .

Ce l j r f a^  I.
3n  febem einem Greife umfbfyriebenen £angentenoierecf  

finb bie ©ummen ber ©egenfeiten paanoeife gleicfy.

33 rf. £)aS A  ABGD  enthält in 
feinem gelbe einen ^reis, welcher bie 
©raben AB, BC, CD, DA  bejiel?ungS= 
weife in E, F, G, H  berührt.

33 efy. KS ift
A B  +  CD =  AD  4 - CB.

33etc. Obcfy §• 117, S. I  ift:
A E  =  AH, B E  =  BF, C F  =  CG,

D G  =  DH.
3ft nun baS A  ABCD  conoep, wie in

B

D
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ber erften Stgur, fo ^at man baber:
A B  +  CD =  A E  +  B E  +  CG +  DG  

=  A H  +  B F  A -C F  -f- D H  
=  [AHA-DH) +  [CF +  B F) 
=  AD  -f- CB.

33efi£t aber ba« £] ABCD  bet D  einen 
conoê en Sötnfet, toie in ber jtoeiten ^igur, 
fo tft:
A B  +  CD =  A E  +  B E  +  CG — DG  

=  A H  A- B F  A -C F  — D H  
=  [AH — DH) +  [CFA-BF] 
=  AD A- CB.

3 tt fii | ¢.
I. © i n b  bie ©egenfeiten eine« £angentenoierecf« 

paral le l ,  fo ift e« ein $Kbombu«.

—  £>enn bann ift nach §. 8 8 , 3 - 1 : 
A B =  CD, AD =  C B ; 

folglich nad) bem Obigen:
2 • A B  =  2  • AD, A B  =  AD.

II.  31 uf jeber £)reiecf«i 
<Scfe unb bem 23erübrung«b 
gteicf> ber ® i f fe renj  au« t 
ber ©e^genfeite jener (5de.

£

eite ift bie ©trede jtoifdben eir.er 
unft  be« eingefdmebenen $ r e i ;e« 
em falben 'Dreiecfëumfang unb

—  Denn ba« Oreiecf täfjt 
anfeben al« ein 33ierecf, in metcbem ein 
SBinfet =  G ift. ‘Denft man 'idb 
beifpietéweife bie brei fünfte D, G ,H  
be« obigen 93iere«f« in einen 33erib* 
rung«punft jufammengefcbobeu, fo ift 
ber balk £)reied«umfang:

5 =  AD  +  B C  =  A B  +  CD 
alfo : AD =  s —  BC, C D = s  — AB.
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©inb  in einem 33ierecf bie ©ummen ber ©egenfeiten 

paarmeife gteicfy, fo giebt es im 93ieredsfelbe einen ein» 
Sigen $ re i s ,  meldfer alte oier ©eiten berührt  (alte oier 
©eiten fetbft, ober jtoei ©e i ten  unb bie Ve r längerungen  
ber beiben anbern).

93 rf. 3m £} A B C D  ift: A B  4- C D  =  A D  4- C B .
93 elf. 3m $elbe beS Vierecfs liegt ein $reis, meldfer bie oier 

©raben A B ,  B C ,  C D ,  D A  berührt.
93 em. (Sonftruirt man ben Äreis, melier bie smeimal (in A  unb B) 

gebrodene Öinie D A B C  in brei fünften berührt (§. 119, $. IV ), unb 
Steift oon C  aus bie jmeite Tangente C X  an biefen ÄreiS, fo ift jtüeiertei 
benfbar: erftenö, baff bie ©raben A D  unb C X  fidf in irgenb einem 
fünfte D '  fdfneiben; gweitenö, baff fie parallel finb.

©epen mir ben $aü, es gefdfeffe bas (Srftere in ber 2öeife, baff D '  
in ber 9ft$tung A D  liegt —  mas u. 51. 
oorauSfe^t, baff bie ©eite B C  oon bem 
Greife smifdmn B  unb C  berührt mirb —  
fo folgt nacf> 8. I:

A B  4 -  C D '  =  A D '  +  C B , 
unb bieS giebt in 93erbinbung mit ber 
gegebenen ©leicf>ung

A B  +  C D  =  A D  +  C B  

burdf ©ubtraction nad) §. 20, V I I :
als ■ [C D  —  CD ') =  abs ■ [ A D  —  A D ' )

=  D D '\
maS nad) §. 50, 8. I I  nur angelft, toenn C D D '  fein £>reied ift, fonbern 
bie ©rabe C D '  mit C D  jufammenfällt. —  'Dann trifft aber bie 93e» 
Ifauptung su.

9111e übrigen benfbaren gälle, nelfmlid> baff C  jtoifĉ en B  unb bem 
93erülfrnngSpunft ber ©raben B C  mit bem Greife liegen, ober C X  mit 
A D  parallel fein mödfte, faffen mir su» 
fammen. @S merbe B C  über C  InnauS 
fo meit bis su einem fünfte C '  oer» 
länger!, baff bie gmeite oon C ' aus an 
ben treis gesogene Tangente fid> mit 
ber 9fidftung A D  in einem fünfte D '  
fcfyneibet, melier meiter oon A  abftefyt, 
als ber 9ßunft D .

r

B
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£)ann ift nad) Se^rfa^ I :
A B  +  C D '  =  A D '  +  C B

unb nadj ber 33rf.:
A B  +  C D  =  A D  +  C B ,  

folglich burcf> ©ubtraction nad? §. 20, V I I :
C D '  —  C D  =  (A D '  —  A D )  +  [ C B  —  C B )

=  D D ’ +  C C , 
ober: C D ' — C 'C  +  CD +  DD’ .

ü)ie$ ift aber nicht möglich; benn e« ift nad) §. 50, 8. I I I :
C D '  <  C 'C  +  C D  +  D D ' .

2Jfitbin geftattet bie 33orau«fet3ung nicht eine folcfye 8age be« fünfte« 
C, bei weiter oon einem fünfte C  ber 33erlängerung ber ©eite B C  eine 
Tangente an ben $rei« gezogen werten tonnte, weiche bie 33er länge» 
rung »on A D  über D  hinan« (in D ')  trifft. SUfo ift C D  (wenn bie 
^igur ron oorneherein richtig gewidmet wirb) felbft Tangente be« Greife«.

SBeränbert man einen äßinfel eine« einem Greife um* 
fcfyriebenen £angenteno iered«,  ohne bie ©eiten ju änbern, 
fo bleibt e« einem Greife umfchrieben; ber $ r  ei« aber 
änbert fich ebenfall«.

â rij o l ie.
A

“Die Sangentenoicrede, bei weiten ber 33erührung«frei« außerhalb 
be« 33iered«felte« liegt, befî en gan$ analoge (Sigenfdtjaften, wie bie oben
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bestochenen, nur ba§ für bie Summe ber (Gegenseiten beten J)ifferens 
eintritt, mag ba8 Bietecf überfragen fein ober nicht.

aWad̂ t man ben einen Bierecféminfel ju einem ©eftrecften, fo gehen 
bie analogen Sä£e für J)reierfe heroor.

£)infichtlich ber Berührungen hoben mir unfete Slufmerlfamfeit bisher 
benfenigen gälten gemibmet, in melden ein treis mehrere Tangenten hot. 
(£$ folgen pnächft noch einige Säije über bie Berührung mehrerer Greife 
mit einjelnen ©raben unb unter fid).

§. 123.

ü r f i n i t i o n .
(Sine oon jmei Greifen berührte ©rabe  heiß* eine ge* 

m einfam e äu §ere  ober innere J a n g e n t e ,  fe nachbem bie beiben 
Greife auf berfelben ober auf entgegengefesten ©eiten 
ber © raben  liegen. f r i j r f a l  I .

3e §mei Greife, bon benen ber eine nicht ganj im gelbe 
b e $  anbern  liegt, hoben jmei gemeinfame äußere Jangenten; 
unb biefe fchneiben f i b e i  incongruenten  Greifen in ber 
B e r l ä n g e ru n g  ber (Zentralen, mährenb fie bei congruenten 
Gre ifen berfelben pa ra l le l  finb.

Bern. §at man um bie Zentren C unb C' jmei Greife, oon benen 
ber leptere ben Heineren 9tabiuS befi^en unb nicht ganj im gelbe be$

erfteren liegen mag, fo fann man um C einen brüten $teis jiehen, beffen 
SRabiuë ber J)ifferenj ber 9iabien ber gegebenen Greife gleich ift, unb oon 
C ' aus an benfelben bie beiben Jangenten C A  unb C'A{ (§. 117). 
3ieht man nun ben Strahl CA, meldet ben um C gegebenen ftreis in
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B  treffe, itnfc in gleichet 9ftd)tung ben 9fabiuS C'B' =j= CB, enblicfy bie 
©rabe B B ', fo ift baS A  C 'A BB' ein iRecfyted SDenn erftenS ift 
/_ BA C ' =  A , n?eit nacf) §. 111, 3- 1 - X X  — C'A  fteljt, nacfy ber 
(Sonftr. A B — C'B' unb 4= C'B' ift. £>afyer ftdjt B B ' X  CB  unb 
X  C'B', ift mithin gemeinfame Tangente ber beiben Greife, unb $t»ar 
eine äußere. ©ie féneibet bie Zentrale in einem fünfte X  ber 93er' 
längerung, weit fie mit AC' parallel ift (§. 84, 3- II) •

©teilt man bie analoge Setracfytung für bie $igur an, t»eldj>e auf 
ber anbern ©eite ber Zentrale burd) ben ißunft At »ermittelt wirb, fo 
gelangt man ju einer jmeiten äußeren Tangente B lB l'. ®eren Durd^ 
fd>nittspunft X x mit ber Verlängerung ter Zentrale ift aber fein anberer 
als ber ‘ißunft X ,  toeil

A  C'CA =  A  C 'C A j, /  C'CA =  Z  C'CAr, . . .  (Sws) 
mithin:

A  C B X  =  A  CBl X l , CX  =  C X i ............ {wsw)
ift.

©teilt man ficfy enblicb oor, bafj bie £)tfferenj ber Labien CB unb 
C’B' unenblicf) abnimmt, b. i. baf? ber iRabius CA fid; bem ©renjmertlje 
9taH nähert, fo fällt im ©renjfalle bie (Scfe A beS 9iedj>tedS C 'A B B ' 
mit C jufammen, meSfyalb B B ' 4 = CC' unb B XB X 4 = CC' mirb.f  t  \) t  f tt I  I I .

3e jmei Greife, welche ebenfo, mie auch iljre etber,
feinen ^ßunft gemein a b e n , bef i^en 3 1» e i gemeinfame
innere Tangenten, unb biefe fcfyneiben fidt> in ber Zentrale.

iöemeis. $at man um bie Zentren C unb C' jroet Greife, toelcfye 
ebenfo, toie aud) iljre gelber, feinen gemeinfamen ^ßunft befipen, fo liegt 
bas eine Zentrum C' aufjerljalb beS Greife« unb beS $reiSfelbeS eines 
britten, melier mit ber ©umme ber Labien r unb r' ber gegebenen Greife 
um C befd)rieben rnerben mag; benn CC' ift >> [r-\-rx), meil auf 
CC' jmifcfyen biefen beiten Greifen nod; eine ©tretfe liegt. £)afyer giebt 
es »on C' aus an ben £)ülfsfreis jn>ei Tangenten CA unb CAX (§. 117,
8. I). 3iefyt man nun »on C aus ben ©trafyl CA, melier ben ge*
gebenen ®reis in B  treffe, unb in ber entgegengefefcten $Rid)tung ben 
iRabiitS C'B' 4 = CB, enblicC; bie ©rabe B B ', fo ift baS A  C 'A BB' 
ein iRecfyted (aus benfelben ©rünben, toie in 8el)rf. I) unb beSpalb B B ' 
eine gemeinfame innere Tangente.

©ie fdjmeibet fid> mit ber Zentrale in einem fünfte X ,  toäfyrenb 
ber ©cfynittpunft ber Zentrale mit ber burd? Venupung »on A x gefunbenen
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innern Tangente f)eiße. ©aß X x mit X  ibentifdj ift, folgt fcpeß* 
licfy, mie in Seljrf. I, aus ber (Songruenj ber £)reiede C B X  unb CB^X^.

K t  t j r f a l  I I I .
3 ie^t man burd> ben ©djinittpunft einer gemeinfamen 

Tangente jmeier Greife mit ber Zentrale ober bereu 33er* 
lä nge rnng  an ben einen biefer Greife bie jmeite Tangente,  
fo ift biefelbe aud) Tangente  beS anbern Greifes.

—  Denn ift in einer ber obigen Figuren B B ' bie eine gemein* 
fame Tangente, X  beren £)urd)fcßnitt mit ber Zentrale ober mit beren 
Verlängerung, X B x bie jroeite Tangente an ben ®reis um C, fo ift 
Z  C X B i =  /  C X B  (§. 117). ftäUt man bann C B S  ±  X B U 
fo mirb A  X C 'B S  =  A  X C ,B l [tvws), mithin C B S  =  C’B ', 
roeSljatb C B S  ein fftabiuS beS Greife« um C , unb X B S  eine £an*. 
gente beffelben ift.

K t t ) t f a %  IY .
h a l b i e r t  man ben Söinfel ber gemeinfamen äußeren 

ober ber gemeinfamen inneren Tangenten  jrneier Greife, 
fo geljt bie H a lb i e r u n g s l i n i e  burd) beibe Zentren.

—  Veto. burd> §. 117, S. II.

K t \ ) t f a b  Y.
3e jrnei Greife fjaben fyöcfyftenS $wei äußere unb jmei 

innere Tangenten  gemein.
—  üDenn fonft hätten bie beiben Greife in ^olge oon êfjrf. IV  

mel)r als eine Zentrale.
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§. 124.

A u f g a b e .
g ü r  jmei gegebene Greife bie gemeinfamen X a n ge n te n  

ju conftruiren.
—  Slnaltyf. burd) bte ßehrfäfce I  unb I I  in §. 123.

§. 125.
1  ef init iott .

23on jiDet Steifen,  treidle in einem gemeinfamen ^ u n f t  
eine gemeinfame Xangente haben, fagt man, bafj fie ein* anbei in biefem fßunft berühren, unb nennt bie B e r ü h r u n g  eine äu§ere ober innere, je nachbem jene gemeinfame Xangente  
eine innere ober eine äufjere ift.

f c ^ r f a ^  I.
S e i  je jmei einanber berührenben Greifen liegen ber 

© e rü h run gS pun f t  unb bie beiben Zentren in einer einzigen 
®raben.

—  £>enn im SÖerührungSbunft b  fielen bie Söerüfyrungërabien 
CB unb C B  beibe auf ber gemeinfamen Xangente fenfredj>t (§. 111) 
unb bilben mithin eine einzige ®rabe.

€ t  lj r f a fe I I .
berühren  fi<h jmei Greife oon au§en, fo ift bie Zentrale 

gleich ber Summe ber Lab ien ;  berühren fie fich oon innen, 
fo ift bie Zen trale  gleich ber Xiffercnj ber Lab ien .

—  X)ie8 folgt unmittelbar aus Sehrf. I.
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tfel jt rufe  I I I .
3e jmei Greife, beten (Zentrale gleich ber S u m m e  bet 

l a b t e n  ift, berühren fich oon aufjen; unb je jmei Greife, 
beten Zentrale gleich bet £)i fferen$ bet l a b t e n  ift, be* 
tü^ren  fich non innen.

—  3ft nebmlicb bie Zentrale CC' gteid̂ > ber ©umme bet Labien, 
fo giebt eé auf ihr einen ß̂unft B  oon folget Sage, baff CB unb C 'B  
Labien finb; unb bie in B  auf C C  errichtete ©entrechte B T  ift nach 
§. 111 im fünfte B  Tangente beiber Steife, meSbölb biefe fich in B  
berühren.

3ft aber bie (Sentrate CC' gleich ber 'Differenj ber Labien, fo 
hat fie in ihrer 23ertängerung einen ^ßunlt B  oon fotcher Sage, bajj 
CB  unb C'B  Labien finb, unb bie in B  auf CC' errichtete ©ent* 
rechte B T  ift toieber nach §. 111 im fünfte B  Tangente beiber Greife, 
me$bötb biefe fich in B  berühren.i' e t) t  f  a |  IV .

3e $mei üerfd^iebene einanber berührenbe Greife höben 
außer bem S3erührung$punfte feinen ^ u n f t  gemein.

—  ®enn hatten fie noch einen anbern ^unft P  gemein, fo toürben 
bie nach ihm hinführenben 9tabien CP unb C 'P  mit ber ßentraten 
ein ©reiecf bilben, in metcbem bie eine ©eite [CC') entmeber gleich 
ber ©umme ober gleich ber Xitfferen  ̂ ber anbern [CP unb C'P) märe, 
je nachbem bie Berührung eine äußere ober eine innere ift.f e l j t f a l j  V.

3mei oerfchiebene Greife, metche jmei f ü n f t e  gemein 
haben, berühren einanber nicht.

—  ®enn fonft entftänbe ein Söiberfpruch miber Sehrf. IV .VI.
3mei Greife becfen fich ootlftänbig, menn fie fich be* 

rühmen unb außer bem öerühtung«f )unfte  noch einen ^ßuntt 
gemein höben.

â dj o l i t .
SJtan fann ju Greifen, metdfe einanber berühren, auch baburch ge* 

langen, baß mau ben einen oon jmei fich fchneibenten Greifen in geeigneter 
SBeife bemegt, um bie gemeinfame ©ebne in einen ^unft jufammen* 
fchrumpfen ju taffen, metcher bann ber SerübrungSpunft mirb. (SSergt.
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§. 110.) $)tes seigt an, baß aucfy Vier ein 33erüVrung$punft fiel« gejagt 
werben muß, wie jwei «ScVnittpunfte: genau wie bei ber 33erüVrung 
jwifdVen ©rabe unb $reté, wo bie @ä^e über bie 33erüVrung auë ben* 
jenigen über ben ©cVnitt burd) ba$ 3 ufammenf^^^eu Jttwier ?un!te in 
einen einzigen Verborgenen.

§. 126.

%t\\t f a | .
33on fe jwei ©raben, welche bur<V ben 33erüVrung$* 

punft jweier Greife geVen, werben bie (enteren fo getroffen, 
baß bie 33erbinbungSfeVne ber ©cVnittpunfte in bem einen 
Greife berfenigen im anbern Greife parattet ift.

33 rf. £>urcV ben 33erüf)rungépunft P  jweier greife finb jwei ©rabe 
gegeben, wetcfye bie beiben Greife bejieVung$weife in A, Ä  unb B , B ' 
fcfyneiben; ferner finb bie «Seinen A B  unb Â B ' gejogen.

33eV< @8 ift A B  =f= A’B'.
33 ew. 3ieVt man burd) P  bie gemeinfame Tangente T P T ' , fo ift 

/  P A B  =  PA 'B', 
weit fie 3ßeripVeriewinfet auf ben 33ogen

P B  unb PB'
finb, auf wetten bie beiben Greife gleiche Slbfctynittswinfet Va&en- 
(§. 113, 3 . II.)

3 tt fafc.
3ebe burd) ben 33erüVrung$punft  jweier Greife Vin* 

burcVgeVenbe ©rabe tr i f ft  biefetben in fotdf>en f ü n f t e n ,  in 
wetdjen fie paratlete Tangenten  V<*ben.

—  Denn breVt man bie ©rabe BB' um ben ^ßunft P , bi$ B
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in A faßt, fo fyafcen fidj bie beiten parallelen Secanten A B  unb Ä B '  
in Tangenten oermanbelt.

§. 127.* 

â dj o l i r.
Sd)on früher (§. 37, 3- H I) finb bie Sogen congruenter Greife als 

gleichartige ©röfjen erfannt morben. (§S blieb aber bahingeftellt, ob bie 
Sogen incongruenter Greife ebenfalls gleichartig finb, unb ob, menn bieS 
etma ber gall fein feilte, bie Qualität ber Kreisbogen mit berjenigen ber 
fonft betrachteten Sinien, nehmlich ber graben, übereinftimmt.

Um tiefe Stage ju entfärben, bemeifen mir junächft ben folgenben

I.
S e f i ^ t  ein unoerjmeigteS ‘’ßolpgon eine golge oon con* 

oepen SBinle 1 n , fo ift bie S u m m e  ber Sd)entel  berfelben 
Heiner  a l s  bie «Summe ber üb r igen  ^o lpgonSfeiten.

S r f .  (Ss ift ein ^ßolhgon
A X Y Z U B L .......... MA
gegeben, in meinem bie SBinfel 
bei X ,  Y, Z, U conoep finb.

Sei). SS ift:
A X  +  X Y +  YZ +  Z U +  UB <  A M + ____+  L B .

Sem. 9?ach ber SorauSfefcung treffen bie Strahlen A X , X Y , 
YZ, Z U  ben 3 U9 AM  . . . .  L B  in irgenb melchen fünften X ', 
Y', Z ' , U'.

Sejeichnet man nun bie Sängen ber ^h^le beS 3ugeS AM  . .. .  L B  
*mif<hen A unb X', X ' unb Y', u. f. m. turch [AX'), [X 'Y '), u f. m., 
fo h t̂ man nach §• 50, 2- I I I :

A X  +  X X '  <  {AX'),
X Y +  YY ' <  X X '  +  ( X 'Y ') ,
YZ +  Z Z ' <  Y Y ' +  [Y'Z'),
Z U  +  UU' <  ZZ' +  [Z 'U '),
UB < U U ’ + [ U ' B ) .

Summirt man tiefe Ungleichungen unb fubtrahirt bann oon beiten 
Seiten bie Summe

Scrpifcf l) ,  (SIcmcntc 6cr Diat^cmanf. 10
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X X '  +  YY' +  ZZ' +  UU', 
fo geBt beroor, mos behauptet mürbe.

i ‘ c Ijrfrtfe II.
3eber K re i sbogen  i ft eine mit ben©tre<fen gleichartig e 

©röße. —  3)?. a. 2Ö.: £)ie K re i sbogen  haben Sänge.

Vem. ©hreibt man in 
einen gegebenen Kreisbogen A B  
oon A nah B  bin in ber SBeife 
eine $olge oon (Seinen ein, baß 
jebe neue ©ebne im (Snbpunfte ber 
Dorbergebenben beginnt, unb jiefyt 
außerhalb bes KreiSfetbeS oon A  
nah B  eine gebrodene Sinie 
A M  . . . L B ,  fo ift nah 8. I  
bie ©ebnenfumme

5 <  [A M . . . L B ) ; 

benn bie ©ebnen bitten in bem conftruirten ^otygon eine ^ofge non 
conoepen ißolbgonSminfeln.

Vermehrt man hierauf bie ©ebuenjabl baburh, baß man jebe ©ebne 
burh eine ^otge Don ©ebnen jmifhcn ihren Gmbpunften erfefct, fo be- 
mir!t bieS nah §. 50, S. I I I  jugteih eine Vergrößerung ber ©ebnem 
fumme s.

Obgleich nun jebe Söieber^otung biefeS Verfahrens ber ©ebnenfumme 
einen ,3uma<hS bringt, fo fann biefe boh nicht bis ju jeber beliebigen 
Sänge gefteigert merben, meit fie nah bem Obigen fteiner als [AM . .. LB> 
bleibt. O ie  ©ebnenfumme nähert  fid; mithin  einer ©trecfe 
Don beftimmter Sänge ats ihrem ©renjtoerthe, menn man 
auf bie Dorgefhriebene S3eife jebe ©ebne fteiner m ä h t  als 
eine beliebig ftein gemäblte ©trecfe.

9iimmt man b W 1, baß ber Kreisbogen bie ©renjgcftalt ber aus 
ben ©ebnen stoifhen A unb B  beftebenben gebrohenen Sinie ift, meit 
bie fünfte ber ©ebnen unb beS Kreisbogens fih unenbtih nähern, fo 
ift ber Kreisbogen nicht bloß eine ©röße —  maS fhon in §. 37 erfannt 
mürbe —  fonbern eine m it einer ©trecfe gleichartige ©röße, ba 
er unb bie oben ermähnte ©trecfe Don beftimmter Sänge ©renjgeftalten 
gleicher Sinien finb (Slpiom X I I I ) .
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ß d j t f c t i j  I I I .
2Birb auf berfenigen Xangente,  e 1 d̂>e an einen K r e i s *  

bogen in einem feiner (Snbpunfte gelegt ift, eine (Strebe 
non beit © d e n le t n  beS auf ibnt fte^enben (Sentriminfets 
abgefdnitten,  fo ift biefe tanger atS ber Kreisbogen, ber 
(entere aber tanger atS bie juge^örige ©ebne.

S r f .  ^mifden ben ©den*
fetn beS (Sentrimintets BCA  tiegt A s '
bie ©ebne BA  unb ber £b ê  
B T  ber au ben Sogen BA  im

A y

fünfte B  getegten Tangente. 
Seb-  @3 ift: ©ebne 

A B  <  Sogen A B  <  BT.

JÜ

Sem. ^imädft ift bie ©ebne 
A B  nad §• 50, S. I I I  Keiner atS

B

jebe oon A nad B  fübrenbe gebrodene Sinie, melde fid bem Sogen 
A B  als ihrer ©renjgeftatt nähern mag. üDiitbin ift aud berjenige ®renj= 
mertb einer gebrodenen Sinie, metder bie Sänge beS SogenS A B  angiebt, 
größer atS bie Sänge ber ©ebne A B  (St îom X IV ).

Segt man ferner bie Tangente an ben Sogen A B  im fünfte A 
unb benennt burd D  ben ®urdfdn^ ^ im^ berfetben mit BT , fo ift 
in bem bei A redtminftigen A  B A T :

DA  <  D T ;
mithin: DA  +  D B  <  D T  +  D B  =  BT.

3iebt man ferner oon A nad B  jmifden ber gebrodenen Sinie 
A D B  unb bem Sogen A B  eine anbere gebrodene Sinie, etma eine 
STangentenfotge, fo nähert fid biefe bem Kreisbogen A B  in Oberem 
©rate, atS bie gebrodene ADB, unb ift nad S. I  tür$er atS ADB. 
Sotgtid ift aud bie Säuge beS SogenS A B  Keiner atS biefenige oon 
A D B, meit fie nad 2l£iom X I V  nidt größer fein !ann, atS es irgenb 
eine oon A nad B  fübrenbe gebrodene Sinie ift, bie fid bem Sogen 
A B  atS ihrer (Srenjgeftatt nähert.

t’ c l j r fn fc  IV.
£)ie Sänge eines K re i sbogen s  ift ber (Srenjmertb ber 

£änge  einer jeben ©cbncnfotgc, melde oon bem einen @nb = 
f ün f te  beS S o g e n S  aus b i s  jum anbern r e i d t , menn man 
bie Sängen atter 3:f>eite biefer gebrodenen S inie unenbtid 
abnet;men, b. b- Meiner merben läßt atS eine beliebig ftein 
gegebene ©trecfe.

io*
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33eil). ©teilt man fid eine in ben Kreisbogen A B  eingefdriebene
©efynenfolge oor, fo ift beren Sänge 
ftetS Heiner als biejenige beS 33c* 
genS A B ; benn jebe ©eljne ift 
nad) Öe^rf. I I I  Heiner als ber 

ß überfpannenbe 33ogen. £)a mithin 
bie ©efammtlänge ber oon ben 

©eignen gebilbeten gebrodenen Sinie bie Sänge beS 33ogenS nid)t über* 
fteigen fann, mie man aud bie einzelnen Steile oerHeinern mag, fo ift 
nad Sl îom X IV  bie Sänge beS 33ogenS ber ©renjmerd ber Sänge jeber 
©efmenfumme, melde fid ^urd 23erHeinerung ber Sfjeile bem 33ogen als 
ber ©renjgeftalt nähert.

l ’ c i j r f a l  V.
3eber K re i sbogen  ift länger a l s  jebe gebrodene S inie,  

melde innerhalb beS KreiSfelbeS beffen (Snbpunfte oer* 
binbet unb bem (Zentrum lauter concaoe S i n f e l  jumenbet.

—  THeS ift eine $olge oon Seljrf. I  unb IV.

U c l )  r ft t^  VI.
£)ie Sänge eines K r e i s b o g e n s  ift ber (Srenjmert^ ber 

Sänge einer jeben Üangentenfolgc, melde oon bem einen @nb* 
fünf te  beS 33ogenS aus b i s  jum anbern re id t ,  menn man 
bie Sängen aller S t e i l e  biefer gebrodenen Stnie u n e n b l i d  33

33 em. ©teilt man fid uw ben 33ogen 
AB, beffen Zentrum O fei, eine Tangenten* 
folge oon ber Sänge t oor unb befd^eibt um 
baS in OB liegenbe Zentrum Oj einen bie 
Xangentenfolge überfpannenben unb mit A B  
congruenten 33ogen AVB V, mo B y einen 
Vunft in ber Verlängerung oon OB bebeute, 
fo ift 0 0 {AxA ein Parallelogramm, a[[0 
AAX — OOt =  B B V. hieraus gefyt, menn 
mir ben /_ AOB  junädft als fpife, ben 
/  OAAl atfo als ftumfof annefymen, in 
Verbinbung mit S. I, I V  unb V  Ijeroor, bafj 

i <  AAi +  AXB V +  B VB  =  2 • OOj +  AB  
ift, meil ber mit A B  oertaufdbare 33ogen A^BX nod größer als jebe 
in if)n eingefdriebene ©efynenfolge ift. £)a nun biejenigen fünfte, in

abnefymen läßt.

A,
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melden fid) je jmei benachbarte Dangententheile fcer »on A bis B  retcf>enbeu 
gebrochenen Stnte treffen, bem Sogen A B  bet unenblidter Serfleinerung 
ber Dangententheile beliebig nahe rüden, fo läßt fich herbei bte ©trede 
OOi beliebig »erflehtem, ohne baß ber Kreisbogen AyB y »on ber ge» 
brocpenen Öinie getroffen mürbe. Slithin fagt bie fo eben entmidelte 
Ungleichung t << 2 • OOi -j- AB
aus, baß ber ®renjmerth ber Dangentenfumme t als ju groß angenommen 
mürbe, menn man behauptete, baß er größer als ber Sogen A B  fei.

“Daher ift ber @afc für folche Sogen A B  bemiefen, über melden 
ein fpiper ßentriminfel fteht. Da  man feboch jeben größeren Sogen aus 
Sogen üon biefer Sefdfaffenheit jufammenfe^en lann, fo gilt unfer ©ah 
allgemein.

§. 128.
S b f i t t i t i o n .

Unter einem regelmäßigen ober regu lären 1) ^ o lß g o n  »er» 
ftebt mau ein foldfeS, beffen ©eiten fämmtlich gleich, unb 
beffen S i n f e l  ebenfal ls  fämmtlich gleich finb.

£  t \) t f a  fe.
@S giebt fü r  febeS reguläre ^o lß gon  jmei concentrifche 

Kre ife,  »on benen berfenige mit bem größeren 9iabiuS 
burch al le(5den geht, mährenb berfenige mit bem Heineren 
9iab iuS  alle ©eiten in ihren äftittelpunften berührt.

Sem. halbiert mau bie 
Söinfel bei A unb B  in bem 
gegebenen regulären ^olpgon 
A B C  D E  . . . ,  fo fchneiben fich 
nach §. 84, 3 . V  bie $albierungS* 
linien in einem fünfte 0, meil 
feber »on ben halbierten ^olpgonS» 
minfeln

(n— 2)G _ 2 G
n < G

(§• 78)
bie Ipälfte eines jeben alfo <>e ift.

1) regularis, regelmäßig. —  3- ßnb ba8 gleidjfettige ©retecf unb ba3 Ouabrat 
reguläre ißelugone.
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3m A  ^OB  ift »egen bei* ©leid)beit ber S in fe l OAB unb OBA 
©eite OA =  OB . . .  (§. 59).

3id)t man nun bie ©rabe OC, fo ift ferner:
A  BOC =  A  A O B , . . . (sms)

mithin:
O C =  OB, Z  OCB =  Z  OBA =  \ /_ ABC  =  | Z  BCD.

21uf analoge Seife folgt, menn man jefct bie ©rabe OD jie^t:
A  C O D =  & BO C, OD =  OC, Z  ODC =  Z  OCB =  CDE\ 
u. f. ».

'Daher gebt ber $reis, melier um bas Zentrum 0  mit bem OtabinS 
OA gezogen »erben fann, burd) alte (Scfen A , B , C, D , . . .  beS 
^ot^goné.

OätCt man enblich bon 0  auë auf AB, BC, CD, DE, . . .  bie 
©entrechten O Ä , OB', OC', OD', . . . ,  fo »erben jene als $reis* 
fernen nach §. 101, 8. I  in ben fünften A', B', C', D' . . . halbiert, 
unb bie ©entrechten finb fämmtlich gleich, »eil nach §. 107, 8. I I  bie gleichen 
©ebnen AB, BC, CD, DE . . . einen gleichen Slbftanb bom Zentrum 
0  haben. M ithin geht ber um baS Zentrum 0  mit bem SRabius OAr 
gezogene $rei8 burcb bie Bitten A', B', C', D ', . . . ber ^oltygon^ 
feiten unb tyat bie lederen in biefen fünften ju Tangenten (§. 111, 8 . 1).

Jl u f a % t .
I. 3ebeS  re gu lä re  o 11;gon » i r b  burd) bie nach feinen 

(Scfen gehenben Otabien beS umf d)riebenen Grei fes  in lauter 
congruente gteichfchenflige D r e i e d e  jertegt.

II. £ r ä g t  man  in  e inen t r e i s  eine go l ge  bon g l e i t e n  
©ebnen ein, fo e rhä l t  man, f a l l s  man auf biefe S e i f e  $um 
S l u S g a n g S p u n f t e  » i ebe r  ju rü d ' g e la ng t ,  ein r e g u l ä r e s  
^oltygon.

â dj o l i t .
©teilt mau fid) bor, baß ein Sreis in n gleiche 33ogen getheilt fei, 

fo erfennt man bie SCftöglicbfeit, reguläre w*(5cte bon berfchiebener ©eftalt 
mit gleicher 8age ber (Scfen $u conftruiren; benn mau fann erftenS jeben 
ST^eUpitnft burdh eine ©ebne mit bem junächft folgenben berbinben, jmeitenS 
jeben Dbeityunft mit bem jtoeitfolgenben, it. f. ». @8 fragt fi«h nur, ob 
bei jeber biefer (SonftructionSmeifen auch jeber Dbeifyunft einmal an bie 
Oteifje fommt, ober ob nicht bielleicht einige bon ihnen gan$ aus ber 23e* 
nufcung auSfallen, »ie 5. 23. fein ©ecbSecf, fonbern nur ein Dreiecf ent*
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fteljt, trenn man bet fed)s SEfjeilpunften immer einen überfdjüägt, mäfjvenb 
burcfy baffelbe 23erfafjren bei fünf £fjeilpunften ein fogenannteS ^ptlfa* 
goreifcbeS Sünfecf erhalten mirb.

2ftan fiefjt fyierauë, baf? es oon $ab(entf;eoretifd)en (Sigenfcfyaften ber 
Stnja^b n ber (Scfen abfyängt, mie riete rerfdjiebene reguläre ^olpgone 
mit benfelben (Scfen conftrnirt merben tonnen, ba fcfyon bie obigen Sei* 
jpiele jeigen, baß u. 21. bie 3ertegbarfeit ber 3 afyt n in ^ßrimfactorenx) 
eine 9M e  fpielt.

2Öegen ber geringeren 2öid)tigfeit biefer Materie für bie ©eometrie 
gelten mir fyier nicfyt näljer auf fie ein.

§. 129.

3m  regu lären S ’edjSetf finb bie 
nmfcbriebenen Greife« gleicf).

33 r f. ift ein reguläres Secf)$ecf
A B C D E F  mit bem Zentrum 0  beS um* 
fcfyriebenen Greifes unb ben Labien OA, 
OB, OC, OD, OE, OF  beffelben ge* 
geben.

lÖe^. (Ss ift: A B  =  AO.
33 em. £)a bie 6 £)reietfè um ben 

^unft O Ijerum congruent finb (§. 128,3-1), 
unb bie Summe ber 2Binfel um 0  fyerurn 
=  2 G ift, fo folgt:

I A 0 B  =  ^  =  \Q,.

Se i ten  bem SRabiuë beS 

£

1) Unter einer ^ rim ja^ l terftefyt man eine folĉ e ganje tcetĉ e feinen
ganjen g act°i außer ibr TelBft nnfc 1 fceftpt, j. 23.: 2, 3, 5, 7, 11.
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3)2it în ift im A  A O B , rnetl eg über A B  gieicfyfcfyenfüg ift, unb 
feine SBinfelfumme einen ($eftredten beträgt:

2 • /_ ABO  =  G — |G  = | G ,
Z ABO  =  4 G =  Z AOB,

AO — A B .......... §.59.
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C ap ite l V.

Gleichheit der F elder.

§. 130. 

L c h r l a k .

A lle v ö llig  begrenzten E benenstücke finb gleichartige 
G rö szen.

—  (Denn nach §. 32, 3- V  fann man jeben Xheil eine« Ebenen* 
ftücf« in £>e(fung mit einem anbern £heil innerhalb be« ©anjen beliebig 
berfdfneben, me«halb unfer @ap nach Slpiom X I I  richtig ift.

0 c f in i t ion .
Q a« Q uantum  eine« vö llig  begrenzten (ürbenenftüct« 

(eine« völlig begrenzten $elbe«) heifjt ^trcal.1)

â dj o l ic.
Bi«her ift bie (äbene blof? al« Xräger oon Sinienfiguren betrachtet 

morben, ohne föüdficht barauf, bajj bie böllig begrenzten f̂ etber gleich* 
artige Quanten bon eigenthümlichen fëigenfchaften befifcen.

3 nt>em mir un« jefct bie Betrachtung biefer (Gattung non (Großen, 
nehmlich rer SIreale, al« Aufgabe fê en, merben mir un« namentlich barüber 
SKechenfchaft geben müffen, melche Bermenbung bie über bie öinienfiguren 
bereit« ermorbenen (Srfenntniffe zur Begleichung ber Areale ber bon ben 
Sinien begrenzten gelber julaffen. Qenn einerfeit« mürbe ber SBertt? ber 
anzuftrebenben 9?efultate, menn fie mit jenen außer 3 ufammenhang blieben, 
fdhon allein megen biefe« Umftanbe« bebeutenb finfen —  mie zufammen* 
hang«lofe (äinzelfenntniffe ja überhaupt bon geringem 9Iu£en finb; unb

1) area, Ofcevf(äd?enan3belmung.
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anbrerfettS läßt fid) feie (Songruenj oon geltem, welche nad; ben grunb* 
legenben ^iomen ben SluSgangSpuntt für bie 33ergleid;ung ber 21reale 
bittet, of;ne Serüdficfytigung ber begrenjenten Linien nid;t einmal feftfteüen.

®ie uns junädift ju (Gebote fteljenten Mittel, Slreale als gleich ;5u 
erfennen, finb nelfmlid; einzig mit allein folgenbe:

© leid; finb bie Areale
1) oon congruenten ge lbem (§. 17, 3- I I I ) ;
2 ) oon fo l g en  ge lbem, toeldje fid; aus congruenten 

ge lbem burd; Slbbition unb ©ubtract i on  gewinnen 
laffen (§. 20, IV  unb V II) ;

3) oon f o lgen  ge lbem, toelcfye aus anbern Bereits a ls  
gleich er fannteu ge lbem bur^> Verv ie lf ä lt igen  unb 
£f;eilen mittelft gleid;er 3 a$(en evljalten toerben 
(§. 20, X I  unb X I I I ) ;

4) oou f o l g en  ge lbem ,  ioeld;e fid; a ls  © r  enjgeftalten 
gleicher oerünberlicfyer gelber anffaffen laffen.

£>as julefct aufgefülfrte Sttetfmal für bie ©leid;l;eit oon Arealen, 
welches nur junt 3^ede ber SBollftänbigfeit ber ÜBerfid;t fd;on fyier piafc 
gefunben fjat, Bebarf aber nod; einer näheren iöegrünbung, ba ber im 
2l$iom X I V  geforberte 9Iad;ioeiS nocfy nid;t geführt ift, bajj alle oer* 
änberlid^en gelber Bei einer einzigen gegebenen ©renjgeftalt and; nur einen 
einzigen ©renjicertb beS 21reals fjaben. —  ®ie Sinien oerfjalten hierin fidf> 
befanntlid; auterS. (93ergl. bie 21nm. $it §. 127.)

§• 131.
I.

Pa ra l le log ram m e  oon gleicher © ru n b l i u i e  unb Jpöf;e 
l iefen g le i te  gelber ein.

$eto. £)a jtoei parallele ©raten 
überall benfelben Slbftanb oon einanter 
Ijaben, fo fann man bie beiten gleid; 
Ijotyen Parallelogramme A BCD  unb 
A B 'C D ' fo neben einanter legen, baf; 
bie beiten ©runblinien A B  unb A B ' 
in eine ©rate A B A 'B ', unb bereit 

©egenfeiten in bie l;ier$u parallele ©rate D CD 'C' fallen. £>atin ift 
£] A A D 'D  =  £] B B 'C 'C

loegen ber Übereinftimmung in allen «Stüden. SDiitfjin ift, loeil bie gelber 
ebener giguren mit tiefen jugleid; 5111* bedang gelangen:
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£} AA'D'D =  R B B 'C C .  
©ubtralfirt man tiefe ©leidjmng oon ber ibentifdjen 

£) A B 'C D  =  £j A B 'C D ,
fo folgt:

/21 A B 'C D ' =  /2 ABCD.3 U f ft fe ¢ .
I. (Sin £)reiecf«fetc tft gleid) berlpälfte oom^elbe  eine« 

P a ra l l e l o g r a m m « ,  n> e 1 d? e« mit i h m in © r u n b l i n i e  unb 
ipölfe übereinftimmt. —  §. 88, S.

II. 'Dteiecfe oon gleicher © runb l in ie  unb 5^e fc^lie^en 
gleiche ge lber ein.

III.  2Iu« ber ©leidflfeit oon Pa ra l l e l o g r a m m « * ,  bejie* 
ffungsmeife $)reie<föfelbern läfft fid) nietet auf bie ©leid)* 
Ifeit ber Umfänge  fcfyliefjen; unb umgefehrt.ß c l j r f a ^  I I .

$ o u  $toei P a r  allelogrammen ober D re ieden ,  meldfe in 
ber © r u n b l i n i e  übereinftimmen, f 1 ie^t ba«jenige ba« 
Heinere ge lb  ein, toeld;e« bie Heinere Jpöffe hat.

—  £)enn e« ift nad) S. I  einem £lfeil be« anbern gleid;.i ’ c l jr f i t fe  I I I .
3mei Pa ra l l e log ram m e  ober £)reiede oon gleid)er 

© ru nb l i n ie  unb gleichem 2 1real haben g le i te  £)öhe.

§. 132. .

A u f g a b e n .

I. (Sin Pa ra l le log ram m  51t conftruireu, toeld)e« mit 
einem gegebenen P a r  allelogramm im Slreal unb in einer 
©eite übereinftimmt unb aufferbem einen 333infe 1 oon ge* 
gebener ®röjfe hat.

II.  (Sin £)reiecf ju conftruireu, meld)e« mit einem ge* 
gebenen ' S re ied im Slreal unb in einer ©eite übereinftimmt 
unb an biefer einen 933inte 1 oon gegebener ©röffe hat.

I I I .  (Sin Dreiecf  $u couftruiren, toelche« mit einem ge* 
gebenen 33ierecf im Slreal, in einer ©eite unb in einem 
3Binfe 1 an berfelben übereinftimmt.
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21 n al. ©teilt man fiel) bor, baS £)rei* 
etf, meines mit bem 23iered ABCD  in ber 
©eite A B , bem /_ A  unb bem 2lreal über* 
einftimmt, fei auf biefeö fo herauf gelegt, baß 
bie gleichen ©eiten unb SGöinfel fid> beden, fo 
mufi bie britte X)reiedSede E  über bie öde D 
in bem ©traljl AD  hinaus fallen, ba baS 
A  A BD  nur ein 2peil bom A BCD  ift. 
£)ann muff ferner A  E B C  =  A  E B E  fein, 
toeSljalb CE  =}= B D  ift (§. 131, 8 . III) .

IV . (Sin £>reied su conftruiren, meld)eS mit einem ge* 
gebenen w*(S(f im 2l real ,  in einer ©eite unb in einem 
SBinlel an berfelben übereinftimmt.

21 n a l. ©d^neibet man bon bem »*(£<&* 
felbe (.. . AD CB  . ..) burd) eine £)iago* 
nale D B  ein A  E C B  ab, fo läjjt fidj baS 
Selb beS lederen burcf) ein anberes D E B  
jmifcfyen ben parallelen D B  unb E C  er* 
fefcen, beffen ©eite D E  in ber Verlange* 
rung bon AD  liegt. £)aburcf> ift bas w*(SdS* 
felb (.. . AD CB  . . .) in baS [n— l)*(SdS* 
felb (. .. A E B  .. .) bertoanbelt. £)urcf> 
SBieber^olung biefeS 2$erfaf)renS an bem 
neuen Selbe erhält man ein eben fo großes 

[n—2) *(SdSfelb, n. f. f., bis fd)lief$lid) ein ®reie<f Iferborgelft.
V. (Sin P a r a l l e l o g r a m m  ju conftruiren,  me ines  mit 

einem gegebenen £)reiecf im 2lreal, in einer ©e ite unb in 
einem 2Bin!el  an ber teueren  übereinftimmt.

r  2tnat. ©ei A B C  baS gegebene Dreiecf
unb A B D F  baS berlangte Parallelogramm, 
fo ift /_ A E F  — /_ CED  als ©cfyeitelibinfel, 

, unb /_ E A F  =  /_ ECD  als 2Bed?felu>infel 
bei ben Parallelen A F  unb CB. ©litljin 
mirb A  A E F  =  A  CED, trenn E A  =  E C  
gemalt ift, unb erlangt mit ilfm baburcfy 
gleiche Selber.

VI. (Sin Dreiecf §u conftruiren, m e ines  mit einem ge* 
gebenen £)reied im 2lreal unb in einem 533infei übereinft immt 
unb an bem legieren eine ©eite bon gegebener Sänge l;at.
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Sinai. 3 ft A AB C  ba« gege* 
bene, /^ A B 'C ' ba« gefugte, jo 
müffen bie ©raben B C ' unb B 'C  
parallel fein, bamit A B'CC' =
A B 'C B  Ijeroorgefje (§.131, S. III) ,  
tra« jurn 3 roetfe ©lei^^eit ber 
gelber A B C  unb A B 'C ' erforber* 
licfy tft.

V II.  <51 n P a r a l l e l o g r a m m  ju conftruiren, toelcfye« mit 
einem gegebenen P a r a l l e l o g r a m m  im Slreal unb in einem 
Söinfel übereinftimmt unb aufferbem eine ©eite oon ge* 
gebener Sänge befi^t.

Sinai. Die Slufgabe toirb auf bie oorfyergeljenbe jurüdgefüljrt, menn 
man bebenlt, baf$ bie Dreiede, toelcfye bie Ipälften oon ben Parallelo
grammen finb, benfelben Pebingungen genügen müffen.

§. 133. 

fiel) r falj.
3iel)t man burcf) einen P u n ! t  einer D i a g o n a l e  eine« 

P a r a l l e l o g r a m m «  P a r a l l e l e n  ju ben ©eiten, fo fyaben bie 
Ijierburdj auf oerf djiebenen ©eiten ber 'D iagona le entftan* 
oenen neuen Pa ra l le log ram m e  g le i t e  gelber.

P r f .  SDWt ben ©eiten be«
Parallelogramm« A B CD finb 
burcfy ben Punft P  ber Diagonale 
AC  Parallelen gezogen, oon benen 
bie eine AB  in E , CD in F, 
bie anbere AD  in G, B C  in H  j  
fcfyneibet.

S3e^. <£« ift P E B II  =  PFD G .
Peio. §. 131, 3 . I  ift:

A ACB  =  A ACD,
A a p e  =  A a p g ,
A CPH  — A CPF.

©ubtraljirt man bie beiten lebten ©leicfyungen oon ber erften, fo 
folgt ba« S3el)auptete.

B
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^ u f g u h e . 1)

(Sin ‘'Pa ra l le logramm ju conftruiren, meldjeS mit einem 
gegebenen P a ra l le lo g r am m  im Slreal unb in einem Söinfe' l 
übereinft immt nnb anfjerbem eine ©eite bon gegebener 
ßänge befifct.

Sinai. 3ft in ber $igur jitm bor. §. D G P F  baé gegebene, P H B E  
ba$ gefugte Parallelogramm, P H  im lefeteren bie ©eite bon gegebener 
$änge a , fo finb beibe Parallelogramme Xpeile beë conftruirbaren Paral= 
lelogramm« A B C D .  £)enn bie ßonftruction be$ letzteren gelingt u. 21. 
baburd), bafj man G P  nnb D F  nm bie ©trecfen a —  P H  =  F C  ber- 
längert, bie ®raben C H  nnb C P  jiept, bon benen bie letztere ficb mit 
D G  in A  fcfmeibet, H B  —  G A  macfyt, A B  jiept unb F P  bis jum 
©urcfyfcfynitt E  mit A B  berlängert.

—  £)iefelbe $igur giebt aucf) nocfy Slntafj ju einer anbern (Eon= 
ftruction, ba bie gelber A E F D  unb A B H G , roeld>e fidb> in bem 
gemeinfamen £peil A E P G  überbed'en, gleich finb.

§. 1 3 4 .

§. 135.

£ t ij t r 1 1 *
® a s  O u a b r a t 2) über ber ©umnte jmeier ©trecfen ift 

gleid) ber ©umme berQuabra te  über ben einzelnen ©trecfen 
unb jtoeier 9iedj>tecfe aus biefen.

iÖem. £)aS gelb be« Quabratë A B C D  

über ber ©eite A B  —  a -\ -b  ibirb in bie frag* 
licfyen £peile jerfcfynitten, wenn man bon einer 
öde A  aus auf ben beiben auftojjenben ©eiten 
bie ©trecfen A E  =  A F  =  a abträgt nnb 
bann burd) E  unb F  bie Parallelen ju ben 
©eiten jiept.

1) «Berat. §. 132, VI.
2) S)er 93equemli(pfeit be§ 2lit$bntcf8 wegen nennt man häufig, wie hier, nur 

bie Stntenftguren, wäbrenb man bie toon ihnen begrenjten gelber meint.

a 1

a

A a E  b J i
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Cci j r f ab II.
O a S  O u a b r a t  über ber O i f fe ren j  jmeier ©treden ift 

gleich ber O i f f e ren s  jmifdjen ber «Summe ber Ouabra te  unb 
bem doppe lten  eines 9?ed;tedS aus biefen ©treden.

Vem. 3ft A B C D  baS Ouabrat über 
ber ©eite A B  =  a —  b , je conftruire mau 
ein Ouabrat mit beu ©eiten

A B E  =  A D F  —  a
unb (ege an biefeS ein Ouabrat B E G I I  heran.
^ierburd) hat man bie ©umme ber Ouabrate 
über a unb b ermatten. Verlängert man bann 
bie ©eite D C  bis jum Üianbpuufte /  ber $igur, 
fo ift biefetbe in baS Ouabrat A B C D  unb 
jmei 9?ecf>tede aus ben ©eiten a 'unb b 5er* 
fhnitten. 9tad) äBegnatyme ber teueren bleibt alfo baS Ouabrat A B C D  

übrig.

ü t  III.
O ie  O i f f e ren j  ber Ouabra te  über jmei ©treden  ift 

gleich bem 9ted)ted aus ber Oi fferenj unb ber ©umme ber 
beibeu ©treden.

Veto, (£S fei A B C D E F  bie 
Oifferenj ber Ouabrate A B  C G  unb 
F E D G  über ben ©treden a unb b.
Verlängert mau bie ©eite A B  über 
B  hinaus um bie ©trede B E L  =  b 
unb conftrnirt baS 9ted?ted A H J F ,  
meines offenbar bie ©eiten A IL = a - \ -b  

unb A F =  a— b hat, fo ift ber über 
baS $elb A B C D E F  hinaus liegenbe 
©heü B I I J K  beffelben mit E K C D  congruent unb gleich-

§. 136.

1 1 f t tt i 110 n .
ftäl l t  man bie ©entrechten Pon ben beibeu (Snbpuntten 

einer ©tirede auf eine ©rabe, fo erhält man jmtfehen ben- 
ftufjpunfften eine ©trede, mcld;e bie fßrojection ber erfteren 
genannt  m in .
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ö

3 - 33. finb in ben 
betben erften fyierneben 
rerjeictyneten Figuren bie 
©treden Â'B' ß̂rofec* 
tionen ber ©treden A B  ; 
in ber brüten ift A B ' 
bie ^rofection ron A B , 
»eil Ä  mit A jufammeni* 
fällt.

C t \) t  f  a % I.
£)a$ O u a b r a t  über einer Satljete i rgenb eines red>it* 

minf ligen O re iedS  ift gleid) bem 9?ed>ted aus ber £)typotenuffe 
unb ber auf iljr liegenben ^ ro fect ion  ber ^atfyete.

33 rf. (5s ift gegeben ein b>ei 
B  red)ttmnflige$ A  A B C , über hier 
^atljete A B  baë Ouabrat A B D 1 E ,  
B F  _L A C , enblid) baS ÜKecfüeed 
A F G H ,  in welchem A H  =  A C  ifft.

33 elj. (58 ift
A  A B D E  =  A  A F G H .

33 em. 3 ^  man ®taboen 
E C  unb B H , fo ift 
A  E A C  =  A  B A H  . . . .  [sv)9s], 
meil A E  =  A B , AC  =  A1H, 
/  E A C =  /_ B A C - \- *= /_ B A lH  

ift. ferner ift nacf> §. 131, 3- 
£ }A B D E = 2 - t \E A C  ... über ber (SrunblinieE A  jmifc^eu E A -f= D (C , 
A  A F G H — 2 • {\JB A H ... „ „ „ A H  „ A H ^  B<G.

3flitl)in ift:‘
A A B D E  =  A A F G H .
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Der JJ t̂ijagoreifdjefrljrfa .̂
S e t  je beut recbtminf ligen 'Dreietf ift ba« Q u  abrat über 

ber §bpotenufe  gleich ber S u m m e  ber Q uabra te  über beit 
■ einzelnen Katheten.

l ’ c t j r f  I I .

Sem. I. $ättt man bom 
Scheitel B  be« redeten SBtrtfefö im 
A A B C  bie Senfrecbte auf bie 
§typotenufe unb toerlängert fte bureb 
ba« Iptypotenufenquabrat binbureb, 
fo mirb ba« teuere in jmet 9te<bt= 
eefe geteilt, melcbe nach 8 . I  einzeln 
ben ^atbetenquabraten gleich ftnb.

Sem. II.  Verlängert man 
tie Kathete B C  um C D  =  B A ,  
bie Kathete B A  um A H  =  B C ,  
conftruirt ba« Ouabrat D B H F ,  
macht auf H F  bte Strecfe H G = B A  
unb auf F D  bte Strecfe F E  =  B A ,  

jiebt enbticb bte ©rabett A G ,  G E ,  
E C ,  fo ift A  A B C ^  A  O D E  
=  A O F G  =  A O H A  (sws) ;  

unb A C E G  ift ein Quabrat, meil 
nach biefen ßongruenjeit

B C d

A C =  CE  =  E G  =  GA,
/_ GAC  = 2 x  -  [/_ H A G  4 - /_ BAC) 

=  2 jZ —  {/_ BCA  +  /  BAC) 
=  2  —  A =  x

ift.
£)a nun bie Summe ber hier congruenten reebtminfligen ©reieefe 

A B C , C D E , E F G , GHA  gleich ber Summe gmeier ifteebteefe au« 
ben Strecfen A B  unb B C  ift, unb bie« nach §. 135, I  ben Überfcbufj 
be« Quabrat« B D F H  über bie Summe ber Quabrate au« ben Seiten

1) ^Dtbagoraâ lebte ©nbe be3 6. 3abrl?unbert3 fcor Sbr.
S< erpifcftj, (Jltnunte in  ‘DJattematif. 11
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A B  unb B C  beträgt, fo ift tiefe Quabratfumme gleich bem Quabrat 
A C E G , metcheS nach Söegnahme jener rier rechtminftigen Qreiecfe rom 
gangen Quabrat B D F H  übrig bteibt.

3 tt f a fe.
3n  jebent Qreiecf ift bie £)iffereng ber Quabrate  über 

gtoei (Seiten gteid) ber ©i fferenj ber Quabra te  über ihren 
^roject ionen auf ber brüten.

—  QieS folgt fofort, trenn man ben ‘ißbthagoreifcben ©ah auf 
bie beiben redjtroinftigen Qreiedle anmenbet, metche ftch in ber $igur 
rorfinben, unb bann bie beiben erhaltenen (Steigungen burd) ©ub= 
traction »erbinbet.

§. 137.
£ t f n b.

Q a S  Q u a b r a t  über ber jur §hpotenufe gezogenen Jpöfje 
eines rechtminftigen Q re iedS  ift gleich bem SRechted aus  ben 
2tbfd)nitten ber £>hhotenufe-

F

\ G

77

K

23 et». (SS fei C D E F  baS Qua= 
brat über ber £)öhe CD beS bei C 
rechtroinftigen / \A B C , G ber Schnitt 
punft ber ©raben E F  unb B C  (ober 
ihrer 25ertängerungen). üDian conftruire 
baö 9?ecbted C D B H  unb jiehe burcb 
G ju D B  bie ^arattete, toetcbe CD 

in J  unb B H  in K  fchneibe. —  Qann ift:
A  CDA =  A  CFG, . . . [wsw)

treit CD =  CF, /  CDA =  /  CFG  (ats Rechte), enüticb Z  ^ C D  
— Z  G C F  (ats ßomütemente gum Z  D CG ) be^orgeht. Mithin ift:

'n

DA  =  FG  =  CJ,
fo bajj baS SRechted C H K J  eine ©eite C J  =  DA unb bie 9iacbbarfeite 
CH — D B  befind. ferner ift baë 2lreat

C H K J  =  CFED,
treit ber Überfd;ufj über ben gemcinfamen C F G J  nach §. 133

F H  KG  =  JD G E  
ift.

§. 138.
A u f g a b e .

(Sin Q u a b r a t  gu conftruiren, tretches mit einem gege* 
benen 2 iedüed  im 2treat übereinflimmt.
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Sinai. ©rftenS giebt ber 2el)rf. I  beS §. 136 f)ierju eine Einleitung, 
ba eS, wenn A F G H  baS gegebene 9?ed)tect ift, nur barauf aufommt, 
bie ©trede A FC  =  A H  51t machen nnb über AC  als ipppotenufe ein 
techtrcinfligeS £)reied ACB  ju conftruiren, beffen (5cfe B  in ber ©raben 
G F  liegt. ®ie ©de B  finbet man aber als ©dhnittpuntt ber ©raben 
G F  mit bem über AC  conftruirten palbfreife (§. 113, 3 . IV).

3rceitenS giebt ber Öeprfap §. 137 ebenfalls eine Einleitung jur Sluf* 
löfung ber Slufgabe. £)enn trägt man auf einer ©raben bie mit ben 
9tad)barfeiten beS gegebenen fttecpteds gleichen ©treden A D , D B  an 
einanrer ab unb beftimmt bie brüte ©de C beS A  A BC  als ben SDurch* 
fdfnittSpunlt beS !paIbfreifeS über A B  mit ber in D  auf A B  errichteten 
©entrechten, fo ift DC  eine ©eite beS gefuchten QuabratS.

§. 139. 
fiel) x fa fe.

33ilben jmei ©eiten eines ^o tp go nS  einen ©entrirointel 
eines G re i f e s , non n> e I d) e nt bie anbern *>ßoIpgonSfeiten S an *  
getiten finb, fo ift baS ^o lpgonSfe lb  gleid; bem gelbe eines 
£) r e i e d S , beffeu §  ö h e gleich bem 9t a b i it S , unb beffcn 
© ru nb l i n ie  gleid) ber in 9tebc ftehenben £augentenfumme 
beS Greifes ift.

33 r f. @S ift ein ^ßolpgon 
(O A X Y  . . . Z B ) gegeben, 
beffen ©eiten A X , XY,
ZB  Tangenten eines um O 
mit bem 9tabiuS r gezogenen 
Greifes finb.

«eh- ®as gelb (O A X Y  
.., ZB) ift eben fo grojj, mic 
baSfenige eines TireiedS, beffen 
<pöl)e =  r, unb beffen ©ruub* 
linie =  A X + X Y + . . . + Z B  
ift.

33 ew. sDtad)t man auf 
beut ©traf)! A X  bie ©tüde 
X Y '=  X Y , ..., Z'B' =  ZB, 
jiept bie ©raben OX, OY, ...,
OZ; O Y ' , . . . ,  OZ', OB' 
unb bie SÖerührmtgSrabien Olt,

1 1 *
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OP, . . . ,  OS ber ÄreiStangenten A X , X Y , . . . ,  Z B , fo ift 
»egen ber Übereinftimmung in unb ©runbtinie (§. 131, 3- H ):

A OAX =  A OAX,
A O XY' =  A OXY,

A OZ’B ’ =  A O ZB ; 
mithin burcb Summation nach §. 20, IV :

A OAB’ =  {O A XY  . . .  ZB).

§. 140. *

Näher t  fi<h ein oeränberticheS getb einet ©renjgeftalt, 
fo nähert fich fein 21 reat einem einzigen ©renjmerth,  mie 
bie 23eränberung beë gelbes and) oor fich gehen mag; unb 
biefet ©rensmerth giebt baS 21 reat bet ©tenjgeftalt a n .1)

23 em. £)a febeS mit oötüger Segtenjung a gegebene gelb nach 
§. 130 ein beftimmteS 2lreal a hat, mie eS and) geftaltet fein mag, fo 
ift eS größer a(S febeë in ihm liegenbe oon bet gefdt>toffenen Sinie b be= 
grenjte gelb mit bem 2Iteat ß. 9tät)ert fich nun b bet ©renjgeftalt a, 
fo fann bähet bet ©renjmerth oon ß nicht >>a metben; unb bieS reicht 
nach 21j:iom X IV  hin, um bie 23ehauptung ju rechtfertigen, bafj
lim. ß =  a ift.

Nähert fid) jmeitenë ein baS gegebene gelb einfd)Iief?enbeé gelb mit 
bet 23egrenjung c unb bem 2lteat y bem erfteren als feinet ©renjgeftalt, 
fo ftelle man fid) nod) ein brittes gelb mit bet 23egren$ung d oor, meines 
bie ganje bisset betrachtete gigur als einen S^eil enthält, unoeränbetüd) 
ift unb baS 2lreat 8 befifct. ®ann mirb baS 2Ireat (8— y) beS $mif<hen 
d unb c tiegenben f̂ elfceö fortmähtenb machfen, menn bie Stnie c fich bet 
©renjgeftalt a nähert, meit bet 2Berth oon y herbei fortmähtenb abnimmt. 
Mithin fann ber ©renjmerth ton (8— y) nicht >►  (8— a) metben, fo bafj 
nadj 21̂ iom X I V

lim. (8— y) =  (8— a), lim. y = a  
ift.

Nähert fid? brittenS ein gelb, beffen Söegrenjung bie 2inie a burch* 
fchneibet, bem bon a begrenjten gelbe als feiner ©renjgeftalt, fo fann 
bet ©renjmerth beS oeränberlichen 21tealS ebenfalls nicht bon a berfd;ieben

1) 2>ie|er @af} betrifft ba§ in ber ©cfiolie ju §. 130 aufgejäblte SDterfmat 4) für bie ©leidet ßen gelbem.
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fein, t»eil man bie gigur fo jerfd̂ netben fann, baf? bie »orher Betrachteten 
gälte eintreten.

§• 141.

t \\ r r a \ .
S ) a S g e lb  eines jeben ^ re i s fe c to r s  ift gleich bemjenigen 

eine« Streieds, beffen £)öhe bem fRabiuS, unb beffen (Srunb* 
l i n ie  bem V o g e n  gleich ift.

25 rf. (SS finb ein ^reisfector A B C  mit bem Zentrum C unb ein 
/^ A 'B 'C ' gegeben, beffen Jpohe C 'R — CA, unb beffen (Srunblinie 
Ä B ' =  A B  ift.

Seh-  @S ift bas gelc A BC  — /S  A 'B 'C '.
iß et». Segt man um ben Vogen A B  »on A bis B  eine Tangenten* 

folge (AX  . . . YB), macht auf ber (Staben Ä B ' bie ©trede A 'U  gleich 
ber Sänge berfelben unb sieht bie (Stabe C U , fo ift nad) §. 139 baS gelb 

{AX  . . . YBC) =  Ä U C '.
91un ift aber, tuenn man bie Sheile bet Sangentenfolge {AX  . . .  YB) 

unter Vermehrung ihrer Slnjahl unenblich abnehnten läjjt, nach §. 127, Y I  
bie Sänge beS Vogens A B  ber (Srenjmerth ber Sänge jener Sangenten* 
folge, mithin auch ^ B '  —  üm- Ä U \  unb nach §. 140 haben bie gleichen 
Areale ber gelber [AX . . . YBC), Ä U C ' bejiehungStoeife biejenigen 
»on A B C  unb Ä B 'C  ju (Srensmerthen. golglich finb biefe (Srenjroerthe 
ebenfalls gleich. (Ülrithm. §. 35.)3  tt f a

3ebeS ^ re i s fe lb  ift gleich bem gelbe eines S r e i e d s ,  
beffen Jpöhe bem fftabiuS, unb beffen (Srunblinie ber $ r e i s *  
l inie gleich ift.

—  S)enn benft man fich irgenb einen fKabiuS gezogen, fo fieht 
man, bafj ber ganje $reis ein ÄreiSfector ift, beffen §entrii»in!el 2 G 
beträgt.
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C a p i t e l  V I .

V om  M e s s e n.

A. ©ttotwnten m \ fangen unti Arealen. — jtynlidjkeit.

§• 142. 
â  d) o 1 1  c .

^Diejenigen arit̂ metifrf>en «Säfce, feeren trir uns feiger bei feer Unter* 
fuchung feer Diaumgröffen bebient hüben, gehören fämmttich feer Htbition, 
«Snbtraction, DJiultiplication unb bemfenigen gatte feer £)irifion an, melier 
als „^^eiten" bezeichnet trirb, nehmtich feemjenigen, in trelchem feer ÜÖhiltU 
plicanb gefugt trirb, trenn baS (Sanje unfe feie Slnjahl feer ^eite gegeben 
finfc. (Slrithm. §. 23.)

X)aS „DJieffen", nehmlith feie 93eftimmung beS DJMtiplicatorS, fe. i. feer 
Slnjahl feer in einem gegebenen ®anjen enthaltenen ST̂ eibe ron gegebener 
©röfje, ift nod) nicht besprochen.

£5af3 htevbei hönfig im eigentlichen «Sinne oon einer Slnjahl oon 
Xheifen nicht feie Diebe fein fattn, ift in feem betreffenfeen Slbfchnitt fees 
Sehrbuchs feer Dlrithmetif für alle ©röfcen oon irgenb toetcher Dualität 
enttricfelt; unfe es finfe bort biejenigen (Srtreiterungen fceS 3 ahlenbegriffö 
ausführlich befprocheu, toelche in feer (Srfinbung feer gebrochenen unfe feer 
irrationalen fahlen beruhen unfe einen unoeränfcerlichen DllgoriSmuS *) mit

feem Duotienten ~  geftatten, mag berfelbe eine 21njahl angeben ober nicht-

Über feie Einzelheiten ift feer betreffenfce Slbfchnitt feer Ärithmetif nach5 
jufehen. §ier trollen trir nur golgenbeS erträhnen:

1) 9ted)nen nach benfelben formalen (äû evliĉ en) ©efetjen. 
5tëotpij)fp, (Elemente bet SWatticmatif. IV. 1
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33erfte^t man unter a unb b jtoei gleichartige ©roßen, 
unter n unb r ganje 3 a^ cn/ fo bebeuten bie ©leic^i ingen

a = ----b , -r =  —
r  b r

fooiet, toie bte ©teid)ung:
tib , b . a  ba — — , ober: a — n • ober: —  =  — .
r  r  n  r

(Solche ©rößen a unb b, 5tt>tfdt;en toeld;en eine ©teichung 

biefer 21 rt befteljt, fjeißen commcnfurabel, bte ©röße y  (ober

bie gteid)e y )  heißt ber gemeinfd)aftlid)C Xfjcilcr ober bad ge* 

meinfd;aftlid)e 3Waß berfelben, bte 33ruchform y  (ober bte

g l e i t e  y )  eine rationale 3 aßl.

£>aben aber bte betben gleid;art igeu ©roßen a unb b 
fein gemeiufc^afttic^eë 3)taß, fo Reißen fie incommcnfurabel,

unb bie S3rud;form y  eine irrationale 3 ä^I. ® a n n  taffen fid? 

XU)ei B a l t e n  n unb r fteU fo oeränbern, baß

a =  lim. —  • b
r

ift, unb man barf  biefe ©le id)ung ohne 23eränberung ber 
formateu 9techengef e£e auch in ber $orm

a v  n -j- =  lim . — 
b r

oe rtoenben.
(S« toirb unfere näĉ fte ©orge fein, ju jeigett, baß e$ incommen* 

furabte 9?aumgrößeu giebt.

§. 143. I .
33erfte^t man unter a unb b 5 n>ei gleichartige ©rößen, 

oott betten a >  £ ift, unb unter n eine 21 ti5 af;t oon ber 2 )e* 
fchaffenheit, baß a > n b  heroorgeht, fo ift baë größte ge* 
meinfcfyaftlicfye SDtaß oott a nttb b, fa l l s  e$ ein folcheS giebt, 
auch ba$ größte gemeinfdjaftlidje 9)iaß oon b unb ber 
©röße c =  [a—nb] \ unb umgefeljrt ift ba$ größte gemein* 
fdt>afttiche ättaß oon b unb c aitch bas größte gemeiufchaft* 
liehe 3)taß oon « unb b.
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39ew. 3ebe« gemeinfdjwftlidje sJ)?aff ton a unb b , b. i. jebe ©rbffe 
g bon ber 33efd;affent;eit, baff bie Quotienten

—  == a uub —  =  ß 

gauje ßafyten finb, macf>t aud; ben Quotienten
c

ju einet* ganjen 3 at)t, wegen bev au« ber 33orau«fefcung fotgeuben (Steigung:
c a  b r.—  — ------n — , Y =  a —  n[i.
9  9 9  1

Jpierburd? ift ber erfte £t)eit ber SÖeljauptung bewiefen. ferner ift 
nacfy berfetben (Steigung:— =  — +  w • — , a =  7 +  wß,

9  9  9  ' r
fo baff umgefetfrt (wa« ben jtneiten ST̂ eit ber 33elfauptung bitbet), a at« 
eine ganje ^afyt fyemrgefyt, wenn ß unb 7 fotcfye ^afyteu tfnb.

0  dj 0 1  i t .
39eifpiet«weife feien a unb b jwei ©trecfen bon fotĉ er 23efd?affenf)eit, 

baff auf a =  P A  nod) eine 
© tred e IL4=c  übrig bleibt, 
nacfybem man P B  =  2  • b 
abgetragen tfat (n =  2 ).
Qann wirb eine ©trede g,

wetcfye in b genau 10 mal enthalten ift (—  =  ß =  10), fidj bon P

bi« B  genau 2-10 =  20 mal abtragen taffen, fo baff fie in c — BA  
nod) eine ganje Slnjafyt mal (etwa 7 =  9 mal) enthalten ift, wenn g in 
a eine ganje Stnjatjt [a — 29) mat aufging.

K c \ ) t f a k  II.
^atljete unb §typotenufe eine« jeben gteid)fdjenftigen 

rec^twinftigen £)reied« finb incommenfurabel.

33 rf. £)a« recfytwinftige A  A B C  ift über 
(ber jptypotenufe) A C  gteicfyfcfyenflig.

33 et). A B  unb AC  finb incommen* 
furabet.

39 ew. Stuf ber ftypotenufe A C  mad)e 
man CBX — C B , erriete in B { auf AC  
bie ©entrechte, wetd;e A B  in Cx fcfyneiben 
mag, unb jielje bie ©rabe CC\ . ‘iDann ift:

A

1 *
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A  c l CBi =  A W  . . .  (Äs*) 
mithin: C,B, —  C^Z?.

Unb ba int A  -42^ Ci
Z  ^ < 7 ^  =  2 ,e —  /  A ^ C i  —  /_C^ABX =  2 *  —  —  \A  =  \ a

=  Z
ift, fo ift biefeö rechtminfUge l \A B ,C ,  ebenfalls gleichfchenflig; atfo: 

(1.) A B X =  ByCx =  C\B.
2Ba« bie Sänge feiner Iphpotenufe AC{ betrifft, fo hat man einerfeit«: 

ACX =  A B - C ,B  =  [AC— AB,) — C,B,
unb anbrerfeits:

ACi <  AB^ +  BiC i)
maS burd? ©ummation unter SÖenufeung ßon ($1. (1.) ju bem 9?efu(tat 

(2 .) 2-ACi <  A C, ACX < \ A C
fü^rt.

Stimmt man noch ^inju, baß
, ( AC -  A B  =  AC -  CB =  AB,

^  \ A B  — A B , =  A B  — C,B =  ACi
herborgeht, fo fließt mau unter SBenufjung beS obigen Öetjrf. I  ^olgenbeS: 

£)a« größte gemeinf chaftlid;e üDÉaß non ®att)ete unb 
^hpotenufe  beS A  A B C  ift aud; ein folcheS für bie ent = 
fpred;enben ©tüde  beS A  A B XC, , beffen ^hpotenufe um 
me^r a ls  bie ipälfte fl ein er ift.

Sieber^olt man bie betriebene (Sonftruction am A  A B t C, , fo 
erhält man ein A  A B2C2, welche« jum A ^ ^ i C i  in ä^ntic^er 33e* 
jie^ung fteJjt, tote biefe« juut A  A B C ; u. f. f .J) £)ie ^^otenufeu 
biefer £>reiede nehmen nach bem Obigen in ber Söeife ab, baß

AC^>  2 • AC, >  22 • AC2 >  2 3- ACd > ____> 2 n-ACn,
atfo allgemein

AC, <  ^

ift; b. h-: man fann bie (5onftructiott fo oft mieberljölen, 
baß bie § h h otenufe beS jnlefet erhaltenen Ore iedS  
fleiner al s  eine beliebig flein gegebene ©trede, atfo auch 1

1) ©teilt man bie $u (3.) analogen gonueln fämmtlid) auf, fo crgiebt fid) an« ber 2ßeorie ber Äettenbriid)e:
^  =  1 +  1/2 +  1/2 +  1/2 +  . . . . =  VT.35ie Serehtigung, ben ^tfyagoveifheu ©af? pir Erlangung biefe« numerifcben 9teful= täte* jn »evmenben, rntrb erft in §. 155 erworben.
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Heiner  wirb, als fctejentge ©trede ift, weld)e etwagemanb  
für bag gemeinfctyafttidje 9)?aff bon A B  unb AC  auggebeu 
möchte.

'Dann fann biefeg Sftaff aber nid;t in ACn aufgeljen, tüte eg bodj 
miifite.

9ftitl?in traben A B  nnb AC  fein gemeinfdjaftlicfyeg SJJfafi; wag jn 
beweifen war.

§• 144.

©t immen $wei iKecfytede in ber (^ runb l in ie  überein, fo 
ift ber Quot ien t  ifyrer gelber gleich bemfenigen ifyrer 
jpöfyen; m. a. S . : fo oerfyalteu fid)*) iljre gelber wie ifyre 
|)ö^en.

25rf. (5g finb §wei ffiecfytede gegeben, 
bag eine mit ber (Srunblinie g , ber £)blje h 
unb bem gelte f ,  bag anbere mit ber ($runb* 
linie g, ber $Blje h' unb bem gelte / '.

23ety. «• #  7  =
f '

29 ew. 9J?an muff beim 29emeife bie 
beiben folgenbeu möglichen gälte unterfdjeiben:

1. Die£)öfjen h unb h' feien commenfurabel. 31jr gemein» 
fd?aftlid?eg SDfafi fei bie ©trede

fo baf?
h =  na, h' —  n a  

ift.
3 iê t man nun burd? bie Sfyeifyunfte, welche burd> Abtragung ber 

©trede a auf ben £>öl)en h unb h' erhalten werben, parallelen ju ten 
©runblinien g , fo jerfallen /  unb f '  bejie^unggweife in n unb n con» 
gruente 9?ed)tedgfelber oon ber ®röfie cp. äftitljin wirb 

f =  n y ,  f '  =  n'cp;
unb eg ift:

f    w c p  n _ _  na    h

f  n ’<.f n ' n'a h '

II.  D ie  Ipöfyen h unb h' feien incommenfurabel.1) Über bie ^rebortionen bergt, ba« üetub. b. Strittymetif §. 41 bi« §. 45.
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^ebenfalls giebt eg eine ©trede k oon ber 93efdj>affenf)eit, baff
,, v /  k

"  f '  — h'
ift. Üftan fann bafyer bte grage nacfy ber (Sültigfeit ber 23el)auptung fo 
augfprecfyeu, ob k oon h oerfd)ieben fein fann ober nicfyt.

3f?ef>men mir an, h unb k feien oerfcfyieben, fo 
fällt ber (Snbpunft K  ber ©trede A K  =  k nicfyt mit 
bem (Snbpunfte H  ber Jpbfye A H  =  h jnfammen, menn 
man jene auf biefer abträgt. Dfjeilt man bann bie 
Jpöfye h' in fo fleiue gleiche Dfjeile, baff biefetben fleiner 
als H K  finb, unb trägt fie oon A au$ auf A H  ab, 
fo fällt fcfyliefflid) ein Dljeilpunft in einen Punft L  
jmifd)en H  unb K. Die ©trede A L , melcfye ifyrer 
(Sntftefjunggmeife nad; mit h' commenfurabel ift, nennen 
mir l unb conftruiren eublicl? ein 9?ecfyted au« ben ©eiten 

g unb /; beffen gelb nennen mir X.
Dann ift, mie oben unter I bemiefen:

(2 ) A  =  A

ÜDfultiplicirt man aber biefe ®leid?ung (2 .) mit ber nid)t §u beanftan*
benben (Steigung (1 .), fo folgt bie ($leid;ung

/  _  A
x l '

meld>e einen offenbaren äßiberfprud) enthält. Denn ba L  jmifcfyen H  
unb K  liegt, fo ift

/ > X ,  Y  >  1 , menn k < ^ l ,  y < l i f t ;

K
L/H

l l h

fj 4

unb / < X ,  y  <  1 , menn k > l ,  ~  >  1 ift. 

golglicfy fann k niĉ t oon h oerfbfyieben fein.

Jl tt f ft % e.
1. D ie  Selber ber Pa ra l le log ram m e oon gleidjer

/ © ru n b l i n i e  \  t f . . .r / $öfyen. \1  c , . .  r. t »erhalten ftcb, mte tljte < z. . . .  . ,\ f)ofye ) 1 1 "  1 l ©runbltnten.  )
— 9fad> 8 . I  u. §. 131, 8 . I.

II. D ie  gelber ber Dre iede  oon gleicher j J

oerljalten ficfy, mie t^re (  .1 ^  l ©runbltnten.
-  3 u f .  I I  u. §. 1 3 1 ,  3 . I .
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§• 145.
€ t t f a %.

D e r  Q uo t ien t  bet Se lber  bel iebiger ' 'Paral lelogramme 
ift gleid) bem 'probucte aus bem Quotienten ifyrer © runb*  
t in ien unb bem Quot ien ten  ifyrer §öl)en.

23 rf. /, g, h finb bas Selb, bie ©runblinie unb bie §bfye eines 
Parallelogramms, f ' ,  g ' , h' bieieuigen eines jmeiten.

» ' » •  ‘f*- f  =  r  w-
33 em. Die entfprecfyenben <Stücfe eines britten Parallelogramms 

feien: cp, g ', h\ fo bafi es mit bem einen gegebenen Parallelogramm in 
ber §öl)e, mit bem anbern in bei* ©runblinie übereinftimmt. 'Dann ift 
nacfy §. 144, 3 . I :

/  _  ff_
<p 9' '
cp h

T  ~  ü ;
mithin burd) SQ^utti t̂ication:

L  — 9- A
f  g’ ' h’ '

D e r . Q u o t i e n t  ber gelber beliebiger Dre iede  ift gleid) 
bem Probucte aus  bem Quot ien ten  ifyrer © runb l i n ien  unb 
bem Quot ienten  Ujrer £)öljen.

§. 146.

0 1 f t n 1 1 i d it e n .
I. ©ine ©röfte, melcfye unter alten gleichartigen (tröffen 

5 u bem 3  e d auSgetoä^tt ift, um biefetben mit i fj r ju 
meffcn (bib ib iren) ,  fyeijjt bie 9Jta§einf)eit ober fchlechttyin 
©inheit1) biefer ©röfjen. —  Unter  ber SDiaftja^l einer ©röffe 
oerftefyt man ben Quot ienten, melden  fie beim äfteffen 
(D i ö i b i r e n )  burd) bie ©intyeit giebt. —

3 3 ei arit^metifc^en Re la t ionen  ertaubt man ficfy, ju 
fagen: ,,©rö§e a " , anftatt: „9Jtö§$af)l ber ©rö§e a \  h iernach

1) SDtan beachte genau ben Unterfdjieb jnnfdjett ber „(Sinbeit" unb ber „C£inë". 
$>ie ,,(5inl)eit" Ift eine ©rö§e, bie ,,(Sin8" eine 2(njâ t (oljne Dualität).
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tft feber ©af$, welcher feinem unmittelbaren  Wort laute 
nacp feinen © i n n  giebt, 5 1t in terpret iren . l)

I I. Q a « 2l real  be«Felbe« eine« Q i iabra t« ,  beffen «Seiten 
ber (na cp $ö i l l f ü r  gemähten )  Längene inhe i t  gleich f i n b , 
wirb (nach attgemeinem Überein!ommen) al« Flächeneinheit, 
ober genauer: al« Llrcaleinhctt, feftgefefet.

3  n r ft h c.

I. Q ie  sJftaffjapl be« Fe lbe l  eine« leben Sßaraltelo- 
grantm« ift gleich bem probucte  ber äJiafcjaplen feiner 
©runb l in ie  unb feiner Jpöhe. —  sDt. a. 2ß.: Q a«  Fetb eine« 
P a r a l l e l o g r a m m «  ift gleicp bem Probucte au« ® ru nb l i n ie  
unb §öhe:  f = g h .

— tiefer ©a£ geht unmittelbar au« §. 145, 2 . perbor, wenn 
man bort ba« Parallelogramm, wetcpe« ba« Felb / ',  bie ©runblinie 
g unb bie Ipöhe h' hat, al« ein Quabrat annimmt, beffen ©eiten g' 
unb h' beibe ber Längeneinheit gleich finb.

IT. Q ie  3)ia^5ahl be« Felbe« eine« leben ©reiecf« ift 
gleich bem halben Probucte  ber 2)taffjahlen feiner © runb *  
l in ie unb feiner £ )öhe .—  sJft. a. 3Ö.: 3ebe« ®reiecf«felb ift 
gleich bem h fliben Probucte  au« (S runb l in ie  unb § 5h e:

/ =  W -
—  Folge bou 3 uf- l unb §. 131, 3- I-

I I I .  Q e r Q u o t ie n t  fe jweier ©eiten eine« einzelnen 
Qreiecf« ift gleich bem reciprofen 2Öerth be« Quotienten ber 
Ipöhbn, welche auf ihnen ftehen. —  iUI. a. 2Ö.: 3 e jwei ©eiten 
eine« ein je Inen Qreiecf« ner^atten fich um gef ehrt, wie bie 
auf ihnen ftehenben £öhen.

—  Qeun bezeichnet man jwei Qreiecfèfeiten mit a unb b, bie 
tpötjen auf ihnen mit a unb ß, fo ift nach 3 - 1 1  ba« hoppelte Qrei= 
ecf«felb 2f  fowopl =  aa, al« auch —  ^ß» woburch

7.0 o ß
1 0 a

heroorgeht.

â rij 0 1 i t .
Qurcp bie Qef. I I  ift eine Segiel/ung jwifepen ber (Sinpeit ber Längen 

unb berfenigen ber 2lreale pstgeftellt, roelcpe auf bloßem Übereinfommen 
berupt.1) $ergl. b. Sê rfe. b. 2tritbmetif §. 45.
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Z« berftetjt fidi oon fetbft, baji bei jefcem ähnlichen Übereinfommen nur 
gwedmäjngfeitërücffichten —  feine jwingenben ©riinbe —  in« ©einigt gelebt 
Werben fönnen, ba e« an unb für fict̂  feine ©röfiengattung etwa« angelt, wa« 
man bei einer anbern at« Diafieinheit anfehen will. L3eifpiet«weife finb e« 
blojw $wedntäfngfeit«rüdftchten, ba§ man ba«jenige ©erntet, meiere« ein 
CSubifcentimeter SLaffer unter gewiffen Umftänben befî t, at« ©ewichtëeinheit 
(1 ©ramm) feftgefefet l;at; unb genau eben fo berhätt e« fich, wenn man 
für bie g(äd;eneinheit baö 2lreat eine« Ouabrat« feftfefct, wie e« in Def. I I  
gesehen ift. Dian hätte îerju eben fo gut ba« SIreal eine« Dreied«= 
fetbe« ober eine« $rei«fetbe« mähten bürfen, beffen 93eftimmung«ftücfe au« 
ber Längeneinheit abgeleitet werben fönnen, ober irgenbwie anber« bei1'  
fahren, wenn man bnrcf> bie 5Bal)l ber Längeneinheit auch biejenige be« 
2lreat« fcf>on beftimmt Mafien wiü. Diit bemfelbeu 9iecht hätte man aber 
auch febe ein- für attemat getroffene 23erabrebung hierüber untertaffen bürfen.

Die praftifche 9ütcffid;t, burd; welche man fid) hflt leiten taffen, ift 
im $uf. I au«gef r̂ochen.

Die ^Benennungen ber Einheiten greifen auf bie Def. I I  jurücf: Dian 
nennt bie $täd;eneinheit ein „Ouabratmeter",  Wenn at« Längeneinheit 
ein Dieter angenommen ift, ein „ O u a b r  at mit time ter", wenn ba« 
Diitlimeter at« Längeneinheit gilt; u. f. w.

Der ,3uf. 1 lehrt, baff
1 Ouabratmeter =  1 0 - 1 0  Ouabratbecimetern,
1 Ouabratbeämeter =  1 0 1 0  Ouabratcentimetern 

ift, u. f. w., weit
1  Dieter = = 1 0  Decimeteru,
1 Decimeter = 1 0  Zentimetern

ift, u. f. w .; eben fo, wie ba« $etb eine« ‘»Parallelogramm«, welche«
7 Dieter ©ruubtinie unb 5 Dieter tpötje befitjt, 7-5 Ouabratmeter groß 
ift. Da« $elb eine« Dreiecf«, beffen ©runbtinie 9, unb beffen tpöhe
8 Dieter beträgt, enthält nach 3uf. I I  \  ■ 9 • 8 =  36 Ouabratmeter Llreal.

Die in ber 9trithmetif gebräud;tiche ^Benennung „a Ouabrat" für 
„fl2" ftammt baher, baß nach 3 uf- H  ba« $etb eine« Ouabrat«, beffen 
©eiten fe « Dieter betragen, =  a1 Ouabratmetern ift.

2lu« bem 3 uf- H I  erfieht man, baß bie Dreied«höhe x auf einer 
©eite bon 1 2  Dieter Länge, wenn eine anbere ©eite 9 unb bie auf ihr 
ftehenbe Jpötje 2 0  Dieter mißt, 15 Dieter lang fein muß, weit

i o  n f»n 9-2012 • # =  9 • 2 0 , x — —j 2~
ift.
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£ c l ) r
D i e  gelber jmeier Dre iede, melcfye in einem 2Öinfet 

übereinft immen, »erhalten fid?, mie bie V robucte  au« ben 
©djenfeln1 2) bieder SBinfel in ben einzelnen Dreieden.

Vem. ülftan lege bie 
beiben Dreiede fo an einanber, 
bafe if)re al« gleid? gegebenen 
5öintel ©d)eitelminfet bei C 
merben, benenne fie im Übrigen 
mit A B C  unb A 'B 'C , be= 
jeicfyne CA — a, CB — b unb 
bereu Verlängerungen bê ie= 

fyung«meife C Ä  =  d , CB' =  b', jielje bie £>ülf«grabe A 'B  unb be* 
jeicfyne ba« gelb bon

A  CAB = / ,  A  CA B? =  / ',  CA'B =  g>.
Dann ift nadj §. 144, 3- I I :

f  __ a  cp __ b

7 —  f 7 ~ v '
ba« (Srftere, meil man bon B  au« nur eine ©entrechte auf A Ä , ba« 
3meite, meil man bon A' au« nur eine ©entrechte auf BB'  fällen fann.

Durd) VJultiplication biefer (Sleicfjungen ergiebt fid):
f  __  a b

J  — ~d- V '
mie behauptet mürbe.

§. 148.

0 c f i n i t i o n .
3 e jmei D re iede ,  m e l d) e in jmei S i n f e l n  überein*  

ftimmen, lj ei feen äljnlid). *) —  D a «  3e id )eK für biefe« Sßort 
in go rm e ln  ift: ~ .

3  lt \ & |  ¢.
I. 3e jmei äfynlicfye D re iede  ftimmen in allen SBinfeln 

überein.1) §ier tritt beutlicfe herbor, tresfealb es cingefü r̂t ife, bou bat ©röfeen ju fbred)en, at8 trenn fee Rabiat träten. (§. 146, 2). I.) S iß  man nê müdf» genau fenecfeeu, fo bebarf man einer bebeutenb größeren Slnjalfe bon Sorten unb nnrb bielleidjt grabe beSfealb nicht fo leidet berfeanben.
2) 35ergl. bie @(bolie ju §. 57.

§. 147.
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II. 3 ft ein Dreiecf mehreren äfynlid), fo finb tiefe unter 
firf) äljnlicfy.

I I I .  kongruente  Dreiecfe finb äfynlid?.

§. 149.

3n  äfynlitfyen Dre ieden  finb bie Quotienten ber($egen* 
feiten gleicher 2öinfel  gleich.

33 rf. 3n ben Dreieden A BC  
unb A 'B 'C ' ift:

/_ A  =  / _ Ä ,  Z .B  — Z .B '. 
k« loirb B C =  a, CA =  b, A B =  c,
B 'C  =  a', C'A' =  b', A 'B' =  c' 
bejeicfmet.

«ei? © i f t =
39 em. 39e$eid?net man bie gelber 

ber gegebenen Dreiede mit /  unb / ',  
fo ift nad) §. 147:

unb:
f ,  =  Z « = Z f .

r  =  T '" 7 ”  weil Z  ^  =  Z  -4' 'ft-
hieraus folgt:

a c 

a ' c ' 

a  

a '

b c

7 '  7  
b_

7 ’

J  n f ä  |  c .
I. 'Die Quotienten ber gleicfyliegenben @eiten ä^nlic^er 

D re iede  finb alle brei gleicfy:
a    b   c

a ' b ' c '

—  Denn bie britten SSinfel finb ebenfall« gleicfy grofj. 1

1 ) 2Btr Bejieben un« auf btefen „erflen ^^nli^feitsfalg" burd) bie ®ejeid)nuttg:
(2»r).

www.rcin.org.pl



12

II. Q ie  gelber jmeier äfynltdjen ^reiecfe t>er^attcn fiel), 
tote bie Ouabra te  gteiebtiegenber ©eiten:

/ _
f '  —  « ' 2 *

—  Qenn, bie ©teiebung
f  a c

7  ~  ~ä' ' c7
gê t in biejenige ber Behauptung über, menn man beit Quotienten ~r 

bureb ben eben fo großen ■— erfebt.

Ö ri) o 1 1  e.

2Bie ber erfte ßongruenjfab mit feinen Umfebritngen bisher bie mid)* 
tigfte Jpanbbabe geboten ^at, um (Sigenfcbaften ber compticirtereu 9taum* 
gebitbe bureb Bermittelung ber einfad)ften gefebtoffenen gebrochenen £inie, 
beé '©reiecfë, abjuteiten, fo eröffnet ber obige „erfte 3lbuti<bfeit$fab" (2 w) 
bie SluSficbt, fid) biefer einfadjen ftigur auch bort mit (Srfotg bebienen 
ju fönnen, mo e$ fid) um biefenigen (Sigenfcbaften ber SRaumgeftatten 
banbett, »eiche bureb bie Vergleichung ber Quotienten gteid;artiger fRaum* 
großen ermittelt »erben mögen.

@8 ift besbaib —  genau »ie bei ber ßongruenj —  eine Srage oon 
beroorragenber SBicbtigfeit, ob unb in meteber 2 )eife biefer erfte Slbnticb* 
feitëfafj, oerbunben mit feinen näcbfttiegenben $o (gerungen (namentticb 
3uf. I), umgefebrt »erben fann. —  Jpiermit »erben mir un$ im näcbften 
§. befebäftigen.

§. 150.

Ute übrigen ^n U d jke itsfüb r (Mmke^rnngen bes erflcn).

3 »e i ®reiede finb ähn tich, wenn fie übereinft immen :
1) in ben 93erhättniffen (Quotienten) ber brei ©eiten*

paare (3« ;
2 ) in bem Berbättn ië  jmeier ©eitenpaare  unb im ein* 

gefebtoffenen 5öinfel (swsr^ ) ;
3) in bem B e rbä t tn i s  jmeier ©e itenpaare unb in bem 

($ egen » i n f e i  ber größeren ©eite be$ ein je tuen 
Qreiedë (Sswru) ;

4) in bem Berbättn ië  5 tu ei er ©eitenpaare unb in bem 
($ e g e n » i n f e t ber Heineren  ©eite be$ einjetnen 
Qreiecf«, fa l l«  bie ©egenminfet ber größeren ©ei *  
ten jugteicb fpifj ober jugleich ftumpf finb (sSwrv).
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2Bir führen ben iöemeis an jmei ®reieden A BC  unb A 'B 'C ', in 
melden bie ©eiten mit ben 23ud;[taben a. b, c\ d , b', c' bejeicfynet 
merbeu folleu, mie fie ben burdj bie 23ud;ftaben A, B, C\ A ' , B ', C' 
benannten (Sden gegenüber liegen.

Sei alten wer ©ät^en mirb bie ®leid$eit ber 23erl)ältniffe non min* 
beftenë jmei ©eitenpaaren borausgefefct; e8 fei ftetS:

a ' __  b

~  ~V '

$>ann machen mir ftetè biefelbe ^mlfëconftruction, baff mir anf CB 
bie ©trede CD =  d  abtragen, burcfy D  eine parallele ju BA  jieljen 
unb bereu ©cfynittpunft mit CA burd; X  bejeid)nen, enblidj bie ©trede 
CX  =  x unb bie ©trede D X  =  y fê en. Jpierburdfy mirb

A C D X  ~  / S C B A ......... (2w)
meil Z  C D X  =  Z  CBA  unb Z  CXD  =  Z  CAB als ©egenminlel 
bei ben parallelen D X  unb BA  fyeroorgeljt.

ÜDauu bleibt uns nur nod; übrig, ju bemeifen, baff 
/ S A ’B 'C  =  /S X D C

ift, um mit Jpülfe non §. 148, 3- 1  unb H  Su fc l̂ie^en, eö fei 
/S  A 'B'C ' ~  /± A B C .

£)er ißemeis aber bafür, baff
/ \ Ä B ' C  =  A  X D C

ift, beruht bei ben einzelnen ber hier ©ä£e auf betriebenen 93orau$* 
fe^ungen.

£)ie einzelnen SSorauSfefcungen nebft ben jugefjörigeu 33emeifen finb 
folgenbe:

33rf. ju 1). ift:
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a b 
a' x uub

a c 
a' y . . §. 149.

b' =  X unb c' =  y \ . . . Slrittjm. §. 44, I I , 1
A  A 'B 'C A  X D C , . . . (3«)
A  A 'B 'C r\j A  A BC  . . . §. 148.

s« 1 ). $Do A  A BC  rsj / ^ X D C  ift, fo folgt:

3»it$in ift 

boljer:

93rf. su 2 ). (5g ift:

T . - T - '  t C = £ V .

»eit. äii 2). ®a A  A ß C  ~  A  X D C  ift, fo folgt:
^ _____ b ^  ^  #
a' x 9 }

mithin:A  A ’B ' C  =  A  X D C  . . . (mm), A  X '5 'C " ~  A  A B C .

93rf. su 3). (5« ift:

V  =  TT. « '> ! > ' .
93eU). su 3). ®a A  XI?<7 ~  A  X D C ' ift, fo folgt:

d __ b ^ t
a' # ' *

mithin:
A  A 'B 'c  =  A  X D C  . . .  (ämo), A  a 'B 'C  ~  A  x j5 a

33tf. su 4): (5$ ift:
—  ±  „• \  // / »  _  / R'. / Z  ^  imb Z  X ' finb beibc

«' • Z- Z. , y ftumpf ober beibe fpifj.

33en>. su 4). 3)a A  A B C  ru A  X D C  ift, fo fotgt:
a  __  b_ ir  __
a' x ' '

mitljin:
A  A’B 'C  =  A  X D C  . . . [sSw), A  A 'B 'C  ~  A  ABC.

1 ) 35er t̂er benutzte @a(5 tautet: „S tim m e n  $mei Proportionen itt brci gteidfgefteltten ©l ie be m überein,  fo finb and; bie »ierten ©lieber gleid)."
3 n unferm gatte ift A  — JL (n. p. 3 5 .) unb =  (rote bemiefen); mitbin:

b b b' x , ,
T = * T ’ T  =  T '  b “ *•— S)a8 Wnatoge fiubet bei ben jtueiten Proportionen ftatt, tno c' =  y beitoorgebt.
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§. 151.
$ e f i i t i t i on.

Unter einer €>djaar non (traben nerfteljt man eine be* 
tiebige Slnjaljl grober S in ien ,  welche in i rgenb m e l i e r  
ö e j i e ^ u n g  ju einanber fielen.

jC r l j r fa t j  I.
£)ie einanber entfpredjenben 2lbfcfynitte, toelcfye auf 

jmei beliebigen ©raben burdj eine ©cfyaar non ^aratteten 
gebitbet tnerben, geben gleiche Quotienten.

35 rf. 35on nier 35ar* 
allelen rnirb eine ©rabe 
in ben fünften A, B, C,
I) , eine jtneite in ben 
fünften A', B ', C ', D' 
gefcfynitten.

33 efy. (§8 tft:
AB _  CD 
A'B' ~  CD' •

33 em. Qu A D  jielje 
mau burcb A' unb C' parallelen, melcfye bejiefyungSmeife B B ' in X  
unb DD' in Y  i'dfyneiben. £)ann ift:

A  A 'B 'X  C 'D 'Y ____ (2w);
mithin:

A'X __ C'Y
A'B' ~~ CD' *

geruer ift in ben Parallelogrammen A BX A ' unb CD Y C ' :
A 'X  =  A B , C 'Y  =  CD\

mithin:
AB _ CD
A'B' — CD' •

3ft im ©egenfafc ju unferer bisherigen Slunahme AD  =f= A'D', fo 
bteibt bie letzte ©leichitng hefteten, tneil bann A B =  A 'B' unb C D —C D ' 
ift (als ©egenfeiteu in Parallelogrammen).

â 4) O lt ¢.
35erfĉ iebt man in ber obigen gigur bie Parallelen in ber 3Öeife, 

bafj fie ifyrer urfbrüngü^en Sage parallet bleiben, fo neränbern bie Quo* 
tienten ber non ifyuen auf ben feften ©rabeu AD  unb A'D' abgefdjmit* 
tenen ©trecfen, mie bemiefen ift, ifyren 3Berth nicht, mag man bie Par*
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atlelen im Übrigen oerlegen, toopin man toill. (Setbftoerftänblid) büvfeu 
hierbei jtoei Parallelen auf einauber gelangen, il)re Solge oertaufd)en, 
u. f. m.

©ept eine non ben parallelen burcf) ben Durd)fd)nitt«puuft non AD  
unb A'D ' , fo fann man fie bttrd) biefen Punft allein oertreten taffen. 
Dann entfielen ©äfce über bie Teilung oon jtoei Dreiedsfeiten bnrd; 
eine Parallele jur britten, toelcpe aber niĉ tö Weites enthalten, toenn man 
fid) bte oon fetter (5de erfefcte Parallele pinjubenft.

Allgemein umfepren läßt fid> nnfer ©afc uid;t, fonbern nur in bent 
Salle, melier im uäcpften Seprfafc befprocpen toirb.

C u Ij r T fe II.
©epbrt ber Du rd )fd )n itt$pun !t jtoeier ©raben mit ju 

ben SSegrenjungen einer So lge  folcper Slbfdpnitte, oon toel= 
cpen bie Dp eile ber einen ©raben benjenigen ber anbertt 
p ro p o r t i o n a l1) fitto, fo fittb bie graben 93erbinbungël in ien 
entfprecpenber Dpeitpunfte einanber parallel.

33rf. Stuf jtoei ©raben, 
toelcpe fid; in P  fcpneiben, ift: 

PA PB  
PA' ~  PB' ’

23ep. (£«ifiA A '^ B B '.  
23eto. äftan jiepe burd; 

P  eine Parallele §u A Â  uttb 
eine jtoeite burcp B , meld;e 
AA' in X  fcpueibe. Daun ift: 

l Ä . -  8 i
PA' P X .......

Die« giebt burcp S3ergleicpung mit ber 93orau«fefcung:
P X  =  PB',

fo baß B B ' fid) nid;t oon ber ©raben B X  unterfcpeibet, toelcpe mit 
AA' parallel ift.

ji it r ö t*.
Dreist mau bie ©rabe PA B  um ben P u n f t  P , ittbent 

mau ben Pu n f t  A auf einer ©raben AA' gleiten unb ba« 
SSerpältniS  P A . A B  uuoeränbert  läßt, fo bcfcpreibt ber 
P u n f t  B  eine Pa ra l le le  51t AA'.

1 ) 93iev ©vöjjeu beißen proportional, toentt fie eine Proportion geben. (Slritbm. §• 41.)
www.rcin.org.pl
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§. 152.

Gt t yz f af y  I.
£)te h a lb ie r  ungSt in ie  eine« £)reiecf«roinf e U  tfjeitt 

ceffen (Segenfette fo, baff iljre 2lbfc^nitte ficfy »ermatten, 
rote bie anftoffenben ©reiedsfeiten.

33 r f. 3m A  A B C  roirb bte ©eite 
A B  ton ber gtatbierungëiinie teö Z  ACB  
in D  getroffen.

^  f l  = % ■
23ero. üDiatt jielje jur ©raten CD 

burcfy bie beiben attbern (Seien A unb B  A 
bie ^araüeien, ton beiten bie buref) B  
gezogene fid) mit AC  in einem fünfte E  trifft. £)ann ift:

<‘) § £  -  H ........ § • 151- * • l -
ferner ift bei beit ^aratteien CD unb E B :

Z  CEB  =  Z  ACD,
Z  C B E  =  Z  B C D ; 

foigliefy, roeil Z  ACD  =  /_ BCD  ift, aud): 
z  CEB  =  Z  CBE,

CB =  CE.
©efjt man aber in (1) CB für CE, roa« fjiernad) angelt, fo geljt 

bie ©I. (1 ) in biefettige über, roetcfye beroiefen roerben foüte.

ßcljrr ii^  II.
3Birb bie SSertängerung einer £)reiecf8 feite ton ber 

^a tb ie rungë t in ie  be8 Stupenroinfelö an ber ©egenecfe ge* 
troffen, fo terfyaüen fiefy auf iljr bie 2lbftänbe beë ©cfynitt* 
punfteé tou bett (Seien, roie bie anftofjenben $)reiedëf eiten.

23 r f. 3m A  A B C  roirb 
bie 23ertängerung ber ©eite A B  
über B  fjinauS in D  ton ber 
JpatbierungSünie be$ Slufjeii« 
roinfeté BCA' getroffen.

» « *•  ®« ift: ^  =
23ero.

D B  

£>urefy bie (Scfen
Sßorpifcft), (Elemente tcr SUtat ĉmatif. IV. 2
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A  imb B  jiepe man bie parallelen ju CD\ bie burcb B  gezogene treffe 
fiep mit AC  in E. £)ann ift:

D A  _  CA_
D B  ~  C D

3n biefer Proportion barf man aber CE  burep CB erfefcen, meil 
bei ben Parallelen CD unb E B :

Z CEB  =  Z  Ä  CD,
Z C B E =  Z BCD,

alfo toegen ber ©leicppeit ber rechts genannten 3Binfel 
z  C EB =  Z CBE,

CB =  CE
ift.

l ’ eljrfitfe I I I .
3ft auf einer £)reiedsfeite ein Pu n t t  oon foleper Sage 

gegeben, baf} feine Slbftänbe non ben beiben (Sefen fiep »er- 
palten, wie bie anftofjenben £)r eieefsfeiten, fo pa lb ie rt  
feine P e r b i n b u n g S l i n i e  mit ber brü ten  (Sefe ben £)reieefs* 
tointel an berfelben.

33 rf. 31uf ber «Seite A B  beS / \ ,A B C  
liegt ein Puntt D  fo, baß

A D  B D  
A C  ~  B C  

ift.
33 ep. (SS ift Z  DCA  =  Z  DCB.
33 em. halbiert man ben Z  A CB  burep

eine ©rabe CX, fo ift:
A X  _  B X  o T
A C  B C  ..........A‘

£)ioibirt man biefe ©leiepitng burep bie gegebene, fo folgt:
A X  B X  
A D  ~  B D  '

9tun ift aber:
A X    B X    A X  +  B X    A B
A D  B D  A D  +  B D  A B

alfo:

l . . . 3Iritpm. §. 43,

A X  =  A D , B X  =  BD ,
maS nur bann angept, menn bie ©rate CD mit ber Halbierungslinie 
CX  beS Z  ACB  jufammenfällt.
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3ft auf ber Se r tönge ruug  einer £)reie<f«feite ein ^ßunft 
non fotd>ev Sage gegeben, baft feine Stbftänbe non ben bei* 
ben öden fid) bertjalten, mie bie anftoßenben Q re ied« *  
feiten, fo halbiert feine $e rb inbung« t in ie  mit ber britten 
(5 de ben Stufjenminfet an berfetben.

—  Qer Sem. ift gan$ analog bemfenigen ju S. I I I ,  nur bafc bie 
(Steigungen A X  — AD, B X  =  BD  burd) bie fotgenbe ©d)tu§reif>e 
ermatten merben:

A X  B X  _  A X — B X  A B
A D  B D  A D  —  B D  ~~  A B  ~ ~ 1 '

â  rij o 1 1 1 .
2Öa« ben Sefyrf. I I  angelt, fo fcfyneibet bie Jpatbiernngëtinie be« 

Stujjenminfet« bei C fiĉ  in bem gatte nicfyt mit ber (Sraben AB, 
menn AC  =  B C  ift; benn bann ftetjit bie f)atbierung«(inie be$ Qreied«* 
minfet« bei C nicfyt nur auf ifyr, fonberu aud) auf A B  fenfrecfyt, mie 
non früher fyer befannt ift.

Qie 9lott)menbigfeit ber 2tu«natjme get)t aber and) au« S. I I  fetbft 
t)eroor, meit

D A  D B  -j- A B  j - A B  
D B  =  D B  =  1 +  D B  

notfymenbig bon 1 oerfcfneben ift.

§. 153.

Qe f i t t Ui ot t .
Unter einem Süfdjel oerftet)t mau eine @cf>aar toon fot* 

d)en (Sraben, meld)e fämmttid) burd) einen ^ßunft I)inburd)* 
get)en; ber tejjtere fyeißt ber 0 d)citcl be« Süfd)et«.

ß c l j r f i i ^  I .
®  i e einanber entfpred)enben 21 b f d) n i 1 1  e, m e t d> e auf 

jmei ^ßaratteten burd? ein Süfd)et gebitbet merben, geben 
gleiche Quotienten; nub jmar ift ber Söertt) ber letzteren 
gteid) bem Quotienten ber Stbftänbe ber ‘ißaralteten com 
<Sd;eitet be« Süfcfyet«.

IV.

2 *
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23 rf. P  ift ber ©cpeitel 
eines SÖüfcpelS, oon melcpent jroei 
parallele ©raten gefĉ nitten teer* 
ben, bie eine in ben fünften: 
A, B , C, D, S, bte anbere in 
ben entfpreepenben fünften: A ' , 
B ', C', D', S '. £)er ©trapt 
P S S ' ftept auf ben Parallelen 
fenfrecpt.

P S  
PS' •

23 e tD. 

baper:

©S ift: A  PAB  ~  A  P A B ’; 
A B  _  P A  

A 'B '  ~  P A ' ‘

[2w)

ferner ift: 

baper:

üDiitpin ift:

A P A S  ~  A P A ' S ' , . . . (2w )

P A  _  P S  
P A ' ~  P S '  *
A B  _  P S  
A 'B '  P S '

£>a bie ©treefen A B  nnb A 'B' jlmfcpen jtoei beliebig gemäptten 
©raten beS Söüfcpels liegen, fo gilt ber ©afj für fe jmei entfpreepenbe 
Slbfcpnitte ber parallelen, alfo auep in ber ^ornt:

P S  C D
P S ' C D ' '

u. f. m.
Sinnt. Siegt ber Punft P  steiften ben Parallelen AD  unb AxDXt 

fo änbert fiep in Söepauptung unb iÖemeiS toeiter 9HcptS, als tafe man 
für bie obige ^igur bie Slcccnte an ben Söucpftaben burep untere 3nbiceS 
$u erfefeen pat.

ß e i j r f a l  I L *

S e r b e n  jtoei pa ra l l e le  © t re ten  (einzeln, ober bette) 
in benfenigen © r a te n  oerfepoben, in benen fie l iegen, fô  
befepreibt ber ©cpnit tpunft  ber graben 23erb inbungS l in ien 
iprer  ©nbpunfte,  fall« er fiep ebenfal ls  bemegb, eine P a r *  
allele ju ben gegebenen Paral le len.

33 en>. ©inb A B  unb A 'B' bie gegebenen parallelen ©treefen, fo* 
ift, menn man bie 3 apl

bejeiipnet, naep S. I:
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P S ' =

P S  
PS' 
S S ' 

n— 1

S S ' +  P S ' 
PS ' PS' ^  '

aflithin ift feer aibftanb P S ' be$ fünftes P  ron ber (Sraben A'B' 
rollig beftimmt burd̂  ben Serth be8 Duotienten n unb burd) ben 3lb* 
ftanb SS ' ber parallelen A B  unb A 'B' ron einanber, ohne baf? ber 
Ort ber Punfte A, B , Ä , B ' weiter in $rage fäme.

(Sbenfo rerhält e$ fid), trenn A B  unb A ,B , bie gegebenen paral* 
leien ©treten finb; nur bafs bann

P S  SSi — P Si  ___  SS,

P SX =
P S, 
S S t 

n -f- 1

PS, —  PS, * '

ift.

I I I .
S e r b e n  jtnei P a ra l l e l e n  non einer ©cfyaar ron  t r aben  

fo gefchnitten, bajj je jtoeil) einanber entfpred^enbe 21 b * 
fcfynitte ber P a r a l l e l e n  g le i te  Duot ien ten  geben, fo bilbeu 
bie © raben  ber ©d)aar ftets ein S3üfci>el ober eine f^otge 
ron  Pa ra l le len;  ba3 Seziere jebod) nur bann, trenn bie 
fragl ichen Slbfchnitte bie iSinë jum Duot ien ten  h^ben unb 
auf ben beiben Pa ra l le len  in einerlei Üticfytung liegen.

33eto. Oie lefcte Behauptung ift ohne SeitereS flar; bie erfte toirb 
baburd? erhärtet, baß mau oom ©chnittpuntte jtoeier (Strahlen eine ®rabe 
burch ben nächften Oheilpunft auf einer ber gegebenen Parallelen jieht 
unb bie Sbentität feiueë SchnittpunfteS auf ber streiten Parallelen mit 
bem gegebenen Oheilpuutte berfelben nachtreift —  ähnlich, trie in §. 153.

C c t i r f ö fe  IV.
Schneibet ein Büfd^el auf 5mei graben Linien jtret ent* 

fprechenbe Paa re  proport iona le r  2tbfchnitte ab, fo finb bie 
beiben (traben parallel.

1) SBotlte man in ber 33orau8fepung bte Stnforberung fallen taffen, baff je $n>et 
entfprechcnbe ¾t>̂ t̂ >nttte benfelbcn Duotienten geben, fo mürbe ftdj nur behaupten 
taffen, baß bie ©chnittpnnfte berjenigen ©raben ber ©chaar, melche auf ben p?aral= 
teten proportionale unb gleichgerichtete Steile abfchneiben, gleiche Slbfiänbe öon jenen 
haben.
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33 rf. 33on einem SBüfchel, meines 
feinen ©feitet in P  hot, mirb eine ©rate 
in ben fünften A , B ,  C, D  unb eine 
jmeite ©rate in ben entfprechenben fünften 
A ' , B ' , C ' , D '  fo gefchnitten, baff 

A B  C D
A 'B ' C D '

ift.
SÖelj. <S6 ift A D  4= A 'D '.  
iÖem. ©iebt man 51t, bie Söehauf)* 

tung fei falfch, fo fann man {ebenfalls 
buvd; A  ober burd; D  eine Parallele ju 
A 'D '  sieben, beren ©chuittyunfte mit ben 

mittleren ©tragen noeiter oou P  entfernt liegen, als B  unb C. ©0 fei 
A  ber 9?ame beSfenigen unter ben beiten fraglichen fünften, bei bem 
bies gefcbiebt. £)anu fchneibet fich bie parallele ju A 'D '  mit P B ,  P C ,  
P D  in fünften X ,  Y, Z  fo, baß

A 'B '  C D '  o T
A X  —  Y Z  ' * ‘ * U

ift. ÜWultiplicirt man biefe ©leichung mit ber gegebenen, fo erhält man: 
A B  _  C D  .
A X  Y Z  ’

bieS ift, nachbem man taS 4£ Y C D U  conftruirt hot:
A B  _  Y U  
A X  Y Z  '

£)a bann ferner /  B A X  =  /  U Y Z , als ©egenmiufel bei ben 
parallelen A D  unb Y U ,  ift, fo folgt:

B A X  ~  U Y Z , . . . .  [sws 

/  A X B  =  /  Y Z U ,  X B  4= Z U .
'DaS Öefctere ift aber nicht möglich, meil ber Punft U  im Söinfel* 

felbe X Z P  liegt, fo baff fich bie ©raten Z U  unb X B P  {ebenfalls 
Smifdjien X  unb P  fcfmeiten.

Mithin muff A D  bie burch A  hinturchgehenbe Parallele ju A D '  

fein; mas $u bemeifen mar.

§. 154.

A u fg a b e n .
I. £)urch einen gegebenen P u n l t  $u einer gegebenen 

© ra ten  eine Para l le le  511 jiehen.
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21nal. ;(5é fei A B  tie gegebene 
©rabe, P  ber gegebene Punft, P X  
bie »erlangte Parallele ju AB. ^ieljt 
man nun »on P  aus eine beliebig 
lange ©rate PZ, treidle fid) mit A B  
in Y  fcfyneibe, unb bie ©rabe ZX, 
roetcfye fid̂  mit A B  in V  fdjneibe, 
fo ift

Z Y  Z V  .
Y P  V X  } ' . . §. 151,

P X

unb umgefeJjrt gefyt P X  =}= A B  ^eroor, tnenn biefe ©leid)ung erfüllt 
wirb (§. 152).

21 nm. ®ie in §. 99, IV  gegebene 2lnalpfiS beljanbelt einen be* 
fonbern $all ber fyier angejeigten ßonftructionSmetbobe, unb jtoat ben* 
jenigen, melden man feiner großen Söequemlicfyfeit megen meiftenS 
träten wirb.

II.  S i n e  gegebene ©t rede  fo e in s twe i len ,  baß tljre 
XI) eile fid) »erhalten, n>ie bel iebig gegebene ©treden.

2lnal. I. £)ie ©ü£e §. 151 
unb §. 152 über eine ©(paar oon 
parallelen geben eine Söfung au bie 
Ipanb.

(5$ feien netymlicW A C , . . .,
GH, H B  bie »erlangten Steile ber 
gegebenen ©trede AB, unb auf einer 
jroeiten »on A auëgeljenben ©raben 
feien AM , . . . ,  P S ,  S T  ben ge* 
gebenen ©treden gleid), fo baß

A C  _  _  G H  _  H B
A M  —  • ■ —  R s  —  S T

ift. X)ann Ijat man nad> §. 152:

CM  4= . . .  #= GR  =f= H S  4= BT.
Unb umgefeWrt: nactybem bie gegebenen ©treden, melden bie £l)Ule 

»on A B  proportional fein follen, auf einer beliebigen burcfy A gejogenen 
©raben in ber $olge AM, . . ., R S , S T  abgetragen finb, mirb A B  
nad> §. 151 burcW biefenigen Parallelen ju BT, tüelcfye burcfy M, . . ., 
R , S  gelten, proportional mit jenen geteilt.
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Sinai. I I.  S$ feien AC, 
. . ., GH, H B  feie »erlangten 
Steile ber gegebenen ©trede AB, 
unb auf einer parallelen ©raten
feien A'C'.......  G 'H ', H 'B '
tiefenigen gegebenen ©treden, 
melcpen fene proportional finb, 
atfo:
A C  _  _  G H  H B
A 'C ' ■ ‘ ' G 'H ' —  H ' B ' ‘

£)ann fcpneiten fiep cie ©raten A Ä , CC', . . ., GG', H H ', 
B B ' naep §. 153, £. I I I  in bemfelben Punfte P, falls fie nicpt fämmt* 
licp einanber parallel auSfallen. ®a baë Sefctere aber nur eintreten fann, 
menn jufällig A B =  A 'B' ift, unb aucp in biefem gatte baturcp »er* 
mieben mirb, baß man bie ©treden auf Ä B ' in ber umgeteprten gotge

II I.  S i n e  gegebene <Str 
gleicper Xpe i le  ju eiten.

IV .  S ine  gegebene © t n  
eile fiep »erpalten, mie ge

aufträgt, als in meiner bie analogen 
£peile auf A B  liegen follen, fo läßt 
fiep ftetS ein 33üfcpel fepaffen, metcpeS 
bie Slufgabe löft. —  Slm jmeefmäßig* 
ften mirb man baper ben ©cpeitel 
beffetben jmifepen bie parallelen A B  
unb A B ' legen, mie c$ bie pierneben 
ftepenbe gigur jeigt 

;de in eine gegebene Slnjapt

; d e fo s u tpei len,  baß ihre 
gebe ne 3 aplen.

â d) o 1 i c.
Um fitp beim 3eicpnen bie Sintpeilung »on ©treden in eine beliebige 

Slnjapl gleicher £peile möglicpft bequem ju machen, »erfäprt man mit 
S^u^en in ber Söeife, baß man fiep »on »ornperein einen fogenannten 
„»erfüngten 30¾ a  ̂ft ab" conftrnirt, b. i. eine gigur, melcpe in iprer 
einfaepften ©eftalt au8 einer Parattelenfcpaar unb einem biefelbe fepnei* 
benben SSüfcpel beftept. Jpat man bafür geforgt, baß auf ber einen Pa* 
rallelen lauter gteiepe Slbfcpnitte liegen, fo gilt bieS naep §. 153, S. I  aud? 
»on jeber anbern; unb paben bie Parallelen außerbem gleicpe Sntfernungen 
ton einanber, fo finb naep §. 151 auep bie Xpeile ber einjelnen <5traplen 
fceS 39üfcpel$ gleicp.
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§. 155.
0  e f i n i t i o n .

3ft (a : x  — x : b , x1 2 =  ab), fo heifit x feie mittlere

proportionale jmifchen a unb b.

£ r l ) r f a |  L

3 ebe Kathete eine« bel iebigen rechtminl l igen retecfö
ift bie mittlere P rop  ort ionale jmifchen ihrer Project ion 
auf bev ^ppotenufe unb ber Jpppotenufe.*)

Prf. 3n beut bei C rechtminf* 
ligen A  A B C  ift CD _L A B  gefällt.

Sei). (§S ift:
A B  : A C = A C :  AB.

33em. Ks ift:
A  ACD r>u A  ABC . . . (2w), A 
»eil Z  ADO  =  Z  ACB  ( =  A) 
unb /_ACD  =  ABC  (als Komplemente beS Z  A). hieraus folgt 
bie behauptete Proportion.

j S u f a l j .  (0 er JJijtljitoorrifdje ântj in  artttjmctifdjrr cform.)

® ie  (Summe ber $atfjetenquabrate eine« jeben recf>t- 
minf l igen  £>reied'S ift bem Spppotenufenquabrat gleich. 

Sem. S ie  fo eben bemiefen, ift:
A C 2 =  A B  • A D ,1)
B C 2 — A B  • B D ;

mithin:
A C 2 +  B C 2 =  A B ■ [AD +  BD) — A B • A B  =  A B 2.

£et)  r f a |  I I .

®ie auf ber ^>^p>otenufe ftehenbe Spöhe eines jeben recht* 
m in f l i gen  ©reieefs  ift bie mittlere P ro po r t io na le  jmifchen 
ben Slbfchnitten ber ^ppotenu fe .3)

33rf., mie ju ßehrf. I.
33 eh- Ks ift AD  : CD =  CD : BD.
Sem. £)ies ift richtig, meil

A  AD C  ~  A  CDB . . . (2 w).1) «ergl. §. 136.2) «ergl. §. 146, ®. I.3) «ergl. §. 137.

C
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§. 156.
Btt  „erweiterte $ltjtt)tt0oreifdje ßetjrfaf;“ *

3 n febem bel iebigen D r e i e d  wirb bcnS O u a b r a t  einer 
©eite erhalten, wenn man bie (Summe ber Quabra te  ber 
beiben anbern ©ei ten um bas hoppelte ^robuct aug einer 
non ifjnen unb iffrer ^ ro fec t ion  auf ber jmeiten oermeljrt 
ober oerminbert,  fe nad)bem fie einen ftumpfen ober einen 
fpitjen SBinfe 1 einfcljliejjen.

33 r f. ju I. £)a3 A  A B C  ift 
bei C ftumpfminflig. CD ift bie ^ro* 
fection oon CA auf CB. ®ie 2ftafc 
jaulen ber ©treefen BC, CA, AB, 
CD, AD  werben bejief)ungëweife burd) 
a, b, c, x, h bejeiefmet.

S3ef>. 51t I. (5é ift: 
c2 =  a2 +  b2 -f- lax.

23ew. $u I. 3m recfjtrointligeii A  A D B  ift naefy §. 155 I I :
c2 — [a +  x) 2 +  h2, 
c2 =  a2 —j— lax  +  x2 +  h2.

©e£t man in biefer ©leidnmg aué bem recfytwinfügen A  ADO: 
x2 +  h2 =  b2,

Igt bie (Süeicfmng : c2 =  a2 +  lax  -f- b2.
33rf. äu II. £>a$ A  A B C  ift 

bei C fpi^toinfüg. 2lUeé Übrige bleibe, 
wie in ber 33rf. ju I.

S 3 e 3 u IT. (£$ ift: 
c2 =  a2 +  b2 —  lax. 

iÖew. 3 u II. ®urcb 2lmoenbung 
berfelben ©ä^e, wie in bem 53emeife 
au I,  folgt: 

c2 =  (a —  x ) 2 +  h2
=  a2 —  lax  —{— x2 -f- h2, 

x2 -f- h2 =  b2, 
c2 =  a2 —  lax  -f- b2.

fpierbei ift $u beamten, bafi in bem gälte, in welchem D auf ber 
9ticf)tung CB über B  IfinauS fällt, jwar c2 =  (x —  a)2 +  h2 wirb, 
baß bieö aber für bas (Snbrefultat feinen Unterschieb auömadü, weil

(x —  a) 2 =  (a —  x)2 
ift.
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§. 157.

Bef t t t i t i an .
d ie jen ige  ©rabe, welche Don einer QreiecfSecfe $ur 

1 1 1 e ber ©egenfette führt, ffeifjt b i e M itte ll in ie  biefer©eite.

ß e l j r  fa% .

D i e  © u m m e  ber Q u a b r a t e  zweier ®retecf«feiten ift 
hoppelt fo grofj a l s  bie ©um m e ber Q uab ra te  ber fa lben  
britten ©eite unb ihrer 3J?itteftinie.

2$rf. 3m A  A B C  ift CM  bie Mittel* 
tinie ber ©eite AB. Qrs werbe bejeicbnet 
B C  — a , CA =  b, A B — c, CM — m.

33 eb- (SS ift

a 2 52 =  2  I m2 +  ( - f Y j  .
33 ew. ©tept CM  nicht f entrecht auf 

A B , fo fei M B  =  x bie Projection ber 
Mittellinie MC auf AB. D a  bann baS 
eine unter ben Dreiecfen CMA unb CMB 
bei M  einen ftumpfen, baS anbere aber bei M  einen fpifcen 3öinfel bat 
fo ergiebt fidb, inbem wir baS A  AM C  als ftumpfwinflig annebmen, 
nach §. 156:

£2 =  ^ 2  +  +  2 - - - . Z ,

a2 —  m 2 +  —  2  • —  • x .

hieraus gebt burcb 2lbbition ber ©leicbungen ber»or, was behauptet 
würbe.

J It f ft 1 1 .
I. 3 ft um ben M i t te lpun f t  einer ©tredfe mit beliebigem 

9?abiuS ein $ r e i s  gezogen, fo bat bie ©umme ber Quabrate 
ber Slbftänbe eines feben feiner f ün f te  bon ben (Snbpunften 
ber ©tredfe benfelben SBertb-

—  Denn nach bem Qbigen bängt (<a2 +  b2) nicht oon ber Dichtung 
ber ©trecfe m  ab, fonbern blofj oon ber ©röfie ber ©trecfen m  unb c.

I I.  3n  jebent Pa ra l l e lo g ram m  ift bie ©umme ber Q u a *  
brate ber ©ei ten  gleich ber ©umme ber Q ua b ra te  ber 
D ia g on a len .
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£ e t) t f * I. (Her fltolemäifdjcJ) £el)tfa|.)
3m  unüberf  ebtagenen ^ re i s febneno ie red  ift bad 3ßro* 

buct bet d i a g o n a l e n  gteicb bet S u m m e  ber ^robucte  je 
jtoeier ®egenf eiten.

§ .  1 5 8 .

n

ift. E  fei ein ^3un!t oon B D \ 
genannt.

•ftun ^at man:

35 rf. (5$ ift ein nnüberfcfyla* 
geneë ^reiëfebnenoiered A B  C D  mit 
feinen diagonaten A C  unb B D  ge* 
geben. 3Bir nennen D A  —  a, A B = b , 
B C — c, C D — d, A C = e ,  B D = f .

33 eb- @8 ift:
e • f  =  a • c - f -  b • d.

39 en>. 3öir tragen in bem 33ier* 
edëfetbe bei einer <Scfe A  an eine ©eite 
A B  einen 3Öintet B A E  an, meteber 
bem bon ber anbern ©eite nnb ber 
diagonale gebitbeten D A C  gleich
unb eë toerbe B E  =  x , D E  =  y

A B A E  ~  A CAD . . . (2 W),
meil ni<bt nur B A E  =  /_ CAD nact> ber ßonftr., fonbern auch 

A B E  =  /  ACD  als '»ßeri^crtetüinfel auf A D ; mitbin:

ex —  bd.
d e

ferner b^ man:
A  D A E  ~  A  C A B  . . . (2w),

meil 1) /_ D A E  — /_ CAB als differenjen beS D A B  mit ben 
gfeteben 2öinfeln B A E  unb C A D , unb 2) /_ A D E  =  /_ A CB  als 
3$eribberiemintet auf A B  ift; mitbin:

y_ _
c e '

ey —  ac.

©ummirt man aber bie beiben ©leiebungen
ex =  bd,
ey —  ac,

fo folgt: e[x-\-y) —  ac -f- bd,
ef  =  ac - f -  bd.

1) ^tolemäuâ lebte ju 5Ue$anbrieu in ber erften Jpätfte be« jweiten Sabi'bunberts 
n. Sbr.
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31 u fit
Oft ba$ ^ re i s fepneno ie red  ein fKecptecf, fo fotgt:

/ 2  =  a 2 j 2/
b. i. ber pptpagoreifcpe ©atj oom recpttoinftigen d r e i e d

I I .

Oft in einem 23i e r e b a s  Probuct ber d i a g o n a le n  gteiĉ  
ber S u m m e  ber ^robucte  ber (Segenfeitenpaare,  fo täfit 
fiep um baffetbe ein Ä r e i s  befepr eiben.

23r f. 33eim Pierecf A B  CD, in 
toelcpem DA — a, A B  =  b, B C — c,
CD =  d, A C =  e, B D  =  /  gefegt 
ift, befielt bie ©teicpung: 

ef =  ac bd.
33 ep. Um baS 23ierecf täfjt fid̂  

ein Äreis befcpreiben.
33eto. Om Selbe be£ 23ierecfö 

conftruire man ein A  A B E  fo, bafi 
Z  B A E  =  /_ CAD,
Z  A B E  =  Z  A OD 

ift. dann ift:
A  B A E  rsj A  CAD . . . (2 w), 

mithin u. 21., wenn man A E  =  z bejeicpnet:
b_ _  _s_ 

e a
2tu§ biefer Proportion in Perbinbung mit 

z  D A E  =  Z  D A B  —  Z  B A E  — Z  D A ß  —  Z  C A D =  /_ CAB 
folgt aber treiter:A  D A E  r̂ > A  CAB  . . . (sws ,
trenn man nocp bie ®rabe D E  gezogen pat. 33e$eiepnet man biefe mit 
y, fo ergiebt fiep aber ferner

auë A  B A E  rsj A  CAD  bie (SteiepungA  D A E  r s j  A  CAB
d
y  _

b. i.
ex — bd, 
ey —  ac,

e [x - f -  y) =  ac - f -  bd.
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SSergteiĉ t man fcteö mit ber gegebenen ©(.: 
ef —  ac - f- bd,

fo folgt:

X +  V = / -
maS nur möglich ift, menn JE in B D  liegt, 

d a  bann aber
/  A B D  =  /  A B E  =  /  A C D

ift, fo gebt ber um baS £ \ A B D  betriebene $reië aud) turd) ben 
^unft C (§. 114, 3 . II).

§. 1 5 9 .

£* 1 t) r f a fe.
3 m unüberfcfytageuen ©ebnenoiered ift ber Q uo t ien t  

ber d i a g o n a l e n  gleid) bem Quot ien ten  aus  ben ©ummen 
ber ^robucte  berfenigen ©eitenpaare,  melcbe oon ben (Snb- 
punften ber fraglichen d i a g o n a l e n  auSgeben.

93 rf. @3 ift ein unüberfcfdageneS 
©ebnenoiered A B C D  gegeben, in mel* 
epem D A  —  a, A B  =  b , B C  —  c, 
C D  =  d, 

jeid;net ift.

93eb.

B

A C  =  e, B D  =  f l t <

a-b c - d(SS i f t :
a-d  4* c -b'

Sem. 23eftimmt man auf bem 
93ogen A B C  einen ß̂unft B '  fo, baff 
ber dbeil A B '  =  C B , C B '  =  A B  
mirb, fo ift:

©ebne A B ’ =  B C  =  c, C B '  =  A B  =  b . . . (§. 106, 8 .)
Sejeicbnet mau ferner bie ©rabe D B '  =  z, fo ift im 93iered A B ' C D : 

e • z *=  a • b -\- c • d  . . . (§. 1 5 8 ,  8 . I ) .

Sonftruirt man ferner in analoger SÖeife ein ©ebneuoiered B C D A '  
fo, baff

©ebne D A '  —  A B  —  b , B A '  =  D A  =  a 
ift, fo gebt, meil 99ogen C D A '  =  D C B '  gemorben ift, fytxxox:

©ebne C A '  =  D B '  — z ; 
unb eS folgt aus bem 93iered A ' B C D :

f  • z =  a • d  -J— c • b . . . (§. 1 5 8 ,  8 . I ) .

9IuS ben beiben erbaltcnen (Steigungen ergiebt ficf> aber burd) dioi* 
fion baS, maS behauptet ift.
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§. 160.

£ 1 1) r f a %.

2luf alten (Stäben eines iSüfcbelS ift baS 2ßtobuct ber 
E n t f e r n u n g e n 1) fetneë ©dfeitels  ton ben beiben £)urcb* 
fcbnittspunlten mit einem Greife gleich groß.

Siegt ber ©feitet beS iSüfcbelS auf bem Steife, fo ift auf jebem 
©trab! beS iSüfcbelS minbeftenS bie eine Entfernung beS ©Reitels tom 
Greife =  0 ; mithin fiub in biefem ^alle bie fraglichen ^robucte fämmt* 
lieh gleich, »eil fie fämmtlicb =  0 finb.

Siegt aber ber ©Reitel beS iSüfcbelS im ^reisfetbe ober außerhalb 
beffelben, fo taffen ficfy biefe §ätle unterfebeiben, wie folgt:

I. ©ebneibeu fid) im ^reisfetbe jitei ©ebnen, fo ift baS 
^ r o b u c t  ber S te i l e  auf ber einen fo grojj, mie auf ber 
anbern.

23 rf. 3mei ©ebnen AAX unb 
B B X fd>neibeu fid> innerhalb beS ^reis* 
felbeS in S.

iS eh- ES ift:
S A -S A X =  S B S B X.

iSett. ÜJtan jiebe bie ©ebnen 
A B  unb A XB X. £)ann ift:
A  A SB  ~  Â  AXS B X , . . . (2w) 

tteil Z_B =  /_ A X als ^eribherieminfel auf bem iBogen A B X, 
unb /_ A  =  Z_BX „ „ „ „ „ B A X ift.

Mithin ift:
S A : S B X —  S B : SA X, . . . §. 149,
SA  ■ S A X =  S B -S B X.

II.  (Sehen ton einem f ü n f t e  außerha lb eines $ r e i s *  
felbeS aus  jmei ©ecanten au ben ^ re i s ,  fo ift baS ißrobuct 
aus  ber ganjen ©ecante unb ihrem äußeren ülbfcbnitt auf 
ber einen fo grofi, itie auf ber anbern.

1) Sergt. §. 146, $ .  I . — 9)tau fanit bierfüi: auch lagen: baS ^db beS 9techt* 
ed8 au§ ben (Entfernungen u. f. u?.
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93 r f. 2lu einen ®reié gepen 
oom fünfte S  aufcerpalb beö $reis* 
fetbeö auö jmei ©ecanten SA A V 
unfc S B B {.

Sei). Gs« ift:
SA -SA i =  S B S B U

Sem. 9DIan jiefye bie «Seinen 
A B  unb AXB X. 'Dann ift:
A  A SB  ~  A ^ I ^ I . . . .  (2to) 

meil /_ S B A — /_SA XB X, als «Supplemente öon /_ A B B X (§. 113,3-111), 
unb / _ S A B = /_ S B XAV, „ „ „ / £ ^ ( § . 1 1 3 , 3 . 1 1 1 ) .

üDIitljin ift:
S A : S B t — S B : SA X, . . . §. 149, 
SA  ■ SAf =  S B  SB i.

I I I .  ©eljen oon einem f ü n f t e  auë an einen $ r e i s  eine 
Dangente unb eineSecante, fo ift b ieDangente bie mittlere 
p ro p o r t i o n a le  smifd)en ber ganzen ©ecante unb ifjrern 
äußeren Slbfcfynitt.

äußeren 2lbfdjmitte gleicfyfommt. —  
gefallen.

S r f .  2(n einen $reis gelten 
oou S  aus eine Secaute SAAX 
unb eine Dangente SB.

Sei). (£s ift:
S A : S B  =  S B :  S A 1,
SA  ■ S A X—  S B 2.

Sem. Der Semeis ift unter 
9¾. I I  fd)on mitgefü^rt, meil bie 
Dangente S B  nichts SlnbereS ift, 
0½ eine Secante, melcfye iljrem 
Punfte B  unb B, finb jufammen*

S i l l  man aber hierauf nid)t jurücfgeljen, fo jie ê man bie «Seinen 
A B  unb AXB. Dann ift:

A  A SB  r v ^ A t S B ,  . . . (2w)
meil Z_SBA  =  /  SA XB  . . . (§.113, 3 . II), /_A SB  =  /  B S A X ift. 

Da  bann auch /_ SA B  =  /_ SB A X peroorgept, fo ift:
S A :S B  =  S B :S A l . . . §. 149.
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2 u f ii %.
333 irb eine $reisfe(jne non einet anbeten (jatbiert, fo 

ift bie £)ätfte bet erfteten bie mittlere p ropo r t iona le  jmi* 
fcfyen ben 2(bfd)nitteu ber leiteten.

B cft n it ion.
D a s  Probuct  bet En t fernungen  eines f ü n f t e s  non ben 

beiben ©djnittpunften einet b i t r i ( j n  gelegten (traben mit 
einem Steife (jeißt bie Potenj1) jenes f ü n f t e s  für  biefen 
$ re i s ,  ober aucfy beS S te i fe s  füt ben Punf t.

§. 16t.

«e l|  r f a | .

§aben  auf jtnei jidj fdjneibenben ©raben je jtoei f ü n f t e  
eine fotdje Sage, baß bas P robuc t  iljret Slbftänbe nom 
©djnit tpunft  auf bet einen ©raben fo groß ift, loie auf bet 
aubetn,  unb baß bet ©djn it tpunft  auf beiben ©raben ent* 
mebet bie pun f tpaa re  trennt, ober bieS auf beiben nidjt 
ttjut; fo läßt ficfy burdj bie fraglichen niet f ün f te  ein $ re i s  
legen.

—  Denn (egt man, rnenn £.4 • SA X — S B  ■ S B t gegeben ift2), 
butdj A, B  unb At einen $reis, fo fd/neibet biefer bie ©rabe S B  
uodj in einem fünfte X ,  für me(djen uadj §. 160 bie ©(eidjung 
S A ■ SA X =  S B  S X  gibt, daraus folgt: S X  =  S B t , fo baß B t 
unb X  bie tarnen eines einjigen fünfte« finb, wenn, inie oorauS* 
gefegt initb, S B { bie ju fotbetnbe föicfytung (jat.

â i i jü l ie .
ipat man auf mefjt a(S jtnei ©raben eines 23üfdje(S je jmei fünfte, 

meldje bie in obigem Sefyrfajj oertangten öebingungen erfüllen, fo fann 
man nidjt behaupten, baß ein einjiget ÄreiS burdj bie fämmtücfyen fünfte 
fjiuburdjgelje. Der SeJjtfafe beS §. 160 ift a(fo nur in befd>ränfter 2öeife 
umfeijrbar.

1) 2)iefer Warne ift im 3af>re 182G bon ©t ein er, einem bebeutenben SJiatfie* matifer ©ertinä, eingefüfjrt. ®ie llnabfyängigfeit bei ißotenj bon ber Sage ber fdjneibenben ©raben mar fäon ben mitten befannt.
2 ) $erg(. bie giguren ju §. 1 0 0 .

ffiovpifcfp, (SUmente ber ÜWntbcmatif. IV. 3
www.rcin.org.pl
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SÖian überzeugt fid; hierbon fogleid), wenn man in irgenb einer Sigur 
teS § . 160 bon S  aus eine ©rate jieljt, meldje fid) mit ber ©ef)ue A B  
in einem fünfte X  fd;ueibet, unb auf *S'X einen Punft Y  ber öebingimg 
S A - S A X =  S X  • S Y  gemäß beftimmt benft. (Dann läßt fiel; turd) bic 
fünfte A , X ,  B ,  B lf Y, A x fein $reis fegen, meil bie trei fünfte
A , X , B  in einer ©raten liegen (§. 102), —  Übrigens barf man hieraus 
uid;t fd;ließen mollen, baß in tiefem Salle aud; B x, Y, A x in einer 
©raten liegen, ba im ©egenttyeif bie hier fünfte A , X ,  Y, A x nad> 
obigem Sehrfa^ auf einem Greife liegen, unb ebenfo and) bie hier fünfte
B , X , Y r B {.

§. 162.

X i t f g n b e n .

I. 3 u  brei gegebenen ©treden bie vierte p roport iona le  
$u conftruireu. —  9)?. a. 9P.: (Sine © t rede  x ju finben, 
mcld)e mit ben brei gegebenen ©treden a , b, c jufammen 
bie ©leicpung

a : b =  c : x

erfüllt.
Sinai. ©omohl in §. 151, afs and; in §. 153, ift bie bierte unter 

ben ©treden A B ,  B C ,  A B ' , B 'C '  auf leid;te SBeife confttuirbar, 
wenn breien boti ihnen beftimmte Sängen a, b, c gegeben finb. (Sin 
©feid;eS gift bon ben in § . 160 betrad;teten ©treden S A ,  S A lt S B ,  S B X

es ergiebt fich hie*auS eine nicf>t uubeträcht(id;e Strahl bon ber-- 
fd)iebeueu ßonftructionSmethoben ;tf)eils bfoß mittefft graber Sinieu, tl;eils 
mittefft jmeier ©raten unb eines Greifes), rneldfe fo fehr auf ber §aub 
liegen, baß es eine überflüffige -öDlühe märe, fie fytx einzeln turchjufpred;eu. 
2ttau bead/te aber SolgenbeS:

£>at mau bon bem f ü n f t e  S  aus,  in meinem jmei fonft 
beliebig gezogene © ra ten  fid; fd;neiben, auf t iefen bie 
©treden S A — a, S B  —  b, S C = r  in ber Sßeife abgefcfynitteu, 
baß tief eiben nid;! alle brei auf einer einzigen © ra ten  
liegen, fo mirb ftets bann ein Äre iS  turd; bie brei f ü n f te  
A , B ,  C  erforberlid;, menn B  unb C  auf terfelbeu © ra ten  
liegen, im umgefehrten S a l l e  aber ftets jmei pa ra l le len .  
(Pergl. bie gignren jit §. 151, §. 153, §. 160.)

Übrigens fann mau fid; bie unbequeme Gonftruction eines Greifes 
bittd) brei gegebene Punftc erfparen, menn mau junächft einen Slveis mit
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fyinreicfycub großem 9fabiu« jieljt imb bann bie ©raben at« Seinen* ober 
Secanteutfyeite înjitfiigt.

II. 3 it 3 *bei gegebenen S t re i fen  bie mittlere Ißropor* 
tionate 51t conftrniren. —  9)?. a. S . : (Sine St reife x ju cou * 
ftruireu, tretcfye mit ben beiben St re ifen  a unb b ^ufammeu 
bie (S te igung

a : x  =  x  : b
erfüllt.

2Inat. Qie (Sonftruction toirb ermöglicht:
1) burd) §.155, 8 . I,  tro man x a(« Äatljete A C  eines recht* 

trinftigeu A  A C B  crtjätf, in tretd)em bie größere ber Streifen 
a unb b at$ t̂ypotenufe A B ,  bie Heinere aber atö ß̂rojection 
A D  bon x genommen ift;

2) burdf §. 155, 8 . II, tro man x  at« §Öf)e A D  eine« recht* 
trinftigeu A  A C B  erhalt, in trelcfyem D A  nnb D B  ben 
Streifen a unb b gleich gemad)t finb;

3) burd; §. 160, I I I ,  tro bie Tangente S B  — x  ift, trenn S A  

unb S A X ben Streifen a nnb b gteid; gemalt finb;

4) burd) §. 160, 3-/ n>o x gleich ber £)ätfte ber halbierten Sefyne 
ift, trenn bie £t;>eite ber anbern Setjne ben Streifen a unb b 
gteicfy finb.

—  1) unb 2) taffen fid; at« befonbere Seide ron 3) unb 4) auf* 
faffen.

I I I .  3roei S t r e d e n  ju jeid)nen, rretd)e fich berljatten, 
trie bie gelber f r e i e r  gegebenen Q u  abrate.

2tuat. 3n §. 155 ift nad) 8et)rf. I  bei ber bortigen $igur 
C A 1 : C B *  =  D A  : D B .

IV . 3 ^ e i ©t redeu jn $eid)nen, beren Quabrate  fich ber* 
halten, trie jtrei gegebene Streifen.

—  9Inat., trie û III.

V. Der „golbene âdjuitt“ .

(Sine gegebene Stre ife  fo in jtrei £t)cite ju thei Ien, 
baß ber eine Sfyeit bie mittlere ^Proportionale jtrifcfyeu 
bem anbern Xhe i I  unb ber ganzen St reife ift.

3 *
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ßonftr. ©oll bie ©trecfe 
A B  nadj feem golbenen (Schnitt 

■ ' get̂ eUt »erben, fo erriete man 
auf ipr in bem einen (ürnbpunfte 
A eine ©entrechte AC — \A B ,  
fd;tage um C mit bem 9fabiu$ CA 
einen $reté, jielje bie ©rabe BC, 
melcpe fiep mit bem (enteren jmi= 
fd;en B  unb C in D  fd;neibe, unb 
fd̂ tage um B  mit bem 9?abiu$ 
B D  einen streiten $reté, toelcper 
fid; mit A B  in E  fcpneibe.

S  ep. ß« ift: A E  : B E  =  B E  : BA,
' 23 em. benennt man burcp F  ben jmeiten ©cpnittpunft ber ©rabeti 

B C  mit bem Greife, fo ift nacp §. 160, I I I :
BF  _  BA 
BA ~  BD  '

©ubtrapirt man 1 ron beibett ©eiten biefer (Steigung, fo ergiebt fiep: 
B F — BA _  BA — BD  

BA ~  BD  
b. i . , »eil BA  — D F  ift:

BE  _  AE 
BA ~  BE  '

eine Proportion, tnelcpc mit ber Sepauptung übercinftimmt.
3t nm. Um bie Sonftruction bequem ju mad;en, ift bei* treig 

fo conftruirt, baff fein Dnrcpmeffer D F = A B  ift, obgleiep eé nur 
barauf anfommt, baff ber Äreté bie ®rabe A B  in A berührt unb auf 
ber toou B  auëgepcnben ©ecante baë ©epnenftüd =  A B  pat. 

'Derjenige Xt;eit B E  ber ©trede A B, m e l i e r  bie mittlere 
p ropo r t iona le  jmifdjen A B  unb iptem smeiten Xpe i le  A E  
ift, ift ber gröfjere.

33eseiepnet man A B  =  a , B E  — x, fo ift 
x1 — a (a —  x), 
x2 -f- ax —  a1 =  0,

x =  a —  1 +|/5~ 
‘2

§. 163. 
f  d l i r

Oft bie 39afiö eine« gleicpfcpenf ligen D re icdö  gleicp bem 
grbfjeren Xpe i le  ber nad; bem golbenen ©cpnitt ge te i l t en
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gleichen ©  d? e n f e t, f o ift ber i n f e l an bet @pifce bem
fiünften £f)eit eine« (Seftrecften gleid).

93 v f. 3n bem übet A B  gteicfyfcfyenftigen
A  A B C  ift auf CA bie ©ttede CD — A B  unb 
CA : CD =  CD : AD.

SBe$. ift: £ A C B  =  iG .
33en>. <£« ift:

A  CAB  rv A  B A D , . . . [swsrJ]' 
meit aufjetbent, bafj fie im Z  A übereinftimmen, 
nad) bet 23rf.:

AC : A B — A B : AD
ift. hieran« folgt:

BA  — BD  —  C D , Z  A BD  =  /  ACB  
unb, tt>enn /_ C  —  ̂ bejeid)nct toitb:
Z  A CB =  Z  A BD  =  Z  CBD  =  y, Z  CAB =  Z  CBA =  2 T, 

z  ACB  4 - Z  CBA  -I- Z  CAB =  5 y == G,
Y =  £G.

3Utfgnbcn.
I. 3 n  einen gegebenen $ te i«  ein regutäre« ein-'

jujeicfynen.
2lnat. Da  bet ßentriunnfet über jebet ©eite be« reguläten 3 ê n‘ 

cd« =  4 G ift, fo ift bie ©eite gteicfy bem größeren 2tbfd?nitt beö nad) 
bem gotbenen ©cfynitt geteilten Oiabiu«:

S =  , . ^ 1 + V E .

II. 3 n  einen gegebenen $te i«  ein regutäre« ^ünfecf ein = 
ju j e i gnen.

II I .  3 n  einen gegebenen t r e i «  ein regutäre« ^ünfjc^ned 
ein jujeid)nen.

2Inat. 3ft im Steife um 0  bie ©efyne 
A B  — OA, atfo gteid) bet ©eite be« ein* 
gefcfyriebenen tegutären ©edjöed«, A C  gleirf; 
bet ©eite be« eingefd)riebenen tegutären 
geljned«, fo ift:

Z A O B  =  \G>t Z  AOC  =  4 G, 
atfo:
/_ B O C — Z  AOB —  Z A 0 C = £ .  G, 
meë^atb bie ©efjne B C  bet ©eite be« ein* 
gcfcfyriebenen tegutären günfjefjned« gteicfyfommt.
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£  d) o 1 1  r .

Senn man in ber elementaren ©eometrie fein Poftulat julaffen miü, 
meines and; anfcere Linien, als bie ®rabe nnb ben Kreis, opue Seiteres 
(opne 2lngabe ber (SonftrnctionSmetpobe) für conftruirbar erflärt, fo fann 
man ein reguläres w*@d nur unter gemiffen PorauSfepungen über bie 
3 at;C n conftruiren.

3ft nepmlicp n eine Primjapl, b. p. eine fotcf̂ e $apl, melcpe fid; nid;t 
in ganje gactoren gerfäüen läfd, fo gelingt bie ßonftruction bann, menn 
[n— 1) eine Potenj bon 2 ift, atfo menn n — 3, 5, 17, 257, 65537, ... 
ift. (Den 9tacpmeis ber äftöglicpfeit biefcr (Sonftructionen oerbaufen mir 
(Sauji1), melier ipn im 3at;re 1796 in feinen Disquisitiones arithmeticae 
geführt pat.) ferner gelingt bie CSonftruction, menn n ein probuct aus 
einer oon biefen 3 aplen nnb einer Polens oon 2  ift, 5. 33. menn 
11 =  6 , 1 0 , 1 2 , . . .  ift, ba man jeben Kreisbogen jmifrf>en ben öden 
eines fcpon conftruirten regulären PolpgonS brtrd; mieberpolte Halbierung 
oon (Eentriminfeln in 2, 4, 8 , 16, . . .  gteid/e Dpeile feilen fann. Die 
ebenfalls conftruirbaren regulären Piercde unb günfjepnede fielen au§er= 
f;alb ber obigen 9leipen.

§. 164.

tënuciterung bcs jUjnlidjkeitBbegnlfö. 
i’ e ij t f ci %.

3e jmei ä ^ n l i e  Dreiede taffen fiep auf jmeifacpe S e i f e  
in eine folepe Sage bringen, baf? fie auf ben einzelnen ®ra*  
ben eines 33üfd;els proport ionale ©tüde  abfcpnetben.

—  Segt man nepmticp jmei äpnliepe Dreiede fo pin, mie in ber 
gigitr 51t §. 153, S. I  bie Dreiede P A C  unb PA 'C ' ober PA C  unb 
PA xCy liegen, fo ift AC  4= A'C' ober AC =j= A x C{ ; unb eS gilt 
nad; §. 151 für ben beliebig gejogeneu ©trapl P B  beS 33üfd;e(S bie 
Proportion

P B  __ P A  , P B  P A
P B ' —  P A ' 0C er P B i ~~ P A i  *

'Def ini t ionen.
1 . ättan nennt je $wci Figuren äpnltd), meld^e fiep in eine 

folepe Sage 51t einem 33üfd;el br ingen  taffen, bafi bie auf1) @eb. b. 30. Slpvil 1777 ju Saiutfdjweig, geft. b. 23. gebt-. 1855 31t (Söttingcii.
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Den einzelnen ©rabeu  bes £3itfd?e(S l iegenben 2tbftänbe 
\eines ©cfyeitels oon beiben F i g u re n  gleid) große Quotienten 
geben. —  D e r  SÖertfy biefer gleichen Q uo t ien ten  ßeißt ber 
SIf)nlid)feitSquotient ober baS 9lf)nlid)fettSUcrl)ältniS beiber Figuren.

II. Stegen 5 tuet äljnlidje F i g u re n  fo, baß fie anf ben 
©raben eines S3üfd)els bont ©fe i te t  beffelbcn aus gemeffene 
pr ooort ionale © tüde  abfd;neiben, fo nennt man iljre Sage 
perfpectin ifd).*)

III.  3e jmei f ü n f t e  äfynltd;er F i gu ren ,  weld?e n a d jE in *  
naßme einer perfpectibifdjen Sage ber teueren baSSUjnlid?* 
fe itsoerl jältnis  be ft int men, Reißen mtfprcdjcnbc f ü n f t e .  ©nt= 
fprccßcnbc S in ic n , © trecfen, S ö in fc l n. f. w. Reißen fold;c, welche 
Don entfpredjenben f ü n f t e n  beftimmt werben.

IV. D e r  © f e i t e t  eines öüfd ;e ls ,  für weldjes §rt>ei ätjn* 
lid;e F i gu re n  perf pectibifcße Sage traben, I;eißt ein Stf»nlid)= 
fc it sp u n ft1 2) beiber F iguren,  unb jwar ein äußerer, wenn in 
ben einzelnen ©trau ten  bie entfpred;enben f ü n f t e  ber 
F i gu re n  anf einer unb berfetben ©eite, ein in n erer, toenn 
fie auf eutgegengefefcten ©eiten beS âü;ul id ;!e it spunfteS 
liegen.

2CJ;nticf?e F i gu ren ,  bereit 9U)nlid;fcitSquotient =  1 ift, 
l'inb congrnent.

â r f j o l t c .

sJiad; biefer Definition bleibt her begriff ber 2ll?n(id?feit nid)t bloß 
auf Dreiede befdjräuft, fonberu er wirb bitrd? biefelbc in ber SBeife aus* 
gebetyut, baß man eine beliebige Slujalfl bon Figuren jeidfuen faittt, weld;e 
einer gegebenen Bigttr äfynlid; fittb, .wie bie letztere aud; befd;affen fein mag.

Der begriff ber geontetriften 9ll)nlid;feit entfpringt im lebten ©runbe 
berjenigen SigeutJjümlicfyfeit uufereS ©efid/tSfiuueS, baß mir beim ©eljen 
mit einem Singe uns jwar ber 9ftdj>tungen genau bewußt werben, aus 
welchen bie (grablinigen) Sicfytftrafylen ju uns gelangen, nid;t aber ber 
Entfernungen, welche fie burd;laufen fyaben. ©inb alfo bie Sid)tbüfd?el,

1) 93on perspicëre, wo bineinfeben.
2 ) Siefer 9tame, ober bietmebr centrum siniilitudinis, ift juerft bon Guter in einer Slbbanbtuug bont Sab« 1 7 7 , 7  gebraucht.
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metcfye uns jtoei oerfdjiebene Figuren ins &uge fenben, congruent, fo 
empfangen mir beufetben ©nbtud. Unb biefer begriff rnirb autfy int 
gemeinen Sehen burd) baö 2Bort „säfyntid)feit" auSgebrücft.

§. 165.

t f a | .

3ebe mit einem ‘ißolpgon äljnticfye g i g u r  ift ein ^otpgon 
non gleicher ©eitenjafjt; bie entfpred)enben 2Öinfet äfyn* 
tiefer ^o tpgone  finb gteid), unb bie entfpredjenben ©eiten*  
paare geben gteidje Quotienten, metd)e mit bem âtjntid)* 
feit 8 quotienten überein ft immen.

93rf. $ür ben SUjnUcfyfeitSpunft P  ift bie $igur (.Ä B 'C 'D '___ ),
bejiefyungSmeife [AyByCyD ...), bem 'tßotpgon [ABCD  ...) äljntid).

Öep. X)ie gigur {Ä B 'C 'D ' ...), bejiepungëloeife {AyB vCYDx ...) ,  
ift ein ‘ißotpgon Don gleicher ©eitenjapt mit [ABCD  . . . ) ;  unb es ift 
in biefen ^otpgonen:

£ A  =  /_A ' =  £ A V, / . B = Z . B f =  Z B if
AB BC CD PA

A'B' B 'C’ ~ C D ' —  • • ■ —  PA' '
AB BC CD PA

AyBy ByCy ~ CyDy * —  PAy '
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Sgero. Qenft man fid) um ben &fynlid;feitspunft P  eine ©rabe 
gebretjt, fo get)t aus §. 151, 3 . fyerbor, baß feber ©eite beS sßolpgons 
[ABCD .. .) in bei* ätjntidjen $igur eine ©rabe entfprid)t, meldje mit 
fener faraltel ift. SOZit̂ iu ift bie mit bem ^olpgon (ABCD  .. .) äfyn* 
lidje §gur ein "ißotpgon bou gleicher ©eitenjatjl unb bon gleichen $öinfetn.

$ie Übereiuftimmung ber Quotienten entfpredjenber ©eiten mit bem 
&t)ntidfeitSquotienten, metd;e außerbem behauptet mirb, ergiebt fiep hierauf 
aus §. 153, 2. I.

J  n f ä  k c.

I. iöeftnben fich jmei äpnticpe ' ißolpgone in pevfpec* 
t ib i fger  Sage, [o finb bie entfprecpenben ©eiten para l le l ,  
unb jtbar gleicp ge r ietet bei einem äußeren, entgegen* 
gefeij: ge r ie tet bei einem inneren &pnlid)feitspunft.

H. § a t  man §u einem ‘ißolpgon mittetft jurner  gleid)* 
nam igen1) ^^ntid^feitö^unfte je ein äpnticpes ‘’ßo lpgon  
conftruirt, jo finb in ben testeten biejenigen ©e i ten  pa* 
ralle. unb gleichgerichtet, meldje berfeiben ©eite beS erftereu 
entfprechen; fie fchlie^en g 1 ei<he 2 Bin!el  ein unb geben 
gleide Quotienten. —  © inb  beibe $pnl icp!ei tSquotienten 
gleicp, fo finb bie conftruirten ^o lp g o n e  congruent.

III. 3 n  äpnlicpen Figuren finb je jmei ©treden bet einen 
unb bie entfpredjenben © t reden2 3) ber anbern unter g 1 eid;eii 
ffiinfeln gegen einanber geneigt ober paral le l  unb geben 
gleiche Quotienten non ber©röße beS ipnlicpfeitSquotieuten. 

—  £)enn folche ©treden taffen fid) ftets anfepen als entfprecpenbe 
©eiren ähnlicher ^otpgoue.

iv. 3 ieht man bnrd) jtoei einanber entfprecpenbe f ü n f te  
ahnt eher F i gu ren  fe eine ©rabe, oon benen bie eine mit 
jmei © raben  ber einen S i g u r  eben fo große Söintet bitbet, 
wie bie anbere mit ben entfptetpenben ©raben ber anbern 
ftigu:, fo entfpreepen bie neuen ©raben einanber eben* 
f a l l s 1) (gepen ebenfal ls  burd) entfpred)enbe fünfte) .

1 ) ©. t . : mittetft jtoeier äußeren ober mittetft jmeier inneren.
2 ) 3 - in ät>nlid)en ôttygonen entfprecpenbe 2 )iagonaten, in Irummtinigen gigttret entfprecpenbe ©ebnen, u. f. n>.
3) 3. 53. in ähnlichen 2)reieden bie ^öben, iDtittettinicn, §atbierung«tinien ber iöinfet
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V .* gi'tr je jwet enblich beftimmte ähnliche F i gu ren  oon 
beftimmter Sage giebt es h^chftenS einen äußeren unb ^örf? = 
ftenß einen inneren ähnlich feitSpunft.

—  Bei unoeränberter $uorbnung ber entfprechenben fünfte ju 
einonber ift febcnfaüß nur ein fthntichfeitSpunft möglich, ta fe jmei 
grabe BerbinbmigSlinien entfprechenber fünfte fid> nur in einem fünfte 
fchneiben fönnen. S s  t;anbett fid> alfo baritin, ob bei enblich beftimmten 
Figuren jmei üerfĉ iebene folgen ber ^uorbnung ebenfo mögCid̂  finb, 
mic 3. B . b;i jmei unbegrenzten parallelen, ©äbe es aber jmei gleid  ̂
namige 21hnlid;feit$punfte für jmei enblirf; beftimmte Figuren, fo mürbe, 
mie eine einfache Betrachtung jeigt, bie grabe 33erbinbungßünie fe jmeier 
Punfte, meld)e in ber einen $igur einem einigen Punfte ber anbevn 
$igur entsprächen, feinen testen Punft mit ber ftigur gemein ha^eib 
maS megen ihrer enblicheu Beftimmtheit uöthig ift. —  Sin letzter Snb* 
punft für ben einen ^httUbhfcitßpunft märe es nehmlid; nid;t für ben 
anbern.

& tt f  ö it b t  ♦
S in  P o l h g o n  ju conftruiren, meid; es einem gegebenen 

P o l y g o n  nach einem gegebenen Ber lj ä ltn iS  ähnlich ift.

§. 166.

3 met po lhgone  finb ähnlich, menn il;re ©eiten ber 
9teil;e nach gleiche BJinfel btlben unb gleiche Quo t ien ten  
geben (fo meit biefe ©eiten unb Bßinfel als nothmenbige BeftimmungS- 
ftiiefe ber Polhgone betrachtet merben müffen). B2an fann es burch 
Q r t s oe rän b e ru n g  beS einen Po lt ; gonS , mährenb bas anbere 
feine Sage behält, bahin br ingen, fomol;! bafj ein bel iebig 
gemählter  P u n f t  ber Sbene ber äußere, a l s  auch, baß er ber 
innere f l hn t i^ fe i t spun f t  für beibe Po lhgone  mirb.

Br f.  S s  finb jmei Polhgone [ABCD  ...) unb [A2B 2C'2D2 . . .  
gegeben, in melchen

Z .A  =  /_ A 2, £ B = / _ B lt Z  C' =  Z  ^ 2 .........
unb

AB _  BC  _  CD 
A2B2 ~  BoC> ~~ C2D2 —  • • • • —  n 

ift. Slußerbem hat man irgenbmo in ber Sbene einen Punft P.
Beh- S s  ift [ABCD  ...) ~  [A2B 2C2D2 . ..); unb man fann 

bas letztgenannte Polhgon in eine fold)e Sage bringen, fomohl baß P  ber
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äußere, atè aucfy bâ t P  ber innere &fynlicfyfeit$ipunft ber beiten ^ottygone 
mirb.

S3em. 111011 burd; bie ^nnfte A, B, C, 1), . . . ein 23üfcfye(, 
u>eld)eë feilen (Streitet in P  fyat, nnb confiruirt für biefen a(ö äußeren

unb als inneren &fyn(icfyfeitéfmnft bic mit (ABCD  ...) äfynlicfyen 
gone {A'B'C'D' . . . )  unb [AiB lC \B l ...) fo, baß

PA _  PA 
H ~~ PA’ —  PA{ 

ift, fo folgt nad? §. 165, S . :
I A = Z _ A = Z _ A „  l _ B = / _ B '  =  t B „  / _ C =  /_ C  — /_CX, ... 

AB BC _  CD
n —  A 'B ' ~~ B'C’ ~  C D ' —  * ' * ‘

AB    BC    CD
~  AyBy ~  ByCy ~~ CAh  * * * *

•Dies in 23erbinbung mit ber 23orau«fefcung giebt:
/ A , = / _ Ä = Z A u  £ B 2= £ B ’= £ B U ......
A2B 2= A 'B ,= A lB l, B 2C2= B 'C '= B y C x, C2D2̂ = C D '= C vDy, ...; 
mithin:

(.A2B2C2D2 . . . )  =  |A 'B 'C 'D ' . . .) =  [AyByCyDy 
fo baß ber ^nnft P  ber ändere ober ber innere &fyntid)feit«pun!t ber ge= 
gebenen ^ottygone mirb, je nad)bem man baS ^oÜ;gon (A2B 202D2 ... 
in bie Sage Don (A 'B ’C'D' . . .) ober in bie Sage Don (AyBxC\Dx ...) 
bringt.
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j t t  r & i  e.
I. P i au fann je jwei ähnliche F i g u re n  burd; £)rt#t>er* 

änbernng ber einen bon ihnen in eine fotd;e Sage br ingen, 
fowoljl baff ein beliebig gemai l te r  P u n f t  ber (Sbene ber 
äußere, al# and; baff er ber innere âfynlicfyleiUpunft beiber 
Ötguren wirb.

II. 3ft eine g i g u r  mehreren ähnlich, fo finb biefe unter 
fid; ähnlich-

II I .  © inb  5 U)ei ähnliche F i gu ren  jugleid; cougruent, fo 
erhalten fie nur baburd; einen äußeren ^^ntic^feitö^unft,  
baff fie $ur £)edung gebracht werben. —  £)ann ift e# aber 
gleichgültig, welchen ^un f t  ber (Sbene man sum ähnl ich*  
feit#puu!t  gewählt t|at.

§. 167.

f i c l j r  frt|.

^paben jwei ähnliche po lhgone  eine folcf>e Sage, baff 
jwei Pachbarf  eiten ber einen mit ben entfprechenben ©eiten 
ber anbcrn bej’iehung#weife para l le l  f4i n b , fo giebt e# für  
fie ft et# einen inneren $$n l i ($ fe t t6 pun!t, fa ll# bie ent* 
fprechenben ©eiten entgegeugefefcte 9?id;tung haben, einen 
äußeren 3I^ntic^feit#punft, fa l l #  biefelben gleiche 9i id;tung 
haben unb nicht gleich finb. © inb  aber bie entfpred;enben 
©eiten gleichgerichtet unb gleich, fo bilben bie (traben, 
welche je jwei entfprechenbe f ü n f t e  mit einanber oerbin* 
ben, eine ©d;aar bon pa ra l l e len.

$ew. ©inb A B  unb AlB 1 jwei einanber entfprechenbe unb ent* 
gegengefefct gerichtete ©eiten ähnlicher Poltygone, fo fchneiben fid; bie 
($raben AAV unb B B { in einem Punlte P, welcher jwifchen A unb A x 
unb ebenfo auch jwifd;en B  unb B { liegt, (Sonftruirt man nun für P  
al# inneren &hnlid;feit#punft jum Poltygon (.ABCD  . . . ) ein ähnliche# 
[AVB VC{D X ...), fo wirb biefe# mit bent jmeiten ber gegebenen ahn* 
liehen Polhgone congruent, weil e# nach §. 166, 3- H  mit ihm ähnlich 
ift, unb weil ihr &hnlid;teit#quotient wegen be# nad; ber ßonftr. über* 
einftimmenben 23efifce# ber ©eite A^BY ben 3öerth 1 hat (§• 164, 3  ) - 
^Da fchliefjlich fowohl B i C\ , al# auch bie enttyred;enbe ©eite be# jWeiten 
gegebenen Pothgon#, ber 23orau#fehung gemäjj oon B t au# bie entgegen*
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gefegte föidjtung ju B C  fyat1), fo teden tiefe ^olpgone ficfy oottftänbig; 
—  unb P  ift ber innere $fynlid;feit«punft ber beiten gegebenen ‘’ßolpgone.

©inb im cmtern Satte A B  unb A'B' jmei einanber entfpred)enbe 
unb gleid; gerichtete ©eiten äJjnlidjer ‘’ßolpgone, fo fcfyneiben fid; bie ($ra* 
ben A Ä  unb B B ' in einem fünfte P  ober finb parallel.

£)a« férftere gefd;iel)t, wenn bie ©eiten A B  unb A'B' ungleich 
finb; unb P  ift ber äußere $l)nlicfyfeitspunlt, mic man burct) ©cfylüffe, 
bie ben fo eben oorgefiifjrten ganj anatog finb, fofort erfeunt.

Sft enblidj A B — A 'B ', fo fallen bie (Srabeu A Ä , B B ', CC', 
DJ)', ... unter einanber parallel au«, toeil fäimntlidje entf̂ rechenbe 
©eiten ber gegebenen ‘ißolpgone paartoeife gleich unb parallel finb, fo baß 
bie SSierede A BB'A ', BC C 'B ', CDD'C ' , .. . fid; al* ^arattelo* 
gramme au«meifen (§. 89, II).

1 ) 2öäre bie (Seite, melche tu bem jmeiten gegebenen ißolbgon ber (Seite BC cntfpridjt, ju biefer nidjt ebenfalls entgcgengefcpt gerichtet (atfo im Allgemeinen auch nicht parallel), fo mürbe jenes fiel; nicht mit [A\BXC\D̂  . . . )  beefen, fonbern bie= jenige ?agc hoben, in melche (A\B\CXD\ . . . )  gelangt, rneitn man es um bie ©eite 
A{B\ hevumflappt. 2>ann märe aber P auch nicht ein Âhnlichfeitspunft ber gege» betten ißotpgone, ba bie ©rabe, melche B  mit bem entfprechenben fünfte ber anbern gigur toerbinbet, nicht burch P  hiuburch ginge. — ®ergl. hterju §. 165, I.
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bafj biefelben auf entfprecfyenben (Setten entfprecfyenber Sinien Hegen, b. i.: 
in beiben Figuren jur 9?eĉ ten ober tu beiben Siguren jur Stufen jtneier 
fünfte, non benen bie entfprecfyenben £f)eile berfetben gleicfyjeitig betrieben 
tnerben.

3m (Segenfafc fjierju inerben bte entfprecfyenben Släd)entfjeile auf ent* 
gegcngefefcte (Seiten entfprecfyenber Sinien gefangen, menn man bie eine 
non beiben Figuren fammt intern Vüfcfyel um beffen Scheitel im Üfautne 
fjerumbrefyt unb bann umgefefjrt in bie ©bene fegt. T)ann Ijaben aud) 
bie entfpred)enben Straffen ber beiben 0üfd)el eine umgefefjrte ^ofge er* 
haften.

D  t  f  t n i 11 o  it t  n .
I. ^tnei äf)nlicf)e Figuren, in benen bie entfpredjenben 

Selber auf entfprecfyenben (Seiten entfpredjenber Sinien 
liegen, Reißen äfmlitf) gelegen ober ifotrofj1) (tynlid); antitrop2) 
äfjnlid) Ijeifjen folcfye, in benen bie entfpredjenben Selber auf 
entgegengefefcten «Seiten entfpredjenber Sinien liegen.

II. Unter einem fdjicfen $f)nUd)feitéj)unft nerftefjt man ben 
gemeinfamen Scheitel jtneier congruenten SBüfcfyel, beren 
entf^rec^enbe S t ra f fen  nadj entfpredjenben fün f ten  äljn* 
lidjer Siguten führen.

III. $)er 9t^nlicf)fcitëf)unft fjeifjt ifotroj) ober antürop, je 
nacfybem eë bie äl)nlid;en Si.gureu finb. —  Von  ben ^üfcfjeln 
gift baS Slnaloge.

3 u fn | .
£)er äußere fotnoljl, als aud) ber innere &f)nfid)feit$* 

punft ^erf^ectibifc^ gelegener äljnlidjer S i gu ren  ift ein 
ifotroper 9U?nlid;feitspunft.

—  (Denn fjier tnirb fogar baë eine Vüfcfyel non bem attbern ober 
non beffen Verlängerung unmittelbar gebedt.

§. 170*. 

i'eljrfnfe.
3e jtnei äfjnlidje Siguren Ijaben bei jeber Sage einen 

(fd)iefen) 9iljnlid)feit8punft, entmeber einen ifotropen ober 
einen antitropen.

1 ) 2tucf>: ähnlich non einerlei «Sinn. — iao«, gteidb, unb -rpéTtuj, id; tneube, brebe.2) $(ué: äfmltdj non entgcgengcfetjtem «Sinn. — drei, entgegen.
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33eto. 2Bir rnüffen stoei 
$älle Unterseiten:

I. @g feien A unb B  jtoei 
fünfte einer $igur, Ax unb B x 
bie beiben entfprecpenben fünfte 
einer i fotrop äljnlicpenftigur.

3ie^t man bie (graben A B  
unb AXB X, fo fcpneiben fid) 
biefe im Allgemeinen in einem 
fünfte S ; unb trenn man ferner 
bie Greife SA A X unb S B B X 
jieljt, fo fdjmeiben biefe fid? im 
Allgemeinen nod) in einem jtreiten fünfte P.

£)ieg ift ber gefugte fdpiefe Äpnlicbfeitgpunft. Denn erfteng finb, 
trenn man nocp bie ©raben P A , P B , PAX, P B X gezogen pat, bie 
^reiecfe P A B  unb PA XB X ifotrop äfjnlid), toeil /_ P A S  — /_ P A XS  
unb /_ P B S  — P B XS  ift; unb seitens finb bie 29üfd)el, trelcpe 
ron P  aug $u ben giguren A B C ...) unb [AXB XCX ...) gehören, 
ifotrop congruent, toeil bie entfprecpenben SBinfel bei P  nad) bem 
@eiten*5Öinfel*@eiten*Ä^nlSfeitgfa^ gleich trerben, nepmlicp Z  B P C  
=  Z  B XPCX, u. f. to.

Grifft eg fid) aber im SÖefonbern, ba£ A B  4 = AXB X ift, fo liegen 
bie ä^nltd^en Figuren uad) §. 168, 8. perfpectirifdj, fo bafj P  ber £>urdj» 
fcpnittgpunft ber ©raben AAX unb B B X ift; b. p. in anberer ©precptreife: 
fftücft ber fßunft S  ing Unenblicpe, fo begeneriren bie Greife SA A X unb 
S B B X in grabe Linien AAX unb B B X. Unb ift AAX =f= B B X, fo fällt 
P  mit S  jufammen.

I I .  @g feien A unb B  jtrei fünfte einer $igur, A X unb B x bie 
betfcen entfpredjenben fünfte einer antitrop äfjnlicpen $igur.

9)Ian jiepe bie ©raben AAX unb B B X, tpeile biefelben in A2 unb 
B 2 fo, baff , j4.oA. B,B B.B

si>sli B>B{ jj.xBx

ift, jiepe bie ©rabe A2B 2, fälle auf fie bie ©entrechte AM  unb rer* 
hoppele biefe über M pinaug big N  unb jiepe enblicfy feie ©rabe NAX. 
X)iefelbe fdmeibet fid) mit A2B 2 in einem fünfte P.

X)ann ift P  ber oerlangte Äpnlid)feitgpunft.
Um bieg 51t betoeifen, $ief)e man junäcpft bie ©rabe A P  unb madje 

bie folgenben ©cplüffe:
Jöorpifcfb, (Slemente ber 'JJhtfyematif. IV. 4
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<£« ift:

PA  
PA i

A  AM P  =  A  N M P , . . . (sws) 
Z A2PA =  /_ A2PAy,

AoA
AoAi

A B
Ai Bi . . . §. 152, 8 . 1 uns (1).

ferner mögen fid? feie ©raben 4̂J5 unb AXB X in S, A B  unb A2B 2 
in R, A^Bi unb A2B 2 in R { fctynetben. ®ie parallelen burcfy S  mit 
AAX unb B B i treffen bie ©rabe A2B 2 in 0  unb in Q. £>aburd) mirb 
nad) bem 3n)ei»2Binfel*©afc; /\^Rj_A2r^ /\R S O , /\^RBB2rsj /\^RSQ, 
/SR\A^A2 rsj /^RySO, unb eë entfielen bie
©leicfmngen:

(2.) RA ■ SO =  R S  ■ A2A ,
(3.) R B S Q  =  R S B 2B ,
(4.) RiAi ■ SO =  R XS  ■ A2Ai ,
(5.) R iBi SQ  =  R xS  B 2B i .

ÜDibibirt man baS probuct ber ©leicfyungen (2.) unb (5.) burcb baö* 
fenige ber ©leicfmngen (3.) unb (4.), fo ergiebt fid):

RA R\B\ AoA BoBi __ *

atfo:
. RA _  R B

R\Ai — RiBi
R B  — RA _  AB 

R\B\ —  R\A\ A[B\
£)imbirt man aber ©1. (2 .) burdj ©t. (4.), fo folgt:

RA  __  R S  AjA ___  R S  A B  .
R\Ai RyS A2Ai R \S A i B i 1

23ergleidj>t man bieë mit ©I. (6 .), fo folgt:
(7.) R S  =  R XS ,

meëljalb bie ©egenroinfel biefer ©eiten \m ^ R S R i  gleich finb.
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SWityln ift
(8 .) /_ A R P  — Z  AXR XP \

tinb weil fcbon oon früher 6er /  A PR  =  /_ AXP R X befannt ift:
A  PR A  ~  A  PR \A X, . . . (2w)

R P  RA RR
R iP  —  R vAy ~  -Ri-öi * ’ * ' v° j *

'DaS erfte unb ba$ letzte SJerbältniS btefer ©leidjung im herein mit 
(8.) geben:

A P R B  ~  A P R \B [, • • • [swsr^]
fo baß

Z PBA  — Z P B iA { , 
unb

Z A2P B  =  Z A2P B v ,
mithin and;
Z 'A PB  =  Z A2P B  —  Z A2PA =  /A jP B i  - /_A2PA X =  /_A,PB, 
ift.

T)a^er ergiebt fidj, baß in antitroper Sage 
A  A P B  r̂ j A  AXP B X 

ift.
(Snblid; ergiebt fid) bie antitrope ßongruenj ber Süffel, weld;e ton 

P  aus nad; entfpredjenben fünften A, B, C, ... unb Au B x, Cx, .. . 
ber äl;utid;en Figuren führen, in berfetben Seife, wie im $alle I.

Grifft eS fid; im 33efonberen, baß A B — AXB { ift, fo liegt ber 
IdjnlidjfeitSpunft P  auf ber ©raten A2B 2 im Unenblidjen (§. 168, £).), 
weil NAi 4= A2B 2 wirb wegen ber ©leidjung 

MA _  A ,A .
M N —  AoAi ~  1 *

Hierbei giebt eS aber eine SluSnaljme. Senn neljmlid; N  mit A, 
jufammenfällt, fo ift oon ber ©raben NAX nnr biefer eine ^nntt beftimmt, 
meSfjalb ber P  auf A2B2 beliebig gemäht werben fann.

3  u f ji fe.
Siegen in einer (Sbene $wei congrnente F i g u re n  anti< 

trop fo, baß bie gemeinfame H a lb ie r u n g s l i n i e  ber graben 
3ßerbinb ungS l in ien  jweier entfpredjenben ‘ißunf tpaare auf 
einer oon biefen fenfredjt ftefjt, fo ift jeber ‘ißunft ber 
erfteren ein antitroper I l l jn l idjfeitSpunft  ber congrnenten 
F i guren.

4 *
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5 2A u f g a b e .
d i e  gemeinfame ©pifje jweier ähnlichen d re iede  ju 

finben, beten © ru nb t in ien  ber Sage unb ©töße nad) ge* 
geben finb.

—  £wei Stuflöfungen.

â rt) o  i i t .

die in bem $ufa£ ernannte ©rabe, beren fünfte fämmt(id) anti* 
trope tljnUdjfeitépunfte ber congrnenten Figuren finb, fjeifjt bie ©pmmetrie* 
ape ber teueren.

Stuf ben in ben beiben testen §§. befprod)enen ©egenftanb weiter 
ein̂ ugefyen, würbe f)ier ju weit führen. S3ei ©etegenfyeit ber Ijatmonifcfyen 
33üfd)e( wirb berfetbe inbeffen nocfy einmal furj berührt werben.

§. 171.1’ c !j t  f a fc I .
3n  je jwei äl)nüd;en F i gu re n  »ermatten ficf) bie © u m *  

men entfprecfyenber ©t reden, wie i rgenb wetcfye jwei ent* 
fprecfyenbe ©treden.

231 f. ($$ finb
a, b, c, d, . . . ,  s ©treden, we(d)e ben ©treden 
«!, bx, cir du . . ., s, einer ä̂ nticfjen $igur entfpredjen.

33 el). (Sß ift:
(I -f“ b -j— c -}— d  -(— • . .   s

ui +  &i +  c\ +  d\ +  • • • si
23ew. 9Iacf> §. 166, £. I I I  ift:

a  __  b __  c __  d  __  __  s

a\ by Ci di ‘ St

dafyer trifft bie 33efy. 31t nad) bem §. 43 beè aritfym. Sel)rbud)3.

3  « f tt fc.
d ie  Umfänge äfjnütfycr Ißolpgone »ermatten ficfy, wie 

5 wei entfprecfyenbe ©eiten ober d i a g o n a l e n :
u   s

u \  * 'lt’ r l j r f n f c  I I .
d i e  gelber ät)ntid)er ^etpgone berRatten fid), wie bie 

Ouabrate entfpred)enber ©treden (©eiten ober d i a g o n a le n  
u. f. w.).
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23 r f. /  unb f x feien He Seiber, 5 unb sx jwei entfprechenbe ©treden 
ä^nüc^er ^ol^gone.

23 eh- Ürë ift:
f _ _ s 1
/ 1  Sl2 *

23 ew. 3 erte3t man bie beiben ähnlichen ^oitygone burd; entfpredjenbe 
©treden in lauter £)reiede, fo werben eie £)reiede be§ einen 'ißoihgoné 
nach §. 165, 3 . I I I  ben entfprechenben beë anbern ^oitygonS ähnlich, weit 
fie in ben 2Binfein übereinftimmen, unb ba§ S3erhäitnië ber ©eiten ift bem 
$f)nüd)feit3üerlj>ättnië ber ^oitygone gleich-

©ei biefeë, burd; irgenb welche jwei entfprecfwnbe ©treden auë*

gebrüdt =

£)ie '©reiedëfeiber feien in bem einen ^ottygou:
cp, <|>, X, (1), . . .

unb bie entfprecfwnben beS anbern ^oißgonS:

<Pi# X i *  w i '  • • •
£)ann ift nac  ̂ §. 149, 3- I I :

cp   tp   y    to   s 2

cpx 4»i / 1  tt>i ’  S l 2
9J?it^in ift nad; §. 43 beë arithmetifchen Sejjr&udré auch:

cp - f -  <l) - J -  y  - f -  iw . . .   s 2
9 1 + ^ 1 +  y.i +  tui +  . . .  s i 2 '

b. i . :
/  =  «L

/ 1 «i2 '

§. 172.
i’ t lj r f (i %.

3e jwei Greife ftnb ähnlich nad; bem 23erfyättni8 ihrer 
Labien,  © ie  haben bei jeber Sage einen äußeren unb einen 
inneren fnjnl id)!eitspunft  in ber (Zentralen, unb ^war bort, 
wo biefe bon berjenigen ©raben gefd>nitten wirb,  welche 
burd; bie Grnbpunfte jweier gleich gerichteten, bej iehungS* 
weife jweier entgegengefefct gerichteten L a b ie n  hiuburd) 
geht.

23 ew. ©teilt man fich bie beiten Greife in einer concentrifdhen Sage 
bor, fo erfennt man fofort, baß fie nad; bem Verhältnis ber Labien 
ähnlich finb: 3)enn fie fchneiben auf allen burd; baë gemeinfame Zentrum 
gehenben ©raben einzeln gteichc ©treden (bie fftabien) ab.
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33ei jwei liiert concentrifd) gelegten Steifen um C unb Cx feien. 
C K  unb CXK X ätoei gleich gerichtete, C K  unb CXK X jwei entgcgengefeht 
gerichtete 9?abien bon ber Sänge r unb rx; A  unb J  feien bie ©chnitt* 
punfte ber Zentralen CCX mit K K X unb mit K K X .

£)ann ift A ber äußere 2(hnlich!citspunft ber beiben Greife; beim ba 
& A C K ~  £±ACXKX . . . (2w)

unb beSljalb
AC
ACy

r
T\ ' (2 .)

A K _ r _  
AKy —  ry

ift, fo hängt nach (1.) bie Sage beS fünftes A, unb nach (2.) ber Serth 
beS Quotienten A K : A K X nicht bon ber Stiftung, fonbern nur bon ber 
®röße ber fRabien r unb rx ab.

ferner ift J  ber innere IdjmlichfeitSpunft, weil
/ S J C K ~  /SJCyKy', . . . (2w)

mithin
J K  _  JC  _  r_ 

JKy' JCy ry
ift, fo baß biefeS SBerljältniS ebenfalls nicht bon ber befonberen Sage ber 
®raben K JK X abhängt, außer baß biefelbe bui'h J  hinburchgelje.

3  u  f ä  h c .
I. tpaben jw ei Greife genteinfrf>aftltrf;c Tangenten,  fo 

fhneiben fiep bie äußeren im äußeren ^t^nlicf>feitß^uirft, 
bie inneren S angen ten  im inneren 2(hnlichfeit8 punft.

II. S e n n  jmei Greife fich berühren, fo ift ber 33e rühs 
r uugSpunft  $u gleich innerer ober äußerer 21h nl i ch f eit $ * 
punft, je nachbem bie B e rü h ru n g  bon außen ober bon innen 
g e f ch i e h t.

II I.  Q a S  Zentrum jweier conceutrifchen Greife ift fo* 
tbohl äußerer a ls  innerer ähnl ich!eitSpunft.

IV. 3e jwei ^ r e i S a u S f cpnitte, welche in ben S e n t r i *  
tbiufelu übereinft immeu, finb ähnlich.
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§. 173. 

f  Cl) r

3 n je jmei ^reigaugfcfynitten, reelle in ben (5entrt =* 
ininfetn übereinft immen, ift tag 33erl?äÜnig beg Söogeng 
jum föabiug gleich groß.

33rf. (5$ finb jtrei freigaugfdmitte ACB  unb AXCBX gegeben, 
tnetcfye im (Sentriminfet bei C übereinftimmen.

33 efj. @g ift:
A B  __ AyBy 
C A  CA\

33en>. giefyt man m  SÖinfelfetbe A BC  bon C aus beliebig niete 
grabe öinien unb nerbinbet bie auf einanber fotgenben £)urd)fcfynittgpunfte 
berfelben mit ben Greifen burcf) ©efynen, fo erhält man nad> §. 166 jiuei 
äfynlidje ^ofygone [CAM N. . .  QB) unb [C A ^M ^ . . .  QXB Y). £)afyer 
ift, u>enn man ber 3lbfürjung inegen bie ©efjnenfumme

AM  +  M N  +  . . . +  QB — A B  —  x,
AyM\ -f-il/jJ\i-f- . . .  QiB\ =  A^B\ —

fefct:
A B  —  x -£4~ . . . §• 171, 8 . I.C A \AiBi—xi

üftan fann biefe ©teicfyung in ber $orm
A B  A \B \ . f  x  x\ \
CA 'CAi \ C 2  . CA, )

fcfjreiben unb fotgenbermafsen meiter fcfytiefsen:
A B  ' A  B

£>ie 33rücfye unb finb unnercmberti<$, tuie biete tpütfg*

tinien mau auct) im f5etbe beg /_ C non C aug îefyen mag; bat)er mufj 
bie Differenz

X  X \

~CÄ CÄ[ 0
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trofc ber ißeränberlichteit to n  x  unb xt ebenfalls einen unteränberlibhen 
SBerth ^aben . Unb btefer S e r t h  8 !a n n  ftd; nicht ton iRull U n te r se ite n , 
w eil bie SBerthe to n  x unb xt burd) Sßermehrung ber to n  C a u s  ge* 
jogenen JpülfSlin ien  nad? § . 127, 8 . IV  beliebig Hein gemacht werben 
fönnen. äftith in  i f t :

A B _  A iB {
CA ~  CAr '

3 lt f ä fe t ♦
I .  £ ) a S  ® e r $ ä f t ] n i 8  b e s  g a n z e n  G r e i f e s  ( „ f c i ë u m f a n g S " )  

Z um  9 t a b i u S  i f t  e i n e  f ü r  a l t e  G r e i f e  u n t e r ä n b e r l i c h e  3 a h l .  
—  ® en n  je jw ei ganze Greife tonnen a l s  ^ re isa u sfc h n itte  an * 

gefefjen w erben , bereu ß entriw intel =  2G finb.
II.  £ ) a s  V e r h ä l t n i s  b e S  ^ r e i S u m f a n g e S  u z u m  I D u r c h *  

n t e f f e r  d i f t  e i n e  f ü r  a l t e  G r e i f e  n n t e r ä n b e r t i d ) e  3 a b l :
U    U\

d d\

§• 174.f t c f i n i t i o u .
S)ie teS Hre iSumf  angeS, wenn ber ^Durch*

meffer jur Längene inhe it  genommen ift (b. h- bte 3 a^ /  
welche angiebt, wie oft ber ^reisburchmef fer im Umfange  
enthalten ift) w irb  burdj r, bezeichnet.3  n  f  a | .

33 er ft eh t man unter r beniRabiuS,  unter u ben Umfang, 
unter /  baS Selb eines Greifes,  fo ift

u =  2 Tr • r , 

f  =  Tr • r2.
—  ©ic Sormel für /erhält man nach §. 141 burch bie ©chtSfoige: 

f  — ^ u r  — • 2 ~r -r — ti r2.

â  rlj o l i c.

®ie 3 S 1  « ift irrational. 2tuf 24 ©ecimalftetlen berechnet beträgt fie 
TT =  3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 ... 
SRäherungëwerthe in gemeinen 33rüd;en finb:22 3557 ' 133- '

ton benen ber erfte bereits ton 21rdjmuebeS (geb. ju ©hracitS um
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287 c>. (£fjr.) Ijerrüljrt, her jmeite aber juerft hon üBietiuS (um 1600 
n. CUjr.) angegeben ift.

§. 175.
C e t j e f a l . 1)

S t i m m e n  jmei KreiSauSfdjui tte  int 33 e r^ä lt n iS  beS 
33ogenS jum 9iabiuS überein, fo fiaben fie gteidfe CEentri* 
mintet.

23rf. 3n ben KreiSauSfdjmitten ACB  unb AXCXB X ift 
AB _ A\BX 
CA CXAX •

33ef>.
33em.

(5g  i f t  / _  C =  £  C i .

üftad&t man ben ßentriminfei A CX =  /_ AXCXB X 
A X  _  A\B\
CA ~~ CXAX

fo ift:

§. 173, 8 .

£>ieS ergiebt burdj 23ergbeidt>ung mit ber SSorau^fe^ung: 
A B  =  A X ,

moraus nad) §. 38, $. folgt, baf?
2  ACB  =  /  A CX

ift, hon benen ber festere =  /  AxC\BX gemacht mürbe.

§. 176.

töeiterer Ausbau k s  ttJhtkelkgriffs.
D e f i n i t i o n .

Unter  ber ©röjje, bem Duantum ober ber ÜJia§$al)l eines 
SötnfelS (ober and) fdjledjtljin einem SBinfel) herftefjt man 
bie 3)ia§jabt beS burd? ben 9tabiuS gemeffenen Kreisbogens,  
au f  meldjem jener Sßintel a ls  ßentr imin fet  fteljt.

—  @agt man atfo j. 33., es fei in ber hörigen gigur ber 
/_ ACB — *  ober =  0,72, fo meint man bamit, eS fei A B  =  a • CA 
ober =  0,72 • CA.1) imfefjruttg t>ott §. 173, S.
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3 1t ftt % t.
I. (Sin 2331 nfet unb feine 9ftafj$alj( finb gegenfeitig 

biHtig burd) einanber beftimmt.
—  §. 173, 8 . unb §. 175.

II. D ie  attaßjaljl einer SBinfetfumme ift gleid) ber 
©itmme ber üfftafsjahten ber einzelnen 233in fe t ; unb um* 
gelehrt.

Denn jieljt man um ben ©d)eitel C einer SBinfelfumme 
Z  A CB  =  Z  A CX  +  Z  X C B  einen ^reiS, 
fo ift (wenn A, X, B  bie <Sc^nittpunfte bebeuten):

AX bie 2ttafoahl beS Z  A C X .CA 
X B  
CA  
A B
CA

Z  XCB, 

/  ABC.

9?ach einem aritfjmetifcfyen ©a^e aber ift 
ibentifcp:

A X  . X B _ .
CA ’

A X  +  X B
+CA CA

unb umgefehrt. 2tu<h ift jefce 93eränberung in ber $otge ber D^eite 
geftattet, fomoht bei ber 3 a^  ats beim 25>infet (§. 40). —  Durch 
Vermehrung ber Sln^a Î ber ©ummanben mirb au ber ©dbtufjmeife 
nichts geänbert.

â rij o l i  e.
(SS ift fĉ on früher (in §. 40) barauf îngemiefen morben, baff man 

baS 9ie<ht ^at, bem 233infet ein bon ben Quanten ber fftaumgrößen (33o* 
turnen, 2treat, 8änge) »ergebenes Quantum beijutegen. Dies ift mit 
bem Obigen gefĉ ê en. Denn mir betrachten ats baS Quantum eine« 
233infetß eine arithmetifche 3°^/ bon welcher mir uns überzeugt haken, 
baff fie alten an ein Quantum ju ftettenben Slnforberungen (§. 17) genügt 
unb mit bem SBinfet mechfelfeitig auf einfache SBeife toerfnüpft ift.

Demnach ift beifpielëmetfe nach §. 174 baS Quantum eines 
geftrecften äßinfelS =  -  =  3,141 592 653 589 7932 ____

rechten „ =  =  1,570 796 326 794 8966 . . . ;

=  A- =  0,017 453 292 519 9433 180
unb eines SinlelS bon 1°

(1 ®rab)
menn man unter 1° ben 90'lcn Dheit eines redeten SBinfetS berfteht, mie 
eS no<h immer gebräuchlich ift, tro^bem fich bereits 51t (Snbe hörigen unb
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Anfang biefeS SahrljunbertS feie rationellere (Sintheilung beS regten 33$inIelS 
in 1 0 0  ©rabe ausgebreitet âtte. 1 3

^äherungSwerthe oon 1° finb bie gemeinen S3rücf>e unb 172 

oon benen ber erftere nin weniger als ju groß, ber zweite um weniger 

at« ~  5“ He'" 'f‘-

§. 177.
£ c lj r fa t;.

3 ft ein £>urd)meffer eines G re ifes  ein T a b i n s  eines 
jweiten KreifeS, fo liegen jwifchen iljm unb einem beliebigen 
anbern SKabiuS beS jweiten Gre ifes  auf beiben Greifen 
g l e i t e  23ogen.

23 rf. 9)iit bem ®urchmeffer C{A 
beS Greifes um C ift um C\ ein jweiter 
Kreis unb oon Ci aus eine ©rabe ge
zogen, welcher bie beiben Greife bejieljmngS* 
weife in B  unb B x trifft.

23 elf. (SS ift: A B  =  A B {.
23ew. îefyt man ^en ^obiuS CB 

beS Greifes um C unb fefct /_ AC[B =  a, 
fo ift /_ ACB =  2a (§. 113). hieraus 
folgt:

A B — 2a • CA =  a • 2C^i =  a ■ CXA =  A B { . . . § . 1 7 6 .

§. 178.

A u f g a b e n .

I. (Sinen beliebig gegebenen K re i sbogen  burd) 3 e^ s 
nung  al lmä^lid; 51t ftrecfen unb bie ©röße beS babei he* 
gangenen ge^ le rS  $u b e u r te i l e n .

2lnal. 2Jian fann ben fraglichen ßweef baburch erreichen, baß man 
bie in ber 23rf. beS oor. §. gemachte ©onftruction oon neuem auf ben 
größeren Kreis anwenbet unb bie (Sonftruction in analoger 2öeife beliebig 
oft wiecerholt.
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®enn man erhält baburcf), ba§
Sog. A B — Sog. A B X =  Sog. A B 2 =  . . . 

i f t , bon benen fiĉ  jeber folgenbe enger an bie Tangente anfd)miegt, als 
ber borfjergeljenbe.

3 ief)t man nocfy bte ©efmen 
AB, A B \ , . . . unb verlängert bte 
©raben CXB, C2B X, . . ., bis fie 
bie Tangente in T, Tx, . . . fcfynei* 
ben, fo nehmen bte ©eljnen in ber 
$olge A B , A B X, . . .  ber Sänge 
nacfy ju, bie Tangenten aber in ber 
$olge AT, ATX, . . .  ab. Unb bie 
©lieber beiber 9?eif?eu nähern ficf> 
ber Sänge beS SogenS A B  als ifjrem 
©renjtoertl) in ber Söeife, bafi i^re 
Slbmeidjung bon ber Sogenlättge bie 
2Bertl)e ber Sleifje

A T  — A B , ATX — A BX____
nid)t erreicht (§. 127, S. III).

II. 3n  bem Greife um C ift ber ®  utcfjmeffer ACX =  d 
unb bie ©eljne A B  =  s. (äs follett bie ©tretfen A T  — t, 
A B x = s x, ATX =  tx berechnet toerbeu.

2tuflöfung. ©a /_ TACX =  /_ A BC{ =  x  ift, fo ift 
A  TACX r̂ j / \A B C X (2 w), mithin:

AT ACX iT  ACX AB 
AB ~  BCX ' ~  BC\

ober, »eil BCX =  VACx2 — A B 2 =  V'd2 —  «2 
ift:

Um A B X =  sx auf mögticfyft einfache Söeifc ju finbeu, jiefye mau 
in bem Greife um Cx ben ©urcfymeffer B XD — ‘Id  unb bie ©efme AD. 

©ann ift im redjtttnnfligen A  B XAD
A B X2 =  B XD B XB  . . . §. 155, S. I.

®a ferner
B XB  =  B XCX —  BC X =  d —  > /^ = 7 2  

ift, fo l?at man atfo in $olge ber lebten ©leicbung:
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2 d- (d — Vdt— s*

2  d$* 2 (/«-’
<2 +  l/d2

d +
ober:

(2 .) ,r2 =

( i . )

'ls-t

s -(-1

Um enbtid) ATV =  t{ $u beregnen, beachte man, baf$ /^ A B xTt 
~  f \ A B B Y ift [‘Iw), meit /_ AB,T, — /_ A BB , =  A, unb /  AT^BV 
— /_ A B ,B  alö (Komplemente ju /_ AC2TX =  /  A D BX. ^otgtid? 
gefyt fyeroor:

b. i . :

AT,
AB,

(3.)

AB,
AB ATX = AB ,2 

AB

A =  —
‘Ist

(2.)8 S +  t

Übrigens gewinnen bie ^ormetu (1.), (2.), (3.) an (5infad$eit, 
menn man für d, s, t itjre reciprofen 2öertt)e einfüt)rt. !£>iefetben mögen 
burd) bie entfpred)enben grieĉ >ifĉ en 23ud)ftaben bejeicfynet merben, fo baf?

(4.
1

8 =  t - ° = =  - f . u. f. ro.

bebeutet.

i i_
s  ' t

ÜDann t)at man in Sotge ber obigen (Steigungen:
(5.) T =  Va2— ‘52, . . . (1 .)

‘■l 2

= V :-
a +  '

. . (3.)

=  ^ 0^ 1) . . . (2.) u. (3.)(7.) ~i —  y - 2

2tnm. ©efct man bie SRedjnung nebft ber (Sonftruction fort, mie 
es in 2lufg. II. auSgefüt)rt ift, fo tauten bie 9IecfynungSformetn für jebe 
Kummer n, nacfybem ein erfteS t beregnet ift:

(8 T» -f1 — °ra +  Tn 
2

(9.) 3jt + l --  V̂ nTw + 1 •
X)ie - unb bie a nätjern ficfy bei tracfyfenbem n, wie aus ber Stnatpfis

1 ) SBerftefyt man unter v unb f  bie reciprofen iDtaßjabten ber gelber beS um= unb bes ctngefdjrteBenett regulären «=(§cfs, unter v, unb f, biejentgen beS (2n)=@cfs, fo ergeben ftcf) äbnlidie Relationen, nebmlid):
v, =  fi =  \vf.öS fielen hier bie 3nbiceS anberS, als oben.
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ber 2Iufg. I I  ßeroorgeßt, bemfelben ©renjmertß, neßmlicß bem reciprofen 
SBertße ber SIftafisaßl be$ 33ogen$ A B \ unb jirar bleiben bie o ftetd ju 
grof?, bte t ftets ju flein, roetC bet ißren reciprofen SBertßen, ben s unb 
ben t, ftets bte umgefeßrte 23esießung ftattfinbet.

£)at man bte nunterließe 3?ecßnung naeß ben obigen 
Forme ln  (8 .) unb (9.) fo meit fortgefefct, ba§ ber SBertß fcott

(«» — T«)2
16o„

in benjenigen £>ecimalftel len, melcße man genau §u er* 
ßalten wünfeßt, nu r Nu l len  entßält, fo ift

°n ^  (an ~n) = =  ~n t  (an ~m

ber ©renjtüertß ber a unb t mit ber oerlangten ©enauigfeit. 
©ubftituirt man neßmlicß aus (8 .) in (9.) ben Sßertß:

“f" t̂i " 3n >®w Ln
Tn +  1 = ---- 9----  — ----------9----------

fo erßäft man mit Slnmenbung beS binomifeßen ©apeS:

3 ft nun (on —  rn) bereits fo Mein, baß ber britte ©umntanb ber 
reeßten ©eite in ben ju bereeßnenben £>ecimalftellen öerfeßminbet, fo gilt 
bieS in noeß ßößerem SJiaße oon ben folgenben; unb man braueßt bei 
ber 9iecßnung für o„+i nur ben SBertß

(1 0 .) On-fl --  3fi -J- (o„ Tn)
SU berüeffießtigen. ©ubtraßirt man ßtcroon

+ 1 --  "2 [&n ~n) >
fo erßält man bie ©leießung:

3»i +  l “fn +  l —  \  l^n ~n) ,

toelcße aueß für alle größeren Sertße oon n befteßen bleibt unb bemnaeß 
bie Relation liefert:

(11.) 3,i +  r Tn + r  ---  ” 1 •
@ef}t man in Ol. (1 0 .) für n naeß unb nadß alle größeren $aßlen 

unb fummirt bie fo erßaltencn ©leidßungen mit Ofüdficßt auf bie Ol. (1 1 .), 
fo erßält man für ben Orenjroertß ton

aOO —  °n---- * 4 T,‘ y +  J  +  ^» +  43 +  • • •) =  3« —  3- (3n —  T«) •

www.rcin.org.pl



6 3

Unb »erfährt man auf ähnliche SBeife mit ber au« (8 .) folgenben 
©leichung

fo erhält man:tOO =  Tn +  - n~2 H (1 +  T  4- y  +  • • • ) =  ~n +  y  (3n — Tn) •
I I I .  D i e  3 a^t 7 auf 6 Decimalftel len genau oermittelft 

ber Sänge be«fenigen Srei«bog-en« ju beregnen, m e l i e r  
bie ©eite eine« regulären 3 ehnecf« in einem Greife über* 
fpannt, beffen Durchmeffer  ber Längene inhe i t  gleich ift.

Sered)nung.  'Da ber Umfang eine« Greife«, beffen Durchmeffer 
ber Längeneinheit gleich ift, nach §. 174, 3- « Längeneinheiten beträgt, fo

beträgt ber fragliche Sogen Längeneinheiten. 9tun ift d ■ = 1 , alfo

auch 8 =  - ^ - = 1 , unb nach §. 162:

s =  ~  1 t 1/0 , 0 = ------=  =  1  +  V5“ == 3,236068.
4 - l  +  y r

ferner ergiebt bie ©l. I I  (5.):

T =  >/o2 —  62 =  >/5 +  2 >/5 =  >/9,472136 =  3,077684.

Sei ber weiteren Rechnung fommen abwechfelnb bie gormeln I I  
(8 .) u. (9.) in Setracht:

Tt =  -^tJL =  3,156876

Oj =  Va~i =  3,196227 
a j-j-n  =  6,353103

x2 =  =  3,176552

02 =  V  Oj t2 =  3,186374 

t3 =  21+^1 =  3,181463

03 =  j/a2x3 =  3,183917

t4 =  =  3,182690

04 =  1/03X4 =  3,183303.

(5« ift bereit«:

a3 —  t3 =  0,002455, =  0,000000118:lb o3
fo ba£ nach ber in I I  befprocbenen ßorrectur auf 6 Decimalftellen genau:
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^  =  o3 —  I  (03 -  t3) =  3,183917 —  0,000818 

=  3,183099;
1 0

3,183099 3,141593

Ijerborgetjt.
Sie Sertfye bon 34 unb t4 ergeben: 

04 —  t4 =  0,000613, (84~ ^ - 0,00000000738;

jo bajj man mit ifyuen 8 tDecimatftetten genau ermatten lönnte, menn fie 
auf fo biete «Stetten berechnet mären.

Über eine biet mirffamere $?etf)obe jur töeredjnung bon -  bergt. 
baO Sefyrb. b. Slritfjm. §. 84.

B. dransuerfölen. fjarmonifdje Büffel. polare, potei^ünie.
§. 179.

0 1 f  t it 11 i  ö n  t  n .

I. Unter einem rc*Seit berftefjt man eine bon n un* 
begrenzten ©raben  gebitbete ^ i gu r .  —  £)ie unbegrenzten 
©raben Reißen bie Seiten, beren Sd^nittpunfte bie©cfcn beë 
n* SeitO.

II. 3ebe ©rabe, metd)e fid) mit einem rc*@eit fcf^neibet, 
fyeifjt eine SranObcrfaleJ) beffetben.

â  rij 0  l i t .

£)a ;ebe ©rabe, metcfye fid) mit n ©raben fdmeibet, im Slttgemeinen 
n Sd)nittpuntte liefert, fo ift bie Stnzatjt ber ©den eine« w*Seit§ im 
Slttgemeinen

=  1 +  2 +  3 +  . • . +  ( » - 1) =  . . . Britytn. §. 91 (5.).

(SO fyat atfo baO ®  reif eit 3 (Scfen, mie baO ©reied', baO SJierfeit 6 , 
baë günffeit 1 0  ©den, u. f. m. 1

1) 9Son transversus, binburdj.
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•Die $ln$abl ber diagonalen eines ra*@eits, bejfen ©den fämmtlicb 

ton einander uerfcbieben jinb, beträgt w 'n~ 2j '”~ 3;, jo baf? ein

jolcbeS dreijeit 0, ein 23ierjeit 3, ein $ünfjeit 15 diagonalen ât, u. j. m.
23on dreijeitStranSoerjalen haben mir jcbon einige (SdtranSoerjalen 

fennen gelernt, b. b- jold)e, melcbe burcb eine @de geben, nebmlicb bie 
Höben, bie Mittellinien, bie Halbierungslinien ber SBinfel unb ber Stufen* 
minfel.

@S mirb jid> jefct um bie allgemeinen (§igenfd)aften ber dranSberjalen 
banbetn.

§. 180.C c t j r f a f e  I  ( h c s  i H c t t c l a t t ? 1)).
d ie  beiben ^robitcte ber brei auf oerfcfyiebenen ©eiten 

eines d r e i j e i t s  l iegenben 2lb jtänb e ber Orden oon ben 
©dbnittpunlten einer d rauSber fa le  jinb gleich.

SS r j. die ©eite BC  eines 
dreijeits ABC  mirb ton einer 
dranSoerjale in A y , CA in 
B lt AB  in Cx gejcfynitten.

33 eb- (äs ijt 
ACy • BAX • CB{

=  ABy • CAy • BCy.
33 em. parallel jurSCranS* 

üerjale siebe man burd) bie brei 
Orden beS dreijeits grabe Simen 
unb bezeichne ben durcbjcbuitts* 
j>un!t ber einen oon ihnen, etwa 
ber burct) B gelegten, mit ber ©egenjeite AC  burcb X.

ACy __ BCy
XBy '
XBy

dann ijt:

ABi
CB\

§• 151.CAy BA\ '
Multiplicirt man beide (Gleichungen mit einanber, jo jällt recttS bie 

(Grö^e XBy jort, unb es gebt berbor:
ACy CB\ _  BCy ,
ABy CAy BAi

1 ) SRenetau«, au« 2Uej;anbrta gebürtig, lebte jur 3 «t Srajan« (c. 1 0 0  n. (Ef>v.) n 91cm.
SBcrpti jjfl), (Stcmcntc tev SDiatljcmatif. IV. 5
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toaé fiĉ  nach üDMtiplication mit fcem ^rotuct ber Kenner nicht oon ber 
Vefj. unterfcheibet.

Sinnt. 'Die brei ©dhnittpunfte Alf 
B lt C{ fönnen enttoeber auf jiüei DreiecfS* 
feiten unb ber Verlängerung ber britten ober 
auf cen brei Verlängerungen liegen.

fafc.
3 ft eine Dranëoer fate  einer Dretfe its fe ite pa ra l l e l ,  

fo f ino bie beiben V * o b ucte ber au f t>erfc^iebenen ©e i ten  
l iegenben Slbftänbé ber öden  oon ben beiben oorhanbenen 
©<hnittpun!ten einanber gleid).

—  Denn es ift
BAi __  CA\ Q 4 K1

• § • ,51-
BAi • CBi =  ABi • CA{.

Daffetbe folgt aber auch barauS, bajj 
in ber bei brei ©d)nittpun!ten geltenben 
©leichung

ACi BAi CBy _  4
BCi * CAi ' ABi ~  1

ber erfte Vruch fidj> bem ©renjtoerthe 1 nähert, wenn Cx auf A B  ins 
Unenb(icf>e IjinaitSgefcfyoben toirb.

t* t  Ij r f a fc I I .
:gat man auf $wci Dreiedèfcitcn unb einer Verlängerung ber 

britten ober nur auf Verlängerungen ber bret ©eiten je einen ^un t t  
oon fold)er Sage, ba£ bie beiben ^ßrobucte ber brei auf 
oerfchiebenen ©ei ten  liegenben Slbftänbe oon ben (Seien 
gleich finb, fo befinben fich bie brei fragl ichen f ü n f te  in 
einer einzigen ©raben.

Vrf. Veim / \ A B C  liegt auf 
BC  ein ß̂unft Alt auf CA ein ß̂unft 
Bi unb auf ber Verlängerung oon 
AB über B  hinaus ein Sßunft Ci 
fo, baB
ACi ■ BAi • CBi =  ABi • CAX •BCt 
ift. Ober es liegen auch unb B{ 
auf Verlängerungen oon BC  unb CA.
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Vef). Die brei fünfte AX/ Bx, Cx liegen auf einer ©raben. 
Vem. Sftan siehe bie ©rabe AXBX. Diefelbe mufi fid) mit ber 

©raben AB  in irgenb einem fünfte X  fd)neiben; benn menn fie mit 
ifjr parallel märe, fo mürbe

§ 151
A B X CB\ '  • * • §* 101 •

BAX • CBX =  ABX • CAX
fein, maS burd) Dibifion in bie oorauSgefefcte ©leichung 

ACX ■ BAX • CBX =  ABX ■ CAX • BCX
ju ber unmöglichen ©leidjmng

ACX =  BCX
führte. (Unmöglich ift bie (entere, meil Cx in einer Verlängerung oon 
AB  gegeben ift.)

Da  alfo ein ©chnittpunft X  epiftirt, fo ift:
A X  • BAX • CBX =  ABx CAx-B X  . . .  2. I.

Dioibirt man aber biefe ©leichung burch bie gegebene, fo folgt:
A X  B X  A X — B X  A B  . Qr ... c .0

=  — —  1 ; . . .  3lrtthm. §. 43,a c \ B C X ACX —  BCX AB
b. i . : A X  =  ACX, B X  =  BCX;
mag nur angeht, menn Cx ibentifd) ift mit bem fünfte x  ber ©raben AXBX.

Da§ Vebenten gegen bie lebten Folgerungen, bafj X  unb Cx oiel* 
leicht auf oerfcfnebenen Verlängerungen oon AB  'liegen möchten, ^eBt fich 
baburdh, bafj bann bie ©leichung

A X  _  B X  
ACX ~  BCX

unmöglich märe.

§. 181.
1 ’ t  m  m ei.

D a s  V e rhä l tn i s  jmeier Dreiecfëfelber über einer ©runb* 
l iu ie ift gleich bem V e rh ä l t n i s  ber auf ber V e rb inbungS *
linte ihrer  ©pifcen gemeffene 
gemeinfamen ©runb l in ie .

Vrf.  Die ©rabe CCX, melche 
burch bie (Seien C unb Cx ber Drei* 
eefe ABC  unb ABCX hinburch* 
geht, trifft bie ©rabe AB  in D.

Vefj. ßS ift:
A  A B C  _  CD 
A  ABCi ~  C\D '

Ülbftänbe be r@ p i£en  bon ber
c
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33en>. ^ieljt man

CE  _L AB, CyE y _L AB, fo ift A  ODE ~  A  CXD EX (2w),

A  ABC  ___ CE ___ CD
A A BCi~ CiEi — CiA . . §.144, 3. I I  u.§. 151.

31 nm. Stegen bie beiben £)reiecfe A BC  unb ABCX auf ter* 
fdjiebenen ©eiten ton A B , ober erleibet bte $igur fonft eine attbere 
3lbänberung, fo bleibt ber 33etoei$ ftets mörtlid) berfelbe.

§. 182.

f e t j r f a t ;  I  ( i u s  t ë c n a 1))*
©djneiben brei burd) einen ^ u n f t  Ijinburd) gefjenbe 

SditranSoerf alen eines ©rei fe it s  fid> mit ben ©egenfeiten, 
fo finb bie beiben ^robucte aus  ben fe brei auf oerfcfyie* 
benen ©eiten l iegenben 3lbftänben ber (£<fen ton  jenen 
©cfynittpunf ten einanber gleicfy.

33 rf. Durd) einen Sßunft P  gelten 
bie brei (ScttranSterfalen AA{ , B B y, 
CCy eineë $)reifeitS ABC, toeld)e bie 
©egenfeiten in ben fünften Ay, B y, 
Cx fd)neiben.

»e^. öS ift:
ACX • BA X ■ CBy =  A By • CAt ■ BC\ . 

Sem. I. 33erg(eid)t man bie

1) Setoa (1648—1736), geb. ju SRatlattb.
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gelber je jiceier £)reiede, toelche bie ©treclen P C , P B , PA  $ur ge* 
meinfamen ©runblinie unb ihre ©pi^en in ben CScfen beS gegebenen £)rei* 
feit« haben, jo folgt nach bem tor. §.:

A  P C A  A C i
A  P C B  ~  HCl '
A  P C B  CBi
A  P B A  ~~ AB i '
A  P B A  _  BAi 
A  P C A  ~~ CAi ‘

£)urch Üflultiplication biefer bret ©leichungen folgt:
, _  A C y CBi BAi 
1 “  BC\ * ABi ’ CAi '

unb fyteraué bte behauptete ©leichung, toenn man noch mit bem ^robuct 
ber Kenner multiplicirt.

33 em. I I.  beachtet man, bafj bas A  CCXB  bie SranSberfale 
A P  Ai unb bas f\^CCxA bie £ranSoerfale B P B X hat, fo ergeben fidh 
burch Slmoenbung beS SJienelaifchen ©ajjeS bie beiben ©leid)ungen:

ACi B A i . CP =  CiP■ CAi • AB,
CBi ■ AB  • CXP  =  BCy • ABi • CP.

üDMtiplicirt man biefetben mit einanber unb bioibirt bann beibe 
©eiten ber erhaltenen ©leicbung mit bem ‘ißrobuct AB- CP- CXP , fo 
geht baS he*toor' was behauptet ift.

J  lt f ft % t .
I. ©chneiben brei paral le le (EdtranSoerfalen eines 

£)reifeits fich mit ben ©egenfeiten, fo finb bie beiben ißro* 
bucte au s  ben je brei auf oerfchiebenen ©eiten liegenben
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fd)on früher feef̂ rod̂ en tnorben, baff 
aud) fonft als ein Püfd)el befjanbeln 1 
ticken liege.

$lbftänben feer ©cpnittpunfte 
non ben ©den einanber 
gleich.

—  Sero, enttreber burd? 
§.151 ober burd) bie ©nuägung, 
baff bte non einem fünfte P  aus 
nad) A, B, C gezogenen ©raben 
ficfy ber Parallelität als ©renje 
nähern, trenn P  ins Unenblicpe 
fyinauSgefcfyoben tnirb. —  ©S ift 
man eine ©cfyaar bon Parallelen 

ann, beffen ©Reitel P  im Unenb*

II.  S e n n  ein ©traf)! eines 
£8 üf d) eis bon ©dt ranSb  erf alen 
eines £)reifeits  ber ©egenfeite 
pa ra l l e l  ift, fo finb bie Probucte 
berSlbftänbe ber auf bet r iebenen  
©eiten r orl)anbe'nen ©c^nittpunfte 
oon ben ©den gleid).

—  3ft nel)mlid) P B  ^  A C , fo 
l)at man

ACX - BAy =  CAy ■ BCX ; 
nnb ift bann ferner nod)

PA  4= BC, fo folgt: ACy =  BCy.

f u J j r f a l  I I .

§ a t  man auf ben brei ©eiten eines £ )re ieds  ober auf einer ©eite unb auf Verlängerungen ber bciben anbcrn je einen Punft  
ron  f o l g e t  Sage, baff bie beiben Probucte aus  je brei auf 
rerf  d)iebenen ©eiten l iegenben Slbftänben berfelben oon 
ben ©den gleid) f inb,  fo fcfyneiben fid) bie brei burd) jene 
Punf te  pinburd?gel)enben © dt ransne r fa len  in einem Punft  
ober finb parallel.  £)aS Sejjtere fann jeboc^> nur bann bor* 
fommen, trenn bon ben gegebenen Punf ten jtrei auf Pe r *  
l änge rungen  jtoeier ©eiten über eine ©de h ina u s  liegen.
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33 rf. Sluf einer ©eite AB  eines ABC  ift ein ^untt Ci ge* 
geben unb aufierbem auf ben beiten anbern ©eiten BC  unb AC  ober 
auf 23ertängerungen beiter fe ein 3ßwift Ax unb Bx fo, baf?

ACX • BAX • CBX =  ABX • CAX • BCX
ift.

Vep. Die brei ©raten AAX, BBX, CCX fdpneicen fiep in einem 
Vuntt, tonnen aber, menn Ax unb Bx beibe auf ben Verlängerungen 
bon BC  unb AC  über C pinauS liegen, audp parallel fein.

39ero. 3iept man âunäĉ ft nur bie beiben ©raten AAX unb BBX, 
fo fdpneiben fiep biefelben in einem fünfte P  ober finb parallel. Dann 
îepe man, fe nadpbem bas (Sine ober baS Sintere eintritt, bie ©rate PC 

ober burdp C eine parallele ju jenen unb benenne ben DurcpfdpnittSpunft 
berfeiben mit AB  burdp X . (33ergl. bie Figuren jum borigen ©afc.) 
SllSbann ift:

A X  • BAX ■ CBX =  ABX •CAx B X , . . .  8. I  ober 3 . I, 
toaS burdp Dibifion mit ber gegebenen ©leicpung ju ber folgenben füprt: 

A X  B X  A X + B X  _  AB
~ÄQ~ BCX ~  ACX +  BCX ~~ AB =  1 Slritpm. §.43.

A X  =  ACX, B X  =  BCX.
D a  bemnacp X  mit Cx jufammenfällt, fo unterfdpeibet fid> bie DranS* 

berfale CCX nicpt bon ber ©raten CX, melcpe burcp P  gept, bejiepungS* 
toeife mit AAX unb BBX parallel ift.

1

§. 183.

^tmuenbmtgen ber Kmkeijrungen bes Ceuofäjen unb bes 
Jlenelatfdjen iSa^cs.

C c l j r f a k  I.
D ie  H a lb i e r u n g s l i n i e n  ber brei SBintel eines Dreiedfs 

fdpneiben fiep in einem ^unft.
39 em. Serben bie Sinfel bes £±A BC  

bon ben ©raten AAX, BBX, CCX palbiert, 
fo ift nadp §. 152, 8. I:

ACi AC 
BC] ~  B C  '
BA] AB
CA] AC ’
CB] _  BC  .
AB] —  AB  ’

folglicp turdp 93inltiplication:

ö------ »
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ACr BAi Ci?, _  .
BCi ' CAi ' ABi ~  1 '
• B A X - =  A B X • • £ (¾ ;

©eSfyalb bie fcret XranSnerfalen AAlf B B U CCX fiĉ  nad) §. 182, Ö. I I  
in einem fünfte fcfjneifcen.

K c l ) z f a $  I I .

£>ie brei f ün f te ,  in benen bie «Seiten eines iDreifeitS  
öon ben ^ a tb ie run gë t in ien  $©eier © i n f e l  unb beS Slufün* 
© infe ls  an ber b rü ten  (Sde gefc^nitten ©erben, l iegen in 
einer ©raben.

i8 e©. Sinb Alt B̂  im 
£)reifeit ABC  bie fünfte, in benen 
bie Seiten BC  unb CA ron ben 
Halbierungslinien ber Söinfet bei A  
unb B gefctmitten ©erben, ©äfyrenb 
AB  in Cy ron ber Halbierungs* 
linie beS 21uj3en©infelS bei C ge*

A B CB, _  BC  
BCi ~  B C  '  CAi ~  A C  ' ABi ~~ AB *

alfo:
AC\ BAi CBi __ .

~ B C \' ~c ä t  ‘ a b ;  ~
AC\ ■ BAi • CBi =  ABi • CAX ■ BC\ ;

©eSfyalb nad) §. 180, §. I I  bie brei fünfte Alf B{, Cx in einer ©raün 
liegen.

C d j r f n ^  I I I .

X)ie H a lb ie ru n g s l i n i e n  $©eier 51 ußen©infel  eines ®re i*  
ecfs unb beS britten £)reiecf S©infe lS  fd)neiben ficfy in einem 
^unft.

—  öe©eiS, ©ie $u 8 . I.

f i t  I j r f n ^  IT .

£)ie brei £)urd)fcfynittspuufte ber 2Iu^en© in !e l  eines 
£)reifeits  mit ben ©egenfeiten l iegen in einer ©rabeu.

—  iÖemeiS, ©ie $u 2. II.

fdjnitten ©irb, fo ift nad) §. 152: 
ACi A C BAi
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C c  I j r f a l  V.
D i e  btei Ipötjen eines reiecfS fcfyneiben ficfy in einem 

^untt.
ißen». ©inb AAX, BBX, CCX bie 

brei iQötjen eines £±ABC, jo ift rnegen 
ber Übereinftimmung in jroei 2Binfetn:

f » W :

& B A ,A ~ /\B C \C , „

A C -b ^ A c -m . „ ^ = 4 e -

Da  baS ^robuct ber rechten ©eiten 
biefcr (Steigungen =  1  ift, fo folgt:

ACi • =  ABy ■ CAV • BCi.
Dies jeigt nacfy §. 182, 8 . I I  an, bafe bie brei £>öf)en burd) einen 

einzigen ^unft gelten, meil ie jmei non itjnen als ©entrechte ju ben 
©cfyenfetn eines SBinfetS fid) nottjroenbig fcfyneiben.

I j r f a l  TI.
D ie  brei  £DZittetlinien1) eines D re ie d s  fdjineiben fid) 

in  einem 'ß u n f t 2); unb jmar fo, baß bie einjetne M i t t e l *  
t inie baS Dreifache ifjreS an ber ©eite liegenben 2lbfd)nittS 
6 eträgt.

Sew. ©inb AAX, BB[t CCX 
bie ÜJtittellinien bes / \ A B C ,  fo ift:

ACX =  BCit
BAX =  CAlt A-
CBV =  ABX.

2tuS btefen (Steigungen ergiefet fid) ^meiertei:
1 ) bajj bie brei ÜJiittetlinien fid? in einem ^unft P  fdjmeiben, meil 

burd) 9J?uttiptication bie (Steigung
AC\ • BA{ • CBX =  ABX • CAX • BCX 

fyertorgefyt (§. 182, 8 . I I ) ;
2 ) bafj

A  a p b  =  A  BPC =  A  CPA
ift, roeil bie 23erbinbungStinie ber ©pifcen fe jmeier oon beren gemein- 
famer (Srunbtinie halbiert rnirb. (§. 181.)1) 33ergl. §. 157.

2 ) Siefer ß̂unft ĉißt ber „@tb»erbunft"  beâ ©reteds.
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üftitfyin ift ferner:1 A  APB 3 ~  A  ACB 
• _  TC\

CC,

ABPC  A  BAC 
PA, 
AA\

A  CPAA  CBA 
PB , 
BB  i * . § .  1 8 1 .

V II.

©cfyneiben fid) bie brei graben 23erbinbung3l in ien ber 
paarweife einanber jugeorbneten (5cfen zweier £)reiede in 
einem ^un f t ,  fo liegen bie brei © cfynittpunfte ber ©egen* 
feitenpaare auf einer ©raben; unb umgefeljrt.

23 ew. ©cpneiben fid) bie ©raben 
A A ,, B B i , CC, , welche burd? bie 
©den ber £>reiede A BC  unb A ,B,C , 
beftimmt werben, in einem fünfte P, 
wätyrenb fid; B C  mit B,C , in X, 
CA mit C,A, in Y, AB  mit A ,B, 
in Z fcpneitet, fo ift in Solge beë 
9ttenelaifcpen ©apeS:

AZ  . B B , • PA , =  AAi PB, -B Z , . . .  Xx. ZB,A, non A  PAB-
B X  CG', PB, =  B B , PC, -C X , . . .  „ XB,C , „ A  PBC.
C Y  ■ AA, - PC, =  CC, • PA, -A Y ...........  YC,A, „ A  POA.

■ Iftultiplicirt man biefe brei ©leidjmngen mit einanber unb bioicirt 
bann burd? baö 'ißrobuct ber ^actoren, welcpe beioen ©eiten gemein fint, 
fo erhält man:

AZ B X - C Y =  AY- C X -B Z .
©ë liegen alfo X , Y, Z in einer ©raben (§. 180, 8 . II).
£)aj3 auch bie Umfehrung biefeé ©afceS ©ültigfeit t>at, b. h- ba§ 

bie ©raben AA,, B B ,, CC, burd) einen ^unft gehen, wenn X ,  Y, Z 
in einer ©raben liegen, erfennt mau auf folgenbe Steife:
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(Singe bie ©rate P A , treidle oon bem üDurdjfctynittSpunfte P  ter 
©raten B B X unt CCX nad) A gezogen ift, nidjt burd) Alf fo müßte 
fie fid) mit B XAX in einem ton Ax verriebenen ^unft fcfyneiten, unt 
bie grabe 23erbinbungëlinie tiefes ©djnittyunfteS mit Cx mürbe bemnadj 
bie ©rate AC  in einem oon Y  verfd̂ iebenen 'ißunft treffen, b. i. in 
einem fünfte, meld)er nicfyt in ber ©raten X Z  liegt. £)aS miberfpridü 
aber bem fo eben bemiefenen ©a^e.

21 nm. £)er $unlt P  Ijeißt baS Zentrum, bie ©rate X Y Z  bie 
21je ber Hom o log ie  für bie I j o m o l o g i f e n  £)re]iede A BC  
unb AXB XCX. 1' c lj r f  a V I I L

33ei brei beliebig gegebenen Greifen liegen bie brei 
äußeren &ljnlid)feitspun!te auf einer © ra te n  unb ebenfo 
je jmei innere mit einem äußeren.

£>ie graben SSerb inbuugSl in ien  ber Zentren mit ten 
inneren $l jn l id ?fe it s  punlten ter anberen Greife fc^neiben 
fid) in  einem ^un l t .

33 em. 3Jian bejeidjne bie Üiabien ber Greife um C, Cx, C2 mit 
r> ri ,  bie äußeren IdjnlicfyfeitSpunfte mit A, bie inneren mit J ,

intern man tiefen 33ucbftaben folcbe 3ntice$ anljängt, baß auf jeher 
Zentralen jebe Kummer oorfommt.
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Dann ift, meil bie ÄreiScentren entfpreĉ enbe fünfte feer äljnttcfyen 
Steife finb:

CA2 ___ r C\A ___ t\_ C)Ai ___ .
C\A<i r\ ' C-iA r2 ' CA\ r ’

mithin:
CA2 • C\A- C2Ay =  CAy • C2A - C\A2.

ftolglid) liegen bte bret fünfte A , Ay, A2 auf einer (Staben 
(§. 180, 8 . II).

(Srfefct man A2 bur$ J 2, Ay burd) Jy , fo finbet man baffelbe 
9?efultat für bie brei fünfte A, Jy, J 2.

(Srfefet man enblicfy alle A burcfy bie J , fo erfennt man auf biefelbe 
Seife, baf? CJ, CyJy, C2J 2 fid) in einem fünfte fcfyneiben (§. 182, 8 . II).

—  Diefer ‘’ßunft ift ba$ Zentrum, AAXA2 bie 2l$e ber Homologie 
für bie Dreiede CCXC2 unb J Jy J2.

21 nm. Die oiet (Stäben, auf benen je brei 211)nlid)feitépunfte 
liegen, fyeijjen bie &l)nticf>feitga£en ber brei Greife.

J  lt f a &.
S e rb e n  jmei Greife oon einem brüten berührt, fo gefjt 

bie grabe 23erbinbungël inie ber 23erü^rungëpun!te burcfy 
einen &l?nticf)feitëpunft jener beiben Greife.

—  Denn ber 23erüfjrung$puntt jtoeier Greife ift ein 2lel)nlid?feitës 
punft berfelben.

ü? i; 1| r f (t % IX ( iu? P a s c a l 1)).
D ie  ©tfjnittpunfte ber brei (Segenfeitenpaare eineë 

jeben in einen $re ië  eingeschriebenen <Sed)ëecfS liegen auf 
einer (Staben.

83ero. 3ft ABCAyByCy bas in ben firei« eingefĉ riebene <Sed?ge(f, 
bei meinem fiel) A B  mit AyBy in X , B C  mit ByCy in Y, ACy mit 
Ay C in Z, A B  mit By Cy in 0, A B  mit Ay C in P, By Cy mit Ay C 
in Q jefmeibet, fo hat man beim A  OPQ nad) bem ÜRenelaifchen ©afce:

OX PAy -QBy =  OBy • QAy - P X , . . . £ranëoerfale ByAyX.
PZ  ■ QCy - 0A  =  P A - OCy - QZ, . . .  „ ACyZ.
QY- OB - PC  =  QC - P B  - O Y ; . . .  „ BCY.

—  7 6

1) 1623— 1662, geb. ju dlermont.
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ferner ift nach §. 160:
OBy • OG\ — OB - OA,
QAt • QC =  • QCV.
PA - PB =  PAyPG.

äftultiplicirt man tiefe fedjö ©leichungen mit einanter unb tinibirt 
bann auf beiten ©eiten burch ba« ^robuct ber gemeinfamen ^actoren, 
fo erhält man:

OX - PZ- QY — OY- QZ-PX.
Ipierburd) ift bie ^Behauptung ermiefen (§. ISO, 8 . II).

3 tt f a %.
£>ie ©urchfchnittëpunfte ber ©eiten eines in einen 

$re ië  eingefchriebenen £>reiecfa mit ben Tangenten  in ben 
gegenübertiegenbetn (Scfen liegen in einer ©raten.

§. 1S4.
13 cfiniHotten.

I. 3 n  einem S ü f  d)el, meines 
aus nier © ra ten  beftef)t, nennt 
man je 5m ei nicht benachbarte 
© r a te n  conjugirt1), bie £)urchs 
fc^nittöfünfte conjugirter ® ra *  
ben mit einer S ranSne r fa len  
conjugirtc fünfte ber (enteren.1) conjugare, jui'ammento^ctn.
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—  3* 23- finb in bet oorfteljenben gigur PA  unb PA X, ebenfo 
PB  unb PB{ conjugirte ©tragen. 23on beii fünften A, B, Au B x 
ber £ran$oerfate ift A mit A{, B  mit B { conjugirt.

II. © e r Quotient ber 23erl)ältnif fe ber Slbftänbe jmeier 
conjugirten fün f te  oon ben beiben anbern Ijeifjt ba$ Doppel* 
ocrj)cÜtni$ bcë 23üfdjelë auf einer £ ran$oer fa Ie  für bie beiben 
2InfangSftraf)ten, beren E n t fe rnu ng  im erften 3 ter oor*  
f ommt.

—  3 - 33- ift in unferer gigur
_  A B  . A yB  

P  A B i A \B\
ba$ £)oppefoerf)äItni$ be$ $9üfcfyels (P) auf ber £ran$oerfate ABX für 
bie beiben 2InfangSftraI)ten PA, PB.

I I I.  3 ft bas Qo^petoer lj ä ltn is  eines oierftrafyligen 
33üf djels auf einer £ ran$oer fa le  =  1 , ober m. a. 2Ö.: finb 
bie 23erJjättniffe ber SIbftänbe jmeier conjugirten f ü n f t e  
oon ben beiben anbern gteid) groß, fo Reißen b ie^un fte ,  fo 
mie baS i8 üfd)et unb bie g le i t e n  93er^SItniffe tyarmonifcf).1)

—  $ür fjarmonifdje fünfte A, B, Alt Bx ift atfo:
A B  _  A iB  
AB[ A iB { *

i  u r & t?c ♦
I. D a s  Qoppetoerljä ttn is

_  A B  . A\ B  _  A B  - Ai Bi 
P  AB\ A\B\ A B i'A iB

anbert fid) nidft, wenn man bie beiben 2lnf angSftr aljlen 
unter fiel) ober beibe jugteid? mit ben conjugirten ©trauten 
oertaufd>t; oertaufd)t man aber nur einen ©trafyl  mit  
feinem conjugirten, fo nimmt e$ ben rcciprofen SBert^ an.

—  23ertaufcfyt man uefymücf) in bem Slusbrud
A B  ■ A\B\

P  =  ABi Ai B
A mit B , fo änbert fid> nur bie gotge ber gactoren beS Kenners, unb 
oertaufcfyt man A mit Ax unb jugteid) B mit B { , fo gefefnefjt baffelbe 
im 3 ü ^ et unb im Dienner. 2Sertaufd>t man aber nur einen ©trafyt mit 
feinem conjugirten, etma P B  mit P B X, fo gefyt p  über in

1 ) 2 )ie B̂enennung „barmoniftfy" (tooit <xpp.cma) ift auf einem jiemtid) com= 
ptteirten SBegc toott ber Sßitfii! in bie ©eemetvie gelangt. Sriandfon fyat ftc juerft 
gebraust. (Lignes du 2. ordre. 1S17.'
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unb es tft offenbar

, ABi-AiB 
P  ~  AB- A\B\ ’

P P '  =  1.

I I.  ® aS  $)oppeIoerhättn iS  eines ^armontfdf)en VüfdhelS 
änbert fid) bet feiner Vertaufchung ber SlnfangSftraljlen.

$ ü r  oier harmonifche f ü n f t e  A, B, Au Bx ift:
A B . AxBi =  ABX-AXB;  

atfo in ber ^o rrn  oon P ro po r t io ne n :
A B  __ AXB
AB\ ~  A\BX '
BA _  B XA 
BA\ ~  B\AX'

U. f. tO.

I I I.  3ebe X ranSoerfate  toirb oon jroei ©raben unb ben 
H a lb ie ru n g s l i n i e n  ihrer 2B in fe l  harmonifd)  gefdjnitten.

—  ®enn es ift, wenn P  ben (Scheitel beS VüfchelS bebeutet:
BA  __  B\A __ PA

BA\ ~  B XAX PAi ‘

§. 185.

Ccf jrfa^ ( öes  P a p p  ns).
£)aS ©oppe loe rh ä l t n i s  eines o ierftra^l igen VüfchetS 

ift u n a b h ä n g i g  oon ber Sage ber X ranSoet fa le ,  nehntlich 
gleich bem V e r h ä l t n i s ,  in welchem ber Slbfchnitt jtoifchen 
ben StnfangSftrahlen ju beut anbern Slbfchnitt auf einer 
fotchen £ r a n S o e r f a le  ft eh t . ioeld;e mit einem ber coniugir *  
ten S t r a h l e n  para l le l  gezogen ift.
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Bieljt ntan ju bem ©trahle P B X eines iSüfcbet«, meldbeS 
bon einer £ranSberfale in ben fünften A, B , Alf B { gefdjnitten roirb, 
burch B  eine ‘ißaralbete, meiere fid) mit PA  in C, mit P A X in Cx 
fcfyneiben mag, fo ift:

A  A B C  ~  £ ± A B XP  . . . (2w), nnb begatt:
BC . 
PBX »

A  AXBCX nu l \ A xB xP (2w) A\B
A\B\

BC\ 
PBj

£)ibibirt man bie erfte (Steigung burdj bie jmeite, fo folgt:
A B  . A{B  _  B C  
ABi 1 A[B\ ~  BCi ’

T)ie redete ©eite biefer (Steigung ift aber erftenS unabhängig bon 
ber Dichtung, in melcher bie SEranSberfale A B  burch B  înburd^gc^t, 
änbert fich atfo nicht, menn man A B  um B  breht; unb jmeiten« begäbt 
fie nacf> §. 153 ihren ^ahlenmerth, toenn man CBCX parallel mit fid; 
felbft (unb mit P B X) fo meit berfd)iebt, bafc B  in eine jmeite beliebig 
gegebene STranSberfale gebangt.

£)aber ift auch bie binfe ©eite, metche baë ÜDohpebberhältnté enthält, 
unabhängig bon ber Sage ber £ranëberfale; m. 5. b. nv

5lnm. T)reht man bie £ran8oerfate A B  um B  fo, bafc fie fid> 
ber mit P B X parallel gejogenen ©raben CBCX abs ihrer ©renjtagc 
nähert, fo nähert fid> in bem £)ohpelberhäItni$, roenn man es in 
ber $orm

BA m B\A 
BA\ B\A\
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gefdirieben fyat, ber streite $örucf> bent ©renjmerthe 1 , mäbrenb ber erfte 

unmittelbar in übergebt, betrachtet man alfo bie ^aratletität

einer SranSnerfate mit einem ©trabt be$ büfchetS als einen ©renjfatt, 
maë J)ier ftets gefächen fott, fo braucht man auf itfn beim StnStyredben 
ber ©ä^e feine befcnbere iRücfficfyt ju nehmen.3  tt f ä h t .

I. 28irb eine X ranSner fa le  oon einem büfdj>et hatnto* 
nifd) ge f$n itten,  fo g e f i e^t baffetbe mit jeber anbern.

I I.  3ebe ^arattete ju einem ©traute  eines ba* m onifcben 
bü fchet s  trägt  5 t t >i f en ben brei anberen ©trauten  gleiche 
3tbfchnitte; nnb umgelehrt:  trägt  eine ^arattete ju einem 
©tratet eines bü fchets  smifchen ben brei anberen gleiche 
Stbfchnitte, fo ift baS 33üfcf>eI hntmonifcf).

II I.  3n>ei büfchet,  toetche burd) biefetbcn r ier  f ü n f t e  
einer ©raben  gehen, haken baffetbe $)ohpelüerhältni$.

§. 186.*
A u f g a b e .

(5in gegebenes büfchet aus brei ©raben in eine fotcbe 
Sage $u br ingen, baff bie teueren  einjetn burch einen für 
fie beftimmten ^ n n f t  gehen.

trerben fott, fo trirb bie Sage P  beS ©heitets offenbar gefunben ats ber 
Streite ©c^nittpunft freier Greife, treidle über ben ©ebnen AXA2 nnb 
A^A  ̂ auf einer ©eite ber gebrochenen Sinic AXA2A3 ^erip̂ eriett>tnfet 
a unb ß faffen, bie bem 333infet ber ©trabten 1 nnb 2 , bejiehungSmeife 
2  nnb 3 , gleich finb.

3B et vife ft), ßlnrientc fccr SOTatbematit. IV. 6
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gällt feer jroeite ©chuittpuntt P  ber betten Greife auf feie anbere 
©eite ber gebrotzenen Stute AtA2A3, als auf welcher bie Peripherie* 
winfel —  a unb =  ß fiub, fo wirb bte Gionftruction baburch nic t̂ be
einträchtigt, weil, wie aus ber erften gigur erfid)tlich ift, bie ©upplemente 
Don a unb ß benfetben 3wecf erfüllen, toie a unb ß fetbft.

Determinat ion.  (5« giebt jtoei Stuflöfungen ber Aufgabe, ba 
man bie 8ßerip^evietoinfel a unb ß auf ber einen unb eben foiootjl auf 
ber anberen ©eite Don AlA2A:i befchaffen !ann. 3ft AlA2Aj eine 
einzige (Srabe, fo liegen bie beiben möglichen fünfte P  fhmmetrifch gegen 
biefelbe. ß e t ) r f a £ .

3ebeS iöüfchel, welches baffelbe Doppe loe rhä l tn i s  h a ^  
toie ein anbereS, 1 ä^t fiel) auf sweifache 2öeife 5 1t ihm ^e r * 
fpectioifcl; legen, b. h- in eine folc^e Sage bringen, ba£ es 
eine beftimmte D ranSöe r f  ale beS anbern VüfchelS in ben* 
felben f ün f te n  fchneibet, toie biefeS.

Sew. 2Birb bas eine Vüfchel Don einer DranSberfale in ben fünften 
A, B , Ait By gefchnitten, fo lege man bas zweite löüfchel fo hin, baß 
biefenigen brei ^achbarftrahlen burtZ A , B , Ax hinburchgehen, welche 
ben hier fchneibenben ©trauten beS erften -Süfchels entfprechen. Gebeutet 
bann X  ben oierten ©thnittpnnlt beS ^weiten S3üftZelß, fo finb bie 
gleichen Doppeloerhältniffe;

A B  A\B\ _  A B  A i X  
A B y A y B  ~  A X  - A i B  '

tpierauS folgt:
A 1B 1 _  AB \  _  A B i — A i B i  _  A A X _
A i X  —  A X  A X — A i X  A A i  

AyBy = A y X ,  ABy =  A X  , 
fo bafi ber Punft X  mit J5, ibentifch ift.3  H f ä tj c .

I. X rä g t  eine D ranSoe r fa le  eine« Vüfche lS  5 tu ei be* 
nachbarte Slbfchuitte, bereit V e r h ä l t n i s  bem Doppe lDe r *  
hä l tn i s  bes iöüfchels gleich ift, fo ift bie X rauSDer fa le  bem 
Dierten ©trah le parallel.

II. D r ä g t  eine D ra n so e r fa le  eines ha*ntonifchen iöüf^e ls  
5 io ei gleiche benachbarte Slbfchnitte, fo ift fie bem Dierten 
©trah le  paral lel . *)

1) $ergt. 1S4, 3. II.
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S  dj o I t  ¢.

die SÖüfdjel, n»e£d̂ e gleiche ^oppetoer^ättniffe fyaben unb be«fyalb 
(nad) bem testen Seljrfafc) in perfpecthnfctye Sagen gebracht merben lönnen, 
nennt man profectiüifdj, aud) fjomograpljif dj ober conform. 
©ie bilben ein mistiges S3etract?tungëmittel in ber fogenannten „neueren 
©eometrie", beren Ipauptfdjöpfer © t ein er burd) fein 335er! „©tyfte* 
matifdje Gmtroidelung ber 2lbfjängig!eit geometrifdjer ©eftalten oon ein* 
anber", ^Berlin 1832, geworben ift. jpier fönnen mir un« febocfy nidjt 
im Sldgemeinen eingefjeuber mit iljnen befaffen, fonbern müffen uu« auf 
bie ©runoeigenfdjafteu einer befonberen 2lrt oon iljnen, ber Ijarmonifdjen, 
befdjränfen.

§. 187.

C c l j r

3ece d i a g o n a l e  eine« 33ierfeit« wirb burd) bie (5 den 
unb bie ©djuittpunlte ber anbern d i a g o n a l e n  Ijarmonifd)
ge te i l t .

33rf. ©« ift ein 33ier* 
feit A B C D E F  gegeben, 
beffen diagonalen AD,
B E , CF\\&) in beu fünften 
X ,  Y, Z fdjnetben.

33efj. 3ebe diagonale 
ift in ben oier auf if)r be* 
nannten fünften Ijarme* 
nifdj geteilt.

33 em. Um ben 33e* 
mei« für eine beliebige
diagonale F C  ju führen, mäfjle man unter ben über ifjr liegenben drei* 
ecfen ein beliebige«, etwa / \ ,F C A , au« unb menbe auf baffelbe ben 
Geoafdjen unb ben 9J?euelaifcl;en ©af3 an, für weldje bie gigur alle 
Sinien bietet.

(§« geben nefjmlid) bie brei burd) D  gel)enben (Scftran«oerfalen be« 
A  FCA  cie ©leidjung:

F Y  • CE ■ A B — CY  • F B  ■ A E ; . . . §. 182, 8 . I  
unc ba baffelbe A  FCA  aud) oon ber Xran«oerfale Z E B  gefd)nitten 
wirb, fo ift ferner:

FZ  C E -A B  =  CZ F B  A E  . . . §. 180, 8 . I.
6 *
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(Dioibirt man aber bie erfte ©teicfyung buré bie jtoeite, fo ergäbt 
man fofort:

F Y  _  C Y  
F Z  ~  C Z  '

& t t f g a b  ¢.

3u bret gegebenen fünften einer ©raben ben vierten 
ljarmonifd)en fßunft ju finben.

Stuft. £)er fo eben bemiefene @a£ giebt bte Slnleitung ju fotgenber 
Eonftruction:

2ftan erriete über ber Entfernung berfentgen fünfte F  unb C (ber 
obigen fötgur), metdjte confugirt fein fotten, ein / \ ,FC A , jiefye burd) ben 
britten gegebenen Quillt Z  eine Sranëoerfate ZEB, oerbinbe bie <Sd)nitt* 
punlte E  unb B  freujtoeife mit ben Etfen F  unb C unb jiebe burd) ben 
i)urchfdj>nittâpunft D  berfetben bie ©rabe A D Y .

2Bie bie ^untte F, C, Z auf einanber folgen, ift bei biefer Eonftruction 
oöttig gleichgültig.

â  dj o 1 1 1 .

£)iefe Eonftruction tjat ben großen SSorjug oor allen fonft möglichen, 
baß nur ba§ ^oftutat I, burdt jtoei fünfte eine ©rabe ju sieben, in 
Slntoenbung fommt.

©onft toerben harmonifcße öüfdjet aud) baburdf ermatten, baß man 
einen SÖinfel unb feinen 9tebentoinM halbiert (§. 184, 3- III), baß man 
in einem (Sreied oon einer Ede au8 bie SDfttteltinie unb bie parallele 
$ur ©egenfeite jietft (§. 185, 3- II), tt. f. m.

§. 188.ß r l j r f r t ^  I  (b t  ? %  p o  11 o  n t  i ts  ’)).
£)er $rei3, melier bie Entfernung jroeier confugirten 

harmonifchen fünfte jum £>urcßmeffer hat, ift ber geome =

1) Sl^oUoniuë aus ißerga in âmpl̂ Ucn (um 240 b. Stfr. unter ißtolemciuS 
@oter ju SHejcanbrien tê renb) hublicirte bicfen @a£ tu feinem Suche über „ebene 
Örter". — 9l̂ oEonifd)cr ÄrciS.

3$on bem §au£troerf beS StyottontuS „Sicht Sü<hcr über bie Äegelfchnitte" finb 
un8 bie hier erfteu griechifd;, bie brei fotgenben in ber arabifchen Überfettung erhalten.

StyottoniuS, ©uflibeS (geb. um 300 b. Shr. ju Sllejunbrien, ein «Schüler ĵßtatoS), 
SlrchimebeS (geb. ju «St)racuS um 287 ®ht'-) unb 2)iehhantus (um 160 ober 360
n. ©tu- jn Stlejanbrien, berühmt burch feine ©ntbedungen in ber Sllgebra, b. i. in 
ber Sehre bon ber Sluflöfung ber ©leid;ungen) toerben häufig als bie hier größten 
9Jlathematifer beS SlttertlmmS genannt.
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metrifcbe O r t  aller fün f te ,  beren En t fe rnungen  oon ben 
beiben anbern confugirten f ü n f t e n  ein übereinft immenbes 
23erbättniS haben. O ie  beiben 92ebentoinfe 1, treibe bie 
teueren bitben, merben oon ben anbern confugirteu «Straften 
halbiert.

23 rf. A, B , Ax, Bi finb 
barmonifcbe fünfte; burd? bie- 
felben geben bie ©trabten eines 
23üfd)etS, beffen ©Reitel P  auf 
einem über B B i als Ourd)meffer 
gezogenen Greife liegt.

23 etj. ES ift:
P A  _  B A  
P A i  ~  B A \  *

23 em. nian burdj B  eine parallele ju P B lt melcbe PA  in
C unb PAX in C{ fcbneibet, fo ift

B C  — BC X . . . §. 185, 3 . II.
ferner ift bei ben parallelen CCX unb P B X:

Z  CRP  =  Z  B P B x =  jz, 
alfo: Z  C B P — Z  CXB P \
mitbin: A  P P C  =  A  B P C X, . . . (sivs)

z  P P C  = _ Z  PPCy; 
unb im A A PA X:

P A  _  B A  
PAi ~  BAi §. 152, 8 . I.

J  n f a I .
©teben jmei confugirte ©trabten eines barmonifcben 

23üfcbets auf einanber fenfrecbt, fo halbieren fie bie Söinfet 
ber beiben anbern.

C c l j r f a ^  I I .

3 ieb 1 man über ber E n t f e rn u n g  jmeier coufugirten 
barmonifcben f ü n f t e  ats O  u r cb m e f f e r einen $  r e i S unb 
bitbet baS 35erb^ttnis ber E n t f e r n u n g e n  ber im Stufen* unb 
im 3 nnenfetbe tiegenben anbereu coufugi rten f ü n f t e  oon 
einem f ü n f te  ber Ebene, fo ift biefeS 23erbättnis  H e ine r  
ober gröffer ats baS entfprecbenbe barmonifcbe, fe nacbbem 
jener punft außerhalb ober inne rha lb  beS $reiSfetbeS liegt*
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33 em. GiS feien A, B, Alr 
B l feie öiev fyarmonifcfyen fünfte; 
BBy fei ®urd>meffer eines Greifes, 
P  ein fßunft ber ©bene, ocn met= 
cfyem feie (Sraben PA  unc PAy 
auSgefyen. SSir müffen jmci gäße 
unterfcfyeiben:

I. £)er Qui l l t  P  liegt 
außerhalb beS ^re isfelbes.

£)ann fd̂ neibet bie ©vabeP^ 
ben $reiS in einem fünfte Q unb 
es ift nad) Öeljrf. I :

£)a nun ein 33rud>, meldet >» 1 ift, abnimmt, wenn man 3aljter 
unb kennet um gleid) toiet bevgröffert1), fo fyat man:

S A  _  Q A  ^  Q A  +  P Q  
P A ,  ~  QAi ^  QA, +  S Q  '

mithin, meil im A  PQA  bie Ungleichung QA +  PQ  ^>  PA  ejciftirt:
P A  ^  P A  
P A  ̂ ^  P A , >

mas ju bemeifen mar.
II. ® e r fßunft P  liegt inn v^atb beS ÄreiSfelbeS.

£)ann fdmeibet bie Verlange* 
rung ron A ,P  ben föteis in einem 
fünfte R ) unb es ift nach Sefyrf. I:

R A  P A  _  P ,A  ^  , .
R A , ~  PAy —  PyAy ^  1 *

mithin nach bem fo eben citirten 
unc unten bemiefenen aritl)metifd)en 
©atje:

P A  _  R A  R A  —  R P  
P A , ~~ RA , ^  R A , — R P  •

9Iimmt man tnnju, baft 11A— B P <^P A  ift, fo geljt hieraus ferner: 
P A  P A  
P A ,  ^  PAy ’

mas ju bemeifen mar.

1 ) @inb nefymüd) a, b unb x  abfolute 3 ablcn, fo ergeben fiĉ  aus ber Uu= gteidjung a > i  bie fotgenben:
ab +  a x  >  ab b x ,

a [ b + x )  >  6 (o +  ar), >
a +  x 
b +  x '
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t’djrfafe III.
$£)er geometrifc^e O r t  eine« fün f te s ,  beffen (Entfer* 

nun  gen bon jtoei gegebenen f ü n f t e n  ein gegebenes 23er* 
fyältnis fyaben, ift ber $ r e i s  über ber (Entfernung ber bei* 
beu anbern unter fid) conjug irten ^armonifcfyen f ü n f te ,  
melcfye burd) jenes SBerljältniS beftimmt toerbeu. —  3ft bas 
2lbftanbSberfyältniS =  1, fo begenerirt ber $ re i s  in bie 
fenfredjte JpalbterungSgrabe beS 21bftanbS ber gegebenen 
fün f te .

23emeiS biefer Umfefjrung ocn 8 . I  iubirect.

§. 189.* 

fl 1 1) t fak.
SÖeftimmt man auf ber graben SBerbtnbungSünie zweier 

entf jn*ecf>euben f ü n f t e  äfynlicfyer g i gu ren  bie beiben anbern 
nacfy bem tfynlid)feitSberfyältni$ ein an ber jugeorbneten 
barmonifcfyen f ü n f t e  unb jiefyt über ifyrer (Entfernung als  
Ourcfymeffer einen $ re i s ,  fo gefyt biefer burcfy ben ^tfnüdf* 
fe itö^unft  ber beiben g i gu ren,  —  fei ber teuere ifotrop 
ober antitrop.

—  £>enn fiub A unb Ax cutfpred;enb& fünfte ä^ntic^er giguren
rt VA

unb P  ber 21f)nlicfyfeitSpun!t, atfo -jr^- 21f)nlid)feitSoerfjältniS, fo

fann P  nad) §. 188, 8 . I I I  nirgenbmo anberS als auf bem Greife 
liegen, meiner auf ber ©raben AAX einen ©urcbmeffer B B X bat unb 
biefetbe nad? bem 23erböltniS

P A  _ B A  B \A  
PA\ ~  BA\ ~  Bi Ai

fdjneibet.

A u f g a b e .
O e n  ifotropeu ober antitropen fcfyiefen fltynlicfyfeitS* 

punft  jmeter ä ^ n ü ^ e n  g i g u re n  51t f inben, bei melden bie 
3 n o r b n u n g  breier 23uuftpaare betaunt ift.

2 1ual. 3 e jtoei 2$unftpaare beftimmen nad? bem testen 8 efyrfa£ einen 
21pollonifd)en ÄreiS, auf meinem ber 2lfynlid>feitSpuntt liegen muß. ^mei 
fold?e Greife fyaben aber 5 n>ei (scfynittpunfte unb reichen beSljalb nicfyt 
aus, um einen ^ßunft ju beftimmen, fonbern es !ann bie SluSmaljl jmif(f>en 
beiben fünften erft getroffen merben, nacfybem man aus bem britten ge* 
gebenen ißunftpaare erfeljen ^at, ob bie äfynticfyen giguren ifotrop ober 
antitrop liegen.

www.rcin.org.pl



88

â 4) o l i*.
£)er 5tpot(onifd)e $ret« rann oft mit 93ortfyeit bet Dreiedéaufgaben 

oermanfct merben, menn baë 23erfjättni$ sroeier ©eiten ober bie ^atbierungë- 
tinie eine« Sföinfeté gegeben ift.

33efonber$ mid)tig finb aber einige anbere (Sigenfcfyaften, meld?e im 
ftotgenben nod) angebeutet merben fotteu, nacfybem bie fyarmonifcfye ^ro* 
portion oorfyer in Öe$ug auf ifjn jtoei bemertenSmertlje Transformationen 
erfahren fjat.

§. 190.£ e l ) r f a |  I .
^ejeicfynet man bei ben fyarmonifd)en fün f ten  A, B , 
Bi ben 9?abiuë beë 2tpoüonifd )en  Greife« über B B X 

burcfy r, bie ©trecfen B VA  unb b u r a unb a{ , fo ift:

-5- =  =  h = 2 r = a- = I .  . . . »rit^ra. §. 43.fl! 2 r — fl] 2 r r 7 J

Dioibirt man bie erfte unb bie lefcte ©eite biefer ®teid)ung burcfy a, 
fo ergiebt fict>:

j _ _ j _____i_ i__ |__i _ __J_
«i r a ' a  a\ r

1’ c lj r f a  ̂ II.
Sejeicfynet man bei ben Ijarmonifd)en f ü n f t e n  A, B , 

Ax, B { burcf) C bas Zen t rum  unb burcfy r ben 9?abiu8 be$ 
5lpoüonifc^en Greife« über B B lf fo ift:

CA ■ CAi =  r \
33eto. @S ift:

B i A  _ B A
B\A\ —  B A i  '

alfo:
C A  +  r _  C A  —  r _  2 C A  _  2 r

r — CA\ 2 • r ~  2 C A {
Strit^m. §. 43.

CAi +  r
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2tu$ bet ®leid)l)eit bet Betbeu lebten SXuöbrücfe folgt; 
CA ■ CAl =  r2.

1  n f f t | e .

I. 3ebet ßret$,  meld)et burd) 5 tt>et confugitte l)at* 
monifdfye f ü n f t e  gefyt, fcfyneibet fidl) m it bem 2lpol lonifd)en 
Greife übet beu beiben anbetn  ted)ttt>in!lig; b. lj.: bie 
S te i fe  fcfyneiben fid) fo, bafj in febem Durcfyf d?nitt3£unft 
bie Tangenten  bet beiben S te i f e  red) tminl l ig  ju einanbet 
fielen (mit einem SKabiuS beë anbetn ^teifeë jufammen* 
fal len ).

—  Denn $iel)t man 
in bem 2tyollonifd)en Greife 
übet B B X ben Stabiuë CP  
nacfy einem fünfte P, in 
welchem jenet oon einem 
butcfy bie beiben anbetn 
confugitten fünfte A  unb *
Ax l)inburd)ge{)enben jrnei* 
ten Greife um C' gefcfmit* 
ten mitb, fo ift CP eine 
Tangente be$ leiteten, meil 
nacfy 8 el)rf. I I

C P 2 =  CA • CAi 
ift. Sftitfyin ift /_ CPC' =  A , unb C 'P  Tangente beë Steifes um C.

II.  ©cfyneiben fid) jmei S te if e  red)tminf l ig, fo mirb 
febet Dutd)mef fer  bei? einen Greifes in feinen <Sd)nitt* 
fünften mit beiben S te i f en  l)atmonifdb ge te i l t .

—  'Denn ba CP  Dangente unb CAXA ©ecante beë anbetn 
ÄreifeS ift, fo folgt

C P 2 =  CA ■ CAV,
me&fjalb bie oier fünfte A, B , Alf B { nad̂  8el)rf. I I  f)atmonifd) finb.

§. 191.

D e f i n i t i o n .
S in  Ijatmonifcfyer ^ u n !t  unb bie burd? ben conjugitten 

^ u n f t  gefjenbe ©entrechte jut fyarmonifcfy gete i l ten  ® t a  = 
ben Reißen f J Jo l1) unb p o la r e  oon einanbet fü r  ben Ä r e iS ,  in

1) - 6X0; (ten TtéXofjirxi), bie 2Ij:e.
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metdbem feie beiben anbern conjugirten f ü n f t e  (Snbpuutte 
eines DurcbmefferS  finb. —  D i e  beiben erftgenannten 
fün f te  ^et^en reciprof1) ju cinanber für biefcn $IrciS.

3* 33. beißt A X  bie 
polare beS ^oteS Au AxX x 
bte Notare bes ^oteö A  für 
ben Sheis über B B X nm C, 
trenn A, Ax, B , B\ bar* 
ntonifcbe fünfte finb unb 
bie ©raben A X  nnb Ax X x 
auf A B  fentrecht fteben. A 
unb Ax beißen reciprofe 
fünfte für biefeu 8 reiS.

J  tt f ft % t .

I. ^ o t  unb Notare l iegen ftets auf einer ©eite beS 
$ r  e i scent rums; ber jur Notaren  {entrechte Durcbmeffer  
gebt burcb bereu ^ol.  —  3 U febem ^ c l  gehört nu r eine 
Notare ;  unb umgetebrt.

I I. D a s  ^ robuc t  ber (Entfernungen eines s£o tS  unb 
feiner Notaren 0 0 m ^re iScentrum ift gleich bem Q u a b r a t  
beS 9t'abiuS:

CA CAi =  r2 . . . §. 190, 8 . II.
I I I.  D e r  ^o t einer Tangente ift ber 33erübrungSpunft;  

unb umgetebrt bat feber ‘ißunft beS Grei fes  bie burcb ihn 
gejogene Dangente  s ur polaren. —  D i e  po la re n  alter 
außerhalb beS $reiSfetbeS tiegenben ^ote finb ©ecanten  
bes Greifes, bie Notaren al ler  im Ärei sfe tbe tiegenben 
^ßote geben bei ihm oorbei. —  9täbert ficb ber ^30 1 bem 
Äre iScentrum, fo rücft bie Notare in s  Unenbtid^e h inaus ;  
nnb umgetebrt.

IV.  3eber Ä re i s ,  metcber burd? s ^e i  reciprofe f ü n f t e  
eines ÄreifeS binburcbgebt, fcbneibet fid) mit bemfctbeu 
recbtminttig.

-  §• 190, 3 . I.

1) SBegcn bei in §. 190, 2. II bcnnefene» öigentdjaft
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§. 192. i ’ c lj t  f a  %.
(Sin t r e i S ,  ein ^ßuuft unb feine po la re  für ben Streik 

t e i l e n  febe ©rare,  treibe bur d) fte i i u bu rc ig e i t ,  f>ar = 
monifd?.

33 r f. 3'ür einen ÄreiS um C feien A  unfc Ai jtoei reciptofe fünfte. 
Dutcfy At ift eine ($rabe gelegt, melcbe nom Greife in Y  unb Z , ton 
ber (burcfy A geljenben) polaren beS ‘’ßoleS At in X  gefd&nitten tt>irb.

33 el>. ‘Die mer fünfte Alt Y, X , Z  finb fyatmonifcfy.
33etü. 3ieljt man über AxX  als Durdnneffer einen ÄreiS, fc 

geljt biefer burd> ben ^unft A, meil nacf> ber 33rf. unb nacfy §. 191, D.
A jA X  — ift. Die beiben Greife fcfyueiben fiĉ  aber red)ttt>inflig, 

meil A unb At als reciprof für ben $reis um C gegeben finb (§. 191, 
$. IV ). f̂olglich trifft bie 33el>. nad) §. 190, 3- H  SU.

2lum. (SS gelten alle U m le i t u n g e n  biefeS ©afjeS.

29ie ber fo eben bemiefene ©a| jeigt, finb ^ol unb polare geeignet, 
bie ganje ©cbaar berjenigen Greife ju erfefcen, meldm einen gegebenen 
^reis rectytminflig fcfcneiben unb butdf einen gegebenen ß̂unft iinbur* 
geien.

â  dj 0 1 i  c .
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§. 193.
t fafc.

D ie  p o la ren  fämmtlidher fün f te ,  welche auf einer 
(traben l iegen, fd)neiben fid) in beni ^ o l  bei* (enteren; unb 
umgefehrt l iegen bie ^ßole aller ©raben, »eiche burd) einen 
‘ißunft gehen, in ber po la ren  biefeS fünfte« .

23 e». ©inb A  unb Ai für ben 
^reis um C j»ei reciprofe fünfte, unb 
geht aufjer ber ©raben CA ton C 
eine j»eite ©rabe aus, »eiche bie polare 
ton Aj in X  trifft unb ton ber ton 
Ai aus auf fie gefällten ©entrechten 
in X ! gef^nitten »irb, fo läfjt fidh 
um bas 23ierecf ^ X X j ^  ein $reis 
(egen, »eil bie ©egemtinfel bei A  unb 
Xi rechte finb. 

üJiithin ift:
CX ■ CXi =  CA ■ CAi =  7-2, 

troburch bie fünfte X  unb X x als 
reciprofe fünfte für ben Äreis um C 
erfannt »erben. —  hieraus folgt aber 
mit 9iü(ffidht auf bie in §. 191 ge* 
gebenen Definitionen baS, »aS be* 
häuftet »irb.

2  n \ a 1 1 .
I. D r e h t  » a n  eine ©rabe  um einen feften ^u n f t ,  fo 

befchreibt ih r  $  o 1 eine ©rabe, nehm 1 idh.bie po la re  b e S 
D rehun gSp un f te S ;  unb 'befchreibt ein ^ u n f t  eine ©rabe, 
fo breht ftd> ihre p o la re  um einen feften ^ u n f t ,  nehmlidh 
ben ^ o l  jener ©raben.

I I.  33efchreibt ber eine ton  $»ei reciprofen L im i t e n  
eines Greifes eine ©rabe, »eiche nicht burd) baS Äre i S *  
centrum geht, fo befdhreibt ber anbere einen burd? baS* 
felbe hinburcbgehenben $ re i s ,  in »eld;em ber letztgenannte 
^ u n t t  unb ber ^ßol jener ©raben bie entgegengefefcten 
(Snben eines DurchmefferS  finb; unb umgefehrt.

—  Dies gefchieht nehmlidh beShalb, »eil ber /  CXxAx = #  ift.
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§. 194.

f  t  \) t  f a  | .
3 e jmei reciprofe f ü n f te  l iegen fo, ba§ bev eine bie 

„ IBerül jrungSfeljne" ber non bem anbetn auëgefyenben 2 an^ 
genten halbiert, b. i. biejenige ©elfne, welche bie 5 Ö e r - 
rungëpunfte  ber beiden Tangenten nerbinbet. —  ©ie polare 
beë änderen ift bie SBerüljrungSfecante, bie po la re  beé 
inneren f ü n f t e s  ift bie Jpalbierungëtinie beë ^ebenminfeU  
beë SBiufeU  ber Tangenten.

S3em. ©elfen non bem 
fünfte A  bie beiben ©angenten 
A X y unb AXy an ben $reië 
um C , jo ift X y ber ^ol non 
A X lr X i' ber ^ol non A X /
(§. 191, 3. II I) .  ÜJIitlfin ift A 
ber ißol ber ©raben X tX / ,  
meil bie polaren ber fünfte 
unb Xi fid) in A  fcfyneiben 
(§. 193). ©er reciprofe ^ßunft 
non A  liegt in X j X / ,  meil bie 
polare eines fünftes burdf feinen reciprofeu ^3unft fyinburcfygefjt (§. 191,©.), 
unb aujferbem liegt er in CA (ebenfalls nad) §. 191, ©.). ôlgticfy ift 
Ai ber reciprofe ^untt ju A. dnblid; ift bie ©rabe A X , melcbe ben 
9iebemnin!e( non /_ X iA X /  halbiert, auf CA fenfreĉ t unb beSlfalb bie 
polare ju Ax.

IS u f ä fe t .
I. ©dfueiben fidj jmei Greife redf tminfl ig, fo ift ilfre 

gemeinfante ©ecante bie p o l a re  beS einen $re i  ëcentrumé 
für ben anbern $re i$.

II. Sille gemeinfdfaftticfyen ©elfnen ber einzelnen 
Greife, meldfe burd> biefetben jmei reciproten fün f te  eines 
Greife« Ifinburdf geljen, mit biefem Greife fcfyneiben fid? in 
einem fü n f te ,  m e l i e r  auf ber graben 2$erbinbungS l in ie 
ber reciproten f ü n f t e  liegt unb mit bem -äftittelpuntte beS 
SlbftanbeS ber letzteren non einanber recipro! ift.

I I I .  © ie SöerüljrungS jecanten fe jtneier Urcistaugenten, 
melcbe non ben einzelnen f ü n f t e n  einer © raben  ausgeben,
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fd)neiben fidj in einem fünfte.  ©urd )  benjelben ^ u n ! t  
geljen aud) bie £)albierung«l in ien ber ^ebentoinfel oon ben 
3Binfetn f o l g e t  £angenteupaare,  beren 23erüljrung«feljnen 
oon jener ©raben halbiert merben.

IV. 3e jmei $re i« tangeuteu, beren 23erüfjrung«fntnf te 
auf  ben einzelnen ©raben eine« 23üfd?el« l iegen, fcfyneiben 
ficfy in f ü n f t e n  einer einzigen ©raben.

V *  (©er 33riand)onfd)e @afc.) 3n  jebem um einen $rei« 
befcf>riebenen ©ecfy«ed: geljen biejenigen brei © iagon a len ,  
toeldje bie einanber gegenüber l iegeuben öden  oerbinben, 
burdf einen 'ißuuft.

—  ©enn bie ^ole biefer ©iagonalen, nefymlicfy bie ©urcfyfd)nitt«* 
puufte ber ©egenfeiten be« (0 ed)«ecf« ber S8 erüljrung«pun!te, liegen 
nad) bem ^a«caljd>eu @afce (§. 183, IX )  auf einer ©raben.

21 nm. 2lu« biefem ©alje, toie au« bem ^«calfcfyeu, läfjt 
fi<$ burcfy ba« 3 ufammenfĉ iê etl Speiet (Seien in einen ^unft, leicht 
eine 9?eilje oon ©afcen über günfeefe, SßierecEe unb ©reiede ab (eiten.

§. 195.
C c i j r  fa l j .

3 ie^t man bie fedj« graben Lin ien,  meldje burdf oier 
f ü n f t e  eine« Greife« beftimmt meroen, fo l iegen oon ben 
brei neuen ©urdjfdjnit tspunften je 5 noet auf ber po la re n  
be« britten.

ißeto. liegen bie oier 
fünfte A, B, C, I) auf einem 
Greife, unb mirb ber ©urd)* 
fcfynitt«f>unft oon A B  unb CD 
burefy X , ber ©urc^fd;nitt«= 
punft oon AC  unb B D  burdj 
Y, ber ©uvdt>fd^nitt«punft oon 
AD  uno B C  burdf Z  be* 
jeicfynet, fo mirb jece oon ben 
beiben ©raben, toeldje ficf> in 
einem ber fünfte X  ober Y  
ober Z  treffen, al« ©iagonale 
eine« 2Sierfeit« Ijarmonifdj ge* 
tljeilt, trenn mau nod) bie 
©rabe burefy bie beiben anbern 
fünfte jielft (§. 187).
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3tef)t man 5. 53. feie ©rate X Y , metcfye fid) mit AD  in U  unb 
mit B C  in V  treffe, fo fiub Z, A, U, D  mit ebenfo Z, B , V, C 
fjarmonifdje fünfte. £)eSfya(b aber ift X Y  bie polare ton Z (§. 192).

2 tt r & 1 1 .
©refyt man 5 tt>et grabe Suiten,  treibe fid) m it einem 

Greife fcfyneiben, ober eine bon ifynen, um ifjren £)urdj* 
f cfynittspunft, fo gleiten bie beiben ®urd)fd)nittSf>unfte 
berjenigen ©raben, metcfye bie getroffenen f ü n f t e  beS 
Greifes  mit  einanber berbinben, auf einer feften ©raben; 
unb umgefe^rt.

3 U t f 0 a b c t t .
I. £)ie Notare  eines gegebenen f ü n f t e s  für  einen ge* 

gebenen t r e i s  btoß burd) Söenufcung beS S inea t s  (^oftutat I) 
$u conftruiren.

II. £ )en ^ o l  einer gegebenen ©raben für einen ge* 
gebenen $ r e i s  btofs burd) öenufcuug beS S ineats  ju con* 
ftrniren.

III.  23on einem f ü n f te  aus bie Tangenten an einen $ te iS  
btofü mit ^ü t fe  beS S ineatS $u sieben.

§. 196.

ü t ij t r ii k .
3ebe ^Diagonale eines um einen $ r e i s  b e t r i e b e n e n  

SBierfeitS ift bie po la re  beS IDurdjfdjnittSpunftS ber beiben 
anbern. —  3 n  ben einzelnen ®urcfyfc^nittspunften ber 
T)iagonaten treffen fid) aufjerbem je $toei grabe S e rb in *  
bungs t in ien  ber SerüfyrungSpunfte.

23ett>. A BCD  fei ein um einen ÄreiS befĉ riebeneS 33iered; A B  
unb CD pneiben fid) in E, AD  unb B C  in F. G, H, J ,  K  finb 
bie 39erüf)rungSpunfte ber ©eiten mit bem Greife.

9ftan jiel)e nod) bie ©raten, n>etd)e burd) je jtoei bon ben 53erül)* 
rungSbunften G, H , J ,  K  fyinburcfygefyen unb benenne mit X  ben 
£)urdjf<$nittspunft bon G J  unb H K , mit Y  ben DurcfyfcfynittSbunft oon 
G H  unb JK , mit Z  ten £>urd)fd)nittspnnft bon G K  unb H J.

Ü)ann ift erftenS AC  bie Notare bon Z, tbeil bie polaren G K  
unb H J  bon A unb C (§. 194) fid; in Z fcfyneiben (§. 193), unb
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jtreitenS aud) X Y  bie Notare ton Z  (nad) §. 195); fo baß bie tier 
fünfte A, X , C, Y  in einer (Sraben liegen, tteil ju jebem ^ol nnr 
eine polare gehört.

(ürbenfo liegen bie tier fünfte B, X , D, Z  in einer ©raben, n>eit 
foitoljt B D  als aud) X Z  bie polare ton Y  ift; nnb enblicf) liegen ebenfalls 
bie tier Limite E, Y, F, Z  in einer (traben, tteil fottolfl E F  als 
and) YZ bie polare ton X  ift.

d a  alfo X  in AC  nnb B D , Y  in AC  nnb E F, Z  in B D  unb 
E F  liegt, fo finb X , Y, Z  bie dnrd)fd)nittspunfte ber diagonalen bes 
um ben $reis befcf)riebenen 93ierfeitS. —  die (Sigenfcfyaft, baß X Y  bie 
polare ton Z , YZ bie polare ton X ,  Z X  bie polare ton Y  ift, 
ftanb fd̂ on oben feft.
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I. Sefchreibt  man um einen $re ié  mehrere 33ierfeite 
fo, bafj febeë mit ben anbern ben £)urd)f<hnitt8 pun!t eines 
SM agona lenpaa reS  gemein ^at, fo l iegen bie britten O ia *  
gonalen in einer einzigen ©raben.

II. Sefcfyreibt man um einen Ä re iö  mehrere S ie rfe ite  
fo, baf$ jtoei (Sden be$ einen mit jmei <5den jebeS anbern 
in einer ©raben liegen, fo fcfyneiben fich bie übr igen O i a *  
gona len fämmtlich in einem nnb bemfelben ‘ißunft.

§. 197.£ t  lj r f a | .
£)er geometrifcfye O r t  eines f ü n f te « ,  für melden bie 

O i f f e re n j  ber ißotenjen1) jmeier feften Greife einen ge* 
gebenen £öerth ha*/ tft eine ©entrechte $ur Zentralen biefer 
Greife.

Sem. £)ie ^otenj bes fünfte« P  für ben Äreis um C hat, menn 
bie ©rabe P C  ben $reis in X  unb Y  fdjmeibet, ber 9IabiuS mit r be* 
jeicfmet mirb, unb PQ fenfreĉ t jur Zentralen CCX gezogen ift, ben 2ßerth: =  P X  P Y =  [PC — r) [PC +  r) =  P(ß  —  r̂

=  P Q 2 _|_ C Q 2 — r 2.

1 ) ÜJfaci) §.160 oerfleht man unter ber ^otenj baë ^robuct ber beiben 2 1bflänbe beë fünftes toon bem $ reife auf einer beliebigen Secante, alfo u. 2 1. je nach ben Umftänben baë Ouabrat über ber toon ihm auëgeljenben Tangente ober über ber Jpälfte ber in ihm halbierten «Sehne.
Söorpipfl), Elemente bei ÜJiat̂ cmatif. IV. 7
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33ejeid;net man bie analogen ©tüde beim Greife um C, baburcfy, 
bafj man ben iöucfyftaben ben 3 ube$ 1 an^ängt, fo ift bie ^otenj be« 
fünftes P  für biefen $rei«

=  P Q 2-h C\Q2 — rx\
Oie Oifferenj ber beiben ß̂otenjen ift mithin 

d =  CQ 2 —  Ct Q 2 —  r* +  n 2.
Oa biefer 2lu«crud nicfyt oon ber Sage be« fünfte« P  auf ber 

©raben P Q  abfjängt, fo ift erliefen, baf? bie Oifferenj ber ißotenjen 
ifjren SBert  ̂ nicfyt änbert, trenn man P  auf PQ rerfcfyiebt.

23erfd)iebt man aber ben gufjpunft Q auf ber Zentralen, fo änbert 
d ben SBertlj; benn trenn man ber bequemeren Überfielt tregett CQ =  x 
unb CCX — c fefct, fo ift

d =  2 cx —  c2 —  r2 -f- 1\ 2
ein 21u«brud, au« meinem fidj> x nid)t entfernen läßt. Unb umgefefyrt 
giebt e« für jebe« d eine beftimmte ©rabe PQ , weit au« biefer ©leicfmng 
für febe« beliebige d ein ganj beftimmter Sßertfy bon x folgt, nefymlidjr._  c2 +  r2 — >•]2 +  d 

X — 2 c *
2lnm. Oamit bie beiben lebten ©leid)ungen für alle benfbaren 

Säße gelten, muff man ba« x in folgenber 2Beife einfü^ren: ßftan 
benfe fiel) bon ber ©raben, treibe burcf) C unb Cy Ijiuburcfygefjt, ju* 
näcf>ft nur biefenige §albgrabe, roelĉ e in C enbigt unb um CC± — c 
berlängert toerben muff, bamit fie ben ß̂unft Cx erreicht. Oann fei x 
bie ôfititoe ober negatibe ©trede, treidle bei C ju jener Jpalbgraben 
abbirt toerben muß, bamit man jum fünfte Q gelangt.

D e f i n i t i o n .
Unter  ber fßotcnjlinie jtreier Greife berftefyt man ben 

geometrifcfyen O r t  eine« f ü n f t e « ,  beffen ^o ten jen  für  
beibe Greife gleicfy groß finb.

3 H f n b r .
I. g ü r  je jtrei nid;t concentrifcfye Greife g iebt e« eine, 

aber aucfy nur eine ißotenjlinie. © ie  ift eine ©rabe, treidle 
auf ber Zen t ra len  fenfredjt fteljt. 3 ljr 2lbftanb £ bom Sen* 
trum C, nad) ber 9?id)tung jutn aubern Zentrum Ci Ijitt al« 
pofitib gerechnet, toirb burcf) bie S onne !£ ___ c2 -f- r- — ri2
au«gebrüdt.

2 c
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—  3ft neljmlid) c — 0 , fo fyat her 23rud) auf her redeten ©eite 
tiefer EHeidjmng feine ©ebeutung.

II. © ie  ^ßotenjl inie liegt boin Zentrum beë größeren 
Greifes a u s  nad; berfelben 9iicfytung, mie ba$ Zentrum beS 
f le ineren Greifes.

—  ©enn £ mirb für r >> rt ftetS pofitio.
III.  © ie  ^o ten j t in ie  liegt in ber üDZitte $mifd)en fe §met 

(traben, beten ^ßotenjenbifferenj fü r  bie Ste ife  fid) nur 
burd) bas 23or§eid)en unterfcfyeibet.

—  ©enn nimmt x ben 3öertl) x' an, fobalb d burd) [— d) er* 
fefet mirb, fo f)at man nad? bem Obigen:c2 +  r- — ri2 -+- d , c2 -+- r2— r d — d

X = --------- 2 c---------' *  = ---------2 c-------- J
alfo: 

b. i . :

, c2 +  »-2 — rd  0 e 
X -f- X —  --------------  =

x —  £ =  £ —  x '.
IV . © ie  ^ o te n j l i n i e  liegt in ber sD£itte jmifc^en ben 

po la ren  ber einzelnen $ r e i S c n U r a  für  ben anbern $rei$. 
—  ©ie ^otenjenb if fe ren j  ber einen po la ren  ift, abfolut  
genommen, fo grop, mie biefenige ber anbern, nel?m lid?
=  ±  (r2 -f- rd  —  c2).

—  ©enn bejeicfynet man burd) x nnb x' bie Entfernungen bes 
fünftes C oon ben polaren, fo ift nad? bem begriff ber lederen:

alfo:
cx =  r l , c [c —  X) =  rx c2 -+- r2 — rdx' -f- x =  

x' —  ; =  ; —  x =

=  2 e,r2 -+- rd  —c2 2 c
Emblid? ergeben fid? bnrd? ©ubftitution biefer £öertf?e oon x' unb 

x in ben 2lu$brucf für d bie 2öertl?e
r 2 -f- ry 2 —  c2 unb —  (r2 rd  —  c2).

V. © ie  ^ o te n j l i n i e  liegt bem E  entmin beS f le ineren 
ÄreifeS näl?et a ls  bemfenigen beë größeren treifeë.

—  ©enn mirb ber SIbftanb ber ^otenjtinie oon Cv in äl?nlid?er 
SBeife burd? be$eid?net, mie £ ben Slbftanb oon C angiebt, fo ift 
nad) 3. I : e   c2 -+- r- — rd  t c2 — r2 -+- rt2

* 2 c ' 2 c > 7 *
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Öejeicfynet mau bie analogen ©tücfe beim Greife um Cx baburch, 
baf$ man ben iöuchftaben ben 3nbe$ 1 anhängt, fo ift bie ^oteuj be« 
fünftes P  für biefen $tei«

=  P Q 2 +  Q Q 2 —  rt2.
Oie Oifferenj ber beibeu ‘’ßotenjen ift mithin 

d =  CQ'1 —  Ct Q2 —  r* +  rx\
Oa biefer 2lu«crucf nicht non ber Sage be« fünfte« P  auf ber 

(Graben P Q  abhängt, fo ift ertoiefen, bajj bie Oifferenj ber ^otenjen 
ihren SBerth nicht änbert, »enn man P  auf PQ berfdhiebt.

23erfcfytebt man aber ben gujjpunft Q auf ber Zentralen, fo änbert 
d ben Sßerth; benn »enn man ber bequemeren Überfielt megen CQ =  x 
unb CCi — c fefjt, fo ift

d =  le x  —  c 2 —  r"1 - ( -  t\2
ein 2lu«brucf, au« meinem fidj> x nicht entfernen lä t̂. Unb umgefehrt 
giebt e« für jebe« d  eine beftimmte (Grabe PQ , weit au« biefer (Gleichung 
für jebe« beliebige d  ein ganj beftimrater 2öerth bon x folgt, nehmltch:__  c2 -f- r2 — rj2 d

X — 2 c *
21 nm. Oamit bie beiben lebten ©leic^ungen für alle benfbaren 

$älle gelten, mujj man ba« x in folgenber Söeife einführen: SÔ an 
benfe fich bon ber (Graben, welche burch C unb Cx ^mburc ĝet t̂, $u* 
nächft nur biejenige ^palbgrabe, »eiche in C enbigt unb um CCX =  c 
berlängert »erben mufj, bamit fie ben 8ßunft Cx erreicht. Oann fei x 
bie pofitibe 0^er negatit>e ©trede, »eiche bei C ju jener Jpalbgraben 
abbirt »erben mufj, bamit man 511m fünfte Q gelangt.

le f t n i t io t t .
Unter ber fpoten jlin ic ^»eier Greife berfteht man ben 

geometrifchen O r t  eine« f ü n f te « ,  beffen ^o ten jen  für  
beibe Greife gleich gvojs finb.

3  tt f ft jj t .
I .  $ ü r  je j»et nicht conceutrifche Greife g iebt e« eine, 

aber auch nur eine ^otenjl in ie.  ©ie ift eine (Grabe, »eiche 
auf ber Zen tra len  fenfrecht fteht. 3 h* 21 bftanb £ bom Sen» 
trum C , nach ber Dichtung jum anbern Zentrum Cx h*n 
pofit ib gerechnet, » i r b  burch bie fo rm ett __  c2 -j- r2 — rj2
au«gebrücft.

2 c
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—  3 ft nefytnlidj c —  0 , fo Ijat ber Örud) auf ber rechten @eite 
btefer ©leidjmng feine Söebeutung.

II. O ie  ^ßotenjlinie liegt bom Zentrum beS größeren 
Greifes  a u s  na cf) berfelben 9iidj>tung, tute baS Zentrum beS 
He ineren  Greifes.

—  Oenn £ mirb für r >> i\ ftets pofitib.
I I I .  O ie  sßotenjlinie liegt in ber Sftitte jmifcfyen je jmei 

©raben, beren ^otenjenb if ferens für bie Greife ficf) nur 
burd) baS SSorjeic^en unterfc^eibet.

—  Oenn nimmt x ben Söert  ̂ Y an, fobalb d burd) (—  d) er* 
fefct mirb, fo fj>at man nacfy bem Obigen:

c1 +  r- — r\- d , c2 +  r2 — — d ,
X —  Yc ' X ~  2c *

atfo:

b. i . :
x —  £ =  !j —  x'.

IV . O ie  ^o ten j l i n ie  liegt in ber ÜJlitte jmifcfyen ben 
po la ren  ber einzelnen ^ re i S c ’entra für  ben anbern $reis.  
—  Oie ‘’ßotenjenbifferenj ber einen po la ren  ift, abfolut  
genommen, fo groß, mie biefenige ber anbern, nefymlicfy 
=  ±  (r2 -j- ri2 —  c2) •

—  Oenn bejeicfynet man burd) x unb x' bie (Entfernungen bes 
fünftes C  bon ben polaren, fo ift nacfy bem öegriff ber teueren: 

cx' =  r 2 , c[c —  x) =  2 ;

atfo:

x' +  x =
C2 _ |_  r i rr

X — Sj =  £ — X =

=  2,5,
r2 r\2 — c2 

2 c
(Enblicfy ergeben ficf> burd) «Subftitution biefer Söert^e bon x' unb 

x in ben SluSbrud für d bie SBertlje
r 2 +  rt 2 —  c2 unb —  (r2 +  ^ 2 —  c2).

V. O ie  ^o ten j l i n ie  liegt bem Zentrum bes f leineren 
Greife« näljet als bemfenigen bes größeren Greifes.

—  Oenn mirb ber 5lbftanb ber sjJotenjlinie bon Ct in äljnlicf>er 
SBeife burd; ^ bejeicfynet, mie £ ben Slbftanb bon C  angiebt, fo ift 
nad> 3. I:

t   c2 -f- r2 — rd  ► c2 — r2 +  i'd  .
’ — Yc ' — 2c * 7 *
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1 0 0t C ___ r2 —  r^  __  (r — rdtr +  ri)
—  - — -------- --------- /

fo bafj bie Tüfferenjen (ü —  unb (r — r4) baffelbe Sßorjeicfyen fyaben.
V I. ® ie  ^o tenj l i n ie  l iegt bem größeren Greife näfyer 

als bem Heineren.
—  2Bir fefcen r ^ > r t oorauS.

Siegt nun bie ^otenjlinie jroifdjien C  unb C i , fo finb i^re (Snt* 
fernungen oon ben Greifen bie abfoluten SBertlje oon (£ — r) unb (¾ —  rt). 
(5¾ ift aber :t _  . .   c2 +  r2 — j-]2 _̂___ (c —r)2 —n 2   (c — r — rt) (c — r +  rt) .5 2c 2c 2c »
mithin: 5 — r   c — r +  rt _  c — (r — rt)5i — n c +  r — rt c + ( r  — ri) '
toaS jebenfatts einen echten iörud) giebt.

Siegt bie ‘ißotenjlinie über Ci IjinauS, fo ift il)r Slbftanb oon Dem 
Greife um Ci ber abfolute 2öertl) oon. t . c2 +  r2—ri2 (c +  ri)2—r2
c + r i — 5 —  c + r t ---------2c-----= ------ 2c-----

unb es folgt, baß ber abfolute SBertf) oon£ — r ___ c — r — r\
c +  r̂  —  5 c +  r +  ri

( c + r + r i ) ( c — r +  n) 2c
baS 93erl)ältniS ber Slbftänbe ber 'ißotenjtinie oon beiben treifen ift. 
£)iefer Söertl) ift aber ebenfalls <  1 .

§. 198.
£  £ 1) r f a £ I.

® ie ^o tenj l in ie  jtoeier Greife, toeld)e ficfy fd)neiben 
ober berühren, ift bie gemeinfame ©ecante ober Tangente. 
Unb umgeteljrt: § a t  bie ^o ten j l i n ie  mit bem einen Greife 
einen ^n n f t  gemein, fo gef)t ber anbere $ re i s  burd) ben- 
felben ^unft.

S3eiü. Jpaben bie beiben Greife 
bie fünfte A  unb B  gemein, fo ift 
bie ©rabe A B  bie ‘»ßotenjlinie, metl 
jeber auf iljr liegenbe ^untt P  für 
beibe Greife bie ’ißotenj PA  ■ P B  l)at. 
Unb umgeleljrt mufi ber jtoeite $reis 
burd) feben ^unft A  gelten, in meinem 
fid? bie ^otenjlinie mit bem erften 
Greife treffen mag; benn ba bie ^otenj
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be« fünftes A für ben erften Stei« = 0  ift, fo mufe fie aud) für heu 
jetten frei« =  0 fein.

fallen bie fünfte A unb B  Rammen, fo gefjt A B  in bie San* 
gente über.

C ß l j r f a l  I I .

S)ie ‘’ßo ten j l in ie  jae ie r  Greife, beten Selber feinen 
genieinfamen ^ n n f t  befi^en, liegt jmifc^en benfelben.

Sem. ©inb X  unb Y  bie £)albierung«f)unfte jrneier gemeinfanten 
Sangenten AAy unb B B y, fo geben X  unb Y  sugleicfy jmei fünfte 
ber ^otenjünie an, meil

X X 2 =  X A y 2, YB* =  YBy2
ift. S)a§ bie ‘ißotenjlinie X Y  jwifcfyen C unb Cy Ijinburcfygefyt, ift un* 
mittelbar erfic$tlicf>, unb ba£ fie feinen ber f  reife trifft, folgt au« 8 . I.

I I I .

S)ie ^ o t e n j l i n i e  jroeier f r e i f e , oon benen ber eine 
ganj im Selbe be« anbern liegt, befinbet ficfy im 2lu§en* 
gebiet auf ber ©eite be« fleineren. S ü r  con centrifcfye 
Greife giebt e« febocf) feine ^ o te n s t i n i e 1). —  33leiben bie 
Lab ien  ber f re if e  unoeränbert,  mäljrenb man bie Zentren 
einanber unenblicfy näfjert, fo rüd t  bie ^o tenj l i n ie  in« 
Unenbliche Ijinau«.

1) Bergt.  §. 197, 3 . i .
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33 em. SÖebeutet r feen 
fciu« fee« größeren Greife« um C, 
rx feen Ütabiu« fee« feineren Greife« 
um Cx, c feie ©trecfe CCX unfe £ 
feie auf feer fRicßtung CCX tiegenfee 
©trede CQ, toeldfe feer fRetation

u __  e2 - ) -  r 2 —  r x2
6 _  2~c

genügt, fo ift nad) feem oor. §. 
feie auf CCX fteßenbe @enfred)te 
PQ feie ^otenjtinie. £>iefetfee fiat 

nad) 8 . I  mit feen Greifen feinen ^unft gemein, ta feie Greife fid> nad) 
feer 93rf. nicßt treffen.

üftimmt feie Entfernung CCX =  c unenblic  ̂ ab, fo mäcfyft £ unenfe* 
tief), meit feer (Srenjtoertt) fee« $cif>ter« üon g?uu oerfd;iefeen ift, mätjrenb 
feer Efrenstoertf) fee« Kenner« =  0 ift.

3 it f a
$)ie ^ßotenjtinie jtoeier Greife ift, fo meit fie außer* 

^a £6 feer Setfeer berfelfeeu liegt, feer geometrifcfye O r t  
eine« f ün f te« ,  oon meteßem au« ficf> an feie beiben gege* 
feenen Greife gleiche Tangenten tegen, unfe um meteßen mit 
tiefen at« fRafcien ein $re i«  gezogen »erben fann, meiner 
feie erfteren reeßtminf tig feßneibet. Siegt febod) ein £t)eit 
feer ^o ten j t in ie  iu feen gegebenen Ärei«fetfeern, fo t)at* 
bieren ficf) in  biefem gleiche ©efynen feerfetben; unfe feine 
f ü n f t e  taffen fid) nid)t at« Eentren oon Streifen oeriuen* 
fcen, metd)e feie gegebenen redjttoin!tig fd;nitten.

—  3efcer Strei«, meteßer jtoei anfeere redfüoinftig fcfmeifcet, fyat 
fein Eentrum außerhalb feer Setfeer feer teueren.

—  ®äbe e« einen feie gegebenen Greife recfytnrinflig fcfmeibenfcen 
®rei«, feeffen Eentrum nid̂ t auf feer ^oteujtinie liegt, fo müßten jene 
noef) eine jmeite ß̂oten̂ tinie ßafeen; toa« nicf>t feer Sud ift (§. 197, 3- I)*

§. 199.

1* 1 1) r f ii fc I.
Siegen feie Een t ra  fcreier Greife nicf)t in  graber S in ie,  

fo treffen fid) feie ferei ^ßotenjtinien, loetdße fie ju je jtoeien 
befi^en, in einem ^ u n f t  (feem „'ißotenspuuft" feer ferei Greife).
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Siegen bagegen bie ßen t ra  in  einer (Staben, fo finb bie 
^o ten j l in ien  paral lel .

iBem. Siegen bie brei Äreig* 
centra C , Ct , C2 nicht in einer 
(Stäben, fo fd)neiben fi<̂> cie brei 
^otenjlinien gegenfeitig, weit fie auf 
fotzen (Staben (ben (Zentralen) fenf* 
red)t fielen, toeld̂ e SBinfet mit ein* 
anbet Bitben. 93erftel)t man nun 
unter P  ben £)urdhfd)nittgpunft bet 
^otenjlinien, melcpe bet Äreig um 
C2 mit ben Greifen um C unb Cx 
hat, fo finb bie ^otenjen beg fünftes 
P  für bie beiben Steife um C unb 
Ci gleid) groß, meil fie feiner ^otenj für ben Äreig um C2 gleich finb. 
ÜJiit în ift P  ein ^unft bet ^otenjlinie bet beiben Äreife um C unb C i ; 
mag behauptet mürbe.

Siegen bie brei (Sentra in einet (Staben, fo finb bie ^ßotenjUnien alg 
©entrechte auf berfetben einanbet parallel.

ji u r & % t.
I. ©d)neiben fid) brei Äreife gegenfeit ig, fo fdjneiben 

fid) bie ©ef)nen, meld)e fie paarmeife gemein fyaben, in 
einem fünfte.

II. ^Berühren fid) brei Äreife gegenfeitig, fo fdfneiben
fid> bie Sangenten, meld)e fie eife an ben einzelnen
39erüh?unggftelten gemein haben, in einem fünf te .

I I I .  Steffen fid) bie ‘’ßotenj l in ien bteiet Äreife außer* 
halb bet Äreigfe lber,  fo läßt fid) um ihren ©dhnittpunft 
ein Äreig jiel)en, me ldet  bie brei erfteren red)tminf lig 
f cpneibet.

l ’ c lj r fa fe  I I .
3 ie^t man burcf) einen ‘fSunft bet $  otenjlinie jmeiet 

Äreife je eine ©ecante bet testeten, fo läßt fid) bur d) bie 
riet erhaltenen © d^nittpunfte ein Äre ig  legen.

—  S)enu jieht man an bie Äreife um C unb C\ ton einem 
fünfte P  ihrer ^otenjUnie bie ©ecanten P A B  unb PA XB X, fo ift 
PA ■ P B  =  PA X • P B X, meghalb bie ^Behauptung nach §. 161 jutrifft.
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&ttfg ah e.
D ie  ^otens l in te  5 tr>eter Greife ju conftruiren, melche 

feinen ^ßunft gemein haben.
21nal. @inb bie beiben Greife um C unb gegeben, fo liefert 

jeber britte $reis, beffen Zentrum außerhalb ber ©raben CC  ̂ angenommen 
wirb, unb melier bie elfteren fd)neibet, nad) obigem Sehrfafj I  jtoei ©e* 
canten, tt>eld)e fict> in einem fünfte ber gefügten ‘Ißotenjlinie fchneiben. —  
Slnbere ßonftructionSmethoben ergeben fich aus §. 197 (unb aud) aus 
ben näd)ften §§.).

§. 200 .

Segt man burd) ben äußeren ober inneren 3t^utic^feitiS = 
punft 5 n> ei er Greife an biefelben jmei ©ecanten nnb siet)t 
burd) bie ©cfynittpunfte ber einzelnen Greife grabe S inien,  
fo fd)neiben fid) unter biefen biejenigen oier ^aare ,  beren 
SÖeftimmungSpunfte auf oerf d)iebenen Greifen liegen unb 
unter fid) feine ber Slljulicfyfeit nach entfpred)enbeu ent
halten, in f ü n f t e n  ber ‘’ßoteujlin ie. 3e oier oon biefen 
©raben, toeld)e jmei f ü n f te  ber ^ßotenjlinie beftimmen unb 
nicht paarmeife pa ra l le l  f inb, h a ^ e^ ihre übr igen oier 
DurchfchnittSpunfte auf einem Greife. D i e  ^o ten j l in ie  
liegt in ber ®fitte jtoifchen ben po la ren  beS &l)nlid)feitd* 
punfteS für bie gegebenen Greife, uehmlich jtoifdhen ben 
©raben, oon toeichen je 3 m ei f ü n f t e  a l s  Du rd )fd)n i ttS *  
ftellen ber an ben einzelnen Greifen conftruirten ©raben 
beftimmt finb.

33eto. 35on einem ftf)ulichfeitspunfte S  jtoeier Greife aus finb jtoei 
grabe Linien SA B A lB l nnb BCDCiDl gezogen. Die Benennung ber 
fünfte ift fo gewählt, baß bie ber t̂^nlid̂ feit nach [ich entfpred)enben 
fünfte nur burch bie 3nbices unterfchieben merben. Schließlich finb 
Curd) fe jmei fo erhaltene fünfte ber einzelnen Greife grabe öinien gelegt.

Sßählen mir nach SBiüfür bei bem einen Greife jtoei fragliche fünfte 
A  unb D , fo finb B y unb (7, biejenigen fünfte beS jioeiten Greifes, 
welche fenen ber thnlicpfeit nach nicht entsprechen. Deshalb finb bie 
©raben AD  unb B XCX nicht parallel. 2Bir behaupten, baß ihr 
'Durd)fchnittspunft P  in ber ^o tens l in ie  liege, unb bemeifen es 
baburch, baß / \P A B X ~  ^ P C y D  (2w) ift. Da  uehmlich AD  4= AtDY 
ift (als entfprechenbe ©rabe perfpectioifch gelegener ähnlicher Greife), fo folgt
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Z  PA B , =  Z  P iA B ,
=  Z  P \P \P \ . • • Cpertytjertem. auf einem Sogen) 
=  Z  PCrD)

unb außerbem Ijaben bie ®reietfe ben SBinfel bet P  gemeinfam. SD̂ it̂ in ift:

Z f  =  PA P D  =  P B , . PC ,;

fo baß bie ^ßotenjen beé fünfte« P  für beibe Greife gteid) finb.
2tuë ähnlichen ©rünben ift ber T)urd)fdnüttspunft Q ber ©raben 

B D  unb At Ct ein ^unft ber ^otenjlinie; unb bie toier ©raben fcfyneiben 
ficfy außer an ben fd)on benannten oier ©teilen nod? in jtoei fünften, 
nefymlicfy AD  unb AxCi in M, B D  unb in N. 333ir be*
fyaupten, baß ficfy burcfy N , D , Cif M  zin ®rei$ tegen läßt, 
unb feljen biefe Sefyauptung baburd) beftätigt, baß 

z  N D M =  Z  A D B
— Z  AXD {B± . . . (entfpr. 2Bin!el äl)nlid)>er $ig.)
=  Z  A\C\B i . . .  (^eri^eriem.)
=  Z  n c \ m

ift.
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©cfyneibeu ficfy AC  unb B D  in E , AD  unb B C  in F, bie ent* 
fprecfyenben (traben am anbern Greife in E x unb F lf  fo fielen bie 
©raben E F  unb E VF X atë polaren beS fünftes S  (§. 195) auf ber 
Zentralen fenfred)t unb ftnb bemnad) mit ber ^otenjtinie PQ  parattet. 
Stuf biefer liegt aucfy ber ®urd)fdt>mtt3puntt B  ber ©raben CB unb A iD1. 
£)a nun aber baë 23iered F P F XB  ein ißaraltetogramm ift, toeit ficfy 
feine ©egenfeiten ber Stfynticfyfeit nad) entsprechen, fo toirb feine diagonale 
F F X oon ber anbern diagonale P B  halbiert. ÜDPttjin liegt bie 
^otenjt in ie P B  in ber Sttitte jmifc^en ben po la ren  E F  
unb E XF X.

3 iet)t man burdt) ben äußeren ober inneren StfjnlidhfeitS* 
punft  jmeier Greife etne©rabe, toetche biefetben fcfyneibet, 
unb legt an biefeiben in ben ©d)n it tpunf ten bie Tangenten, 
fo fcfyneiben biefetben fid) in ber ‘’ßotenjt in ie ober in ben 
Notaren, je nad)bem fie ben oerfd^tebenen Greifen ober 
einem Greife angeboren.

§ .  201. 

i‘ c lj r C o h •
S e r b e n  jtoei Greife oon einer ©d)aar oon Greifen 

redptioinflig gef Quitten, fo gehen bie ©ecauten, toetcpe 
einer oon ihnen mit ben Greifen ber ©djaar gemein ^at, 
fämmttidh burd) einen ^ßunft ber Sent ra ten jener beiten 
Greife. £)iefe ßentrate ift toieberum ^otenjbinie ber $reié*  
fd)aar. Sitte Greife, n>etd)e jtoei einauber nietet treffenbe 
Greife red^tminftig fdhnetben, gehen burd; jmei fefte fün f te  
ber Zentra len  biefer beibeu Greife.

33eto. Serben stoei Greife um C unb Clf me(dt>e fidf> nic t̂ treffen, 
oon jtoei anbern um 3/ unb Mx recfytioiuttig gefd^nitten, fo ift 3/3/! 
bie ^otenjtinie ber erfteren, CCX bie ^otenjtinie ber anbern (§. 198, $.). 
$)a nun bei je jtoei Greifen, toetd;e (idt> redhtroinftig fdhneiben, bie ge* 
meinfame ©ecante Notare beS einen Zentrums für ben anbern $reis ift 
(§. 194, 3- I). unb bie Notaren ber fünfte einer ©raben fämmttidh burdh 
ben ‘ißot biefer ©raben gehen (§. 193), fo fd)neiben fiep bie ©ecanten, 
toetepe ber trete um C mit ben Greifen ber «Scpaar M, 3/j, . . .  ge* 
mein ^at, fämmttidh in einem fünfte P ,  toelcper ate ^ol ber ©raben
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MMy in ber auf il)r fenfredd ftetjenben ©raben CCX liegt. —  3n äijn* 
Ud̂ er Seife evgiebt fid) beim Greife um Ci ein analoger fefter ißunft P x. 
Unb menn man bie Greife um M  unb Mx até oon einer ©d)aar Steife 
um C, C1( . . .  red)ttbinftig geschnitten benft, fo finbet man in MMX 
jmei fefte fünfte Q unb Qlf butcfy toetcfje bie gemeinfamen ©ecanten 
fyinburcfygeJjen.

dafj enbtich bie Greife um M, Mir . . .  fämmttid) burd) jrnei fefte 
fünfte A unb Ax ber ®raben CCX I)inburcf>gefjen, erfjettt in fotgenber 
Se ife: die Greife um M, Mt , . . .  müffen bie (Stabe CCX jtreimat 
fdfyneiben, meit bie fünfte P  unb P x in ifyren ^etberu liegen. dafyet 
fcfyneiben fid) bie Greife um M, Mlf . . .  fämmttid;. S i r  toiffen ferner 
nach bem Obigen, bajj CCX bie ^oten^tinie biefer fidh fdmeibenben Greife 
ift, unb nad; §. 198, 8 . I,  bafj bie ißotenstinie oon Greifen, metd;e ficfy 
fchnetbeu, butcf; beren ©cfynittpunfte fjinburd;get;t: üttittjiu fd;neiben fich 
atte greife um M, Mx, . . .  in jmei fünften A unb Ax ber (traben CCX.

§ .  202 .

B i t  Ap o l l o n i f r f j e  A u f g a b e .
d ie jen i gen  Greife 51t conftruiren, bon metd;en je brei 

gegebene Greife berührt merben.
Slnat. ©inb brei gan$ auëeinanber Uegenbe Greife um C, Cx unb 

C2 gegeben, fo fann man fich ad?t Greife borftetten, bon benen jeber

www.rcin.org.pl



1 0 8

tiefe brei Greife berührt; benn bie Berührung !ann bet febern ber brei 
lederen fomoht eine äußere als auch eine innere fein.

23on biefen aĉ t Greifen ftellen roir uns junächft benfenigen $reis 
oor, tDebĉ er fi<h mit ben Greifen um C , Clt C2 in ben fünften A, 
At, A2 ron außen berührt, unb benjenigen, melier bie inneren 29e= 
rührungSpuntte J ,  J y, J 2 liefert, um bie jmetfbienlichen (Eigenfhaften 
ber fo erhaltenen gigur 51t ermitteln. —  Die fünf fraglichen Greife be* 
Seidenen mir ber Sürje megen mit ben großen beutfchen öuchftaben (E, (St, 
6 2 , 3 ,  21.

3ieht «tan nun bie ©raben JA , J XAlt J 2A2, fo enthält jebe oon 
ihnen ben inneren ^hnUd f̂eitöfounft ber beiten gefuchten Greife 3  unb 2 1 ; 
benn —  um es an einer oon biefen ©raben für alle nachjumeifen —  fo 
ift J  ber äußere âhnlichfeitspunft ron (E unb 3, A ber innere llhnlich5 
feitspunft oon (E unb 21, meShalb ber innere &huli<hfeit3hunft toon 3 unb 
21 nach §. 183, 2. V I I I  auf ber ©raben JA  liegt. Daher fd)neiben fich 
bie ©raben JA , J ,A it J 2A2 in einem kJ3un!t, melier P  heißen mag.

23on benfelben ©raben mirb ber $reis 21 noch einmal gefchnitten, 
bejiehungSmeife in Q, Qlf Q2\ unb eS ift megen ber fo eben bemiefenen 
(Sigenfchaft beS fünftes P  für bie Greife 3  unb 21: 

p j  _  p j , _  P J ,
PQ —  PQ, ~  PQ i ’

äftultiplicirt man aber biefe ©leichung mit ber folgenben:
PA  ■ PQ =  PA, • PQ, =  PA 2 • PQ2,

fo ergiebt fich:
PA  • P J  =  PA, • P J, =  PA 2 P J 2 , 

moburch angejeigt rotrb, baß P  ber ^o ten jpun ft  ber brei Greife 
(E, (Ei, (E2 ift (§. 199), alfo ein Sßunft, melden man ohne Kenntnis ber 
Greife 21 unb 3 conftruiren fann.

Die ©raben J J ,  unb AA, fchneiben fich in einem fünfte R 2, 
J , J 2 unb A,A2 in R , J 2J  unb A2A in R,. Diefe brei fün f te  
R , R it R 2 l iegen in ber ißotenjlinie ber beiben gefuchten 
Greife 3  unb 21; benn —  um mieber einen oon ihnen als SSertreter 
non allen ju behanbetu —  fo erfieht man aus ber lebten ©leichung, baß 
fich burdh bie oier fünfte J ,  A, A J ,  ein $reis legen läßt, meShalb 

R 2J • R^J, =  R 2A • R^A,
ift; unb bieS jeigt ben ^unft R 2 als einen ißunft ber ^otenjlinie non 
3  unb 21 an.

Diefe lbe  ©rabe R R ,R 2 ift aber auch bie äußere &hn = 
l ichleitSaye ber brei gegebenen Greife (E, ^ , (E2. 'Denn ba
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J  äußerer 3djnli<hfeit$bunft Don S  unb 3, Jx äußerer âf)nlicfyfeit$punft 
Don S i unb 3 ift, fo liegt ber äußere &l)nlid>feitgpunft Don £  unb £i 
auf ber ©raben JJy (§. 183, 8 . VIII); unb ba er auë ähnlichen ©rün* 
ben auf ber ©raben AAy liegen muß, fo ift R2 bw äußere &$nli($fettg* 
punft Don £  unb (¾. —  31uf analoge SBeife folgert mau, baß Ry unb 
R  bie äußeren S^nlid^feitëpun!te Don £  unb £2, bejidjungömeife ocu 
£t unb £ 2 finb.

üftan faun mithin bie ^otenjlinie RRyR2 ber feeibeit gefugten Greife 
3  unb 1  conftruiren.

8egt mau nun an ben $reté 3  in ben fünften J ,  Jy, J 2 bie Sam 
genteu heran, fo fd>neibeu fid? biefe mit ber ’tßotenjlinie RRyR2 in 
fünften S, Sy, S2, Don benen aus bie Saugenten an ben Ä’reis 31 be* 
jie^uugëmeife mit SJ, SxJy, S2J2 gleich finb; unb ba biefe jugletch 
Sangenten au bie Greife £, £ ^  £ 2 finb, fo müffen fie auch ben jmeiten 
Sangenten gleich fein, toelche Don S, Slf S2 an bie letztgenannten Greife 
gehen. JpierauS folgt, baß bie ©raben SA, S ^ ,  S2A2 in ben fünften 
A, Ait A2 gemeinfchaftliche Sangenten berfenigen Greife finb, toelche fiĉ  
in biefen fünften berühren.

•jßithin finb bie ©raben JA, JyAy, J2A2 bie polaren ber fünfte 
S, Sy, S2 für bie Greife £, £ lr £ 2; unb aus biefem ©runbe l iegen 
bie ‘ißole T, Tlr T2 ber ©raben  RRyR2 für biefe felben 
Greife in ben ©raben JA, JyAy, J2A2.

(Bütf bie Betrachtungen înfid>tlid> ber anbern gefuchten ÄreiSpaare 
bebarf eg nach ben obigen SluSführungen feiner befonbern Anleitung, 
fo mie auih bie ättobificationen für eine abtoeichenbe Sage ber gegebenen 
Greife in bie Slugen fallen.)

©onftruction ber beiben in ber Sinai, betrachteten Greife 
3  unb 31. äftan conftruire bie äußere ^^nlic^feitëa^e RRVR 2 ber brei 
gegebenen Greife £, (5j, £ 2, hierauf bie ^ole T , 1\, T2 berfelben für 
biefe Greife, fobann ben ^otenjpunft P  ber legieren, jiehe bie ©raben 
PT, PTy, PT2, bur<h meld)e bie Greife £, £ t, £ 2 in fünften A  unb 
J, Ay unb Jy, A2 unb J2 gefchnitten merben, unb befd;reibe fd̂ tießlich 
bie beiben Greife AAyA2, JJyJ2.

31 nm. Siefe £onftruction hat èu Urhebern bie franji3fifd)en 
SUiatbematüer B o  bi l i ier nnb ©er gönne.

$rucf non Steitfopf uni Sättel in Seipjig.

*, ^  J
h y
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