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PRZEDMOWA.

Pełny tytuł niniejszego podręcznika jest następujący: 
Geometrja różniczkowa: Teorja krzywych rzeczywistych 
i regularnych w R2 i R3. Stąd zrozumiałe, że podręcznik 
wyklucza krzywe zespolone, że zajmuje się krzywemi 
przedstawionemi rzeczywistym parametrem i że nie za
kłada, iż krzywe są analityczne. Założenie analityczności 
krzywych jest bowiem dopiero wtedy koniecznem, gdy 
zmienna niezależna przyjmuje wartości zespolone; tym
czasem przypadek ten z góry wykluczyłem, bo nawet 
funkcje, w poniższych rozumowaniach zachodzące, są stale 
rzeczywiste (poza jednym wyjątkiem w IV §6 .

Niniejszy podręcznik, obejmujący — jak z powyższego 
widoczne — pewne działy klasycznej geometrji różnicz
kowej krzywych, powstał z wykładów, które od kilku lat 
wygłaszam w Uniwersytecie Jagiellońskim. Pierwsze z tego 
zakresu wykłady zostały opublikowane w r. 1924, jako 
skrypt litografowany, wydany przez Kółko mat.-fizyczne 
U. U. J., a zredagowany przez p. Dr. St. Gołąba. Była to — 
jak się zdaje — pierwsza próba ścisłego i poprawnego 
ujęcia podstawowych rozważań geometrji różniczkowej 
krzywych, rozważań, zwykle podawanych, bez należytych 
założeń na co po raz pierwszy zwrócił uwagę geometrów 
E. Study w r. 1909.

Niniejszy podręcznik odbiega od owego skryptu pod 
kilku względami. Kiedy bowiem skrypt posługiwał się 
wyłącznie metodą analityczną, to w niniejszym podręcz
niku dowodzę twierdzeń metodą wektorjalną lub cyne- 
matyczną (rzadko czysto analityczną); nadto od samego 
początku (t. j. od IIg° rozdziału) przy t. zw. rozważaniach www.rcin.org.pl



granicznych używam rozwinięcia Peany.1 Również i co 
do zakresu treści niniejszy podręcznik nie pokrywa się 
z cytowanym skryptem.

Ze względów praktycznych treść podręcznika została 
rozbita na dwie części: kiedy część pierwsza zawiera pod
stawy teoretyczne i kilka przykładów, to część druga po- 
daje znaczną ilość różnorodnych zagadnień geometrycz
nych, jako zastosowanie ogólnych metod: analitycznej, 
wektorjalnej i cynematycznej.

Ponieważ szczegółowy układ treści jest widoczny ze 
spisu rzeczy, więc ograniczam się do zaznaczenia, że 
w rozdziale pierwszym (wstępnym) streszczam zasady 
teorji wektorów, zostawiając na uboczu pełny jej wykład, 
odpowiadający dzisiejszym wymaganiom; podobnie nie 
wykładam cynematyki mimo, iż niejedno pojęcie i twier
dzenie z teorji ruchu jest niezbędne.

W rozdziałach II i III przedstawiam klasyczną teorję 
krzywych przestrzeni euklidesowej R3; odstępuję temsa- 
mem od powszechnego zwyczaju rozpoczynania wykładu 
od teorji krzywych płaskich, o których mówię przygodnie 
i kilkakrotnie, ale zawsze tak, by się nie powtarzać 
i czytelnika nie nużyć. O ile to było dopuszczalne, piszę 
niektóre wywody w stylu „telegraficznym"!

* * *
Korekta należy do obowiązków bardzo przykrych 

i dość mozolnych; ilość przeoczonych błędów staje się 
tylko wtedy drobną, gdy autor w pracy korektorskiej 
nie polega tylko na sobie samym. Otóż miło mi, jak naj- 
serdecznej, podziękować P. Dr. Fr. Leji, Profesorowi Po
litechniki Warszawskiej za rewizję gotowych arkuszy; 
wyniki tej rewizji wyzyskałem w Spisie błędów, na który 
zwracam uwagę czytelnika. Przy drugiej korekcie każdego

1 O rozwinięciu Peany dowiedziałem się od nieodża
łowanej pamięci prof. J. Śleszyńskiego. Zob. A. Hoborski: 
Wyższa Matematyka. Cz. II (1923), str. 589.
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www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



arkusza był mi wielce pomocnym p. Dr. St. Gołąb, Docent 
U. J., któremu za to na tem miejscu gorące wyrażam 
podziękowanie. P. M. Kłosowiczowi, Studentowi hutnictwa 
A. G. serdecznie dziękuję za pięknie i starannie wyko
nane rysunki.

Z dwóch tomików podręcznika pierwszy wydaje Kółko 
mat.-fizyczne U. U. J., któremu dziękuję, jako wydawcy; 
drugi tomik wychodzi moim nakładem.

Wyrazy podziękowania za staranny druk i uwzględ
nienie moich życzeń natury typograficznej należą się 
z mej strony Drukarni Narodowej (za druk Części 1) 
i Drukarni Uniwersytetu Jagiellońskiego (za druk Części II). 
Klisze do rysunków wykonała bardzo starannie krakowska 
firma: Fotochemia. '

* * *

Przestrzegałem stale zasady: non multa sed multum. 
Zasada ta jednak nie wyklucza podania licznych zasto
sowań podstawowych pojęć i twierdzeń; zastosowania 
będą bowiem służyły do pogłębienia zrozumienia owych 
pojęć i twierdzeń, a ich wielość ma ożywić wykład i uczy
nić go mniej „suchym".

Przy wyborze materjału posługiwałem się wielu pod
ręcznikami autorów zagranicznych; oto spis dzieł, z któ 
rych korzystałem:

1) Enzyklopadie der mat Wissenschaften: a) H.Mangoldt. 
Anwendung der Differential-und Integralrechnung auf 
Kurven u. Flachen. Bd. III 3, Heft 1; b} G. Scheffers. 
Besondere transzendente Kurven. III 3, Heft 2/3.

2) L. Bianchi: Lezioni di geometria differenziale. Vol. I.
3) W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie.

Bd. I. (1921).
4) E. Cesaro: Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie. 

(1901).
5) G. Darboux: Leęons sur la thćorie genórale des sur- 

faces. Premiere partie 1887.www.rcin.org.pl



VI

6 G. Demartres: Cours de geometrie infinitćsimale 
(1913).

7) L. P. Eisenhart: A treatise on the differential geo
metry of curves and surfaces.

8) G. Scheffers: Einftihrung in die Theorie der Kurven 
in der Ebene und im Raume. (1921).

9) C. F. Weatherburn-. Differential geometry of three 
dimensions. Vol. I.

* * *
Niniejszy podręcznik przeznaczony jest w pierwszym 

rzędzie dla Studentów Uniwersyteckich; nie wymaga 
wielkiego przygotowania, bo tylko znajomości podstaw 
geometrji analitycznej i analizy.1

Podręcznik spełni swe zadanie, jeżeli choć trochę 
zwiększy zainteresowanie dla Geometrji różniczkowej.

A. Hoborski. 
Niskołyzy—Medynia — Pawełcze

18. VII. 1932 - 30. IX. 1933.

1 Znak I 30 lub IV 45 itd. oznacza wzór 30-ty z rozdz. I 
lub wzór 75-ty z rozdz. IV. Znak (20) lub (87) oznacza 
wzór20-ty lub 87-ty rozdziału, w którym się cytat znajduje.www.rcin.org.pl



SPIS RZECZY

CZĘŚĆ I.
Rozdział I. Wstęp. str.

§ 1. Przedmiot badań. Założenia o krzywej . 1
§ 2. Ruch euklidesowy................................. 3
§ 3. Charakterystyka teorji krzywych ... 17
§ 4. Wektorjalne równanie krzywej ... 19
§ 5. Algebraiczne działania na wektorach . . 20
§ 6. Własności iloczynów skalarnych i wek

torjalnych .........................................................37
§ 7. Z analizy wektorów...................................... 39
§ 8. Pojęcie wektora w R3 . ,...........................48
§ 9. Prędkość ruchu............................................50
§ 10. Ruch śrubowy................................................. 55
§ 11. Nieruchome elementy................................. 61

Rozdział II. Elementy pierwszego rzędu.
§ 1. Punkty wielokrotne krzywej C 67
§ 2. Styczna do krzywej C.................................69
§ 3. Łuk krzywej C............................................75
§ 4. Płaszczyzna normalna.................................81
§ 5. Położenie punktów krzywej C względem 

stycznej i płaszczyzny normalnej ... 83
§ 6. Krzywe dane nie parametrycznie ... 92
§ 7. Wyróżnienie układu ruchomego ... 94

Rozdział III. Elementy drugiego i trzeciego rzędu.
§ 1. Plan dalszych rozważań.................................96
§ 2 Krzywe płaskie............................................98
§ 3. Płaszczyzna ściśle styczna......................... 101
§ 4. Trójścian i trójramię, związane z krzywą 107
§ 5. Prosta biegunowa.....................................108
§ 6. Normalna główna, jako oś..........................114
§ 7. Binormalna (jako oś)............................... 118
§ 8. Łuk, jako parametr.....................................121
§ 9. Linje proste w R3.....................................124
§ 10 Pierwsza krzywizna krzywej .... 126

www.rcin.org.pl



VIII

Sir.
§ 11. Wzory Freneta............................. 132
§ 12. Druga krzywizna............................. 137
§ 13. Jeszcze o krzywych płaskich .... 144
§ 14. Ostateczne wyróżnienie układu ruchomego 150
§ 15 Dwa ruchome układy.................. 156

Rozdział IV. Dalsze zagadnienia.
§ 1. Rozważania graniczne..................159
§ 2. Przykłady........................................168

CZĘŚĆ II.
§ 3. Szczególne kategorje krzywych . . . 1

a) Krzywe płaskie.................................. 1
b) Krzywe sferyczne.........................................21
c) Linje śrubowe......................................... 25
d) Krzywe Bertranda................................... 29
e) Przekształcenie Combescure(krzywesta

łej pierwszej lub drugiej krzywizny) . 42
f) Krzywe spodkowe................................... 51
g) Ruletki.......................................................... 68
h) Krzywe analityczne................................... 79

§ 4. Odwzorowanie krzywej :..............................81
a) Przekształcenie krzywej na krzywą spod

kową .......................................................... 81
b) Przekształcenie przez promienie od

wrotne ...........................................................82
c) Odwzorowanie kuliste przy pomocy

stycznych.................................................... 91
d) Odwzorowanie kuliste przy pomocy nor

malnych głównych ... . . 96
e) Odwzorowanie kuliste przy pomocy bi-

normalnych............................................. 102
f) Przekształcenie przez biegunowe koła . 106

§ 5. Jednoparametrowa rodzina płaszczyzn . 108
§ 6. Naturalne równania krzywych.... 120
§ 7. Niezmienniki różniczkowe krzywych . • 145
§ 8. Dalsze zagadnienia....................................... 157
Spis omyłek druku.................................................. 169

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



Rozdział I.

Wstęp.
§ 1. Przedmiot badań. Założenia o krzywej. 

Trójwymiarową przestrzeń euklidesową Rs odnie
śmy do układu trzech osi ortogonalnych ,y, z). 
Załóżmy dalej, że dane są trzy funkcje x (t), y (t), z (t) 
rzeczywiste, jednowartościowe jednej zmiennej rze
czywistej t (t. zw. parametru). * O funkcjach tych 
przyjmiemy w przyszłości jedno z następujących 
założeń:
(Z,0) funkcje x (t), y (t), z(t) są ciągłe w przedziale 

zamkniętym [a,&], gdzie
(Z,n) funkcje x(t),y(t),z(t) posiadają ciągłe po

chodne rzędu n-go w [a, &] czyli w [a, &] na
leżą do klasy CW; przytem n = l, 2, 3,... jest 
liczbą naturalną, której wielkość będzie za
leżała od rozważań.

Zbiór punktów x,y ,z przestrzeni RA o własności: 
(1) = y = y(t), z = z(t) (a^t-^b)
nazywamy rzeczywistą krzywą, którą dla krótkości 
oznaczymy przez C. Oprócz powyższych założeń 
wprowadzimy jeszcze dwa dalsze, które wykluczą, 
by punkt uważać za szczególny przypadek krzy
wej; założenia te podamy w rozdz. II i III.

Z ogółu założeń wywnioskujemy t. zw. wła
sności krzywych C. Otóż własności krzywej C można 
na ogół podzielić na dwa zasadnicze zbiory:

A. Hoborski: Teorja krzywych I. 1www.rcin.org.pl



2 I § 1

(a) zbiór własności, zależnych od położenia 
krzywej względem rozważanego układu odniesienia 
(np. krzywa przechodzi lub nie przechodzi przez 
początek układu, przecina lub nie przecina osi a?, 
jest styczna lub nie jest styczną do osi a?, jest styczną 
lub nie jest styczną do płaszczyzny ,y) itd.);

(&) zbiór własności, niezależnych od położenia 
krzywej względem rozważanego układu, a więc 
także niezależnych od rozważanego układu od
niesienia.

Otóż geometrja różniczkowa krzywych zajmuje 
się zbiorem (ó) własności krzywych, które uzyskuje 
przy użyciu analizy matematycznej. Wyprowadzi
my stąd wniosek zasadniczego znaczenia po pew- 
nem przygotowaniu w § 2. Obecnie jeszcze omó
wimy określenie krzywej C. Jej równania (1) nazy
wają się parametrycznemi równaniami. Krzywa może 
być bowiem określona i w inny sposób, a mianowicie 
może być dana jako przecięcie dwóch powierzchni, 
wskutek czego dla przekroju krzywej są spełnione 
dwa równania Fz) = 0, G(x,y,z) = 0. Każde 
z tych równań z osobna (przy dość prostych zało
żeniach) daje powierzchnię; w szczególnym przy
padku powierzchnie te mogą być walcami: y = 
wzgl. z — g(x), o tworzących równoległych do osi z, 
wzgl. y. Ostatnia postać równań krzywej jest typu (1), 
dość bowiem położyć x=t, aby otrzymać równa
nie x = t, y = f(t'), z = g{t) właśnie kształtu (1). 
Inny szczególny przypadek otrzymamy, gdy uda 
się (co nie zawsze jest możliwe) krzywą przed
stawić, jako przekrój walca F(gc, y) = 0 [o tworzą
cych równoległych do osi z i o kierownicy na pła
szczyźnie xy\ i płaszczyzny £ = 0; krzywa taka

www.rcin.org.pl



1 § 2 3

jest płaską. Zamiast F(x,y) — O możemy niekiedy 
przyjąć równanie walca w postaci rozwiązanej: 
y = f(x)-, wtedy krzywa płaska ma równania 
y=f(x), z=0, co znów przez przyjęcie x=t 
przyjmuje postać: x=t, y = f(t), z = Q, oczywi
ście kształtu (1).

Wreszcie zauważmy, że niekiedy wygodniej jest 
oznaczać współrzędne punktu przez xx, x2, x3, za
miast przez x,y,z; przy takich oznaczeniach rów
nania (1) przyjmą postać
(1 bis)

w założeniach (Z, 0), {Z, n) należy wtedy x (0, 
2/(0, zastąpić przez Xi(t) («=1, 2, 3).

§ 2. Ruch euiklidesowy. Przestrzeń _Z?3 odnie
śmy do dwóch układów prostokątnych osi; współ
rzędne dowolnego punktu M względem pierwszego 
układu oznaczmy przez Xi, względem drugiego ukła
du przez z? («=?1, 2, 3). Wiadomo, że jest

(2)

gdzie ciij (i= 1, 2, 3; /= 1, 2, 3, 4) są liczbami sta- 
łemi t. zn. niezależnemi od Xi ani od rrt*, a zależ- 
nemi jedynie od wzajemnego położenia obu układów 
odniesienia. Wiadomo, że te współczynniki speł
niają związki

przyczem oznacza liczbę 1, gdy k —j, a liczbę 0, 
gdy k

www.rcin.org.pl



4 I § 2

Ponadto wiadomo, że kwadrat wyznacznika

(4)
^11 ^12 ^13

®21 ®22 ^23

a31 ^32 a 33

równa się jedności. Jeżeli założymy, że oba układy 
są prawoskrętne, to z dwóch możliwości J = ± 1 
zachodzi równość:
(5)

Owóż stale będziemy zakładali, że zachodzi (5).
Związki (2) będziemy w dalszym ciągu rozpa

trywać w inny sposób. Kiedy powyżej a?,, X* uwa
żaliśmy za współrzędne jednego punktu M wzglę
dem dwóch układów odniesienia, to obecnie zało
żymy, że w przyjęto tylko jeden trójortogonalny 
układ odniesienia i wobec tego a?,-, a?t* uważać na
leży za współrzędne dwóch punktów M i M*. 
Równań (2) nie będziemy więc obecnie uważali 
za równania określające zmianę układu odniesienia, 
ale za wzory przekształcenia1 punktu M(xj) na 
punkt Jf*(a?i*). Wzory (2) rozbijemy na dwie części:

3
(6) a?/=Sa^a?/c; (7) a?t* = a?/-f-a.t-4 (z= 1, 2, 3).

fc=i

Tw. Eulera. Przekształcenia (6), jeżeli są speł
nione (3) i (5), określają t. zw. obrót naokoło osi, 
przechodzącej przez początek układu odniesienia, 
albo spoczynek wszystkich punktów E3.

Aby to wykazać, znajdźmy punkty £i, które 
mimo przekształcenia (2) nie zmieniają położenia 

0*1 ----------------
1 Nie rozchodzi się w tym § o to, czy aik są liczbami 

(„Skok euklidesowy"), czy funkejami ciągłemi n. p. czasu.
www.rcin.org.pl
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5I § 2

czyli pozostają nieruchome; są to punkty 
sności

(8) 

o włą

czyli

(9)

Z układu (9) widoczne, że początek układu 
(& = 0) jest punktem nieruchomym. Rozważmy wy
znacznik:

W =

Z łatwością czytelnik wykaże, że jest W = 0, 
gdy poprzód wykaże, że ze związków (3) i (5) wy
nikają związki:

(10)

innemi słowy: każdy element wyznacznika (4) jest 
równy należącemu do niego w J minorowi alge
braicznemu

Skoro jest W = 0, więc układ (9) ma też roz
wiązanie różne od zerowego. Aby wszystkie roz
wiązania wyznaczyć, odróżnimy trzy wypadki. Po-

1 Wzory (10) udowadnia się następująco: Pierwszy 
wiersz w A mnożymy przez a^, drugi przez asl, trzeci 
przez o31 i iloczyny sumujemy w pierwszym wierszu; na 
mocy (5) otrzymuje się po jednej stronie «u, a po dru
giej na mocy (3) otrzymuje się wyznacznik, który łatwo 
obliczyć itd. www.rcin.org.pl



6 1 § 2 

nieważ W = O, więc W, uważane jako macierz, 
jest rzędu niższego, niż 3, a więc albo rzędu 0go, 
albo rzędu lgo, albo rzędu 2go. Gdy macierz W jest 
rzędu 0go, to jest

i wtedy widocznie wzory (6) dają = a, czyli 
wszystkie punkty przestrzeni 2?3 są nieruchome, 
zgodnie z twierdzeniem. Niech teraz W będzie rzędu 
lg0; wtedy wszystkie wyznaczniki rzędu 2go w W są 
zerem, co na mocy (3j i (10) z łatwością daje znów 
związki (11) czylifnie może być rzędu lgo. Wreszcie 
załóżmy, że macierz W jest rzędu 2go, wtedy istnieje 
wyznacznik rzędu 2go różny od zera; biorąc odpowied
nie dwa z równań (9), będziemy mogli je rozwiązać 
na dwie z niewiadomych i wyrazić je linjowo przez 
trzecią, która jest temsamem dowolną; a więc wszyst
kie punkty nieruchome leżą na prostej, którą oznacz
my przez p', prosta ta przechodzi przez początek ukła
du, wobec czego równanie prostej p w postaci para
metrycznej (jako symetrycznej) można przyjąć tak:
(12) = (« = 1, 2, 3),
gdzie t oznacza parametr zmienny wzdłuż prostej 
p, a nie wszystkie Ai są zerami. Stąd i z (8) otrzy
mujemy, że współczynniki A, spełniają związki

(13)

Związki te mnożymy przez a# i sumujemy co 
do (z); korzystając z (3^, otrzymujemy:

(14)
www.rcin.org.pl
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Wykażerny teraz, że przekształcenia (6) są obro
tem punktu na około osi p. W tym celu naj
pierw bez szkody dla ogólności przez łatwą zmianę 
parametru t możemy doprowadzić do tego, że jest 

(15)

Następnie wprowadzimy układ X2, X3 trój- 
ortogonalny i prawoskrętny tak, iż za oś A3 przyj- 
miemy oś p o dostawach At, A2, A3, spełniających 
(15), nadto początek obu układów ma być wspólny.

Dostawy osi wyznacza tabelka

Przeto jest 

wobec czego z (6) otrzymujemy 

gdzie przez oznaczyliśmy

Na mocy (13) i (16) mamy dla

www.rcin.org.pl
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Wykażemy teraz, że jest X3 — -^s czyli ruch 
(6) nie zmienia trzeciej współrzędnej X3 punktu, 
a więc punkt pozostaje w tej samej płaszczyźnie 
prostopadłej do trzeciej (ałe nowej) osi układu od
niesienia. W tym celu mnożymy (18) przez Ak = A,3 
i sumujemy co do (i), skąd z powodu trójortogo- 
nalności układu Xi i z powodu (14) otrzymujemy: 

a więc jest rzeczywiście
(21)

Stąd i na mocy (20) wzory (18) redukują się 
do układu

(22)

Pomnóżmy (22) przez Ay (gdzie 7—1 lub 2) 
i zesumujmy co do i od 1 do 3; otrzymamy 

gdzie położyliśmy:

(23)
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Otrzymaliśmy więc

(24)

Wykażemy, że (24) określa obrót na około osi 
J3, a więc na około osi p. W tym celu podnieśmy1 
do kwadratu (18); korzystając z (3J i (16) i su
mując względem i, otrzymamy:

Jest więc

co wobec (21) daje

(25)

Wstawiając tu po lewej wzory (24) [znów mno
żąc przez siebie, zamiast podnosząc do kwadratu!], 
otrzymujemy:

równość ta jest identycznością co do X2, więc 
otrzymujemy stąd:

1 Zamiast (18) podnieść do kwadratu mnożymy je 
przez siebie, zmieniając (pozorny) wskaźnik sumacyjny.
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(26i, 2> 3)

Na mocy (26lł2) istnieją liczby a, 3 takie, że 
jest:

(27)

a wtedy (263) daje: sin (a -j- 3) = O, a więc istnieje 
liczba cała n taka, że jest a -f- 3 — nn-

Wobec tego (27) przyjmują postać:

(28)

gdyż jest cos rat = (—l)w dla n całkowitych. Aby 
więc wyznaczyć, czy n jest liczbą parzystą, czy 
też nieparzystą [gdyż— jak widać z (28) — tylko 
o to chodzi], obliczmy iloczyn dwóch wyznaczników 
(mnożąc je wierszami), z których każdy = 1; ko
rzystając z (19) i (20), mamy: 

a więc jest

(29)
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Znów pomnożymy dwa wyznaczniki, z których 
każdy = 1, a mianowicie obliczymy iloczyn wy
znaczników, mnożąc je kolumnami:

Otóż przy obliczaniu iloczynu korzystamy z (23) 
oraz (16); ponadto (14) i (19) dają

a więc:

Otrzymaliśmy więc, że 

czyli na mocy (28): 

co natychmiast daje, że n jest liczbą parzystą, 
wobec czego (28) przechodzą we wzory: 

a to wykazuje, że (24) jest obrotem naokoło osi 
(czyli p) o kąt a.www.rcin.org.pl
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Uwaga. Nietrudno wykazać, że jest:

Współczynniki te wyrażają się przez cztery wiel
kości Alf A2, A3 i a, ale istnieje związek (15), 
więc dowolnych jest tylko 3.

Udowodniliśmy powyżej, że (6) określa obrót, 
który zależy — jak widać — od 9 współczynni
ków 1, 2, 3); ale te zależą od trzech do
wolnych wielkości, zresztą wykazuje się to zwykle, 
posługując się t. zw. kątami Eulera, których jest 
trzy i które są zupełnie dowolne.

Przekształcenia (7) noszą nazwę przeniesień 
równoległych czyli translacyj. Współczynniki fl,4 
(i= 1, 2, 3) są zupełnie dowolne.

Każde przekształcenie (2) składa się więc 
z obrotu naokoło osi, przechodzącej przez począ
tek układu i z translacji, a zależy w całości od 
12 współczynników, z których nie wszystkie są 
dowolne. Obrót zależy bowiem od trzech nieza
leżnych stałych, a translacja od 3 dalszych, więc 
przekształcenie (2) zależy od 6 stałych dowolnych.

Weźmy więc zbiór (Z) wszystkich przekształ
ceń (2) t. zn. wszelkich możliwych wartości na ot-ij 
(«= 1, 2, 3; j — 1, 2, 3, 4), spełniających (3j) i (5).www.rcin.org.pl
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Zbiór ten ma następującą własność: punkt (Xi) 
przekształćmy na punkt x* wzorami (2), przy- 
czem są spełnione (3t) i (5); następnie punkt 
przekształćmy na punkt #»♦* przy pomocy prze
kształceń: 

(31)

przyczem jest 

(32) 

współczynniki &,-4 (i = 1, 2, 3) są dowolnemi sta- 
łemi. Z (2) i (31) otrzymamy przekształcenie, które 
wprost punkt X{ przekształca w Xi**, a mianowicie: 

(33) 

gdzie położyliśmy

Twierdzimy, że przekształcenie (33) należy też 
do zbioru Z. W tym celu trzeba wykazać, że 
jest:

www.rcin.org.pl
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Otóż jest:

nadto łatwo stwierdzić, że jest przy mnożeniu 
wierszami: 

skąd już wynika (352) na mocy (5) i (322).
Wobec tej własności zbiór Z nazywamy grupą 

przekształceń i dokładniej: grupą ruchów euklide
sowych. Nietrudno wykaże czytelnik, że same 
obroty t. j. przekształcenia (6) tworzą grupę (obro
tów), która jest podgrupą grupy ruchów euklide- 
sowych. Podobnie translacje (7) tworzą też pod
grupę ruchów euklidesowych.

Na zakończenie powyższych rozważań wyka- 
żemy pewną własność ruchów euklidesowych, 
z której skorzystamy w rozdz. III i IV.

W punkcie M niech będą dane trzy osie 
t2, , t3) trójortogonalne, tworzące zatem trójra- 

mię (/); niech oś tj (;=1, 2, 3) ma dostawy 
kierunkowe pjj, i niech (T) tworzy układ
prawy osi, gdy jest pierwszą osią, /2 drugą, a ^3 
trzecią, a więc niech będzie:

(36)
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W punkcie M' (re/) bierzemy trójramię T' 
o osiach //, t2, /3', tworzących znów układ prawy 
i potrójnie ortogonalny; niech 
oznaczają dostawy kierunkowe osi 
i niech będzie: 

(37)

Wykażemy, że istnieje jednoznacznie określony 
ruch euklidesowy,1 który przenosi T' tak, iż na
kryje się z T, przyczem tj nakryje się z tj.

Zauważmy najpierw, że szukany ruch euklide- 
sowy ma przenieść M' w M, a, więc ma być:

(38)

Te trzy równania zawierają 12 niewiadomych 
«n . . . «34, które jeszcze mają spełniać (3) i (5); 
potrzebne więc będą dalsze równania, które otrzy
mamy z warunków twierdzenia. Aby oś tj' na
kryła się z osią tj, widocznie potrzeba jeszcze i wy
starcza (ponieważ już punkt M' przeszedł w Af), by 
punkt Pj' o współrzędnych (a?/ + |3j/) (i— 1, 2,3)— 
(leżący na i/) przeszedł w punkt Pj ó współrzęd
nych («=1, 2, 3); ma więc być:

K
co wobec (38) (przez odjęcie) da je:

(39)

1 Właściwie „skok euklidesowy“, bo a,k są liczbami. 
(Nazwę „skok" zawdzięcza autor p. Ważewskiemu).
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Wykażemy, że (38) i (39) wyznaczają jednoznacz
nie . . . «34 i nadto tak, że spełniają (3) i [5).

Ponieważ T' jest ramieniem trójortogonalnem, 
3 \

więc S z tego związku zaraz sko-
/=i

rzystamy; pomnóżmy bowiem (39) przez py/ i ze- 
sumujmy co do otrzymamy:

Wyznaczyliśmy więc 9 współczynników:

<40)

pozostałe współczynniki a14, n24, a34 wyznaczymy 
już z łatwością i jednoznacznie z (38). Mamy więc 
jeszcze tylko wykazać, że współczynniki (40) speł
niają (3J i (5), [bo (32) jest konsekwencją1 wzo
rów (3i)]. Otóż jest

a więc (3X) są spełnione. Nadto łatwo na mocy (40) 
widać, że wyznacznik

1 Związki (3X) i (5) nie są od siebie niezależne w przy
padku rzeczywistych współczynników au . . . u33. Zob. 
A. Hoborski: Remarąue relative aux tranformations line- 
aires orthogonales. Rocznik Pol. Iow. Mat Toni I (1922).
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Temsamem twierdzenie udowodnione.1
§ 3. Charakterystyka teorji krzywych. Niech 

będzie dana krzywa C o równaniach (1); wszystkie 
punkty tej krzywej poddajmy określonemu ruchowi 
euklidesowemu, wskutek czego krzywa C przej
dzie w krzywą C* o równaniach

3
Xi* = x*(t) — S (o + a,:4 (?' = 1, 2, 3).

fc—1

Ponieważ w nieskończenie wiele sposobów 
można obrać współczynniki an.. . a34, więc też krzy
wych C* będzie nieskończenie wiele.

Jak w § 1 podaliśmy, będziemy się zajmowali 
własnościami krzywej C, które są niezależnemi od 
jej położenia w R3 czyli własnościami, które są 
niezmiennikami grupy ruchów euklidesowych. Szu
kać więc będziemy własności krzywej C, niezmien
niczych dla grupy ruchów euklidesowych.

Na tern jednak nie wyczerpuje się ogólna cha
rakterystyka teorji krzywych. Zauważmy bowiem, 
że w równaniach (1) krzywej C zachodzi para
metr t, który możemy zastąpić przez inny. Po
łóżmy bowiem
(41) < = cp(f)
i załóżmy, że
(Z', 0) funkcja cp(^) jest ciągłą w przedziale [a', b'], 

gdzie a' < b' i że jest a (f ) 6, gdy jest

1 Teorję ciągłych grup przekształceń znajdzie czytel
nik w książce: A. Hoborski: Teorja ciągłych i skończo
nych grup przekształceń Liego. Nakładem Kółka Matem. 
U. U. J. Kraków 1930. Kurs litografowany.

A. Hoborski: Teoria krzywych I. 2www.rcin.org.pl
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(Z', n) funkcja <p (t') należy do klasy w prze
dziale [«', b'], przyczem n oznacza liczbę na
turalną; nadto jest (t')^b, gdy jest

b'. |
Wtedy, kładąc:

\x=x (t y = y (<P (O), z = z (T (O) 

otrzymamy albo wszystkie punkty krzywej C albo 
pewien jej [zależeć to będzie od tego, czy
funkcja cp (f) przyjmuje w przedziale [</, &'] wszyst
kie wartości z przedziału [a, &], czy też tak nie 
jest]. Równania (42) różnią się od równań (1), funk
cje x (cp(f)),... są na ogół różne od funkcyj X (t),...; 
tasama więc krzywa może być przedstawiona róż- 
nemi trójkami równań, zależnemi od wyboru para
metru. Oczywiście chodzić nam będzie o własności 
krzywej, niezależne od wyboru parametru, przy 
pomocy którego krzywa jest przedstawiona.

A więc będziemy się zajmowali własnościami 
krzywej C, które są niezmiennicze względem prze
kształceń grupy ruchów euklidesowych (t. zn. szcze
gólnej postaci przekształceń współrzędnych x, y, z) 
oraz względem przekształceń parametru (własności 
samych przekształceń parametru podamy poniżej 
w II § 2).

Własności krzywej będą przeważnie polegały 
na tem, że przy założeniach, o których będzie mowa 
w rozdz. II i III, z każdym punktem krzywej zwiąże- 
my pewne punkty, proste, osie, wektory i płaszczyzny, 
(t. zw. elementy krzywej) oraz funkcje, które wyróż- 
nimy niezmienniczo z nieskończonych zbiorów punk
tów prostych, osi, wektorów, płaszczyzn i funkcyj.
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Nie możemy na tern miejscu bliżej tej sprawy wyja
śnić, zrozumie ją bowiem czytelnik dopiero w toku 
czytania, podanych w książce rozumowań.1

Uwaga. Niech A, B oznaczają dwa dowolne 
punkty w J?3; na mocy przekształcenia (2) punkty 
przejdą w A*, B*. Nietrudno stwierdzić, że jest 
AB = A*B* czyli odległość dwóch punktów jest 
niezmiennikiem grupy ruchów euklidesowych. Po
dobnie można wyszukać niezmienniki 3, 4, 5, ... 
punktów. Niektórymi z nich zajmiemy się szcze
gólnie, przyczem nadamy im postać wektorjalną.

§ 4. Wekforjalne równanie krzywej. W J?3, 
odniesionej do potrójnie ortogonalnego układu x, y, z 
o początku O, niech będzie dana krzywa C o rów
naniu (1); parametr t wyznacza t. zw. punkt bie
żący M na C. Punkt ten dany jest przez swoje 
współrzędne x(t), y(t), ale może być także
wyznaczony przez wektor OM, którego2 kierunek 
i długość zależą od M, a więc od t. Jeżeli wektoi' 
o początku w O, wyznaczający położenie punktu 
w B3 oznaczymy przez r, to krzywą C zamiast 
równaniami (1) możemy określić jedneni równaniem 
wektorjalnem: 
(43) r = r (/) (a SZ t b, a < ó), 
gdzie więc r=OM. Składowe wektora r (t) w kie
runku osi x, y, z czyli rzuty wektora tego na osie 
są wektorami, mierzącemi się liczbami x(t), y(t), z(t). 
W tem rozumieniu wzór (43) zastępuje wzory (1). 

1 Powyżej podana charakterystyka odpowiada genjal- 
nej idei F. Kleina, przedstawionej po raz pierwszy w jego 
pracy, znanej pod nazwą Erlanger Programm z r. 1872, 
przedrukowanej w Math. Annalen t. 43 (1893),

2 Wektory będziemy stale oznaczali tłustym drukiem.
2*www.rcin.org.pl
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Nietrudno stąd wywnioskować, że metoda wekto- 
rjalna pozwala rachunki uprościć, o czerń przeko
namy się poniżej.

Gdy miary składowych x(t), y(t), z(t), jako 
funkcje parametru t spełniają założenia (Z,0) lub 
(Z,n) z § 1, to mówić będziemy, że wektor r(7) 
spełnia (Z, 0) lub (Z, ri).

§ 5. Algebraiczne działania na wektorach. 
Algebra wektorów określa kilka działań na wekto
rach, które pokrótce poniżej podajemy. Wygodnem 
jest rozważać wektor zerowy, który oznaczymy 
znakiem 0. Ponieważ wektor według teorji elemen
tarnej jest parą uporządkowaną punktów, więc 0 
będzie parą punktów identycznych, a więc AA lub 
00,... [Zwykle objaśnia się definicję wektora ze
rowego nieściśle powiedzeniem, że punkt uważamy 
za wektor zerowy.] Dla uproszczenia dowodów 
wprowadzamy układ trójortogonalny (i =1,2, 3). 
Miary składowych wektora u oznaczymy przez 
ui, u2, dla wektora v przez ^1, v2, V3 itd. Zrazu 
wykonywać będziemy działania na wektorach, ma
jących wspólny początek.

1) Sumą dwóch wektorów u, V nazywamy wek
tor określony geometrycznie w sposób następujący: 
niech będzie u=AB, v = AC, niech /S oznacza 
środek odcinka (właściwego lub niewłaściwego) 
BC; obierzmy punkt D tak, by odcinek AD miał 
środek w punkcie S; otóż wektor Al) nazwiemy 
sumą wektorów u, v i oznaczymy symbolem u-j- v. 
Arytmetycznie określa się sumę wektorów u, v jako 
wektor, którego składowe mają miary 
(i=l, 2, 3). Nietrudno czytelnik wykaże, że obie 
definicje są równoważne. Można także sumę u-|-v

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



21I § 5

określić w sposób następujący: wektor v przenosi 
się równolegle (translacją!), by jego punkt począt
kowy padł na B, przez co otrzymuje się wektor 
BD i linję łamaną ABD, którą „zamykamy“ wek
torem AD i właśnie ten wektor jest sumą u -j- v. 
Ostatnie określenie obejmuje przypadek, kiedy u, v 
nie mają wspólnego punktu początkowego, oraz 
pozwala określić sumę trzech i więcej wektorów. 
W przypadku, gdy mamy dwa wektory o wspólnym 
początku i leżące na różnych prostych, sumę wek
torów wyznacza się konstrukcją równoległoboku. 
Suma dwóch wektorów ma własność przemien- 
ności t. zn.: '

u 4- v = v + u 
oraz własność łączności t. zn.:

(u 4- v) -j- W = U + (v 4- w).
2) By określić różnicę u — v, oznaczymy przez 

—v wektor o miarach składowych —vlf —v2, —v3. 
Otóż przez u — v rozumieć będziemy wektor:

u —V = u4- (—v);
wektor ten spełnia równanie v 4~ x = u.

3) Przez iloczyn skalara a i wektora u, który 
to iloczyn oznaczymy przez «u, rozumiemy wek
tor, którego składowe mają miary aux, au2, au3. 
Stąd wynika twierdzenie: jeżeli e: (ż = 1, 2, 3) ozna
cza wektor jednostkowy (t. zn. długości 1), leżący 
na osi X; (trójortogonalnego) układu odniesienia 
i zgodnie skierowany1 z osią Xi, to jest:

1 Wektor eŁ ma początek w punkcie o współrzędnych 
(0, 0, 0), a koniec w punkcie (1, 0, 0); podobnie e2 jest 
wektorem o początku w punkcie (0, 0, 0), a końcu w punk
cie (0 1, 0) i t. d.
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3

(43 bis) u = Uj eŁe2-|-w3 eg = S ut-et-.
1=1

Wzór ten nosi nazwę „rozkładu wektora u na trzy 
składowe.1 Każdy wektor możemy rozłożyć na trzy 
składowe w kierunkach osi Można udowodnić 
ogólniejsze twierdzenie, o którem będzie mowa 
w przykładzie b (str. 31).

4) Dla wyjaśnienia pojęcia iloczynu wektorjal- 
nego dwóch wektorów u, v przypomnimy czytel
nikowi t. zw. prawą śrubę, która ma tę własność, 
że zakręcana w prawo, postępuje naprzód, a za
kręcana w lewo, się cofa. Przy pomocy prawej 
śruby określimy wektor w zwany iloczynem wek- 
torjalnym (albo zewnętrznym) dwóch wektorów 
u, v o wspólnym początku, niezerowych i leżących 
na dwóch różnych prostych. Oznaczmy przez cp 
kąt, zawarty między tymi wektorami, o własności 
0° < < 180°. Wektor w ma leżeć na prostej, która
jest prostopadłą do płaszczyzny it, przesuniętej przez 
u, v i przechodzi przez wspólny początek wekto
rów u, v. Kierunek wektora w o wspólnym po
czątku z u, v ma być kierunkiem postępu prawej 
śruby, która zakręca wektor u na v po kącie cp. 
Długość wektora w ma równać się polu równoległo- 
boku zbudowanego na u i v. Definicję powyższą obja
śnia 2 rys. 1 na końcu książki. Jeżeli u, v ozna
czają długości wektorów u, v, to pole zacieniowane 

1 Składowa w kierunku osi Xi jest wektorem Ui et, 
liczba ut mierzy tę składową na osi xi; bardzo często 
(bez obawy o nieporozumienie) liczbę ut zowią składową 
wektora wzdłuż Xi.

a Wektor u w piśmie (nie w druku!) oznacza się sym- -> 
bólem u.
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na rysunku wynosi uv sin cp. Wektor w oznaczymy 
znakiem
(44) w = u Ą v.

Widocznem jest też:
(45) vAu = —(uAv) = (—u)Av = uA(—v), 
wobec czego nie będzie nieporozumienia, gdy (45) 
przepiszemy w postaci:
(45 bis) vAu= — uAv.

Iloczyn wektorjalny nie ma więc własności korn- 
mutatywnej (przemienności). Zarazem z powyższego 
widoczne, że przy podanych założeniach co do u, v 
jest ich iloczyn wektorjalny niezerowym wektorem. 
Dołączmyt eraz definicję, obejmującą pozostałe przy
padki co do u i v, mianowicie jest:

uAv=0,
gdy u = 0 lub v = 0 lub gdy kąt między u i v 
równa się zeru lub 180°. W szczególności dla każ
dego wektora a jest aAa=0.

Tw. Jeżeli ui, V{ są miarami składowych dla 
u, v w układzie prawoskrętnym i trójortogonalnym 
osi odniesienia, to w tymże układzie w, określone 
wzorem (44), ma miary składowych wt, w2, w3, 
dane przez związki
(46) fU;l = U2V3 U3V2> U1V3>

w3 = u1v2---u2 V±.
Podamy plan i szkic dowodu. A) Wykazuje się naj

pierw, że (46) są słuszne przy specjalnym układzie 
odniesienia. B) Następnie wykazuje się tw. pomoc
nicze: jeżeli wzory (46) są słuszne przy jakimś
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prawoskrętnym, trój ortogonalnym układzie odnie
sienia, to one są słuszne przy każdym prawoskręt
nym trójortogonalnym układzie odniesienia.

Ad A). Wzory (46) są widocznie słuszne, gdy 
u = 0 lub v = 0 lub gdy kąt między u i v jest 
0° lub 180°; w ostatnim bowiem przypadku u»- są 
proporcjonalne do Vi. Pozostaje nam więc przypadek, 
któremu odpowiada rysunek powyżej wspomniany. 
Wtedy początek układu odniesienia przyjmiemy 
w wspólnym początku wektorów u, v; za oś xr 
obieramy prostą wektora u i tak, by było wx>0; 
tedy ux = u, u2 — u3=0. Oś x2 obieramy w pła
szczyźnie wektorów u, v, prostopadle do xx ale 
tak skierowaną, że v2>0, więc v2 = v sincp, v3=0. 
Oś x3 obieramy prostopadle do xx, x2 i tak, by osie 
w porządku xlf x2, x3 dały układ prawoskrętny. Te
raz już z łatwością stwierdzamy, że związki (46) 
są słuszne.

Ad B). Oprócz układu odniesienia Xi, dla któ
rego przyjmujemy słuszność związków (46), weźmy 
inny układ prawoskrętny, trójortogonalny x,*; wia
domo, że między współrzędnemi Xi i X{* tego sa
mego punktu zachodzą związki (2), nadto są słu
szne wzory (3) i (5).

Tw. pomocn. Jeżeli wektor u ma w układzie 
Xi miary składowych ux, u2, u3, to w układzie 
ma miary składowych ux*, w2*, u3* takie, że jest

3
(47) ui* = 2 aik uk (2=1, 2, 3).

k=i

Wystarcza napisać wzory (2) dla punktu po
czątkowego (a?i) i końcowego (xi -j- uj) wektora u 
i potem wzory te odpowiednio odjąć, by otrzymać
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(47) . Wzory (47) wykazują — co widoczne a priori — 
że translacja układu nie daje zmiany składowych, 
a tylko obrót układu. Biorąc teraz dwa układy

powyżej podane, mamy oprócz (47) także:

Korzystając ze wzorów (10), otrzymujemy:

Podobnie wykaże się resztę wzorów (46).
Zauważmy jeszcze, że prawe strony związków 

(46) są to wyznaczniki stopnia 2g0 macierzy:

szczegół ten ułatwia zapamiętanie wzorów (46).
Iloczyn wektorjalny ma własność rozdzielności 

z sumą i różnicą t. zn. jest

(48)

Drugi z tych wzorów wynika z pierwszego przy 
pomocy (45 bis), a dowód pierwszego wynika przy 
pomocy (46) — wykazuje się bowiem, że obie strony 
są wektorami o tych samych składowych. Ale i na- 
odwrót z (48) można otrzymać (46); rzeczywiście 
na mocy (43 bis) i (48) jest:
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Ale jest

(49) 

więc

(50) 

a to jest równoważne z (46).
5) Iloczyn skalarny (czyli wewnętrzny) dwóch 

wektorów u, v (będący skalarem, a nie wektorem), 
określa się w sposób następujący: niech u, v ozna
czają długości tych wektorów i niech <p oznacza 
kąt między tymi wektorami — zakładamy bowiem 
na razie, że żaden z wektorów u, v nie jest zero
wym. Wiadomo, że wprawdzie nie jest jedno
znacznie określone, ale cos <p jest jednoznacznie 
określone. Otóż przez iloczyn skalarny, który ozna
czymy znakiem u)(v, rozumiemy skalar (a więc 
liczbę):
(51)

W przypadku, kiedy u = O lub v = O, przyj- 
miemy:

Wobec tego z łatwością widać, że, jeżeli jest 
uX v = 0, to jest albo u = 0 albo v = 0 albo gdy 
u =|= 0 z v 4= 0, to u J_ v.

Iloczyn skalarny ma własność konimutatywną 
t. zn.:
(52)
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o własności łączności (assocjatywnej) oczywiście 
nie może być mowy. Z powyższego widoczne, że 
uXu = u2 czyli jest kwadratem długości wektora u.

Tw. C. Jeżeli Ui, v, oznaczają miary składowych 
dla u, v w trójortogonalnym układzie odniesienia

to jest
3

(53) u X v = S Ui Vi.
1=1

Podamy tu tylko plan dowodu: C") najpierw wy
kazuje się, że istnieje trój ortogonalny układ odniesie
nia, w którym (53) jest widocznie słuszne, następ
nie udowadnia się:

3
Tw. D. Suma S ut- Vi jest niezmiennikiem przy 

t=i
przekształceniach układu potrójnie ortogonalnego 
na dowolny potrójnie ortogonalny układ

Dowód przeprowadzi czytelnik z łatwością na 
mocy (47). Zwróćmy jeszcze uwagę na to, że 
w tw. D nie muszą być oba układy prawos ręt- 
nymi. Zauważmy dalej, że z C' i D wynika słu
szność wzoru (53). Ponieważ wzory (2), (3) i (5) 
możemy uważać za wzory na ruch euklidesowy, 
więc dowód tw. D jest po łatwych zmianach zara
zem dowodem na:

Tw. Jeżeli wektory u, v o składowych u,, Vi 
przejdą przez ruch euklidesowy w wektory u*, v* 
o składowych u»* to jest
(53 bis) SuiVi = Sui*Vi*

z i

czyli:
Tw. E. Jeżeli ui, Vi są miarami składowych wek

torów u, v m układzie potrójnie ortogonalnym, to
www.rcin.org.pl
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jest niezmiennikiem dwóch wektorów dla 
»=i 
grupy ruchów euklidesowych.

Tw. E nie zakłada, że wektory u i v są różne; 
przyjmując więc, że wektory te są identyczne, 
otrzymujemy jako szczególny przypadek:

Tw. F. Jeżeli Ui są miarami składowych wek-
3

tora u w układzie potrójnie ortogonalnym, to S (w(j2 
i=l

jest niezmiennikiem jednego wektora dla grupy 
ruchów euklidesowych, (odpowiadającym odległo
ści 2 punktów, która jest — jak wiadomo — nie
zmiennikiem).

Oba tw. mają proste znaczenie geometryczne, 
które pozwala zgóry tw. przewidzieć, tak bowiem 
kąty, jak i długości są niezmiennikami grupy ru
chów euklidesowych. Z tw. E i F będziemy korzy
stali w rozdz. III.

Iloczyn skalarny ma własność dystrybutywną 
(rozdzielności) w stosunku do dodawania (a więc 
i odejmowawia) t. zn.:
(54) (u4~v)Xw=uXw + vXw-

Udowadnia się (54) na mocy (53). Ale i z (54) 
można wywnioskować (53); jest bowiem

3 3
li X V = (S Ui e,) X p ek) — ^UiVk (e, X «*), 

i=l i—1 i,k
ale jest
eiX^= 1, «iXe*= 0 (ż, £== 1, 2, 3; i 4= &)

czyli

(55) e1Xe* = s*fc («, £ = 1,2,3), 8tjt = I1 ż=ł, 
| 0 i^lc
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wskutek czego jest u X v = = S u<
i, fc ?=1

c. b. d. u.
Działania na wektorach, których określenia po

wyżej podaliśmy, oraz wnioski stąd wynikające, 
które podamy w § 6, należą do t. zw. algebry wek
torów, w § 7 przejdziemy do t. zw. analizy wektorów 
(t. j. do zastosowania rachunku różniczkowego i cał
kowego do teorji wektorów). Obecnie podamy kilka 
przykładów.

a) Niech wektor niezerowy a ma początek 
w punkcie Xt (ż=l, 2, 3), wyznaczonym przez 
wektor r (t. zn. składowe wektora r w kierunku 
osi układu mają miary x2, x3). Twierdzimy, że 
prosta, na której leży a, ma równanie:
(56) R = r -j- o a,
przyczem R oznacza wektor, (wychodzący z po
czątku układu i) wyznaczający bieżący punkt pro
stej; o jest parametrem zmiennym wzdłuż prostej. 
Z łatwością czytelnik stwierdzi słuszność tego twier
dzenia.

b) Niech z punktu M wychodzą dwa wektory 
u,v takie, że u/\v jest niezerowym wektorem, 
a więc macierz miar składowych:

I 
v2 v,| 

jest rzędu 2g0. Napiszemy równanie wektorjalne 
płaszczyzny przez na której leżą u, v. Jeżeli 
punkt M i dowolny (bieżący) punkt P tej płaszczyzny 
są wyznaczone przez wektory R i r, wychodzące 
z początku układu odniesienia, to wektor R — r leży
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na tej płaszczyźnie, nadto wektor uAv z okre
ślenia jest prostopadły do płaszczyzny n, a więc 
prostopadły do wektora R—r, wobec czego jest:
(57) (R — r)X(uAv) = 0;
jest to szukane równanie płaszczyzny n. Równa
niu temu można nadać inną t. zw. wyznacznikową 
postać. W tym celu rozważmy wyznacznik

(58)

Jeżeli «i, &i, Ci uważać będziemy za miary skła
dowych wektorów a, b, c w kierunku osi Xi układu 
trójortogonalnego i prawoskrętnego, to w możemy 
uważać za wyznacznik zależny od trzech wek
torów.

W Rozdz. III, § 3 wykażemy, że wyznacznik 
ten jest niezmiennikiem grupy ruchów euklideso- 
wych (a więc także nie zależy od wyboru trójor
togonalnego i prawoskrętnego układu odniesienia 
w jR3), wobec tego wolno wyznacznik w ozna
czyć znakiem

bez bliższego oznaczenia układu, w którym wy
znaczono a,, &i, C{. Rozwińmy w według pierw
szego wiersza, a otrzymamy:
w = a1 (b2c3—b3c2)-}-a2 (b3c1—bA c3)-1-a3 (b1c2—b2c1), 
co na mocy (50) i (52) da się przepisać w po
staci:
(59) w = aX(>>A«)-
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Stąd wynika, że równanie (57) przyjmie postać 
wyznacznikową:
(60) |R — r, u, v| = 0;
warunek ten wyraża, że trzy wektory R—r, u, v 
są współpłaszczyznowe (komplanarne).

Uwaga. Wyznacznik w pozwala wypowiedzieć 
następujące tw.: jeżeli a, b, c oznaczają trzy wek- 
ktory, dla których jest ja, b, c | 4= 0, to każdy wek
tor u daje się przedstawić jednoznacznie jako suma:

u=ka-|-p.b-|-ve,
gdzie X, p., v oznaczają skalary. przedstawienie to 
nazywamy rozkładem wektora u w kierunku wek
torów a, b, c. Szczególny przypadek tego tw. po
znaliśmy powyżej; a, b, c były to wektory e15 e2, e3 
(zob. str. 22 .

c) Pliickerowskie współrzędne prostej. Z rów
nania (56) prostej otrzymujemy.
(61) RAa = rAa,
bo jest aĄa = 0. A więc RAa jest stałym wek
torem wzdłuż prostej; oznaczmy:
(62) b = rA»,
wektor b jest dla rozważanej prostej jednoznacznie ć?) 
określony (nie zależy od wyboru punktu wyznaczo
nego przez r na prostej). Liczby a15 a2, a3 (t. zn. miary 
składowych wektora a), br, b2, b3 (miary składowych 
wektora b) noszą nazwę współrzędnych Pliickerow- 
skich prostej (56), a wektory a, b nazwiemy wek
torami Pliickera dla rozważanej prostej. Jest tych 
współrzędnych sześć, kiedy prosta w przestrzeni 
zależy od 4 stałych. Jeden związek między współ-
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rzędnemi Pltickera otrzymujemy bezpośrednio z (62), 
a mianowicie:
(63)

Drugi związek otrzymujemy z następującej 
uwagi: tę samą prostą wyznaczają r i a, oraz 
r i X a, gdzie X jest dowolną liczbą =|= 0; obierzmy 
tak X, aby wektor ax = X a spełniał warunek 
aiXai=l czyli by ax był jednostkowym1 wek
torem; wtedy na X otrzymamy warunek:

czyli

I zamiast pisać ax piszemy a czyli z góry zakła
damy, że jest
(64)
Na 6 Pliickerowskich współrzędnych prostej (56) 
mamy więc dwa związki kwadratowe (63) i (64). 
(Zob. § 6, 1).

d) Wzory (2) na ruch euklidesowy przepiszemy 
w postaci wektorjalnej. Niech wektor a; (?=1, 2, 3) 
ma składowe o miarach Oą, a'^, niech wektor 
a4 ma składowe o miarach aX4, fl24> #34 5 niech wek
tory r, r* mają składowe o miarach a?x, x2, oc3;

xz •> wtedy, wprowadzając, jak powyżej, 
wektory et (ż = 1, 2, 3), możemy (2) przepisać 
w postaci:

(65)

Ze wzoru tego skorzystamy później.
1 Jest bowiem ax X ax kwadratem długości wek

tora aP
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Wzory (3) i (5) przechodzą teraz we wzory: 

(65 bis)

Uwaga. Wzór (65) można zastąpić innym, ale 
„mniej wektorjalnym".

Oznaczmy przez bi wektor, którego składowe 
mają miary: 0 = 1, 2, 3); wtedy wzory
(2) przejdą na wzór
(65 ter)

przytem jest

(65 quat)

e) Załóżmy, że ciało sztywne obraca się na
około osi, przechodzącej przez początek układu 
a?i, a?2, x3 (trójortogonalnego i prawego). Niech 
Pi-, Pi-, Pz oznaczają miary składowych wektora w 
prędkości kątowej, o którym założymy, że nie jest 
zerowym; liczby pi («=1, 2, 3) są proporcjonalne 
do dostaw kierunkowych osi obrotu (na której 
leży w). Według cynematyki dowolny punkt X{ 
(ż = l,2, 3) ciała ma prędkość linjową v, spełnia
jącą związek:
(66) 

przyczem r ma składowe o miarach .Tg, *^3*
Zwykle zamiast a?2, x3 używa się oznaczeń 

x, y, z, zamiast pi oznaczeń p, q, r; miary składo
wych wektora v oznacza się wtedy przez vx, vy, vz\ 
wobec tego (66) daje
(67)

A. Hoborski: Teorja krzywych I.www.rcin.org.pl
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Rozważmy szczególny przypadek obrotu, a mia
nowicie obrót naokoło osi wtedy p = q — 0 
(bo w leży na osi <?) i wzory (67) dają:

vx —— ry, vy—rx, ve — 0.
Np. punkt (1, 0, 0), leżący na osi x, ma wek

tor v prędkości linjowej, którego składowe mają 
miary (0, r, 0), (co jest zresztą geometrycznie zro
zumiałe). Punkt (0, 1, 0), leżący na osi y, ma 
wektor prędkości linjowej o składowych z mia
rami (— r, 0, 0), co również jest intuicyjnie wi- 
docznem.

/) Niech u, v oznaczają dwa dane wektory, 
p, q dwa dane skalary; znajdźmy wszystkie wek
tory x przestrzeni K3, spełniające układ dwóch 
równań:
(68) xX« = p; xXv = q.
Analitycznie biorąc, jest to układ 2 równań linjo- 
wych na 3 niewiadome xlt x2, x3 t. j. na miary 
składowych wektora x. Przeprowadzimy dyskusję 
wektorjalnie. Odróżnimy dwa przypadki: albo jest 
uAv = 0 albo jest uĄv 4= 0.

W pierwszym przypadku albo jest u = 0 i 
v = 0 albo co najmniej jeden z wektorów u, v 
nie jest zerowym. Gdy u — v — 0, to (68) daje 
j> = (/ = 0 i wtedy każdy wektor x spełnia (68) 
a że dowolny wektor można rozłożyć na składowe 
według wzoru:

x = 2? Ci
i=l

(gdzie e, określono na str. 21), więc xt, x2, x3 
można dowolnie obrać czyli rozwiązania układu
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(68) zawierają trzy dowolne parametry X)- Gdy 
p 4= 0 lub ą 4= 0, to (68) nie mają rozwiązania.

Gdy u =|= 0 lub v 4= 0, to możemy przyjąć, że 
właśnie u 4= 0- A że jest uĄv = 0, więc istnieje 
skalar X taki, że jest v = X u i wtedy (68) daje 

a więc q = Xp. Równania
(68) są od siebie zależne i równoważne jednemu:
xXu=j°; kładąc x= mamy
co daje jeden związek linjowy na 3 liczby A więc 
wektor x zależy od 2 dowolnych z trzech £». Gdy zaś 
jest v = X u, q 4= X p, to (68) nie ma rozwiązania.

Niech wreszcie uA v =4 0, to^u 4= 0, v 4= 0; wek
tor x można wyrazić przez u, v, u/\v, bo wyznacz
nik I u, V, u A V I = (uAv) X (uAv) 4= 0, gdyż jest 
kwadratem długości wektora uAv. Jest więc
(69)
gdzie a, b, g są szukanymi skalarami, na które mamy 
2 warunki: 

(70)

bo(uAv)Xll~0,(uAv)Xv = 0. Z (70) jednoznacz
nie określi się a, b, bo na mocy (77) jest (uAv)X

Ska
lar o jest dowolnym, a więc (69) daje zbiór rozwią
zań zależnych od jednej stałej o. Mamy tedy: warunek 
uAv 4= jest koniecznym i wystarczającym, by (68) 
miały rozwiązania zależne tylko od jednego para
metru.

g) Z punktu O niech wychodzą dwa dane wek
tory a i b, przyczem zakładamy, że jest a 4= 0. Wy
szukajmy wszystkie wektory r, wychodzące z O
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i spełniające równanie wektorjalne (w układzie Kar- 
tezjusza jest to układ 3 równań):
(70 bis) a Ą r = b.

Rozważymy co do b dwa przypadki: albo jest 
b = 0 albo jest b 0. Gdy jest b = 0, to (70 bis) re
dukuje się do równania aĄr=0, więc jest r=<5a, 
gdzie o jest dowolną liczbą; końce wektorów r leżą 
tedy na prostej właśnie o równaniu r=oa; jest to 
prosta przez O, na której leży dany wektor a.

Gdy jest b X 0, to jest albo b J_a albo tak nie jest. 
Gdy b nie jest prostopadłe do a, to widoczne z okre
ślenia iloczynu wektorjalnego, że równanie (70 bis) 
nie posiada rozwiązania.

Gdy jest bXa, to równanie (70 bis) ma rozwią
zanie, jak wykażemy. Załóżmy chwilowo, że równa
nie to ma rozwiązanie szczególne r„ czyli aATo = b; 
stąd i z (70 bis) otrzymujemy a A (r — r0) = 0, co da je 
r — r0 = oa, gdzie o oznacza dowolną liczbę; a więc 
jest r = r0 —f— cr a; równanie to daje ogół rozwiązań, za
leżnych od dowolnego parametru <5; końce wektorów 
r leżą na prostej właśnie o równaniu r = r0-|-cr a, 
przyczem o jest parametrem zmiennym wzdłuż pro
stej; prosta ta przechodzi przez punkt końcowy wek
tora r0 i jest || do wektora a.

Trzeba jeszcze wykazać istnienie szczególnego 
rozwiązania r0; jako takie weźmiemy wektor prosto
padły do a i b, innemi słowy połóżmy

r0=p..(bAa),
gdzie p. oznacza liczbę, którą mamy wyznaczyć. Otóż 
na mocy wzoru (73) z § 6 mamy:

a A r. = p. [a A (hAa)] = P |b(a X ») ~ a (a X b)};
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ale bj_ a, więc a / b = O, wobec tego (70 bis) daje 

•jib(aXa) = b,
skąd wynika, że być winno:

1

a więc ogół rozwiązań równania (70 bis) zawarty jest 
we wzorze: 

(70 ter)

§ 6. Własności iloczynów skalarnych i wek- 
torjalnych. Kilka własności obu poznanych iloczy
nów poznaliśmy poprzednio. Obecnie zestawiamy 
dalsze własności, z których bardzo często będziemy 
korzystali. Dowody tych własności polegają w prze
ważnej części na tern, że się wykazuje na mocy (50) 
lub (53), iż obie strony równości, wyrażającej oma
wianą własność, przedstawiają tesame wektory lub 
skal ary.

1) Jest:
(71) (aAb)Ae = b(aXc)-a(bXc).

Z tej własności skorzystamy, by (zob. § 5, przy
kład c) równanie prostej (56) wyrazić przy pomocy 
Pliickerowskich współrzędnych prostej Otóż na mocy
(62),  (64) i (71) mamy: 

skąd wynika
r = a (rX a) - b A a = a (r X a) + a A b

i wprowadzając to w (56), otrzymujemy równanie 
prostej:

www.rcin.org.pl



38 I § 6

przyczem oznacza (nowy) parametr zmienny 
wzdłuż prostej. Równanie (72) jest wyrażone przy 
pomocy wektorów Pliickerowskich. W trójortogonal- 
nym i prawoskrętnym układzie Kartezjusza otrzy
muje się stąd: 

(72 bis)

Są to znane z geometrji analitycznej parametryczne 
równania prostej, posługujące się współrzędnemi Plii- 
ckera a1? a%, a$, bA, które spełniają dwa związki:

2) Jest
(73) 
wynika to z (71) i (45 bis): aA(b Ac) — (e Ab) Aa itd.

Wzory (71) i (73) wykazują, że iloczyn wekto- 
rjalny nie posiada własności łączności.

3) Wzory (58) i (46) dają:

(74)

Dla zastosowania rozważmy iloczyn a Ab; niech 
d oznacza, jak wyżej, wektor jednostkowy, leżący na 
osi i z nią zgodnie skierowany; miarą składowej 
iloczynu (a Ab) w kierunku osi będzie (a Ab)X ®», 
co na mocy (74) przyjmie postać | a, b, e( |. Mamy więc

t=l
co zastępuje wzór (50).
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4) Jest

(75)

Wzór ten wynika przez wyliczenie obu stron, 
które są skalarami, albo przy pomocy (71) i (74); jest 
bowiem:
(aAb)X («Ad)=| d,aAb, e | = dX((aĄb) A«l = 

= dX[b(aX«)-a(>»Xe)l.
a to daje wprost (75). Z dowodu tego uzyskaliśmy 
nowy wzór:
(76)

Rozważmy szczególny przypadek wzoru (75), gdy 
c = a, d = b; wtedy (75) daje znaną z algebry iden
tyczność Lagrange’a:
(77)
Lewa strona daje kwadrat długości wektora

5) Na mocy (73) i (71) jest:

(77 a)

Z powyższych własności często będziemy korzystali.
§ 7. Z analizy wektorów. Określimy teraz wek

tory, które otrzymuje się z danego wektora lub ska- 
lara przez różniczkowanie. W § 5 i 6 rozpatrywa
liśmy jeden, dwa lub trzy wektory i skalary, a więc 
skończoną ilość wektorów i skalarów (liczebnych), 
obecnie będziemy mieli do czynienia z nieskończo
nym zbiorem skalarów i wektorów przez to, że ska
lary i wektory będą funkcjami współrzędnych lub 
parametrów (pomocniczych).

a) Weź my pod uwagę krzywą C o równaniu (43).
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Spostrzegamy, że punkt bieżący M krzywej jest okre
ślony przez wektor OM = r (t), przyczem O oznacza 
początek układu odniesienia; ponieważ t zmienia się 
od a do b, więc temsamem uzyskaliśmy (naogół nie
skończony) zbiór wektorów i nadto o tej szczególnej 
własności, że wszystkie wektory tego zbioru mają 
wspólny początek.

Pochodną tych wektorów i jej geometrycznem 
znaczeniem będziemy się zajmowali później (Rozdz. II 
§ 2). Obecnie zajmiemy się zbiorem wektorów, które 
nie muszą mieć wspólnego początku.

Niech będzie dany wzdłuż C wektor u: 
(78) u = u(0 (a^t^b).

Wartość t z przedziału [a, ó] wyznacza punkt M 
na C, który przyjmiemy za początek wektora u(/); 
punkt końcowy tego wektora będzie wyznaczony 
przez wektor r (0 HF u(0- Temsamem otrzymaliśmy 
wzdłuż C t. zw. pole wektorjalne (dokładniej: jed- 
noparametrową rodzinę wektorów); składowe wek
tora (78) niech mają miary (0 (i = 1, 2, 3); o nich 
założymy, że, jako funkcje parametru t, należą do 
klasy C1 w [a, 6]. Z wektora (78) utworzymy nowy 
wektor, który nazwiemy geometryczną pochodną 
wektora u (/) i oznaczymy znakiem: 

(78 bis)

składowe tego wektora mają mieć miary1 równe po
chodnym:

d Ui (t) 
dt (*=1,2,3).

1 Oczywiście przy założeniu, że osie układu odniesie
nia są nieruchome (kierunek osi nie zależy od t).
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Wektor (78bis) można też określić na drodze geo
metrycznej. Oprócz wektora u (0 weźmy wektor 
u gdzie 0 (ale takie, że także t-h^b);
wektor ten ma początek w punkcie krzy
wej ^5 przenieśmy go równolegle tak, by jego po
czątek padł w po przeniesieniu otrzymamy
wektor, który znów oznaczymy przez u(£-ł-7j); 
utwórzmy różnicę u (t h) — u (/) i wektor (— jak

dąży do wektora określonej długości i kierunku lub 
do wektora zerowego; ten graniczny wektor — jak 
się otrzymuje z rozważania składowych — jest wła
śnie wektorem (78 bis). Oznaczmy przez u długość 
wektora (78); jest oczywiście

się mówi -- „li razy krótszy"):

(80)
u(ż 4- 7?) — u(0 

h
Gdy h -►0, to wektor (80)' na mocy założenia

u = Ś u*2 (0;

jeżeli wektor (78) nie jest zerowym, to z istnienia 
pochodnej (78 bis) wyniknie istnienie pochodnej:

Jeżeli w szczególności u = Const, to lewa strona 
= 0, a więc nawias prawej strony jest zerem, co 
wykazuje tw.: jeżeli wektor (78) ma stałą długość 
niezerową i jeżeli istnieje wektor (78 bis), to wektor 

www.rcin.org.pl



42 I § 7

(78 bis) jest albo zerowym albo prostopadłym do wek
tora (78). Twierdzenie to wykażemy jeszcze nieco 
później na drodze wektorjalnej. Najbardziej intere
sującym jest przypadek szczególny, kiedy wektor 
(78) jest stale jednostkowym czyli u = l; ten przy
padek będzie często poniżej zachodził.

Wykażemy, że wektor (78 bis) nie zależy od wy
boru (potrójnie ortogonalnego) układu odniesienia. 
Rzeczywiście oprócz układu Xi weźmy układ 
który z układem Xi związany jest związkami (2), (3) 
i (5). Wektor u ma składowe o miarach Ui w ukła
dzie Xi i składowe o miarach Wj* w układzie 
przyczem te miary łączą związki (47); utwórzmy 
wektor (78 bis) w układzie Xi i w układzie Xi*; 
w układzie Xi wektor (78 bis) ma składowe o mia
rach (79), w układzie x<* składowe o miarach

ponadto wektor (78 bis) ma na mocy (47) w ukła
dzie x* składowe o miarach

yi duk . „ o
Vi = 2j f^ik ~rr («=1, 2, 3», 

łc==i a i
a stąd i z (47) wynika, że jest

dw?

A więc wektor (78 bis) ma składowe w układzie x? 
niezależnie od tego, czy te składowe obliczymy dla 
układu Xt* wprost na mocy definicji wektora (78 bis), 
czy też obliczymy składowe wektora (78 bis) naj
pierw dla układu a?,, a potem te składowe rzutujemy 
na osie X?.
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Uwaga. Dla pochodnych geometrycznych są waż
ne klasyczne prawa różniczkowania t. zn. można 
wykazać, że gdy skalar a(t) i wektory u(£), v (f) 
są rożniczkowalne, to jest:

ćZ(au) __da ( ~d u
' a~dt'

^(uXv) = du
dt

Dowodzi się tych wzorów przez niezależne wylicze
nie obu stron i t. d.

b) Niech będzie dana funkcja x2, #3), która 
w pewnej dziedzinie D należy do klasy C1. W każ
dym punkcie wewnętrznym dziedziny D określimy 
wektor, którego składowe mają mieć miary

d f
(*=1,2,3);

wektor ten zowiemy gradientem skalara f i ozna
czać 1 go będziemy grad /; mamy więc w myśl do
tychczasowych oznaczeń (zob. str. 21).

(81) grad/^

Wektor ten określa w D pole wektorjalne.
Wykażemy, że wektor (81) nie zależg od wyboru 

uktadu odniesienia. W tym celu oprócz układu Xi

1 Niektórzy autorzy oznaczają go znakiem V/ (czy- 
taj: nabla f).
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weźmy układ ret*, związany z układem xx związkami 
(2), (3) i (5). Nietrudno się przekonać, że z (2) otrzy
muje się

3
(82) = Z akr (^* — «m) 0= 1, 2, 3),

fc=i

wskutek tego skalar / przekształci się w sposób 
następujący:

prawą stronę oznaczymy przez x2*, a?3*); ona
jest wewnątrz D widocznie różniczkowalna, nadto 
grad 7^ ma w nowym układzie składowe o miarach:

dF
0 =1,2, 3).

Ale na mocy (83) jest: 
d# _ y d/

wzory te są postaci (47), co wykazuje, że wektor 
grad/ nie zależy od wyboru układu odniesienia.

c) Załóżmy, że w dziedzinie D określony jest 
wektor u(a?j, x2, x3), którego składowe mają miary 
«»(^i x2 a?3), należące do G’1 wewnątrz D. Przy po
mocy tego wektora utworzymy dla wnętrza D ska
lar, zwany divergencją (rozbieżnością) wektora u, 
przez związek:

divu=4^'(83 bis)
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Naszkicujemy dowód na to, że div u nie zależy 
od wyboru trójortogonalnego układu odniesienia. 
Powołując się na wzory (3), (47) i (82), otrzymujemy:

Rozważmy szczególny przypadek, kiedy dany 
jest skalar f(xv, x2, .r3), który wewnątrz D należy 
do C2 i kiedy jest u = grad/; Wtedy
(84) div(grad/) = J2A
gdzie przez J2 f oznaczyliśmy t. zw. laplasjan funk
cji f t. zn.:

(85)

d) Z wektora u, należącego1 wewnątrz dzie
dziny D do klasy C1, wytworzymy nowy wektor, 
zwany rotorem (lub2 curl’em) wektora u i który 
też oznaczymy przez:
(86) rot u lub cudu,
będzie to wektor, którego składowe mają miary:

(87)

Łatwo wykazać, że rot u nie zależy od wyboru 
prawoskrętnego trójortogonalnego układu odniesie-

t. zn. miary składowych ux, u2, ua należą do C1. 
wymawia się: kerl.
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nia. Podamy tylko szkic dowodu, opierającego się 
o wzory (47) i (82); jest bowiem:

do czego stosujemy (10) kolejno dla par wartości 
(i — 3, k = 2), (« = 1, &=3), («=2, &=1).
Rozważmy szczególny przypadek, kiedy skalar 
t(x1, x2, x3) należy wewnątrz D do C2 i kiedy za
razem u — grad/1; wtedy jest 

podobnie czytelnik stwierdzi, że i dalsze dwie miary 
składowych (87) znikają identycznie wewnątrz D. 
Wobec tego:
(88)
Ale i odwrotnie: jeżeli u należy wewnątrz dziedzi
ny (D) do klasy C2 i jeżeli wewnątrz (D) jest
(89)
to istnieje skalar x2, .z3), który wewnątrz (D) 
należy do C1 i zarazem taki, że jest wewnątrz (V):
(90) u = grad f.

Z (89) wynika bowiem, że wewnątrz D jest: 

(911.2,3)
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Z (91 x) otrzymujemy: 

gdzie <p jest na razie dowolną funkcją, która wew
nątrz D należy do C1; nadto punkt#;0 został obrany 
wewnątrz D. Stąd na mocy (912) wynika, że jest: 

a to na mocy (913) daje

i to daje oczywiście, że wewnątrz D jest 

więc:
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przyczem należy wewnątrz D do C1, a więc ist
nieje funkcja x(^3), która wewnątrz D należy do 
C2 i taka, że jest

Przeto jest 
/

Wykonywując różniczkowanie po prawej, otrzy
mujemy na mocy (911,2) natychmiast, że jest

*»

gdzie c oznacza stałą. Kładąc

łatwo stwierdzimy, że zachodzi (90).
§ 8. Pojęcie wektora w R3. Obecnie podamy 

ogólną (i abstrakcyjną) definicję wektora w Rz (t. zw. 
wektora swobodnego, przez co rozumiemy wektor 
o dowolnym początku). Zauważyliśmy w § 2, że 
wzory (2), (3) i (5) można dwojako pojmować. Otóż 
uważać je będziemy za przekształcenia trójorto- 
gonalnego prawego układu na takiż układ. I te 
przekształcenia tworzą grupę, czego tu dowodzić
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nie będziemy, bo rachunek będzie identyczny z ra
chunkiem str. 13 i 14.

Weźmy teraz pod uwagę układ Xi prawy i po
trójnie ortogonalny w jR3 i trzy liczby ux, u2, u3. Od 
układu Xi przejdźmy do układu xp zapomocą prze
kształceń (2), (3) i (5). Temu układowi przydzielmy 
liczby u* (i=l, 2, 3) przy pomocy wzorów (47). 
Twierdzimy, że w ten sposób każdemu prawemu i po
trójnie ortogonalnemu układowi w R3 przydzielili
śmy jednoznacznie uporządkowaną trójkę liczb u, 
(j= 1, 2, 3). By to wykazać, przejdziemy od układu 
xj* do prawego i potrójnie ortogonalnego układu 
Xt** przy pomocy wzorów (31) i (32). Wtedy liczby 
Mi* przejdą w liczby:

3
(92) u?* = 21 kfc Mfc* (i = 1, 2, 3).

fc=i
Ale od układu Xi możemy bezpośrednio przejść 

do układu a?,** przy pomocy wzorów (33), (34) i (35); 
wskutek tego Ui przejdą na liczby

3
Ui — Cik uk (i — 1, 2, 3).

Mamy wykazać, że jest
u/= Ui** 0=1, 2, 3).

Rzeczywiście (34), (47) i (92) dają:
3 / 3 \ ' 3

M i — bik I , Ukj Uj I--- M/y Uj — C{j Uj,
fc=l \/=l ' k,j

0 =1,2, 3), 
a to było do udowodnienia.

Otóż uporządkowaną trójkę liczbuj 0=1, 2, 3) 
nazywamy wektorem; liczby Ui miarami jego skła
dowych w układzie Xi, przyczem te miary w każdym
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układzie mają określone wartości tak, jak powyżej 
podano. Ze wzorów (47) wynika, że jest

\ Y Ui2 = \ S

co wykazuje, że lewa strona tej równości jest nie
zmiennikiem przy przekształceniach układu; nie
zmiennik ten nosi nazwę długości wektora u i jest 
równy: ,---------V»x«-

Uwaga. Uważając wzory (2) za wzory zmiany 
układu odniesienia (a więc punktowi x.i przydziela
jące nowe współrzędne), rozpatrywaliśmy wzory
(47),  jako przedstawiające w nowym układzie od
niesienia wektor, dany przez liczby (w;) w układzie 
Xi. Ale można wzory (2) rozważać, jako przekształ
cenie punktu na punkt a?;*, wtedy wzory (47) uwa
żamy, jako wzory, które z wektora (wtj wyprowadzają 
nowy wektor (u(*), powstały z pierwszego przez 
ruch (ckok) euklidesowy (2).

§ 9. Prędkość ruchu. Rozważmy dwa układy 
osi prawe i trójortogonalne: nieruchomy układ (stały) 

oraz ruchomy («=1,2,3). Dowolny punkt P 
niech ma współrzędne Xi, xf; między niemi istnieją 
związki (2), (3) i (5), nadto współczynniki fla 
(i = 1,2,3,1= 1, 2, 3, 4) niech będą funkcjami czasu 
t-, o funkcjach tych założymy, że należą do klasy 
C1 (na razie) w przedziale czasu [</, 6], gdzie a<Ó. 
Punkt P wobec układu ruchomego może mieć t. zw. 
własny ruch t. zn. jego współrzędne Xi nie muszą 
być stałe, będą na ogół funkcjami czasu, o których 
założymy, że należą też do C1 w [a, ój. Wobec tych
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założeń współrzędne x* mają na mocy (2) również 
ciągłe pierwsze pochodne w [a, d]. I jest:

(93)

Są to miary rzutów wektora prędkości punktu 
P na osie układu nieruchomego. Posługu
jąc się tabelką: 

(94) 

w znany sposób obliczmy miary i\, r2, v3 rzutów 
wektora prędkości punktu P na osie ruchomego 
układu; otóż jest na mocy (93) 

(95) (

Połóżmy dla skrócenia:

(96)

Stąd i na mocy (3) otrzymujemy:

(97)
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Kładąc w (95) kolejno j ~ 1, 2, 3 i korzystając 
ze wzorów (3), (96) i (97), uzyskujemy wzory:

(98)(98) v2 — + ?3 *1 —Pi xz + ś2;

ćZ cZ/.» . I Y
”3 = -^/ +Pl^l — + S3,

gdzie położyliśmy

Wzory (98) dają miary składowych wektora pręd
kości punktu P w kierunkach osi układu ruchomego. 
Jak widać — prędkość ta jest sumą geometryczną 
dwóch prędkości: jednej t.zw. własnej (o miarach 
składowych): (d%i: df)i drugiej t. z w. prędkości uno
szenia, zależnej więc od ruchu układu; ta ostatnia 
jest znów sumą geometryczną dwóch prędkości: jed
nej zależnej od translacji układu (miarami rzutów tej 
prędkości na osie ruchomego układu są £3)
i drugiej zależnej od obrotowego ruchu układu ru
chomego naokoło osi obrotu (przechodzącej przez 
początek układu ruchomego). Prędkość linjowa ru
chu obrotowego ma składowe o miarach: ^2^3—^3^2, 
^3^1—Pix3> Pix2—P2xii —jak wiadomo z § 5 — 
wektor ten jest równy wAr, gdzie w jest wekto
rem prędkości kątowej obrotu (o miarach składo
wych Pi, p2, P3 w kierunku osi a?i), a r = OP.

Oś (chwilowa) obrotu ma tę własność, że jej 
punkty mają prędkość (linjową) ruchu obrotowego
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równą zeru, a więc dla punktów osi obrotu ma być 
wAr = O; jeżeli założymy, że jest w 4= 0, to stąd 
dla osi obrotu otrzymamy równanie:
(100) ,

gdzie o jest parametrem zmiennym wzdłuż osi obrotu; 
(100) jest więc równaniem chwilowej osi (?) obrotu.

Wzory (98) można uzyskać przy pomocy me
tody wektorjalnej. O i O* oznaczają początek układu 
ruchomego i nieruchomego; niech P oznacza do
wolny punkt w P3. Niech r = OP, r*=O‘P; więc 
r*y== r-|- 0*0 = r-|- a4; niech e,-, e&* oznaczają jed
nostkowy wektor na osi a?,-, wzgL jednostkowy wektor 
na osi rrfc*. Wektor r rozłóżmy na składowe wzdłuż 
osi ruchomego układu; będzie tedy r.= ^Xiei, 

l 
a przy rozkładzie wzdłuż osi nieruchomego układu 

podobnie otrzymuje się a4 = jest więc

(Wektory e** są niezależne od czasu). Wykażemy 
teraz, że jest

Można to wykazać z powołaniem się na (3), bo 
= et X ale można to również wykazać bez

pośrednio. Jest bowiem e, = (et X e**) e** > stąd 
k
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(101)

Z powyższego mamy

Wzór ten określa wektor prędkości punktu P; 
wektor ten rzutujemy teraz na oś (ruchomego 
układu); miara tego rzutu będzie następująca: 

gdzie położyliśmy

(102)

Wzór (101) różniczkowany daje: Pij Pji — 0, więc

Nadto widać na mocy (96), że jest
(103) 
temsamem uzyskaliśmy wzory (98).

www.rcin.org.pl



I § 10 55

§ 10. Ruch śrubowy. Zajmiemy się obecnie sa
mym ruchem unoszenia; w tym celu załóżmy, że 
punkt Xi niema ruchu własnego, wobec czego wzory 
(98) redukują się do wzorów:
(104) Iri==^+^;r3—PA ^=li-\-PA—PA
k = ś3 + Pi —p2 ^i;

są to miary składowych prędkości v unoszenia 
w kierunku osi układu ruchomego, a więc:
(105) v = u-|-wAr,
przyczem u oznacza stały (t. zn. niezależny od a?,) 
wektor prędkości translacji. W każdym punkcie P(a?,) 
wyznacza (105) wektor v; (105) wyznacza więc 
w P3 pole wektorjalne, będące sumą dwóch pól: 
pola jednorodnego t. zn. utworzonego przez stały 
wektor (prędkości translacji) u i pola niejednorod
nego (pochodzącego od obrotu naokoło chwilowej 
osi (Z) (100) obrotu). Naogół wektor u ma kierunek 
różny od kierunku wektora w. Wykażemy, że pole 
wektora v można uważać za sumę dwóch innych 
pól: pola jednorodnego u' i pola niejednorodnego 
w'Ar' (pochodzącego od obrotu naokoło innej osi 
chwilowej (Z') z prędkością kątową w', nadto r' 
oznacza wektor od punktu na (Z') do P); przytem 
u' ma mieć kierunek osi (Z'), na której leży w. Ruch 
więc z prędkością v można uważać za wypadkowy 
z obrotu naokoło (Z') i translacji w kierunku (Z) — 
ruch jest tedy ruchem śrubowym o osi (Z'). Jeżeli 
to wykażemy, to pole wektorów prędkości v można 
uważać za pole prędkości pewnego ruchu śrubo
wego. To wysłowimy teraz w postaci twierdzenia. 
Zauważmy jeszcze, że u' jako wektor współkierun-
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kowy z w' można przedstawić w postaci u'=Xw', 
gdzie X oznacza skalar liczbowy.

Tw.1 Jeżeli w każdym punkcie P(iCj) przestrzeni 
P3 dany jest wektor u według (105), przyczem wek
tory u i w są stałe, a wektor w jest różny od 0, 
nadto r oznacza wektor, którego punktem począt
kowym jest punkt osi l (na niej leży w), a punktem 
końcowym jest punkt P, to istnieje jednoznacznie 
określona oś (Z'), równoległa do l i liczba X (nie
zależna od punktu P) tak, iż jest:
(106) uwAr = wArz + Xw, 
przyczem r' oznacza wektor o początku w M' na 
l', a końcu w P.

Dowód. Najpierw wykażemy, że w (105) po
czątek wektora r może być dowolnie przyjęty na 
(Z); rzeczywiście weźmy punkt M na l, wyznaczony 
przez wektor r*; ponieważ M leży na osi (Z), której 
równanie podaje wzór (100), więc istnieje stała o* 
taka, że r* = o* w i mamy: OP=OM-|-MP, 
a stąd w A r = w A OP = w A (O M MP) = 
= vv A (o*vv-|-MP) = w AMP, bo wAw = (l 
i temsamem przygotowawcza część wykazana. To 
samo odnosi się do (106); dla wektora r' można 
obrać dowolnie punkt początkowy na (/').

Wykażmy z kolei jednoznaczność przedstawienia
(106) t. zn.: jeżeli dla pewnych dwóch osi l i l' jest:
(107) wAr + X w = w' Ar' -j- X' w',
to (Zz) jest identyczne z (Z), w = w, X'=X.

1 Autor niniejszego podręcznika zaprojektował prosty 
model, który pozwala znaleźć oś (l') twierdzenia, gdy 
dane (Z), u i w.
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Pomnóżmy (107) skalarnie przez w; otrzymamy 
po łatwej przeróbce:

(a w — Xz w') X w = | w, w', rz |.
To zachodzi dla każdego punktu P; ale lewa 

strona nie zależy od położenia punktu P, więc 
i prawa od P nie zależy, zatem prawa ma stałą war
tość dla wszelkich punktów P\ jednak widoczne, 
że, gdy P leży na (Z'), to r' = 0 i prawa strona 
jest zerem; więc jest w całej przestrzeni:
(108) | w, wz, r'| = 0.

Twierdzimy, że stąd wynika, iż jest wAw'=0. 
Załóżmy bowiem, że jest w A w'*4= 0; ale (108) daje
(109) (wAw')Xr' = 0;
zaraz natrafimy na sprzeczność, biorąc punkt P 
tak, by kierunek M' P, (M' leży na l') był prosto
padły do w i wz; dla takich P istnieją więc liczby o 
takie, że r' = o (wAwz), a wtedy (109) daje c? = 0 
dla każdego P w podanym kierunku. Jest więc 
wAwz = 0, co wobec założenia w 4= 0 wykazuje 
istnienie liczby p. takiej, że w'=]iw czyli < V //1 
lub V schodzi się z l. Wobec tego (107) przyjmie 
postać:
(110) wAr-j-Xw = p wAr' + Xz p w,
a mnożąc to skalarnie przez w, otrzymamy: 
(X—Xz p.) (wXw)~0, skąd widać, że jest X—Xzp, 
bo w 4= Ó; a wtedy (110) daje
(111) w A (r — pr') = 0.
Jeżeliby było V // Z, to możnaby obrać P tak, iż 
(111) nie jest spełnione, bo dość obrać P na Z'. 
A więc Z' schodzi się z (Z).

Obecnie wykażemy, że równości (106) można 
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uczynić zadość. W tym celu przetnijrny l płaszczy
zną Jt _|_Z; niech M będzie punktem przecięcia. Wek
tor u rozłóżmy na dwie składowe: u' równolegle 
do (Z), u" w płaszczyźnie it; znajdźmy na n punkt 
Po taki, że u" -j- w Ar» — 0, [będzie to punkt prze
cięcia (f) z n]. Mnożąc tę równość wektorjalnie przez 
w, otrzymamy na mocy (71):_u" A w-p To (wXw)—

I 
wobec tego jest

(112)

i taki punkt Po istnieje i tylko jeden. Przez ten 
punkt Po prowadźmy nadto przyjmujemy
X w = u', a stąd X (w X w) —11 X w, a t° pozwala 
wyznaczyć X. Wykażmy, że w ten sposób jest (106) 
spełnione. Rzeczywiście mamy: 

(H3)

Ałe na mocy (73) jest 

(114)

Ale u"J_w, więc wXm" = 0, zatem (114) redu
kuje się do 

i wtedy (113) przechodzi na związek: 

c. b. d. u.
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Uwaga. Gdy u" = 0, to dany ruch jest już śru
bowym i wtedy (Z') schodzi się z (Z); zagadnienie 
staje się wtedy banalnem. —

Ze wzoru (106) otrzymamy X, mnożąc skalar
nie (106) przez w; uzyskujemy widocznie 

(115)
»Xw 

wX IV

[Przy tej wartości na X daje Xw składową wek
tora u w kierunku l tak, iż u — Xw daje składową 
wektora u w kierunku prostopadłym do Z.] Rów
nanie osi (Z') otrzymamy, kładąc r = o w w (106), 
wskutek czego wĄr'=0, a więc:
(116) u w Ar = X w,
gdzie X ma wartość (115). Równanie to umiemy 
rozwiązać (zob. § 5, wzór 70 ter), a mianowicie jest:

(117) —<7---- (W Au) 4- (5 w;wXw
jest to równanie chwilowej osi obrotu śrubowego 
ruchu unoszenia. Otrzymaliśmy więc ostatecznie 
(118) v = Xw4~wAr'.
Jest to przedstawienie pola wektora v w postaci 
wektora prędkości ruchu śrubowego.

Ruch ten może się redukować do „czystego*4 
obrotu t. zn. bez translacji, gdy X = 0 czyli na 
mocy (115), gdy:
(118 bis) uXw== 0,
co daje, że wektor u (o miarach składowych <4) 
jest zerowym wektorem lub niezerowym i wtedy 
prostopadłym do osi obrotu.
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Uwaga. metoda t. j. analityczna, której
się używa przy wykładzie zagadnienia o ruchu śru
bowym, opiera się na następującej uwadze. Załóż
my, że już ruch śrubowy został znaleziony; każdy 
więc punkt ma dwie prędkości, prędkość transla
cji u' w kierunku osi V obrotu i prędkość, pocho
dzącą z obrotu naokoło Z', a więc prostopadłą do u'; 
te dwie prędkości mają wypadkową, będącą prze
kątnią pewnego prostokąta, którego jeden bok —• u', 
tedy wektor wypadkowej prędkości ma długość 
większą od długości wektora u' naogół, gdyż wła
śnie dla punktów osi l' jest prędkość, pochodząca 
z obrotu, równą zeru, wobec czego punkty osi 
obrotu V scharakteryzowane są tem, że długość wek
tora wypadkowej prędkości (a więc też kwadrat 
tej długości) jest minimum. Ta właśnie uwaga po
zwala znaleźć i oś Z' i translację. Otóż kwadrat dłu
gości wektora v wynosi według (104): 

oś Z' obrotu to punkty (o?,-) o własności: 

co się wyrazi w ten sposób, że macierz 

jest rzędu lgo, a więc jest

(120)

(119)
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są to równania osi l', jeżeli jest: 

prosta l1 ma widocznie dostawy kierunkowe pro
porcjonalne do Pi. Oznaczmy przez %i° współrzędne 
dowolnie obranego punktu M' na l', to z ostatnich 
wzorów otrzymamy:
£1 = —.02 X3° +.03 r2% Ś2 = X Pi —P3X1 +P1X3°,

^>3==^’P3 Pi Xi° + Pi X1

i wskutek tego jest
(122) v1=kj91+p2(a?3—r30)—_p3(^2—^2°), • • •,
co odpowiada wzorowi (118). Czysty obrót (bez 
translacji równoległej do osi obrotu) będzie, gdy 
X = 0 czyli gdy

' 3

(123) Sp<^ = ^
i=l

Czytelnik z łatwością pozna na powyższem dwie 
wielkie zalety metody wektorjalnej: zwięzłość i przej
rzystość geometryczną.

§ 11. Nieruchome elementy. Powróćmy do 
pełnych wzorów (98) i załóżmy, że punkt P(^) 
jest nieruchomy. Ponieważ układ ruchomy zmienia 
swe położenie, więc współrzędne punktu P zmie
niają się; prędkość ruchu dla P jest oczywiście ze
rem; więc ty = 0 (/ — 1, 2, 3); ale i naodwrót, gdy 
Vj = 0 (j — 1, 2, 3), to prędkość punktu P jest ze
rem i przeto punkt P jest nieruchomym. Widoczne 
stąd, że na mocy wzorów (98), wykazaliśmy tw.: 
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przy poprzednio podanych założeniach o ruchu 
układu ruchomego warunek konieczny i wystar
czający, by punkt P był nieruchomym, polega 
na równościach:

(124)

+ Pi «3 — P3 ^2 + Ś1 = O,

H-^3^1—^i^3 4-Ś2 = 0,

4- ś3 = o.

Jeżeli ruch układu jest znanym t. j. jeżeli dane 
są (Pi, ś») (ż = 1, 2, 3), jako funkcje czasu, to (124) 
daje układ równań różniczkowych linjowych rzędu 
lgo. W przypadkach regularności układ całek tych 
równań zależeć będzie od 3 stałych np. od wartości 
rr/', a?2°, x.j' współrzędnych w chwili t — 0. Z warun
ków (124) będziemy nieraz korzystali w postaci 
specjalnej, zwanej warunkami Cesaro.

Niech z kolei będzie dany wektor w, którego 
składowe w kierunku osi Xi ruchomego układu mają 
miary Wi, należące do klasy C1, jako funkcje czasu 
w przedziale [a, 6] (a < b). Jest więc

(125)

Stąd:

(126)

3 
w = £ w i e,.

2=1

dw yl dwi
dl \ dt

Wektor, przedstawiony przez drugą sumę strony 
prawej, rozłożymy na składowe w kierunku osi Xi 
układu ruchomego. Możemy napisać
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Współczynniki tej sumy wyrazimy przez pij okre
ślone wzorem (102). W tym celu pomnóżmy ska 
larnie następujące wektory, rozłożone w kierunku 
osi Xi* układu nieruchomego przez siebie: 

będzie:

(128)

Wobec tego (127) daje:
(129) |

Wzór (126) daje tedy:

(130) j
Zastosujmy tu wzory (103), oraz równości pu—0; 

nietrudno zauważyć, że (130) przyjmie postać:
(131) | 

przyczem w* oznacza wektor prędkości kątowej 
obrotu ruchu unoszenia.
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Załóżmy teraz, że wektor w ma stałą długość 
i stały kierunek w przestrzeni RA t. j. w stosunku 
do nieruchomego układu, tedy lewa strona w (130) 
jest wektorem zerowym, wskutek czego otrzy
mujemy:

dw.
dl Pl u'i — Pi Wi = 0.

Są to równania różniczkowe, linjowe i jednorodne 
na miary wt składowych wzdłuż osi układu rucho
mego dla wektora w o stałym kierunku i stałej dłu
gości. Stałość długości wektora w wynika zresztą 
z (133) bezpośrednio, bo mnożąc (133) odpowiednio 
przez Wj, w2, w3 i sumując, otrzymujemy:

czyli

£ wd = Const.

= 0, co daje

Wzory (133) otrzymuje się zwykle na innej dro
dze. Wektor w, jako swobodny, przenosimy do po
czątku układu ruchomego, jako punktu początko
wego, punkt końcowy wektora ma wtedy współ
rzędne Xi — Wi w układzie ruchomym. Według (98) 
prędkość Vi początku wektora (a więc punktu Xi = 0t
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« = 1, 2, 3) jest Vi = Si; prędkość punktu końco
wego wektora = i=l, 2, 3) ma składowe

Otóż wektor w nie zmieni kierunku ani długości, 
gdy składowe prędkości obu końców wektora są 
sobie odpowiednio równe, a stąd otrzymuje się na
tychmiast (133).

Wzory (133) pozwolą nam wykazać tv.: jeżeli 
zachowamy poprzednie założenia o ruchu, jeżeli 
wektor prędkości kątowej w* ma miary składowych 
Pi, ^2, w kierunku osi ruchomego układu, nale
żące do C1 w [a, 6] i jeżeli oś chwilowa śrubowego 
ruchu unoszenia ma stały kierunek względem ru
chomego układu odniesienia, to zachowuje też stały 
kierunek względem układu nieruchomego (czyli 
w przestrzeni R3).

Dowód. Oś chwilowa śrubowego ruchu uno
szenia jest równoległą do osi chwilowej obrotu, 
a więc do wektora w*, którego składowe mają miary 
Pi, P‘i w układzie ruchomym, wskutek czego oś 
obrotu ma dostawy:

Pi

k

a więc równe miarom składowych jednostkowego
w* 

wektora ——■ ■__ w układzie ruchomym.
\ w* X

A. Hoborski: Teorja krzywych 1. 5www.rcin.org.pl
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Z założenia te dostawy są stałe, a więc, kładąc
Pi 

\ fc

(134) J 0 = 1, 2, 3),

mamy w, = Const. Weźmy wektor w o miarach skła
dowych (134) w układzie ruchomym i obliczmy dla 
niego pochodną geometryczną według wzoru (131). 
Ponieważ jest Wi = Const, nadto:

więc w*Aw = 0, przeto jest: 

wektor w jest więc stałym w/i3, c. b. d. u.
Zwykle podawany dowód tego twierdzenia ma po

stać następującą (dość instruktywną). Przyjmujemy 
układ ruchomy tak, iż oś chwilowa schodzi się z osią 
a?3, więc dostawy osi obrotu są (0, 0, 1) względem 
układu ruchomego, przeto state. Oś obrotu ma więc 
równanie oc1 = 0, #2 — 0 (x3 dowolne), ale ona ma 
równanie (120), więc Pi=Pz = 0, 5i = Ś2 — 0, a że 
w* =y 0 z założenia, więc p3 4= 0. Wzory (98) przyj- 
mą więc postać:

(136)

Weźmy wektor jednostkowy AB, stale równo
legły do osi obrotu, a więc do osi £Cd, przyczem 
punkt A ma być nieruchomym w R3. Wykażemy, 
że i B jest nieruchome w R3. Rzeczywiście, niech A 
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ma współrzędne z2, x3), to B ma współrzędne 
(a?x, a?2, x3 -f- 1)- Punkt A ma składowe prędkości 
(136) i te z założenia są zerem, bo A jest punktem 
nieruchomym, a więc

(137

Dla punktu B prędkość ma według (136) te same 
składowe i va, a więc równe zeru według (137), 
składowa trzecia v3 wynosi: 

jest więc też równa zeru. Czyli punkt B jest też 
nieruchomym, co dowodzi, że oś obrotu ma stały 
kierunek w ^3-

Rozdział II.

Elementy pierwszego rzędu.
§ 1. Punkty wielokrotne krzywej C, Rozważ

my krzywą C z I § 1 (a więc rzeczywistą i przed
stawioną przy pomocy rzeczywistego parametru), 
spełniającą (Z, 1) w [a, &], nadto taką, że:

Założenie (Z*, 1): macierz

(1)
jest rzędulub macierz I

lgo w [a, &].
Posługując się wektorjalnem równaniem krzywej: 

(2)
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możemy {Z*, 1) wyrazić w sposób następujący: 
wektor:
(3) |

Wykażemy pewne własności krzywej C, z których 
później skorzystamy.

Niech będzie t0 liczbą o własności 
liczbę t0 nazywamy „punktem* pojedynczym (jed
nokrotnym) krzywej C w [«,&], jeżeli równania

(4)
nie posiadają w [o, 6] rozwiązania na t różnego od t0. 
W przeciwnym razie punkt t0 nazywamy wielokrot
nym w [a, ó], a nawet nieskończenie wielokrotnym, 
w t61, H gdy równania (4) mają nieskończenie wiele 
różnych rozwiązań w [a, 6].

Tw. 1. Jeżeli C spełnia (Z, 1) z {Z*, 1) w [a, ó] 
i jeżeli b, to można znaleźć taki przedział
[a', b'], że punkt Mo (Q jest pojedynczym w [a', &']; 
przytem ma być:
(5)
(6)
(7)

Dowód. Załóżmy, że jest a < t0 < b i że tw. nie 
jest słuszne; wtedy istnieje ściśle monofoniczny ciąg 

o granicy t0 i taki, że jest (4) spełnione dla t = . 
Kładąc cpt- (0 = (/) — Xi (t0), mamy cp; (fv ) = 0,

skąd na mocy tw. Rollego wynika, 
że istnieją trzy ciągi liczb //, //', takie, że:
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co w granicy daje: 

<p/(Q=0 (z = 1,2,3) czyli =0 (*=1,2,3),

a to jest sprzeczne z (^*, 1). Podobnym jest do
wód, gdy a = t0 lub b = t0.

Tw. 1 można nadać następującą postać:
Tw. 2. Jeżeli krzywa C spełnia (2T, 1) z {Z*, 1) 

w [«,&], to dla każdego punktu 3/0 (/0) krzywej C 
można znaleźć luk, zawierający Mo i taki, że się 
daje jedno-jednoznacznie odwzorować na odcinek 
prostej, a więc jest tukiem Jordana.

Zarazem z powyższego dowcfdu widoczne, że 
przy założeniach (Z, 1) i (Z*, 1) nie może żaden 
punkt krzywej C być nieskończenie wielokrotnym.

§ 2. Styczna do krzywej C. Załóżmy, że C 
spełnia (Z, 1) i (Z*, 1) i weźmy na niej punkt 
X,(6>); na mocy tw. 1 z § 1 istnieje przedział [a', &'] 
na t taki, że a' <b', a' ^.t0^.b’ i taki, że gdy 
a t =]= t0, to punkty J/o, -3f(0 są różne
od siebie i przeto wyznaczają prostą t zw. sieczną. 
Nadamy jej kierunek następujący: gdy t=d0-\-h<J0 
czyli h < 0, to sieczna ma mieć kierunek od do 
X;, gdy zaś h > 0 (czyli £>£0), to sieczna ma 
mieć kierunek od do gdy więc h < 0, to 
sieczna ma kierunek zgodny z kierunkiem wektora 
MM0, gdy zaś h > 0, to zgodny z kierunkiem wek
tora MUM. Zamiast tych wektorów wyznaczymy 
wektory jednostkowe (t. zn. o długości = 1) i zgod
nie skierowane z tamtymi, koizyść stąd będzie na
stępująca: miary składowych tegoż wektora jed
nostkowego w kierunku osi układu odniesienia będą 
identyczne z dostawami kierunkowemi sieczmej skie-
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rowanej. Aby uzyskać wektor jednostkowy, trzeba 
wektor M Mo (h < 0) lub Mo M (h > 0) podzielić 
przez jego długość. W tym celu, oznaczmy przez 
r0, r wektory wyznaczające punkty M0,M w myśl 
wzoru I 43; wtedy jest MM0=r0—r, M0M=r—r0, 
długość tych wektorów jest równa V(r—r0)X(r—r<>)- 
Wobec tego jednostkowy wektor będzie 

(81,2)

wyrażenia te przekształcimy, dzieląc licznik i mia
nownik tych wyrażeń przez h\ ale w (8X), ponie
waż h < 0, dzielimy mianownik przez h — — \/ h2, 
bo —\h\ ; w (82), ponieważ h > 0, dzielimy 
przez /i = \J Tak (8X), jak i (82) w ten sposób 
przekształcone dają ten sam wynik na jednostko
wy wektor współkierunkowy z sieczną skierowaną:

j ... r —r0(9) —........ --■> gdzie m =----------
V m X m

Rzuty wektora (9) na osie układu mają miary 
równe dostawom kierunkowym siecznej skierowa
nej (jak powyżej). Z założeń (Z, 1) i (Z*, 1) wy
nika, że wektor (9) ma granicę, gdy h -> 0 i gra
nicą jego jest wektor: 

(10) -7=-^-, gdzie
vPoXPo

wektor p0 jest geometryczną pochodną wektora r 
w punkcie /0; wektor (10) jest znów jednostko
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wym. Weźmy prostą przez Mo, na której leży wek
tor (10) i skierujmy ją jak wektor (10); tę oś na
zywamy styczną do C w Mo, skierowaną w kie
runku wzrostu parametru t (ostatnia część nazwy 
będzie poniżej (II § 5) wyjaśniona). To, co uzyska
liśmy obecnie w punkcie t0, możemy uzyskać w do
wolnym punkcie t przedziału [a, &], a więc utwo
rzyć wektor (10), który dla dowolnego punktu M 
krzywej C oznaczymy przez 1 bez obawy o dwu
znaczność; jest więc:

(11)
1

t——X2~P\pXp
Miary składowych tego wektora w kierunku osi

jeżeli przez ax, oc2, a3 oznaczymy dostawy kierun
kowe stycznej, skierowanej w kierunku wzrostu 
parametru t, to jest a, = Ą; dostawy te oznaczać 
będziemy także przez a, 3, y, wtedy:
(13) a = a1 = f1, p=z«2 = /2, y = a3 = /3,
gdy osie układu są oc, y, z; wtedy jest również:
(U) PXP = S(~)\

przyczem >9 oznacza poniekąd „znak sumowy“, 
gdyż oznacza, że x zastąpić należy przez y, potem 
przez z tak, iż jest:
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Z określenia dostaw wynika, że jest
3

(16) a24-p24 y2==1) 2'«i2=l,
1=1 

czyli
(17) tXt = l-

Wektor t nazwiemy jednostkowym wektorem 
stycznym; jego początek leży w punkcie styczno
ści z krzywą C t. j. w punkcie Al (t). Uzyska
liśmy więc tw.: jeżeli C spełnia (X, 1) i {Z*, 1), 
to w każdym punkcie Al istnieje jednostkowy wek
tor styczny do C, leżący na stycznej do C w punk
cie Al i zgodnie skierowany ze styczną. Ze wzorów 
(12) i (13) otrzymujemy:

(18) dxi = Oi \p x P dt G =l, 2, 3),
co wykazuje, że jest proporcjonalne do oą, a więc 
punkt (jCi -f- dXj) leży na stycznej do krzywej; liczby 
dXi są miarami składowych wektora dr, który leży 
na stycznej; mamy bowiem z (11):

(19) rZr = tvpXP dt, 
co zastępuje trzy wzory (18).

W powyższy sposób z pomiędzy nieskończenie 
wielu osi przez Al0 uzyskaliśmy jedną — wyróżnioną 
t. j. styczną; podobnie z pomiędzy nieskończenie wielu 
wektorów jednostkowych o początku w AIU zdoła
liśmy jeden wyróżnić t. j. wektor t0 (t. zn. wektor 
t w AI0). Wykażemy, że wyróżnienie to jest nie
zmiennicze wobec grupy ruchów euklidesowych. 
W tym celu krzywą C poddajmy dowolnemu rucho
wi euklidesowemu; otrzymamy krzywą C* z krzy
wej C; punkt Af0 przejdzie w AI„* na C*; będzie
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on należał do wartości t0 na parametr (gdyż para
metru teraz nie przekształcamy!). Równanie krzy
wej C* będzie dane przez równanie I 65, gdzie 
r = r (/) jest równaniem krzywej C. Wektor t0, na
leżący do Mo, przez ruch przejdzie w wektor 'to*, 
określony wzorami analogicznemi do wzorów I 47; 
napiszemy je w postaci wektorjalnej:

Wykażeiny najpierw, że założenia {Z, 1) i (Z*, 1) 
są spełnione dla C*. Że (Z, 1) jest spełnione dla 
0*, to widoczne z postaci linjowej przekształcenia 
I 65 o współczynnikach, niezależnych od parame
tru t. Nadto z I 65 wynika:

(20)
3

,to*=2'(aJ Xto) e£.
i=l

(21)

Aby wykazać, że C* spełnia też (Z*, 1) obli
czymy kwadrat długości wektora (21). W tym celu 
zauważmy, że jest

(e<X«*) =

(22)

Ale wektory a, (ż = l, 2, 3) są takie (str. 31), 
że można napisać:
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więc stąd 

a stąd i z (22) wynika, że 

(23) 

a ponieważ prawa strona, jako kwadrat długości 
wektora dr.dt jest z założenia 4= 0, więc tw. udo
wodnione. Wobec tego stosując powyższe tw. o jed
nostkowym wektorze stycznym do C* w Mo*, ma
my na mocy (11), (21) i (23): 

gdzie położyliśmy

(25)

i korzystaliśmy z tego, że (23) wyraża, iż p* X P* ~ 
= PXP- Wzory (20) i (24) dają natychmiast, że 
(26) 't0* = t0*.
A więc jednostkowy wektor styczny w J/o do C* 
można uważać za wektor powstały z wektora t0 
przez ten ruch euklidesowy, który z C dał C*.

Wyróżniliśmy więc w sposób niezmienniczy 
względem grupy ruchów euklidesowych jednostko-
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wy wektor styczny i styczną skierowaną dla każ
dego punktu krzywej, spełniającej (Z, 1) i (Z*, 1).

Podajmy wreszcie równanie stycznej do krzy
wej w punkcie w postaci wektorjalnej będzie 
ono brzmiało w następujący sposób:
(27) R = r-j-crt,
gdzie R oznacza wektor, wyznaczający bieżący 
punkt na stycznej, o oznacza parametr zmienny 
wzdłuż stycznej; z (27) wynika postać analityczna 
równania stycznej:

Xi = Xi-\- a a.i (i= 1, 2, 3)

iubP=*+oa’T=y+of3’
Postać (27) łatwo otrzymać; niech bowiem P 

oznacza punkt bieżący na stycznej, to wektor MP, 
leżąc na stycznej wyrazi się przez t t. zn. istnieć 
będzie skalar o taki, że MP = ot; jeżeli O ozna
cza punkt początkowy wektorów, wyznaczających 
położenie punktów w P3, to R = OP=OM-|~ MP, 
co daje (27).

§ 3. Łuk1 krzywej C. W I § 3 wskazaliśmy 
na to, że można w dość dowolny sposób zmieniać 
parametr t. Obecnie chodzić nam będzie o to, by 
jeden z parametrów wyróżnić i oczywiście w spo
sób niezmienniczy.

O krzywej C załóżmy, że spełnia w [«, ó] za
łożenia (Z, 1) i (Z*, 1), wskutek tego jest p Xp>0, 
gdzie p określono, jak w (11), nadto ten iloczyn

1 Przyjmujemy, że czytelnik zapoznał się z elemen- 
tarnemi zagadnieniami o łuku krzywej. Zob. A. Hoborski: 
Wyższa Matematyka. Cz. I (1928). 
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skalarny jest funkcją ciągłą w [a, Z>], Biorąc a^.t0 b 
i dowolnie obierając stałą s0, określmy funkcję s 
parametru t przez równość:

(29) <

Funkcję s, widocznie należącą do C1 w [a, ó], 
przyczem jest

nazwiemy tukiem krzywej C, liczonym u) kierunku 
wzrostu parametru i z wartością początkową s0 
w punkcie Mo (t0); gdy nie będzie obawy o nieporo
zumienie, nazywać ją będziemy krótko łukiem. Ponie
waż pochodna łuku względem t na mocy (30) jest 
dodatnią w [ff, S], więc s jest funkcją rosnącą w [n, &] 
i mianowicie rośnie od wartości sa do sb, gdzie jest

Wobec tego można związek (29) odwrócić, a więc 
t uważać za funkcję łuku s:
(32) t = Ąr(s),

przyczem >|r (5) należy do C1 w przedziale [$a, $&], 
nadto jest
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(33)

i jest a < (.s) < b, gdy sa < s < sb. Stąd wynika,
że równanie wektorjalne I 43 krzywej C możemy 
przepisać pod postacią:
(34) r = r (4r (s)) = f (s).

Wyróżniliśmy temsamem jeden z parametrów dla 
krzywej C; wykażemy, że to wyróżnienie jest nie
zmiennicze względem grupy ruchów euklidesowych. 
Przyjmując oznaczenia poprzedniego paragrafu, mo
żemy według powyższego określić dla C* łuk, li
czony w kierunku wzrostu parametru t z wartością 
początkową s0 w punkcie Mn*; będzie nim funkcja

t

to

co na mocy (23) i (29) daje:

s* — vo_|_ <pXP dt = s,

a więc punktowi M* (/) przypisać trzeba wartość s* 
równą wartości s, którą przypisaliśmy poprzednio 
punktowi M (/), przyczem właśnie punkt M(t) prze
szedł w punkt M*(t) przez rozważany ruch. Tem
samem wykazaliśmy niezmienniczość łuku 1 wzglę
dem grupy ruchów euklidesowych.2

1 Łuk ts jest t. zw. niezmiennikiem całkowym grupy 
ruchów euklidesowych dla krzywej.

2 Inny parametr niezmienniczy zdefinjował Fróchet, 
zob. Journal Liouville’a, 1925, str. 281- 297.www.rcin.org.pl
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Uwaga. Z określenia łuku s wynika, że 
skąd otrzymujemy

jeżeli wprowadzimy wektor dr o składowych z mia
rami dzi, wzgl. dz, dy, dz. Wykazaliśmy, że dla 
C* jest

czyli ruch euklidesowy nie zmienia kwadratowej for
my różniczkowej S dz2 = dz2dy2dz2. Oczy
wiście powstaje zagadnienie znalezienia wszystkich 
przekształceń punktów przestrzeni

dla których jest

dla których więc forma S dz2 jest niezmiennikiem. 
Ze względu na znaczenie kwadratu ds2 nazwano 
takie przekształcenia przekształceniami kongruencji 
(przystawania). Jeżeli założymy, że funkcje <p, \
należą do klasy C2, to wykazuje się, że są linjo- 
wemi funkcjami zmiennych z,y, z i że jest:

przyczem zachodzą związki I 3; a więc otrzymu
jemy, biorąc Zi (i = 1, 2, 3) zamiast z, y, z, wzory
I 2 z tą jednak różnicą, że wyznacznik I 4:

Uwidocznimy teraz korzyść, jaka wynika z wpro-
www.rcin.org.pl
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wadzenia luku, jako parametru. Otóż mamy na 
mocy (11) i (33)

(35)

co dla 
daje:

dr dr dt  p _
ds dt ds \pXp

układu osi ortogonalnych #i, wzgl. y, z

(36) 

a stąd
dxV

(37) .

Jeżeli krzywa C spełnia (Z, 1) i (Z*, 1), to po
siada określony łuk s, taki, iż są spełnione wzory (37).

Zbadajmy jeszcze, czy łuk krzywej zależy od 
parametru, przy pomocy którego krzywa jest przed
stawiona. W tym celu, nawiązując do I § 3, prze
kształćmy parametr t na t*‘.
(38) t = v(t*\

Ponieważ wymagać będziemy, by krzywa C speł
niała odnośnie do t* założenia analogiczne do [Z, 1) 
i (Z*, 1), więc przekształcenie (38) będzie musiało 
spełniać pewne warunki, a mianowicie: 1) funkcja 
9 (<♦) ma należeć do klasy C1 w przedziale [a*, 6*]; 
2) gdy to ma być a 'p (t*) b;
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3) pochodna ma w [a*, ó*] spełniać nierówność:

(39) =t= °-

A ponieważ ta pochodna jest ciągłą, więc w [n*, &*] 
jest stałego znaku; połóżmy:

(40) sgn

Wprowadźmy nowy wektor:
, . , dr dr dq> dq>(4!) p ___ = ______

jeżeli t0 = cp (t0*). Mamy więc
(42) s* = es-[-(.%* — e.%) (e= + l).

Jeżeli więc 5 jest łukiem krzywej C, to zbiór 
wszystkich funkcyj, które są łukami krzywej C, składa 
się z funkcyj kształtu e5-j-Const, gdzie e = ± 1, 
a stała jest dowolną. Że każda z tych funkcyj jest 
łukiem, to widoczne stąd, że możemy przyjąć nastę
pujące przekształcenie parametru: f = ef* (e = 4;l), 
gdyż ono spełń a powyżej podane warunki; wtedy 
otrzymamy (42), co temsamem twierdzenie wyka
zuje. Widzimy tedy, że wprawdzie łuk nie jest nie-

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



II § 4 81

zmiennym przy zmianach parametru, ale zmienia 
się w sposób określony i prosty.

Zauważmy dalei, że na mocy (37) jest

Stąd zarazem wynika, że jednostkowy wektor 
styczny i styczna mogą zmieniać kierunek przy 
zmianie parametru; mamy bowiem 

(43 bis)

Wykażemy odwrotne tw.: jeżęli krzywa przed
stawiona jest parametrycznie przy pomocy para
metru o: r = r (o) i jeżeli r (o) spełnia {Z, 1) i (Z*, 1) 
w przedziale [ox, o2] (t. zn. miary składowych wek
tora r (c>), jako funkcje parametru cj spełniają (Z, 1) 
i (Z*, 1) w przedziale [ox, o2]) i jeżeli w [ox, <%] jest 

(44) 

to o jest tukiem krzywej. Na mocy założenia istnieje 
luk s i jest s = X (°), przyczem funkcja \ (o) ma 
pochodną w [c^, o2] dodatnią. Z (373) i (44) wy
nika, że jest 

a stąd wynika: ds = -f do i s = + o -|- s0, c. b.d.u.
§ 4. Płaszczyzna normalna. Oprócz stycznej, 

jednostkowego wektora stycznego i luku, wprowa
A. Hoborski: Teorja krzywych I. fiwww.rcin.org.pl
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dzimy jeszcze jeden element rzędu lgo (t. zn. za
leżny od pochodnych rzędu pierwszego), a miano
wicie płaszczyznę normalną.

Płaszczyzną normalną krzywej C, spełniającej 
(Z, 1) i (Z*, 1) w punkcie M nazywamy płaszczyznę 
przez M i prostopadłą do stycznej w M do C. Znaj- 
dziemy jej równanie. Niech P oznacza dowolny 
punkt tej płaszczyzny, niech OP — R wyznacza po
łożenie punktu P; niech OM = r wyznacza punkt 
M krzywej C; wtedy wektor MP = R— r leży na 
płaszczyźnie, a więc (o ile jest 4= 0) jest prostopa
dłym do wektora t, stycznego w M do C, a więc jest:
(45) 
punkt 3/ widocznie spełnia to równanie, które przeto 
jest równaniem płaszczyzny normalnej. W układzie 
Kartezjusza przyjmie to równanie postać:

(46)

a że jest

(47)

więc (46) przep sać można w postaci:

(48)

Nietrudno zauważyć, że płaszczyzna normalna 
została określona niezmienniczo względem grupy 
ruchów euklidesowych. Niech bowiem krzywa C 
przejdzie w krzywą C* przez ruch, M w M*; wek
tor t — jak już wiemy z § 2 — przejdzie w wek-
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tor t*, styczny do C* w iW*, płaszczyzna jt nor
malna do C w prostopadła do t, przejdzie w pła- 
szczynę k*, prostopadłą do t* i przechodzić będzie 
przez M*, bo ruchy euklidesowe zachowują kąty; 
przeto n* jest płaszczyzną normalną do C* w JZ*, 
a o to właśnie chodziło. Wyróżniliśmy więc w spo
sób niezmienniczy względem grupy ruchów eukli- 
desowych płaszczyznę, przechodzącą przez punkt 
krzywej.

§ 5. Położenie punktów krzywej wzglę
dem stycznej i płaszczyzny normalnej. «) Jak 
wiemy z II § 1 żaden punkt krzywej C, spełnia
jącej (Z, 1) i (Z*, 1) w [a, b] nie może być nie
skończenie wielokrotnym. Jeżeli więc a t0 b, 
to równanie [a właściwie układ 3 równań!]:
(49) r (0 = r0 (r0 = r (/<>))

ma skończoną ilość rozwiązań na t w przedziale 
[«, &]; niech =f= t0 będzie rozwiązaniem dla (49), 
a więc r (0) =r0, ale takiem, że między t0 i 0 nie 
ma rozwiązania równania (49). Określmy funkcję 
(będącą skalarem): F(t) = (r (0 — r0) X (r (0 — r») 5 
będzie to kwadrat długości cięciwy, łączącej punkty 
krzywej 2f0(/0), M(0. Mamy #(to)=0, nadto

Gi) — 0. Ponieważ F(t) należy do C1 w [a, &], 
więc na mocy tw. Rolle’go istnieje liczba za
warta między t0 i 0 taka, że jest:

(y=(rW-^)Xr'(y=0

Związek ten ma prostą interpretację. Jeżeli -V2, Pi 
oznaczają punkt M(t2) i styczną w do C, to
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(50) wyraża, że istnieje na C punkt taki, iż jest 
Mo M3\_p2. Tę własność wyrazimy jeszcze w inny 
sposób: rozważmy płaszczyznę ir2 normalną do C 
w _Zlf2; jej równanie ma postać-

(51)

i kładąc R =r0, przekonywamy się na mocy (50), 
że (51) jest spełnione, a więc punkt Mo leży na 
płaszczyźnie normalnej punktu Jf2.

&) W punkcie Mo weźmy styczną p0 do C; p0 
ma równanie:

(52)

Załóżmy, że krzywa C ma punkt różny
od Mo {to), wspólny z p0 i wyciągnijmy stąd wnio
ski. Założenie nasze wyraża, że równanie (układ 
3 równań!):
(53)

ma rozwiązanie na skalar o. Wprowadzamy dalsze 
założenie, że krzywa C spełnia (Z, 2) w [a, &], wo
bec tego możemy użyć rozwinięcia Peany (aż do 
wyrazów rzędu 2g0), a więc (53) przyjinie postać 

czyli
(54)
przyczem wektor a ma własność następującą: a -*0, 
gdy Warunek (54) wyraża prosty związek
między trzema wektorami r</, r0", a. Mnożąc (54)
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wektorjalnie przez r0', (ponieważ jest ro'Aroz — 0) 
otrzymujemy

(55) 
bo z założenia jest /3 A t0. Związek (55) pozwoli 
nam udowodnić twierdzenie, z którego skorzystamy 
w rozdz. III. W tym celu wprowadzimy założenie:

(Z*, 2) macierz czyli

jest iv [a, &] rzędu 2,JO czyli wektorjalnie:

2)

Zauważmy, że gdy krzywa C spełnia (Z*, 2), to 
także spełnia (Z*, 1) czyli (Z*, 1) wynika z (Z*, 2).

Tw. Jeżeli krzywa C spełnia (Z, 2) i (Z*, 2) 
w [a, jeżeli ciljjtośj.b i p0 oznacza styczną do 
( w punkcie Mo (t0), to istnieje liczba A > 0 taka, 
że żaden punkt M(t) krzywej o własności: 
t0 — A <3 -C o + A, t 4= t0 nie leży na p0.

Dla dowodu niewprost załóżmy, że mimo przyję
tych założeń liczba A o podanej własności nie istnieje 
dlatego, że w dowolnej bliskości punktu t0 istnieje 
punkt krzywej, leżący na p0, czyli istnieje nieskoń-
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czony ciąg liczb w [a, ó], różnych od t0 i takich, 
że t^to, gdy v -> oo, nadto takich, że każdy punkt 

leży na p0’, na mocy powyższego istnieje 
wektor a (/) o własności a {tt) -> 0, gdy v -»• oo i (zob. 
(55)): r„'A[r." + a(QJ = 0,

co w granicy daje ro'Ai’o" = 0, a to jest sprzeczne 
z założeniem (Źf*, 2). Temsainem tw. udowodnione.

c) Nasuwa się pytanie, czy prosta p0 (powyżej 
rozważana) [niekoniecznie oś] może być styczną do 
C jeszcze w innym punkcie t krzywej C. Otóż wy- 
każemy tw.: jeżeli krzywa C spełnia {Z, 2) i (Z*, 2) 
w [a, b], to na żadnej prostej nie może leżeć nie
skończenie wiele punktów styczności tej prostej 
z krzywą C.

Tw. to wyniknie z ogólniejszego tw.: jeżeli krzy
wa C spełnia {Z 2) i [Z*, 2) w [a, Z>], to na żad
nej prostej nie leży nieskończony zbiór punktów 
M (t) krzywej C.

Dla dowodu nie wprost załóżmy, że istnieje pro
sta p o równaniu R = a -f- o b (gdzie b =f= 0) taka, 
że krzywa C ma z p nieskończenie wiele punktów 
wspólnych; punkty te na mocy założenia o C two
rzą ograniczony zbiór punktów, który przeto musi 
mieć przynajmniej jeden punkt skupienia; ten punkt 
skupienia z powodu ciągłości r (l) należy do C i ozna
czyć go przeto możemy przez M0(t0); ze zbioru 
punktów wspólnych krzywej i prostej 79 można wy
brać ściśle monofoniczny ciąg liczb /7 o własności 

gdy v->oo. Punkty J/7(/v) i punkt Mo (lj) 
leżą na prostej p, a więc istnieją liczby c>7, o() 
takie, że jest:

r (f7) = a —(- b , r0 a —|— b;
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stąd wynika, że jest
r (i ) — r0 = (tfv — g0) b,

a rozwinięcie Peany aż do wyrazów rzędu 2g0 daje 
po podzieleniu przez 4— t0 4= 0: 

(55 bis)

K — to

2 [ro" + ej =

przyczem c7->0, gdy v-*co. Ponieważ lewa strona 
w (55 bis) ma granicę, gdy v-*x>o, to ją także po
siada prawa strona, a że b 4= 0, więc istnieje liczba 
70 taka, że jest w granicy dla v-> co : r(/ — l0 • b, 
a to wstawione w (55 bis) i po podzieleniu przez 
t, — to daje:

* 7 ^0

ponieważ lewa strona ma granicę (= r<>") dla v-*co, 
więc prawa strona ma granicę; a ponieważ jest 
b 4= 0, więc istnieje liczba m0 taka, że jest (w gra
nicy dla v->co): r0"—mob. Wobec tego jest

A rZ = to b A w0 b = 0,
a to jest sprzeczne z założeniem (Z*, 2).

Wobec tych twierdzeń na każdej stycznej może 
leżeć tylko skończona ilość punktów styczności 
z krzywą. Styczną, która ma z krzywą więcej niż 
jeden punkt styczności, nazwijmy1 styczną (A). 
Nasuwa się zagadnienie, czy zbiór stycznych (?ł)

1 Nie nazywamy jej wielokrotną, gdyż termin ten co 
innego znaczy.
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może być nieskończonym. Zagadnienie to zostało 
rozwiązane1 dla krzywych, spełniających {Z, 2) 
i (Z*, 2) w [a, &].

Odnośnie do stycznych zrobimy jeszcze uwagę 
następującą: wiemy, że dla krzywej, spełniającej 
(Z, 2) i (Z*, 2) nie może nieskończenie wiele stycz
nych schodzić się z jedną prostą; można jednak 
udowodnić dalsze tw.: jeżeli krzywa, spełnia {Z, 2) 
i (Z*, 2) w [a, &], to nie posiada nieskończenie wielu 
stycznych do siebie równoległych.

Dowód (niewprost) szkicujemy. Załóżmy, że ist
nieje ciąg t.,-*-to o własności r'(Zv) =pv r0', stąd 
r' (Ż J—r0' = (p.v— 1) ro',a więc (Zv—Zo) [r0"-ł-av]= 
= (p.v—l)r</, skąd już łatwo wykazać, że być 
musi To'A To" = 0 wbrew (Z*, 2).

d) Zbadajmy teraz, czy krzywa ma prócz M„ (Z„) 
punkty wspólne z płaszczyzną normalną n0 do C, 
a należącą do Mo. Odpowiedź na to pytanie daje na
stępujące tw.: jeżeli krzywa C spełnia (Z, 1) i (Z*, 1) 
m [a, &], to dla każdej liczby l0 o własności a^.l0^.b 
istnieje liczba 51>0 taka, że żaden punkt M (Z) 
o własności a Z b, t0 — Z 
nie leży na płaszczyźnie normalnej do C w M„ (t0).

Dla dowodu niewprost załóżmy, że istnieje ciąg 
Zn ściśle monotoniczny i taki, że jest Z„ >- Z(>, gdy 
n -* oo i że punkty M (tn) leżą na ?r0, a więc r (Z„) 
spełniają równaniepł.Jt0; równanie (R—r0)Xr</=Ó 
będzie przeto spełnione dla R = r (Zn) czyli będzie:

(r (ZM) — r0) X r0' = 0.

1 Zob. S. Gołąb: Uber ausgezeichnete Tangenten 
einer regularen Kurve. Math. Zeitschrift t. 30 (1929) str. 
754—760.
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Stosując tu rozwinięcie Peany aż do wyra
zów rzędu lg0, otrzymujemy po podzieleniu przez

przyczem an -> 0, gdy n -* oo; przechodząc do gra
nicy dla n-+oo, otrzymujemy stąd:
co orzeka, że wektor r0' ma długość zerową, a to 
jest sprzeczne z założeniem i

Tw. Przy zatożeniach i oznaczeniach poprzed
niego tw. i dodatkowern założeniu a<it0<ib można 
liczbę Ó1 > 0 poprzedniego tw. tak skrępować, że 
punkty M (t) o własności 
leżą po przeciwnej stronie płaszczyzny x0, niż punkty 
M (/) o własności

Rzeczywiście, wstawiając rozwinięcie Peany 
r (/) = r0 4- (/ — f0) [roz —|— a] za R w lewą stronę 
równania (R—r0)Xr</ = 0 płaszcz. n0, otrzymamy:

Znak tego wyrażenia przy dostatecznie małem 
z powodu a->0 (gdy ł-+i0) zależy od znaku czyn
nika (t—10). Temsamem tw. udowodnione.

Uwaga 1. W przypadkach, kiedy t0 = a lub 
t0 — b, a pominiętych w ostatniem twierdzeniu, od
powiedni łuk krzywej leży cały po jednej stronie 
płaszczyzny ir0, co łatwo wynika z poprzedniego 
wywodu.

Uwaga 2. Odwzorujmy łuk krzywej od Af(Z0— 
do AZ (t0 6j) na styczną w sposób następujący:
równanie stycznej przyjmijmy w postaci R=r04-<Jr0', 
a równanie krzywej: R — r0 (t0 -|- o) i te punkty 
stycznej i krzywej uważajmy za sobie odpowiadające, 
które na stycznej i krzywej odpowiadają tej samej
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wartości na o; punkty stycznej i krzywej, sobie od
powiadające, a dość bliskie Mo, leżą po tej samej 
stronie pł. Jt0, nadto, gdy o wzrasta, to punkt na 
stycznej porusza się w kierunku, przyjętego w II § 2, 
skierowania stycznej i tern się tłómaczy nazwa: 
styczna skierowana w kierunku wzrostu parame
tru l.

c) Tw. Jeżeli krzywa r = r (Z) spełnia {Z, 3) 
i (Z*, 2) w [a, 6] i jeżeli istnieje płaszczyzna n, na 
której leży nieskończenie wiele punktów krzywej, 
to istnieje w [a, b] liczba to taka, iż wyznacznik: 
(56)

Dowód. Na mocy założenia twierdzenia można 
wybrać ciąg ściśle monotoniczny tn (mający więc 
granicę tn ->to, gdy n oo) i taki, że punkty (llt) 
leżą na Jt. Niech n ma równanie 
gdzie u0 4 0- Mamy więc 
a stąd przez trzykrotne stosowanie tw. Rolle’go 
otrzymujemy kolejno:

co dla n->oo daje:
(571,2,3)

Na mocy (Z*, 2) jest r0'Ar0,z 4 0? więc z (571,2) 
wynika, że istnieje liczba |i0 taka, iż jest u,,— 
= P-o (r/ Ar0"), przyczem jest p0 4 0, bo jest u0 4 0, 
(zob. I §5/’); wstawiając w (573) znalezioną war
tość na Uo i uwzględniając nierówność p0 4 0, otrzy
mujemy natychmiast (56). Wynik ten będzie miał 
prostą interpretację w rozdz. III, mianowicie (56)
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wyraża, że w punkcie t0 krzywa ma torsję (czyli 
krzywiznę drugą) równą zeru.

Uioaga. Z dowodu widoczne, że można otrzy
mać także związek:

co w myśl wywodów Rozdz. III znaczy, że pła
szczyzna Jt jest płaszczyzną ściśle styczną krzywej 
W Mo (to).

f) Pozostaje nam do wykazania, że założenie 
(Źf*, 2) jest niezmiennicze względem grupy ruchów 
euklidesowych. W tym celu krzywą C o równaniu 
r = r(Z), spełniającą (Z, 2) i (z*, 2) poddajmy ru
chowi euklidesowemu, wskutek tego otrzymamy 
krzywą C* o równaniu (zob. wzór I 65):

Stąd przez różniczkowanie otrzymujemy:

Ale ex Ae2 = — e2 A <*1 = 1*3, e*Aei = 0 itd., więc 

co na mocy wzoru I 75 przepiszemy w postaci:

ponieważ wektory aj, a2, a3 tworzą prawoskrętny 
i trójortogonalny układ wektorów jednostkowych,
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więc jest a2Aa3=ai i t. d. i zatem jest:

(58)

Załóżmy chwilowo, że lewa strona ostatniej rów
ności jest zerowym wektorem; z powodu niezależ
ności linjowej wektorów ei wynika stąd, że jest

(591,2,3)

Ponieważ z założenia jest r' Ar'' 0, więc (zob.
I § 5 f) równości (591,2) wykazują, że istnieje ska- 
lar X taki, iż jest

a to wraz z (593) daje X (a3Xa3) =0 czyli a3Xa3=0, 
co jest sprzeczne z określeniem wektora a3, jako 
jednostkowego. Temsamem wykazaliśmy, że jest 

c. b. d. u.
§ 6. Krzywe dane nie parametrycznie. Jak 

wiadomo z I § 1, krzywa może być dana przez dwa 
równania F (x, y, z) = 0, G (x, y, z) = 0. O funk
cjach F i G założymy, że należą do klasy C'1 w pew
nym trójwymiarowym obszarze D i że w D macierz

(60)

jest rzędu 2g0 czyli że w D wektor grad F A 
grad G 4= 0 (zob. I § 7). Różniczkując równania 
-A = 0, G = 0, otrzymujemy
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-r— dx ——ći?/4-——dz = Q czyli
^x vy 1 ^z 3
(grad F) X a = O; (grad G) X a = O,

gdzie przez a oznaczyliśmy wektor o miarach skła
dowych dx, dy, dz. Ź (61) na mocy I § 5/ otrzy
mujemy a = X (grad F /\ grad G)> czynnik X wy
znaczymy stąd, że — jak widoczne — jest aXa = 
= dx2-\- ćZ?/2—j- dz2 — ds2, a więc

ds2 = X2 (grad F A grad G) X (grad F A grad G), 
co krótko przepiszemy pod postacią ds2 = X2. A, 
skąd wynika, że jest ,

(e=± 1).

Wobec tego na wektor jednostkowy styczny t 
otrzymamy:
(62) t = ^- = -^=gradFAgrad(7 (e=±l).

czynnik e wskazuje na to, że możemy dowolnie 
obrać kierunek obiegu na krzywej, która jest dana, 
jako przecięcie dwóch powierzchni.

Ze wzoru (62) już łatwo wynika równanie pła
szczyzny normalnej. Rozważmy jeszcze przypadek 
elementarny, mianowicie przypadek krzywej pła
skiej, danej przez równania F (x, y) = 0, z — 0. Gdy 
funkcja F należy do klasy C1 w pewnej płaskiej 
dziedzinie D, to w D ma wektor grad F składowe 
o miarach (F/, F/, 0); w tym przypadku jest G=z, 
więc grad G ma składowe o miarach (0, 0, 1) wsku
tek tego wektor t ma na mocy (62) składowe 
o miarach
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eF/ _ -eF/ n 
ftHF/2’ v/F/2 + F;2’

Gdy F (.z, y) = y—f(v), a więc krzywa na pła
szczyźnie (z, y) jest dana w postaci „rozwiązanej “ 
na y, bo w postaci y — f (z), to dla t otrzymamy 
składowe o miarach:

(e = ± 1).

Jeżeli dołączymy warunek, by styczna była „skie
rowana w kierunku wzrostu odciętej z“, to należy 
przyjąć e = -{-l.

§ 7. Wyróżnienie układu ruchomego. Na
wiązujemy do I § 9. Krzywa C dana jest w ukła
dzie nieruchomym x*i przez równania:
(65) x*i — z* (.s) (i — 1,2, 3),
przyczem mają być spełnione (Z, 1) i (Z*, 1) w [a, A]; 
wobec tego krzywa posiada łuk; przyjmiemy, że 
łuk s posłużył nam do przedstawienia krzywej w (65). 
Załóżmy, że początek układu ruchomego z< poru
sza się po C, przeto we wzorach I § 9 położyć na
leży: a,4 = z*, (s) (« = 1, 2, 3). Ponadto przyjmiemy, 
że ruch początku po C odbywa się ze stałą pręd
kością (stałą co do wielkości, ale niekoniecznie kie
runku), a więc jest ds: dl — c, gdzie c oznacza stałą; 
stąd otrzymujemy s = ct cx, gdzie oznacza też 
stałą. W czasie od t do t -|-1 początek O układu 
ruchomego przebędzie widocznie łuk c (Z —|— 1) -|-ci— 
— (c t -1- cx) = c; otóż jednostkę czasu tak dobie- 
rzemy, by ten łuk przebyty wynosił 1; wtedy bę
dzie t—1 i otrzymamy:
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(66)

[Przez tę umowę „pozbywamy" się niejako czasu 
(t. j. pojęcia nie geometrycznego), zastępując czas 
lukiem (a więc pojęciem geometrycznein).]

Do tego dołączmy jeszcze warunek, by oś ru
choma xr była w O zgodna ze styczną, skierowaną 
w kierunku wzrostu parametru s (łuku i czasu); 
stąd wynika, że

d%i*(6J air=-ds- 0 = 1,2, 3),

bo oznacza dostawę kąta, który oś tworzy 
z osią oś x1 jest styczną, nadto dx*\ds daje 
dostawy kierunkowe stycznej (ii § 3 wzory 36). 
Ponieważ jest a,4 =.r*1 (.s), więc stąd i z (67) wy
nika, że jest:

(68)
da^ __dXi* _
ds ds (ltl (* = 1, 2, 3).

Wobec tego wzór I 99 daje:

(69) ^=2^ =2’ fly ^1 = 5;! (7 = 1, 2, 3),
t=i a s ł=:i

a więc jest
(70) śl=l, Ś2 = Ś3 = 0,
co było intuicyjnie widoczne. Początek O porusza 
się bowiem na mocy (66) z prędkością 1, a wektor 
prędkości — jak wiadomo — leży na stycznej do 
toru punktu O t. j. na stycznej do C, a więc na 
osi x1; rzuty tego wektora prędkości na osie układu 
ruchomego muszą więc być (1, 0, 0), jak podali
śmy w (70).

www.rcin.org.pl



96 III § 1

Mając w daną krzywą C, mogliśmy wyróż
nić położenie układu ruchomego przez wyznaczenie 
toru dla początku układu i wyróżnienie położenia 
osi xr; osie x2 i a?3 nie zostały jeszcze wyróżnione 
(uczynimy to w rozdz. III); ale dotychczasowe wy
różnienie układu ruchomego zezwala na uproszcze
nie wzorów I 98; na ich miejsce otrzymujemy teraz 
wzory:

= ~ds +lh ~ Pa +1 ’

(71) dx9 , dx% .

(ds = dt).

Zarazem widoczne, że płaszczyzna normalna do 
krzywej ma równanie xr = 0.

Rozdział III.

Elementy drugiego i trzeciego rzędu.
§ 1. Plan dalszych rozważań. Dla krzywej C 

(przy spełnieniu pewnych warunków) wyróżnili
śmy przez każdy jej punkt Mo ośpo, mianowicie 
styczną i płaszczyznę rc0 normalną. Każdą oś lub 
prostą przez Mo prostopadłą do7?(>, a więc leżącą 
na Tt0, nazwijmy osią lub prostą normalną do C w Mo. 
Proste te tworzą pęk o środku i podstawie Jt0. 
Tych prostych jest nieskończenie wiele, żadna z nich 
dotąd nie została wyróżniona niezmienniczo. Za
łóżmy, że w sposób, który poznamy w dalszym 
ciągu, udało się nam wyróżnić niezmienniczo jedną 
normalną, to oczywiście prosta do niej i do p0 pro-
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stopadła byłaby też wyróżniona niezmienniczo — 
innemi słowy: nie jedna, ale dwie osie (lub proste) 
normalne pozwoli ów sposób odrazu wyróżnić nie
zmienniczo; oznaczmy je przez p0' i p0". W całości 
mielibyśmy w Mo trzy osie (lub proste): p0, p0', Po", 
z których każde dwie są do siebie prostopadłe, a więc 
mielibyśmy w Mo trójramię ortogonalne. Równo
cześnie mieć będziemy wyróżnione trzy płaszczyzny 
przez Mo- jedna, przechodząca przez p0' i p0", pro
stopadła do Po, to znana nam płaszczyzna normal
na k0, druga przez p0 i p0" — oznaczmy ją przez nof, 
a trzecia n0" przez p0\.p0'’, płaszczyzny n0, it0', k0" 
tworzyć będą w Mo trójścian ortogonalny.1

Do podobnego wyniku można dojść drogą po
niekąd odwrotną. Rozważmy pęk wszystkich pła
szczyzn o osi po’, każdą płaszczyznę tego pęku nazy
wamy płaszczyzną styczną do C w Mo. Żadna z nich 
nie jest na mocy rozważań Rozdz. II wyróżnioną 
(każda jest prostopadłą do ?t0). Załóżmy, że w spo
sób, który poniżej podamy, uda nam się wyróżnić 
niezmienniczo jedną z płaszczyzn stycznych do C 
w Mo — oznaczymy ją przez k0' — oczywiście rów
nocześnie wyróżnimy jeszcze jedną płaszczyznę k0", 
prostopadłą do it0 i Jt</. Ponadto obie te płaszczyzny 
V, Ko", przecinając się z ?r0, pozwalają wyróżnić 
dwie normalne p0', p0". Wynik mamy analogiczny 
do poprzedniego. A więc oprócz osi p0 będzie
my mieli dwie proste Po', Po". Jak wyróżnić na 
nich kierunek? Oczywiście wystarcza na jednej 
z nich np. na p0" wyróżnić kierunek, bo kierunek

1 Zob. rys. 2. na końca książki; niektóre szczegóły 
'ysunku będą dla czytelnika jeszcze niezrozumiałe.
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trzeciej będzie jednoznacznie określony, gdy np. za
żądamy, by osie p0, Po” i Po' (w porządku poda
nym) tworzyły prawy układ osi. Ale jak wyróżnić 
kierunek na p0”2 Otóż będzie to możliwe, gdy zdo
łamy na po" wyróżnić niezmienniczo punkt — 
oznaczmy go przez Ko — różny od Mo; możemy 
bowiem wtedy prostej p0” nadać kierunek od Mo 
do Ko. W powyższych słowach przedstawiliśmy plan 
najbliższych rozważań i zagadnień wyszukania pła
szczyzn wyróżnionych n0', Jt0", oraz osi p0', p9”.

§ 2. Krzywe płaskie. Zajmiemy się przypad
kiem, w którym jedna część zagadnień podanych 
w § 1 rozwiązuje się bez trudności. Załóżmy, że 
dana krzywa C spełnia (Z, 1) i (Z*, 1) w [a, b]; wo
bec tego C posiada łuk s, który przyjmiemy, jako 
parametr. Jest więc r — r (s) równaniem krzywej. 
Nadto założymy, że krzywa C jest płaską, t. zn., że 
wszystkie jej punkty leżą na jednej płaszczyźnie n 
o równaniu gdzie u0 =4= 0, a a0 jest
skalarem. Stąd wynika, że jest identycznie
(1) r (s) X uo = «o-

Wykażemy, że własność krzywej, że jest płaską, 
jest niezmienniczą względem grupy ruchów eukli- 
desowych. Poddajmy bowiem krzywą C ruchowi 
euklidesowemu, wskutek czego otrzymamy krzywą 
C* o równaniu I 65. Mnożąc to równanie skalar
nie przez e*, otrzymujemy:

(r* — a4) Xe.k = X (a,- X r) • («< X «') =
i

= S X X r) — Hfc Xr
i

Ta równość pozwoli nam rozłożyć wektor r na skła
www.rcin.org.pl
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dowe w kierunku ortogonalnego trójramienia jed
nostkowych wektorów a( (i = 1, 2, 3):

skąd wyliczymy miary bk tych składowych; mno
żąc skalarnie przez aj, mamy na mocy I 65 bis: 

stąd i z

(3)

(2) otrzymujemy:
3

co wraz z (1) daje:

czyli
(4)
gdzie położyliśmy: 

(5)

Otóż (4) będzie kształtu (1) (a0 jest skalarem, u0* wek
torem, oba niezależne od C), gdy tylko wykażemy, 
że jest ii0* 0- Załóżmy więc — dla dowodu nie- 
wprost — że jest u0* = 0, tedy (5X) wskutek nie
zależności e* daje aA Xu» —0 (^=1,2,3).

Pierwsze dwa z tych równań dają u0=p. (axA32) 
[zob. I § 5/], gdzie p. # 0, a trzecie z nich daje 

czyli
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ale to jest sprzeczne z I 65 bis. Jest zatem u0* 4= 0, 
a więc krzywa C* leży na płaszczyźnie o równaniu 
R X uo* = a0*, a ta płaszczyzna widocznie powstała 
z it przez wyżej podany ruch. Temsamem tw. wy
kazaliśmy.

Z równania (1) przez różniczkowanie co do s 
otrzymujemy na mocy wzoru II 35: tXuo:=:0, co 
wykazuje, że styczne do C leżą na n, a więc n jest 
w każdym punkcie krzywej C płaszczyzną styczną, 
jest to zatem płaszczyzna styczna wyróżniona nie
zmienniczo względem grupy ruchów euklidesowych. 
W dowolnym więc punkcie Mo krzywej C, mamy 
już dwie płaszczyzny: normalną it0 i płaszczyznę 
styczną n0'=jt, wobec tego umiemy wyróżnić je
szcze jedną płaszczyznę n0" przez Mo, mianowicie 
prostopadłą do Jt0 i Jt. Te trzy płaszczyzny, two
rzące w Mo trójścian ortogonalny, przecinają się 
w trzech prostych: p0 (styczna, a więc oś) i dwie 
proste p0', Po" (jeszcze nieskierowane). Znajdziemy 
równania płaszczyznn0, n0',n0" i prostychp0,p0",p<> ■ 
Przyjmiemy dla prostoty, że parametrem krzywej 
jest t, niekoniecznie będący łukiem. Wobec tego 
styczna w Mo ma równanie:

(6)

Stąd płaszczyzna normalna ma równanie:
<7)

Równanie płaszczyzny n0' = Jt podamy nie w po
staci R X u« — a°> ale nieco przekształconej. Punkt 
2I/O leży na niej, więc r0XUo — a<>i przeto jest: 
(8)
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i to przyjmiemy, jako równanie płaszczyzny Jt0'; 
do n0' prostopadłą jest prosta p0', a więc dostawy 
kierunkowe prostej p0' są proporcjonalne do miar 
składowych wektora ua. Przeto równanie prostej 
p0' I x0' jest postaci
(9) R = r0 + u0.
Z (6) i (9) otrzymujemy równanie prostej p0", pro
stopadłej do p0 i Po', a więc:
(10) R = r0 4-o2 (r0'Au0).
Wreszcie równanie płaszczyzny n0", prostopadłej 
do p0", otrzymamy stąd w postaci:
(11) (R —r<,)X(i’o,Auo) — 0.

Do zagadnień o krzywych płaskich powrócimy 
kilkakrotnie (w III § 13 i w IV § 3 «). Obecnie stre
szczamy powyżej otrzymany wynik: założenia (Z, 1) 
i (Z*, 1) w przypadku krzywej płaskiej pozwoliły 
w każdym punkcie krzywej wyróżnić (niezmienniczo 
względem grupy ruchów euklidesowych) jedną oś 
(styczną) i dwie proste, oraz trzy płaszczyzny.

§ 3. Płaszczyzna ściśle styczna. Jeżeli o krzy
wej nie założymy, że jest płaską, to dla wyróżnie
nia dwóch prostych normalnych i dwóch płaszczyzn, 
prostopadłych do płaszczyzny normalnej, musimy 
wyzyskać wynik, otrzymany w Rozdz. II przy ew. 
zwężeniu ogólności krzywej, a więc przy przyjęciu 
bardziej krępujących założeń, niż to było w Rozdz. II. 
Jakie mają być te „bardziej krępujące* założenia, 
wskazują rozważania II §5ó).

O krzywej C przyjmiemy więc, że spełnia (Z, 2) 
i (Z*, 2) w [a, ó], wobec czego spełnione są założe
nia (Z, 1) i (Z*, 1) w [«, ?>]; krzywa C będzie zatem

www.rcin.org.pl



102 III § 3

posiadała w każdym punkcie Mo (to), gdzie 
określoną styczną /)0, której kierunek wyznacza jed
nostkowy wektor styczny t0 lub niejednostkowy 
naogół, ale z t0 współkierunkowy wektor r0', gdzie 
r' jest określone wzorem (6). Wskutek założeń (Z, 2) 
i (Z*, 2) istnieć będzie na mocy tw. z § II 5 & (str. 85) 
liczba > 0 taka, iż żaden punkt M(t) o własności 
a t b, t0 — 80 l0 60, t 4= t0, nie leży na
po-, stąd zaś wynika, że punkt M(t) i oś p0 określają 
płaszczyznę, którą oznaczymy przez n. By znaleść 
jej wektorjalne równanie, oznaczmy przez R wek
tor, określający bieżący punkt na Jt, przez r0 wektor 
określający punkt J/o; wektory: r/ (leżący na stycz
nej) i r — r<> = Mo M są na mocy cytowanego twier
dzenia różne od siebie, gdy jest t0—

t t0 + t t0; one wyznaczają płaszczyznę, 
na której leżeć będzie też trzeci wektor R— r0; 
a więc trzy wektory: R — r0, r/, r — r0 są współ- 
płaszczyznowe, skąd wynika, że wyznacznik:
(12) |R — To, Tg, r — ro| = 0;
nie trudno zauważyć, że (12) jest właśnie szuka- 
nem równaniem płaszczyzny ir. Korzystając z roz
winięcia Peany (aż do wyrazów rzędu 2go):

(12 bis) r — r0 + (t0 — t0) ro' + [r0" + a],

możemy (12) przepisać w postaci: R—r<>, ro', 
(t — to) To -f- (t — t0)2 • 1,/2 (r0" —|— a) | = 0; ale mno
żąc drugi wiersz wyznacznika przez (t—to) i odej
mując od trzeciego wiersza, otrzymamy równanie, 
któremu z powodu t—10 4= 0 możemy nadać postać:
(13) | R---To, To', r," 4- a I = 0,
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gdzie — jak wiadomo z teorji rozwinięcia Peany — 
jest a —*■ 0, gdy t->t0. Że równanie (13) jest równa
niem płaszczyzny, wynika stąd, iż na mocy (Z*, 2) 
wektor r'o Ą r0" =j= 0, a więc także roA(ro"-j-a) 4= 0, 
gdy / — to jest dość bliskie zera. Oprócz płaszczy
zny n weźmy płaszczyznę ito' o równaniu:
(14)
wykażemy, że płaszczyzna ta jest granicznem po
łożeniem pł. ir, gdy t t0. Ponieważ obie płaszczyzny 
przechodzą przez po, więc dość wykazać, że sinus 
kąta 9, między niemi zawartego, dąży do zera, gdy 

ale kąt 9 między temi płaszczyznami równa 
się kątowi między wektorami

z których pierwszy jest prostopadły do n0', drugi 
do n. Ponieważ oba te wektory są nie zerowe, 
więc sin 9 jest proporcjonalne do iloczynu wekto- 
rjalnego tych wektorów, a iloczyn ten obliczymy 
przy pomocy wzoru I 77 a:

(15)

gdyż | r/, r<>", r/ | — 0. Iloczyn (15) widocznie dąży 
do 0, gdy t-+t0, a więc też sin 9 >0 i temsamem 
tw. udowodnione.

W powyższy sposób zdołaliśmy wyróżnić pła
szczyznę styczną (14), której równanie w układzie 
Kartezjusza ma postać:

(16)
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Płaszczyzna ta nazywa się płaszczyzną ściśle 
styczną krzywej C w AJO. Jak widać z równania, 
płaszczyzna ta przechodzi przez punkt Mo, gdyż 
wartości R = r0 czyli X=oc0, Y = yo, Z = z0 speł
niają (14), wzgl. (16). Płaszczyzna ta przechodzi 
przez styczną p0, bo (14) wzgl. (16) jest spełnione, 
gdy położymy R = r0 -|- g r/ wzgl. X = z0-\- g xo', 
Y = y0-\- gij0', Z = z0-\- gz0' przy dowolnem g.

Płaszczyzna ściśle styczna, jak widoczne z (14) 
czy (16) zależy od pochodnych rzędu lgo i 2go, jest 
więc elementem krzywej rzędu 2go.

Wykażemy, że płaszczyzna ściśle styczna jest 
niezależną od położenia krzywej w przestrzeni łł3, 
znaczy to, że, jeżeli przez ruch euklidesowy C przej
dzie w C**, Mo w XIO*, płaszczyzna ściśle styczna JTo' 
do C w przejdzie w płaszczyznę to ta
ostatnia jest płaszczyzną ściśle styczną do C* w 
oczywiście zakładamy, że 6’ spełnia (Z, 2) i (Z*, 2), 
wtedy — jak wiemy ze str. 91 — krzywa C* spełnia 
też (Z, 2) i (Z*, 2).

Krzywa C o równaniu r = r (/) przejdzie przez 
ruch w krzywą C* o równaniu I 65, punkt Mo dany 
przez wektor r0 przejdzie w punkt Mo* na C*, okre
ślony przez To*. Utwórzmy równanie płaszczyzny 
ściśle stycznej do C* w Mo*. Otóż na mocy I 65 
i II 58 jest dla dowolnego punktu R* tej płaszczyzny: 

(17)

Ale ei^Ck — ^ik, a według I 65bis jest także 
Hi\ak = ^ik, więc
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(

(17 bis)'

l
Że ostatnia część równości jest słuszną, wynika 
w sposób następujący: wektory a, tworzą układ 
trzech niezależnych (bo trójortogonalnych) wekto
rów, więc wektory R— ro, r/Ar/' można rozło
żyć na składowe w kierunku wektrów a;; otrzy
mamy właśnie

Ze wzoru (17) otrzymujemy: jeżeli punkt okre
ślony przez R leży na płaszczyźnie ściśle stycznej 
do C w Mo czyli gdy na mocy (14) zachodzi 
(R — ro)X(r</ A ro,/)=0, to jest dla końca wekt. R*, 
powstałe«rn ni’7P7 riinłi '/ knńpri •v»rc>lrł' 12 • 

czyli punkt, dany przez R*, leży na płaszczyźnie 
ściśle stycznej do C* w M,*, a o to właśnie cho
dziło. Wzór (17) można przepisać w postaci
(18)
Równość ta jest szczególnym przypadkiem ogólnej 
równości: jeżeli wektory u, v, w przejdą przez ruch 
euklidesowy w wektory u*, v*, w*, to jest:
(19)
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Dowód tego twierdzenia jest zupełnie podobny 
do dowodu równości (17) i dlatego go pomijamy. 
Możemy (19) tak wysłowić: wyznacznik trzech wek
torów jest niezmiennikiem grupy ruchów euklideso- 
wych. Temsamem poznaliśmy trzeci „algebraiczny44 
niezmiennik grupy ruchów euklidesowych; poprzed
nio poznaliśmy niezmiennik jednego wektora (był 
nim kwadrat długości wektora) i niezmiennik dwóch 
wektorów (był nim iloczyn skalarny tych wektorów).

Zaiazem znaleźliśmy niezmiennik trzech wek
torów przy zmianie układu trójortogonalnego pra- 
woskrętnego na inny układ trójortogonalny i pra- 
woskrętny. Aby więc wartość wyznacznika trzech 
wektorów obliczyć, wystarczy obrać jakiś jeden 
układ potrójnie ortogonalny prawoskrętny i obliczyć 
miary składowych owych danych trzech wektorów 
w tym układzie.

Załóżmy teraz, że krzywa O jest płaską (III § 2) 
i że leży na płaszczyźnie n. Z określenia płaszczy
zny ściśle stycznej wynika, że jest nią w każdym 
punkcie płaszczyzna Jt. A więc: jeżeli krzywa C, 
spełniająca (Z, 2) i (Z*, 2) jest płaską i leży cała 
na płaszczyźnie n, to rt jest płaszczyzną ściśle stycz
ną do C w każdym jej punkcie.

Udowodnimy to jeszcze w inny sposób. Rów
nanie płaszczyzny n napiszemy w postaci (R—r0)X 
X u« = 0, gdzie iio 4= II jest wektorem stałym; skoro 
cała krzywa leży na n, więc jest (r — ro)Xu« = 0, 
skąd przez różniczkowanie otrzymujemy r'Xu*=0, 
r"Xu" = 0, zachodzi w całym [a, ó], a więc 
w Mo, tedy jest r0'Xuo —0, r0" X = 0 5 stąd 
na mocy (Ź*, 2) i I § 5/ wynika, że istnieje liczba 
P 0 taka, że jest u0 = p (r/ A Vo"), a to wykazuje, 
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że n jest płaszczyzną ściśle styczną do C w każdym 
jej punkcie Mo.

§ 4 Trójścian i frójramię, związane z krzywą. 
W myśl planu, podanego w III § 1, wyróżnimy je
szcze jedną płaszczyznę n0" przez to, że jest styczną 
i prostopadłą do płaszczyzny ściśle stycznej, a przez 
to będzie również prostopadłą do płaszczyzny nor
malnej

Aby podać równanie płaszczyzny tt0", zauważmy, 
że równanie (14) płaszczyzny przepisane pod 
postacią (R — r0) X G*/ A r0") — 0, wykazuje, iż 
wektor u«=r/Ar// jest prostopadłym do ir/; je
żeli ten wektor wychodzić będzie ż Af0, to ir0" będzie 
przechodzić przez uo i przez wektor r/, leżący na 
stycznej do C w Mo', wobec tego równanie pła
szczyzny n0" będzie miało postać wyznacznika:
(20) | R — r<,, r/, r/ Ą r/z | == 0.

Płaszczyzny n0 [111 7], Jt/ [III 14] i x0" [III 20] 
tworzą trójścian ortogonalny w Mo i związany 
z krzywą. Płaszczyzna n0" nazywa się płaszczyzną 
prostującą krzywej C w Mo (zob. rys. 2). Ona jest 
niezmienniczą względem grupy ruchów euklideso- 
wych, gdyż ruchy euklidesowe zachowują kąty; 
wiadomo bowiem, że no i n0’ są niezmiennicze, a n0" 
tworzy z niemi kąty proste, które pozostają pro- 
stemi przy ruchu, więc ~o" przejdzie w płaszczyznę 

prostopadłą do Jto* i Jt,,*', a więc przejdzie w pła
szczyznę prostującą krzywej C* w AZO*.

Ściany (płaszczyzny) przecinają się wzdłuż jed
nej osi p0 (styczna) i dwóch prostych p/, po". Rów
nanie stycznej podaje III 6 (str. 100). Prostą pó' 
prostopadłą do więc prostą przecięcia ścian 
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n0 i xd, podaje na mocy (20) równanie 
R = r0 -J- Oj [r/ A (r/ A r/')J,

co wskutek I 73 przyjmie postać
(21) R = io 4- ox [r/ (r/ X r0") — r0" (r/ X */)] 5 
prosta ta zowie się prostą normalną główną krzy
wej C w Mo. Drugą normalną wyróżnioną jest pro
sta por, prostopadła do Jt/, która wskutek (14) ma 
równanie:
(22) R = r0 4- c>2 (r/ A r/');
jest to prosta przecięcia płaszczyzn n0 i n0"; prosta 
ta zowie się prostą binormalną krzywej C w Mo.

Wyzyskaliśmy elementy pierwszego rzędu, ja- 
kiemi są styczne, do utworzenia elementu 2g0 rzędu, 
jakim jest płaszczyzna ściśle styczna; w ten spo
sób wyróżniliśmy w każdym punkcie M krzywej 
dwie płaszczyzny styczne i dwie proste normalne; 
tym normalnym nie nadaliśmy dotąd kierunku; jak 
wiemy z § 1, wystarcza wyróżnić na jednej z nich 
kierunek; w tym celu na tej jednej wyróżnimy punkt 
różny od t. zw. spodka normalnego t. j. punktu Mo. 
By móc taki drugi punkt wyróżnić, wyzyskamy 
w następnym paragrafie płaszczyzny normalne, które 
są również elementami pierwszego rzędu.

§ 5. Prosta biegunowa. O krzywej 6* zakła
damy w dalszym ciągu, że spełnia (X 2) i (Z*, 2) 
w [a, ó]; wskutek tego również jest w [a, 6] speł
nione (X 1) i (2f* 1); w każdym tedy punkcie Mo (t0), 
gdzie a to b, ma C płaszczyznę normalną n0 
o równaniu (R — r0) X r°— O; płaszczyzny te — 
zależne od to — tworzą (jak mówimy zwykle) 
jednoparametrową rodzinę płaszczyzn normalnych.
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Wskutek założeń (ŹT, 2) i (Z*, 2) o krzywej C, będzie 
miała ta rodzina pewną własność, którą wnet, znaj- 
dziemy i która pozwoli nam na prostej p0" t.j. na 
prostej normalnej głównej wyróżnić punkt różny 
od Mo. Mianowicie plan najbliższego rozumowania 
będzie następujący: płaszczyzna normalna n w punk
cie M (0, dość bliskim punktowi Mo, ale różnym 
od Mo — jak wykażemy — przetnie płaszczyznę n0 
wzdłuż prostej, którą oznaczymy przez Z; własność 
ta będzie właśnie wynikać z (Z, 2) i (Z*, 2), po
nadto okaże się, że prosta l ma położenie graniczne 
lo, gdy t-+t0; ta prosta l0 — zwana prostą biegu
nową krzywej C, należącą do leży oczywiście 
na ale nie przechodzi przez Mo i jest 
przecinaj^" w punkcie — oznaczmy go przez Ko — 
różnym od Mo. Ten punkt Ko będzie właśnie owym 
szukanym punktem na p0", który nam pozwoli wy
różnić na Po" kierunek.

Przystąpimy obecnie do szczegółowego przed
stawienia dopieroco podanych konstrukcyj geome
trycznych. Otóż płaszczyzna (normalna w Mo) 
i płaszczyzna n (normalna w M(t)) mają równania:
(23) (R — ro)Xr/ = 0 (R —r)Xr' = 0.

Mamy wykazać, gdy t ^t0 i dość bliskie to, to 
równania (23) mają rozwiązania na R, wyznacza
jące punkty prostej (właśnie prostej l).

Wstawiając w (232) rozwinięcia Peany aż do 
wyrazów lg0 rzędu: r = r<, -f- (t — t0) [r</ 4- a], 

r' = r0' -f- (t —10) [r0" 4- b], (gdzie a -► 0, b -> 0, gdy 
-* to), otrzymamy
(R - r) X r' = [ R - ro - («- t0) (r/ 4~ a)] X 

X IX 4- (z — M (X' 4~ b)J =
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Uwzględniając (23J i nierówność l X to, otrzymuje
my, że układ (23) jest równoważny układowi równań:

(24) 

gdzie
£?dv t->lo. Układ (24) iest tvnu I 68. Ponieważ 

więc, gdy / dość bliskie t0, to równania (24) mają 
rozwiązanie. Jak wiadomo z dyskusji układu 1 68, 
trzeba najpierw znaleźć jedno szczególne rozwią
zanie układu (24). Otóż nasuwa się rozwiązanie 
szczególne postaci: 
(25) 
przyczem p., v są na razie nieznanymi skalara- 
mi (funkcjami parametru /). By wyznaczyć 
wstawiamy (25) najpierw w (24x); otrzymamy: 

ale
więc: 

wobec czego (25) przyjmie postać 

(26)

gdzie położyliśmy By wyznaczyć
X, wstawiamy (26) w (242) i otrzymujemy warunek:
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(27)

z którego wyznaczymy X, bo — jak zaraz wyka- 
żemy — współczynnik przy X jest różnym od zera. 
Otóż na mocy wzoru I 75 jest ten współczynnik 
równy

co, jako kwadrat długości wektora niezerowego, nie 
jest zerem; a więc (z powodu ciągłości) istnieje 
liczba Sj > 0 taka, że powyższy współczynnik przy X 
jest 4= 0, gdy 0 < 11 — t0 | < Wzór (27) pozwoli 
nam wyznaczyć X. Znając szczególne rozwiązanie 
układu (24) znajdziemy ogólne rozwiązanie układu 
równań jednorodnych:
(28)
co ma rozwiązań nieskończenie wiele, a wszystkie 
są postaci: o• [r/ A(r/z -|- b)J, gdzie o oznacza do
wolną liczbę. Wobec tego wszystkie rozwiązania 
układu (24) są postaci:

(29)

przyczein X oznacza wielkość, spełniającą (27), a o 
oznacza dowolną liczbę; wektor r0' /\(r0" -j- b) jest 
4= 0, gdy l jest dość bliskie ł0; stąd wynika, że (29) 
jest równaniem prostej, właśnie prostej l. Przecho
dząc do granicy (l -*■ l0), otrzymujemy prostą l0 
o równaniu

(30)
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gdzie X0 = limk spełnia związek
(31)

Że prosta l0 jest granicznem położeniem prostej ?, 
wynika z następującej uwagi: uważamy te punkty 
na l i l0 za odpowiadające, które w (29) i (30) na
leżą do tego samego o; dla tych punktów różnica 
prawych stron (29) i (30) widocznie dąży do 0, gdy 
t->łn, a to właśnie wykazuje, że l0 jest granicz
nem1 położeniem prostej l. Prosta l0 — zwana bie
gunową krzywej C dla punktu Mo — nie przecho
dzi przez Mo. Rzeczywiście załóżmy dla dowodu 
niewprost, że l0 przechodzi przez Mo, a więc w (30) 
połóżmy R = r0; wtedy otrzymamy:

czyli na mocy wzoru I 73:
(32)
co należy uważać za warunek na o.

Mnożąc to skalarnie przez r/', otrzymujemy:
(33) 
bo współczynnik przy <5 jest zerem, gdyż

. (Zob. I 74). Ale (33) pro
wadzi do sprzeczności; 41 0, więc (33) daje:

co być nie może, gdyż założenie (Z*, 2) orzeka, że 
wektor vo'/\vo" Tw. temsamem udowodnione.

1 Dawniejsze podręczniki geometrji różniczkowej wy
rażały powyższy fakt w ten sposób, że uważały l0 za 
prostą przecięcia płaszczyzny normalnej z płaszczyzną 
normalną „nieskończenie bliską".

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



III § 5 113

Z równań (22) i (30) wynika, że proste: binor- 
malna i biegunowa są do siebie równoległe, a więc 
prosta biegunowa jest prostopadłą do płaszczyzny 
ściśle stycznej i zarazem leży na n0, zatem trafia 
płaszczyznę ściśle styczną w punkcie — oznaczmy 
go przez Ko — leżącym na p0" t. j. na prostej nor
malnej głównej. Wektor MoK0 leży na. p0". Znajdźmy 
wektor R, wyznaczający Ko. Otóż punkt Ko leży 
na prostej (30) i na płaszczyźnie ściśle stycznej (14), 
a więc dla Ko znajdziemy o z równości:
(34) 
czyli

Ale
, więc (34) daje

a że klamra zawiera — jak wiemy — kwadrat dłu
gości wektora różnego od wektora zerowego, więc 
jest <5 = 0. Punkt Ko wyznaczony jest więc przez 
wektor

(35)

stąd otrzvinuiemv. że

(36)

Przejdźmy do ortogonalnego układu Kartezjusza 
y, z. Wzory (35) dają współrzędne X, Y. Z 

punktu Ko:

(37)

A. Hoborski: Teoria krzywych I. <swww.rcin.org.pl
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przyczem K, wyznaczyć należy z równości: 
(38)

Uwaga. Płaszczyzny normalne wzdłuż C two
rzą — jak powyżej podano — jednoparametrową ro
dzinę płaszczyzn. Ogólną teorję takich rodzin pozna 
czytelnik w Rozdz. IV § 5.

§ 6. Normalna główna, jako oś. Na prostej 
normalnej głównej p0" leży wektor Mo Ko, który 
wyzyskamy dla nadania kierunku prostej p0". W tym 
celu określimy wektor jednostkowy n0, współkierun- 
kowy z M0K0. Aby ten wektor określić, obliczmy 
długość M0K0 wektora M0K0. Otóż jest kwadrat 
długości tego wektora na mocy (36):

skąd — ponieważ według (31) jest Xo>0 — otrzy
mujemy : 

(39)

Dla skrócenia wprowadzamy następujące ozna
czenia na iloczyny skalarne: 

(40)

Wektor jednostkowy ib, współkierunkowy z AI0 Ko, 
otrzymamy, „dzieląc44 wektor M0K0 przez jego dłu
gość Mo Ko, a więc na mocy (36) i (39) będzie:
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(41)

Jeżeli teraz prostej normalnej głównej p0" na
damy kierunek wektora n<>, to otrzymamy oś, zwaną 
osią normalną główną albo krótko normalną główną 
krzywej C w Mo; dostawy tej osi oznaczamy przez 
cb*, Po*, Y®*; jak wiadomo, będą one równe miarom 
składowych wektora n0 w kierunku osi cc, y, z. 
A więc będzie: *

(42)

Wektorjalne równanie normalnej głównej jest 
oczywiście:
(43)
a w ortogonalnym układzie Kartezjusza:
(44) 

przyczem o oznacza parametr zmienny wzdłuż nor
malnej głównej.

Wykażemy, że normalna główna określona jest 
niezmienniczo względem grupy ruchów euklideso- 
wych. Dla dowodu wystarcza wykazać, że wektor 
Mo Ko jest niezmienniczo określony względem grupy
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ruchów euklidesowych. Krzywa C przez ruch eu- 
klidesowy przejdzie w krzywą C* o równaniu:

; wzór ten określa przekształ

cenie punktów krzywej. Wzór I 47 określa prze
kształcenie wektora u w wektor u* przez ruch eu- 
klidesowy; w postaci wektorjalnej daje się to prze
kształcenie ująć w sposób następujący:

(45)

Z tego wynika, że wektor Mo Ko przekształci się 
na mocy (36) w wektor 

(46)

Ale z równania krzywej ('* otrzymuje się 

(47) 

co wykazuje, że wektory r/, r0" przekształcają się 
w myśl (45) w r0*', r0*". Stąd i z tw. E i F ze str. 27 
i 28 wynika, że jest

(48)

wobec tego jest Xo* = X., nadto (46), (47) i (48) dają:

(49)
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a więc przez ruch wektor Mo Ko przechodzi w wek
tor Mo* Ko*, utworzony dla C* tak, jak utworzyliśmy

Ko dla C. A to właśnie było do udowodnienia. 
Zarazem wykazaliśmy że wektor jednostkowy nor
malny główny n0 jest określony niezmienniczo 
względem grupy ruchów euklidesowych.

Wykażemy, że wektor n0 nie zależy od wyboru 
(dopuszczalnych) parametrów, przy pomocy których 
krzywa jest przedstawioną. Niech t i t* będą dwoma 
parametrami (zob. II § 3), przyczem t = q> (£*), nadto 
^ = cp(Zo*); funkcja cp niech należy do C2 w prze
dziale [a*, 6*], a cpz (i*) =4 0 w [a*, &*]. Jest więc 
r (/) — r* (/*) dla punktów krzywej. Skąd wynika 
przez różniczkowanie (przyczem symbole same się 
tłómaczą): ro*' — ro' q>0', r0*" — r0" cp0'2 -j- r/ <?</', co 
daje, że r0*' Ar?" = (r/Ar/') cp/3, a więc założenia 
(Z, 2) i (Z*, 2) są spełnione w [«*, b*\ dla parame
tru t*. Nadto

co właśnie było do udowodnienia.
Zajmijiny się wreszcie długością wektora M0K0; 

długość tę oznaczymy przez p0; ponieważ Mo Ko 
nie zależy od położenia krzywej w R3, więc w szcze
gólności długość tego wektora jest niezmiennikiem 
różniczkowym grupy ruchów euklidesowych. Z ła
twością czytelnik stwierdzi, że p0 nie zależy też od 
przedstawienia parametrycznego, jeżeli się ograni
czymy do dopuszczalnych przekształceń parame-
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tru, dopieroco omówionych.1 Zanotujmy, że według
(39) jest:

liczba zowie się promieniem (pierwszej) krzy
wizny krzywej C w Mo, punkt Ko zowie się środkiem 
(pierwszej) krzywizny krzywej C w Mo, a: 

(51) 

zowie się (pierwszą) krzywizną krzywej C w Mo. 
Widocznie jest 0 i nie zależy od położenia krzy
wej w J?3 ani od przedstawienia parametrycznego 
(w powyższem znaczeniu). Krzywizna k0 i wektor 
n0 zależą od pierwszych i drugich pochodnych, są 
więc elementami 2RO rzędu, związanemi z krzywą, 
spełniającą (Z, 2) i (Z*, 2).

§ 7. Binormalna (jako oś). W punkcie Mo 
krzywej C, spełniającej (Z, 2) i (Z*, 2), uzyskali
śmy dwie osie: styczną i normalną główną, albo 
(mówiąc wektorjalnie) skonstruowaliśmy dwa jed
nostkowe wektory: styczny t0 i normalny główny 
Jak wiadomo z III § 1, możemy stąd bezpośrednio 
określić trzecią oś, wzgl. trzeci jednostkowy wektor. 
Ponieważ wyznaczenie osi prowadzi do wyznacze
nia jej dostaw kierunkowych, a te są miarami skła- 
wych jednostkowego wektora, leżącego na osi i z nią 

1 Przekształcenie parametru t na inny parametr t* 
ma więc spełniać następujące warunki. Niech będzie 
t = ? (t*), to <p ma należeć do klasy C* w [a*, ó*J, nadto 
pochodna w [a*, &*]; (£*)<;fe, gdy
Mniej krępującemi były warunki na dopuszczalne prze
kształcenia w II § 3.
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współkierunkowego, więc ostatecznie chodzi o utwo
rzenie trzeciego jednostkowego wektora w Mo. Ten 
trzeci wektor ma spełniać następujące warunki: 1) ma 
być jednostkowym, 2) ma być prostopadłym do t0 
i n0 (a więc ma być także normalnym jak n0) i 3) wre
szcie ma być tak skierowanym, żeby wektory w po
rządku: to, n0 i trzeci tworzyły układ prawoskrętny 
wektorów. Szukany wektor nosi nazwę jednostko
wego wektora binormalnego do C w Mo i oznaczy
my go przez b0; on jest jednoznacznie określony.

Powyższy warunek (2) daje nam bezpośrednio: 
bo = p.(toAno), iloczyn wektorjalny toAno jest bo
wiem z określenia prostopadły 'do t0 i n0; współ
czynnik p co do swej bezwzględnej wartości ma być 
tak dobrany, żeby b0 czyniło zadość warunkowi (1), 
o znaku zaś liczby p decydować będzie warunek (3). 
Aby wektor b0 był jednostkowy, to potrzeba i wy
starcza, by było boXk> = l, c0 na mocy wzoru 
I 75 daje

(52)

ale jest
(53) ’ 

bo U, n0 są jednostkowe i do siebie prostopadłe. 
A więc (52) daje p2 = 1, skąd wynika 
Który ze znaków ma zachodzić decyduje trzeci wa
runek, który wyraża sie wyznacznikiem:
(54) 
Otóż na mocy I 74 mamy:

Jest więc
(55)
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co zresztą było do przewidzenia. Że w ten sposób 
określiliśmy bo niezmienniczo względem grupy ru
chów euklidesowych, wynika z uwagi następującej: 
w II § 2 i III § 6 wykazaliśmy niezmienniczość wek
torów t0, n0, ponadto wiadomo, że kąt jest nie
zmiennikiem grupy ruchów euklidesowych, nadto 
z III § 3 wiadomo, że wyznacznik trzech wektorów, 
w szczególności wyznacznik 110, n0, b0 | jest nie
zmiennikiem grupy ruchów euklidesowych.

Na mocy II 11 i III 40, 41, oraz I 73 otrzymujemy: 

Wzory (55) i (56) napiszemy w układzie orto
gonalnym x, y, z-, oznaczając przez a**, p**, y** 
dostawy kierunkowe binormalnej, uzyskujemy:

(57)

(56)

(58)

We wzorach 57, 58 opuściliśmy znak o u dołu. 
Równaniu płaszczyzny ściśle stycznej (III 14) mo

żemy obecnie nadać Dostać
(59)

Uwaga 1. Wektory jednostkowe: styczny t, nor-
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malny główny n i binormalny b, należące do do
wolnego punktu M krzywej C, spełniają związki;

Uwaga 2. Płaszczyzna ściśle styczna jr/ i prosta 
biegunowa l0 dla punktu Mo krzywej C zostały okre
ślone przez rozważania graniczne i niezależnie od 
siebie. Można postąpić inaczej, a mianowicie: okre
ślić l0 przez podane wyżej rozważania graniczne, 
a następnie nć zdefiniować, jako płaszczyznę przez 
Mo i prostopadłą do t0. Jak z poprzednich rozwa
żań wynika, to określenie płaszczyzny ściśle stycz
nej jest równoważne poprzedniemu z III § 3.

§ 8. Łuk jako parametr. Wzory powyżej po
dane upraszczają się, gdy łuk 5 krzywej jest para
metrem, przy pomocy którego krzywa C została 
przedstawiona, a więc r = r (s). Wykażemy, że jeżeli 
krzywa C, przedstawiona przy pomocy parametiu t, 
spełnia (Z, 2) i (Z*, 2) w [fl, ó], to spełnia (Z, 2) 
i (Z*, 2) w [sft, s6] (lub [£&, •.%]) przy przedstawieniu 
zapomocą tuku s. Rzeczywiście jest:

więc istnieje druga pochodna

przeto istnieją i jest:
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a więc jest ten iloczyn =|= 0. Założenie więc, że C, 
przedstawione przy pomocy łuku, spełnia (Z, 2) 
i (Z*, 2) w [so, Sj] (lub [s&, saJ), nie narzuca na C no
wych więzów. Zwykle krzywa jest przedstawiona 
przy pomocy parametru t, który nie jest łukiem. Przed
stawienie przy pomocy łuku jest na ogół niewyko
nalne: wymaga bowiem wykonania kwadratur dla 
znalezienia łuku, a potem rugowania parametru t, 
(odwrócenia funkcji s = cp(Z)); obie czynności nie 
są na ogół „praktycznie" wykonalne.

Wiadomo, że dla krzywej C, o której założymy, 
że spełnia (Z, 2) i (Z*, 1), istnieje łuk s i że za
chodzi związek II 373, z którego przez różniczko
wanie wynika związek

(64) dr x/ d2r _ 
ds^ds^~

Tw. Jeżeli dla pochodnych r', r" zachodzą 
związki:
(64 bis) r' 0, v 4= 0, r' X r" = 0,
to jest r' Ą r" 4= 0. Tw. to odnosi się jużto do jed
nego punktu krzywej, jużto do przedziału; parametr, 
względem którego oblicza się pochodne, jest do
wolny; w szczególności, gdy zachodzą założenia 
(Z, 2) i (Z*, 1), (o istnieje łuk i jest 
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i zachodzi (64). Dla dowodu niewprost załóżmy, że 
r' Ąr"=0, tedy istnieje skalar X =f= 0 taki, że r"=kr', 
więc 0 =r'X r" = k (r'X r ), ale X =|= 0, więc 
r' X r' — 0 wbrew założeniu. Tw. zatem udowod
nione.

Wobec tego o krzywej C założymy, że w [sx, s2] 
spełnia (Z, 2), oraz związki 

(65)

Stąd już wynika (64) i (Z*, 2) w [sx, s2]. Wobec 
tego (41), (50), (51), (56) i (64) dają

(66) 

a że zachodzi także II 35, więc wektor t ma po
chodną pierwszą względem luku w [sx, s2] i jest

(67) dt
— = A; n.
ds

Wzór ten jest t. zw. pierwszym wzorem Freneta — 
dalsze dwa poznamy poniżej. Napiszeiny jeszcze (66) 
i (67) w ortogonalnym układzie Kartezjusza, dołą
czając wzory na dostawy kierunkowe stycznej, ale 
z każdej trójki wzorów podajemy pierwszy, dalsze
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dwa 
liter

otrzymuje się przez przestawienie cykliczne 
a?, y, z. Jest więc

(68)

(69)

W ostatnim wzorze a?',..., x",... oznaczają pochodne 
względem parametru t.

§ 9. Linje proste w R3. W § 6 wykazaliśmy, 
że krzywa, spełniająca {Z, 2) i (Z*, 2) posiada w każ
dym punkcie dodatnią krzywiznę pierwszą, która 
jest niezmiennikiem różniczkowym grupy ruchów 
euklidesowych i dopuszczalnych przekształceń pa
rametru.

Obecnie zajmiemy się krzy wemi w 7?3, które speł
niają (Z, 2) i (Z*, 1) w [a, 6] i są zarazem takiemi, że

czyli macierz

jest w [a, o] stałe rzędu lgo.
(Rzędu 0go być nie może wobec (Z*, 1)); jest więc 
w [a, ó]:
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Dla scałkowania równania (70x), pomnóżmy wek
tor r' przez wektor r' Ai,v. Na mocy I 73 i III 70 
mamy:
(72)

Dla scałkowania tego równania, wprowadźmy 
łuk s, który istnieje, [bo szukamy krzywych, speł
niających (Z*, 1)]; jest 

przeto (72) po uproszczeniu daje: 

gdzie a oznacza stały (co do kierunku i wielkości, 
ale swobodny t. zn. o dowolnym początku) wektor; 
mamy tedy t = a, co daje a)(a = 1; ponadto cał
kując, otrzymujemy
(73) 
gdzie b jest wektorem stałym, a że a =j= 0, s zmienne 
więc (73) jest równaniem prostej. Udowodniliśmy 
zatem tw.: jeżeli krzywa spełnia (Z, 2) i (Z*, 1) 
w [a, 6] i jeżeli macierz (702) jest stale rzędu ls°, 
to krzywa jest prostą przestrzeni

Z (73) wynika, że jest 

(74)

Zresztą (74) wynika bezpośrednio na mocy tw. 
z § 8; skoro bowiem jest
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więc stąd i z (70) wynika (74), które scałkowane 
daje (73), poczem łatwo wynika, że aXa= 1-

Stąd i z (66) wynika, że prosta nie posiada ani 
normalnej głównej ani binormalnej, ponadto jest 
k = 0 (promień p nie istnieje), jeżeli k określimy 
wzorem (663).

§ 10. Pierwsza krzywizna krzywej. Pierwsza 
krzywizna k (zob. III 69) jest zerem dla prostej, 
wobec tego intuicyjnie można krzywiznę k uważać 
za „miarę odstępstwa krzywej od prostej". Wyka- 
żemy też, że krzywizna pierwsza dla krzywej pła
skiej jest jej krzywizną w znaczeniu elementarnem.1 
W najprostszym przypadku krzywa płaska jest dana 
przez równanie y — f (a?) (i z — 0); założymy, że 
f (x) ma 2gą pochodną ciągłą w x0 i 
wtedy krzywizna w znaczeniu elementarnem istnieje 
i jest równa:

t._ ir(^)i
Krzywą tę przedstawimy teraz parametrycznie, 

kładąc x = t, wtedy y = f(t'), ponadto jest z = 0. 
Macierz pierwszych i drugich pochodnych dla x0 = to

0, 0 
jest rzędu 2go. A więc na mocy III 50 i 51 jest krzy
wizna pierwsza: k0 = k0*. Ten sam wynik otrzy
mamy, gdy przyjmiemy, że krzywa płaska jest dana 
parametrycznie; gdy więc x=x(t), y=y(t)f 2=0 
i macierz

1 Zob. A. Hoborski: Wyższa Matematyka (1928). Cz. I. 
Str. 369 i nast.
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(75) 

jest rzędu 2go, co daje, że:
(76)
to otrzymamy:

(77)

Udowodnimy tw.: jeżeli krzywa C spełnia (Z, 2) 
i (Z*, 2) w [a, &], to rzut krzywej C na płaszczyznę 
ściśle styczną punktu Mo (to) ma (jako krzywa pła
ska) krzywiznę w punkcie Mo (t0) równą pierwszej 
krzywiźnie krzywej C w Mo (to).

Płaszczyzna ściśle styczna jt/ do C w Mo (t0) ma 
równanie (59). Prosta, rzutująca punkt r krzywej C 
na n0' ma więc równanie U = r + o bo i przebija xo' 
w punkcie o o własności (r -j- o bo — r0) X bo — 0, 
co daje o = (r0 — r)Xbo, bo jest boXbo = 1- Rzut 
P punktu M na no' określa się z równości R = r— 

Stad otrzymujemy wektor
(78)
wektor ten leży na n0', na której leżą styczna (to) 
i normalna główna (nj; na no' przyjmiemy układ 
Kartezjusza x, y, biorąc Mo za początek układu, oś x 
wzdłuż to, oś y wzdłuż n0; współrzędne x, y punktu 
P (rzutu) są widocznie:
(79)
bo bo X — bo X n<» — 0- Zbadajmy macierz (75) 
w punkcie Mo (t0). Otóż ponieważ krzywizna pierwsza 
nie zależy od parametru, możemy przyjąć, że krzy
wa C jest przedstawiona przez swój łuk s, który
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nie będzie łukiem dla rzutu, ale parametrem. Zba
dajmy teraz macierz (75) w Mo (S0) dla rzutu. Otóż 
mamy:

(80)

Aby obliczyć drugie pochodne, posłużymy się 
pierwszym wzorem Freneta (67). Jest więc:

(81)

Wzory (80) i (81) dla s — s0 dadzą

bo 10X10 = 1, noXn<, = l, toXn« —Nadto 

więc wzór (77) daje na krzywiznę rzutu w Mo (so) 
wartość k0 i temsamem tw. udowodnione.

Uwaga. Przejście do współrzędnych x, y nie było 
konieczne; można było operować wektorem M0P 
na płaszczyźnie Tto'

Poznamy teraz interpretację geometryczną pro
mienia krzywizny po krzywej C dla Mo.

Jeżeli krzywa C spełnia (Ż, 2) i (Z*, 2) w [a, b] 
i jeżeli aś^łoś^b, to według II § 5 b) istnieje liczba 
60 > 0, taka, że żaden punkt M (/) krzywej C nie 
leży na stycznej p0 do C w M>, gdy jest a X ł X b, 
0 < 11 — l0\<Zóo; a więc wtedy M (/) i p0 określają 
płaszczyznę n (której granicznem położeniem jest 
płaszczyzna no' ściśle styczna do C w Mo); istnieje za
tem koło Q, przechodzące przez M(V), M0(t0) i styczne
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do Po. Aby znaleźć równanie koła Q (którego gra
niczne położenie dla t-+ł0 za chwilę określimy), 
uważamy Q za koło wielkie odpowiednio dobranej 
kuli S. Kula S ma następujące własności: a) jej śro
dek (wyznaczony przez wektor RJ leży na Jt; b) S 
przechodzi przez J/o(?o); c) S przechodzi przez Af(f); 
d) Po jest styczną do S. Okaże się, że przy naszych 
założeniach co do C i t własności a — d określają 
kulę S jednoznacznie. Jeżeli przez p oznaczymy 
promień kuli S, to kula 2 widocznie zależy od współ
rzędnych środka kuli (trzy liczby: miary składo
wych wektora Rx) i od p, razęm od czterech wiel
kości, na które mamy też cztery warunki a, b, c, d.

Ad a. Równanie płaszczyzny n znaleźliśmy w III § 3 
i daje je wzór III 13; stąd wynika, że warunek (a) 
daje związek:

(82i,2)

Ad b i c. Równanie wektorjalne kuli jest nastę
pujące (R — RJ X (R — Rj) = p2. Stąd warunki 
b) i c) dają:

(83)

Otrzymamy układ równoważny układom (83), jeżeli 
oprócz (83x) weźmieiny równanie, będące wynikiem 
odejmowania obu równań (83); otóż otrzymamy 
przez odjęcie:
(84)
Nie trudno zauważyć, że to równanie wyraża, iż 
środek kuli leży na płaszczyźnie symetralnej od
cinka MoM.

A. Hoborski: Teoria krzywych I. 9www.rcin.org.pl
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Ad d. Skoro p0 ma być styczną do kuli S, to 
wektor r0', leżący na p0, ma być prostopadłym do 
„wektora-promienia*: Rx — r0, a więc 
(85)
Otrzymaliśmy tedy na Rx i p równania: (822), (83J, 
(84) i (85). Wykażemy, że pozwolą nam określić 
jednoznacznie Rx i p. Otóż na mocy I § 5 f otrzy
mujemy z (822) i (85), że (zob. wzór I 73): 

przyczem uwzględniliśmy oznaczenia wzorów III 40. 
Mamy do wyznaczenia dwa niewiadome skalary 
o i p i na nie dwa równania (dotąd nieuwzględ- 
nione): (83^ i (84). Naprzód przekształcimy (84), 
rozwijając r — r0, r X r — r" X r° według rozwinię
cia Peany aż do wyrazów stopnia drugiego; otóż 
posługując się wzorem III 12 bis i wzorem:

otrzymujemy (84) w postaci:

co na mocy (85) i po uproszczeniu przez (t—10)2 ={= 0 
daje
(87)
Wstawiając Rj z (86) w (87), otrzymujemy na o 
warunek:
(88) 01 fh— 41J22 4 d — Ai 4 ^i»
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gdzie c -* 0, \ 0, gdy l >t0, bo a -> 0, b -* 0. Okre
śliwszy z (88) skalar o (co uczynić można!), wy
znaczymy już łatwo p z równania (83J: 

(89)
bo p > 0, gdyż jest promieniem kuli. Przechodząc 
obecnie do granicy, otrzymujemy:

gdzie M0K0 i p0 mają to samo znaczenie, co w III 36 
i III 50. Ponieważ Jt ma płaszczyznę ściśle styczną 

jako graniczne położenie, więc koło Q ma iako 
granicę, koło Qn, leżące na x0' o środku w Ko i pro
mieniu p0 = M>JT0; koło to zowie się kotem krzy- 
wiznowem krzywej C w punkcie Mo (t0). Zarazem 
uzyskaliśmy widoczne twierdzenie: jeżeli krzywa C 
spełnia (Źf, 2) i (Z*, 2) w [«, &], to w każdym punk
cie M krzywej C istnieje koło krzywiznowe, któ
rego środek leży na normalnej głównej punktu M, 
ponadto prosta biegunowa punktu M przecina pła
szczyznę ściśle styczną punktu M w środku krzy
wizny (czyli środku koła krzywiznowego) punktu M.

Podamy jeszcze inną interpretację pierwszej krzy
wizny dla krzywej C. Z punktu Mo (s0) poprowadźmy 
dwa wektory styczne jednostkowe: t0 (należący do 
Mo (sjj) i t (należący do M (s)). Jest więc 1X10=008 <p, 
gdzie cp oznacza kąt między tymi wektorami; stąd 
na mocy I 77
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Przyjmując łuk s jako parametr, rozwiniemy 
t A to według Peany do wyrazów lgo stopnia, posłu
gując się przytem pierwszym wzorem Freneta (III 67) 

t A to = [to + (s — so)(^no 4- a)] A t0 = 
= (s — Sp) [— &pb0 -j- a A to],

gdzie a~>0, gdy nadto korzystaliśmy ze
związku t0 A no = bp. A więc:
(91) sin cp | — |s — Sp|\/M4-c,
gdzie c->0, gdy t->to. Stąd wynika, że: 

(91 bis)
sin cp
s — s0

gdy t-+t0. Temsamem uzyskaliśmy wynik analo
giczny do wyniku znanego z elementarnej teorji 
krzywizny krzywych płaskich o równaniu y =

§ 11. Wzory Freneta. Powyżej (III 67, str. 123) 
poznaliśmy pierwszy wzór Freneta (w postaci wek- 
torjalnej) i zarazem stąd wynikającą pierwszą grupę 
(III 69) wzorów Freneta (dla ortogonalnego układu 
Kartezjusza). Wzór ten jeszcze raz wyprowadzimy, 
przez co wyjaśni się jego rola i to niezależnie od 
aparatu geometrycznych rozważań.

Zakładamy, że krzywa C spełnia (A, 2) i (^*, 2) 
w [a, &]; wtedy istnieje dla niej łuk s i w każdym 
punkcie wektor jednostkowy t, styczny do C. Jest 
więc tX t = 1; na mocy (X 2) wektor ten ma po
chodną ciągłą względem łuku i jest 
(92) tX^ = 0, 

a że na mocy (Z*, 2) jest dt;ds =j= 0, więc z (92) 
wynika, że wektor ten jest prostopadłym do t; nie
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jest jednak naogół jednostkowym; oznaczając więc 
przez k jego długość (&>0), określamy wektor jed
nostkowy i współkierunkowy z wektorem (ćZtrćZs);

1 dt 
k~ds

skąd się natychmiast otrzymuje pierwszy wzór Fre- 
neta III 67. Widoczne więc znaczenie pierwszego 
wzoru Freneta: jeżeli całą uwagę skupimy na wek
torach, związanych z punktem krzywej, a pominie
my takie utwory, jak proste osie i płaszczyzny, to po 
określeniu wektora stycznego do krzywej (rozdz. 11) 
wzór (93) w takiej geometrji służy do określenia 
wektora n i pierwszej krzywizny ł. Współczynnik 
lc (> 0) ma więc być takim, żeby było nX n = 1

Mnożąc (93) skalarnie przez n, otrzymujemy:

czyli 1 dt 1 dt 
k ds'' k ds

(94) Tc = Jdl\/dt. 
\ ds^ds

(95) *=£><"•

Mając wektory jednostkowe t, n (od siebie nie
zależne, bo do siebie prostopadłe), określamy z kolei 
trzeci wektor jednostkowy t. z w. binormalny, kładąc 
b = t Ą u. W ten sposób w każdym punkcie M (s) 
krzywej istnieją trzy wektory t, n, b, od siebie nie
zależne; wskutek tego każdy wektor u, wychodzący 
z M (s) wyrazi się linjowo i jednorodnie przez t, n, b 
t. zn. otrzyma się
(96) u = .At-|-Bn-|- Cb, 
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gdzie A, B, C są miarami rzutów (składowych) wek
tora u na kierunki wektorów t, n, b. Mamy bowiem 
na mocy Ili 60:

Podobnie jest B = uXn» B = (A są
to skalary).

Zauważmy, że wektor t otrzymuje się przez 
różniczkowanie wektora r (s), określającego punkty 
krzywej, wobec tego n zależy od drugiej pochodnej, 
podobnie się rzecz ma z wektorem b i niezmienni
kiem różniczkowym k. Aby więc obliczyć pochodną 
(ćZnzć/s); jesteśmy zmuszeni przyjąć, że krzywa 
spełnia (Z, 3) w [a, &]. Przyjmując to, możemy obli
czyć pochodną geometryczną (dn -.ds); ale pochodna 
geometryczna wektora jest znów wektorem, który 
oczywiście należy do punktu M (s), więc wyrazi się 
przez wektory t, n, b, należące do M(s). Możemy 
więc w myśl wzoru (96) napisać:

(97) 

przyczem jest (jak wyżej)

(98)

Otóż jest tXn = 0, skąd wynika na mocy (95): 

przeto jest A— — k. Podobnie mamy nXn=:=l> 
skąd przez różniczkowanie wynika:

czyli
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przeto jest B — 0 czyli wyrazu ($n) w (97) „niema". 
Prawa strona wzoru (97) zawiera więc 2 wyrazy, 
zamiast C napiszemy — mamy1 więc

gdzie jest według (98):
z x ~ x z(100) £=~bX^

Współczynnik & nosi nazwę drugiej krzywizny 
krzywej albo skręcenia (czyli torsji); pochodzenie 
nazwy wyjaśni następny paragraf.

Wzór (99) zowie się drugim wzorem Freneta, 
który w ortogonalnym układzie Kartezjusza daje 
drugą grupę wzorów Freneta (c, jak widoczne 
ze (100), jest skalarem): 

(101)

Drugi wzór Freneta określa skręcenie £ (gdyż wek

1 Gdybyśmy położyli
(lOObis) £ = b X
to mielibyśmy

dn(99 bis) = — A:t + ć~b,
oraz:
/ zx db(102 bis) ^- = —£n.
Niektórzy autorzy przyjmują wzory 99bis i 102 bis, inni 
99 i 102.
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tor b jest już nam znany). Podamy teraz trzeci 
wzór Freneta. Otóż b = tAn, więc stąd i z lit 67, 
III 99 mamy:

r/b

ds 

czyli

(102)

Jest to t.zw. trzeci wzórFreneta w postaci wektorjalnej. 
W ortogonalnym układzie Kartezjusza otrzyma

my stąd trzecią grupę wzorów Freneta: 

(103)

Do wzorów Freneta dołączymy wzór, wzgl. grupę: 
ćZr__ dx__ dy__ dz _
ds ’ ds a’ ds ’ ds

które nie mają osobnej nazwy, ale do wzorów Fre
neta należą i pojęciowo i kształtem — dlatego (104) 
nazwiemy 0łym wzorem Freneta, wzgl. 0tĄ grupą 
wzorów Freneta.

W związku z powyższem wypowiadamy nastę
pujące tw.: jeżeli krzywa C spełnia {Z, 3) i {Z*, 2) 
w [si, $2! i jeżeli s jest lukiem krzywej, a r(s) wek
torem wyznaczającym bieżący punkt krzywej, to 
istnieją w [sx, s2l dwa niezmienniki różniczkowe kiÓ 
grupy ruchów euklidesowych i przekształceń dopu
szczalnych parametru i nadto k należy do C1 w [s15 s2], 
&>0 w [si> s2l; zarazem istnieją trzy wektory t, n, b 
o własnościach III 60, III 104, III 67, III 99 i III 102.
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Analogiczne twierdzenie wypowie czytelnik, po
sługując się współrzędnemi Kartezjusza x, y, z punktu 
bieżącego krzywej.

Dołączmy jeszcze uwagę: przy założeniach (Z, 1) 
i (Z*, 1) w [s15 s2] otrzymuje się 0ł!l wzór (0tą grupę 
wzorów) Freneta:, przy założeniach (Z, 2) i (Z*, 2) 
w tsi, $2] otrzymuje się dalej pierwszy wzór (pierwszą 
grupę wzorów) Freneta; wreszcie przy założeniach 
(Z, 3) i (Z*, 2) otrzymuje się nadto drugi i trzeci 
wzór (drugą i trzecią grupę wzorów) Freneta.

Dowód, że skręcenie £ jest niezmiennikiem róż
niczkowym grupy ruchów euklidesowych i prze
kształceń parametru, znajdzie czytelnik poniżej (§ 12).

§ 12. Druga krzywizna.' O krzywej C zało
żymy, że spełnia (Z, 3) i (Z*, 2) w [s15 s2], wobec 
tego krzywizna pierwsza k, będąca elementem 2go 
rzędu, ma pochodną ciągłą względem łuku; oblicz
my pierwsze trzy pochodne wektora r(s), wyzna
czającego bieżący punktu krzywej C. Jest:

dr  d2r dt 
ds ’ ds2 ds n’

d3r dk 7 77 * i

Obliczmy wyznacznik trzech wektorów:
dr d2r d*r 
ds' ds2 ’ ds9

Mnożąc pierwszy wiersz przez k2 i dodając do trze
ciego wiersza, usuniemy t z trzeciego wiersza; po
dobnie mnożąc przez odpowiedni czynnik drugi 
wiersz i dodając iloczyn do trzeciego wiersza, usu
niemy z trzeciego wiersza n tak, iż otrzymamy
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(106)
dr d2r d3r i 
ć/s’ ć?'.2 ’ ds3 I = — lc2 C11, n, b | = — k2£,

bo 11, n, b| = -|-1. Ze (106) otrzymamy więc:

(107)
dr d2r d3r
ds’ ds2 ’ da3

skąd widoczne, że C jest elementem 3!/0 rzędu, bo 
zależy od pochodnych trzeciego rzędu.

Aby wykazać, że £ jest niezmiennikiem różnicz
kowym grupy ruchów euklidesowych, dość wyka
zać, że wyznacznik, po prawej stronie wzoru 107 za
chodzący, jest niezmiennikiem różniczkowym grupy 
ruchów euklidesowych, bo jest nim — jak wiemy — 
krzywizna pierwsza ł. Otóż krzywa C przechodzi 
przez ruch euklidesowy w krzywą C* o równaniu:

3
(108) r* (s) = a4 -|- 2? (a, X r («)) e,,

1=1
skąd otrzymujemy

(i = 1,2, 3),

dk r
co wykazuje, że wektor przez ruch euklide

sowy przejdzie w wektor
ćZfcr*

, a stąd na mocy

tw. ze str. 105 (wzór III 19) wynika, że 
dr* d2r* d3r*
ds * ds2 ’ ds3(110)

dr d2r d3r
Ts'ds2'd&

co było do udowodnienia.
Jak wiadomo z II § 3, łuk krzywej nie jest jedno

znacznie określony; jeżeli s oznacza jeden łuk krzy
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wej, to wszystkie luki krzywej obejmuje wzór 
s* = e.s so, gdzie e — ± 1, a s0 jest dowolną stałą. 
Wykażemy, że Z od wyboru łuku nie zależy. Rze
czywiście mamy:

dr  dr d2r  d2r 2
ds* ds E’ ds*2 ds2

d3r __d3r
ds*3 ds3 

d2r
~ds2'

i wobec tego jest:

dr d2r d3r 
ds* ’ ds*2 ’ ds*3

Ponadto
z- — ^2r.zd2r , d2r d2r

Vds2^ds2~~\ ds*2 ds*2'

skąd już widoczne, że £ nie zależy od wyboru łuku.
Załóżmy, że krzywa C jest przedstawiona przy 

pomocy parametru t i spełnia (Z, 3) i (Z*, 2) w prze
dziale [«, b] na t; stąd wynika, że spełnia też (Z*, 1) 
w [a, b], a więc istnieje łuk s, który wobec (Z, 3) 
należy do klasy C3 w [a, &]. Jest więc

stąd na mocy znanych własności wyznaczników jest

dr d2r d3r 
ds' ds2' ds3(115)
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Na mocy III 50 i 51 jest:
(116) *2_(rzXrz)(^X^)-(rzXrz/)2

(r'Xr')3 *
Ze wzorów 107, 115 i 116 wynika,

(117) C= — (r-Xr-)(r»Xr")_(r'Xr-7)2 I 1

gdyż jest na mocy (114J i III 65

(118) r'X r'= ~* X • s'2 = s's, 

wobec czego przez s'6 obustronnie się skraca od
nośna równość. Jeżeli I?3 odniesiemy do ortogonal
nego układu Kartezjusza, to (117) daje:

Uzyskaliśmy twierdzenie: dla każdego przedstawie
nia parametrycznego, dla którego krzywa C spełnia 
(Z, 3) i (Z*, 2), wyraża się jej skręcenie wzorem 
(117), wzgl. (119).

Wykażemy teraz, że skręcenie & jest niezmienne 
przy dopuszczalnych przekształceniach parametru. 
Oczywiście wpierw określimy1 pojęcie dopuszczal
nych przekształceń parametru. Załóżmy, że krzywa 
C jest przedstawiona przy pomocy parametru /, który 
pozostaje w [a, 6] i że spełnia (Z, 3) i {Z*, 2) gdy 
jest W miejsce l wprowadzimy parametr

1 Poprzednio (II §3, III § 6) rozważaliśmy też „dopu
szczalne przekształcenia" parametru; oczywiście określe
nia są dostosowane do wymagań, stawianych przez za
gadnienia, któremi się zajmujemy.
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ł* przy pomocy przekształcenia: t — cp (f*); niech cp 
należy do C3, gdy a* t* b*, nadto niech będzie 
a cp(Z*) -C K gdy jest a* b*; wreszcie niech
będzie pochodna

(120)

Właśnie przekształcenia l na /*, spełniające powyższe 
warunki, nazwiemy obecnie dopuszczalnemi. Z po
wodu (120) i ciągłości pochodnej funkcja 'p jest ściśle 
monofoniczną w [a*, b*], wobec czego jest odwracalną 
i niech będzie = przyczem ł ma pozosta
wać w przedziale [%, gdzie jest 
funkcja należeć będzie dó C3 w [«!, Wpro
wadzając l* za i, otrzymamy 
i jest

Stąd mamy (zob. 111 § 6): 

(122)

Ponieważ według założenia zachodzi (/?*, 2) t. zn. 
r'Ąr" =|= 0 w &J, przeto także w [an bx], więc 
z (122) wynika:

(123)

Innemi słowy: krzywa C spełnia (Z, 3) i (Z*, 2) 
w [u*, ó*|, gdy ją przedstawimy przy pomocy Z*, 
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wobec czego otrzymamy wzór, na S* (skręcenie 
krzywej, przedstawionej przez /*), zastępując w (117) 
r przez r*, a l przez /*, poczem przy uwzględnie
niu (121) z łatwością wynika, że S* = £, co znaczy, 
że C jest rzeczywiście niezmiennikiem różniczko
wym dopuszczalnych przekształceń parametru.

Podamy teraz interpretację geometryczną skrę
cenia Z. W tym celu rozważmy najpierw krzywą 
płaską, spełniającą (Z, 3) i (Z*, 2) w [a, &]; jak wia
domo z Iii § 3, płaszczyzną ściśle styczną w każdym 
punkcie krzywej płaskiej jest jedna i tasama pła
szczyzna Jt, na której leży krzywa, wskutek czego 
osie binormalne wzdłuż krzywej tworzą zbiór pro
stych do siebie równoległych. Ten fakt nasuwa roz
ważania następujące. Niech C będzie krzywą nie- 
płaską i niech r = r(s) będzie jej równaniem, przy- 
czem s jest łukiem krzywej; niech C spełnia (Z, 3) 
i (Z*, 2) w [s15 s2l na Niech so należy do [sx, 
utwórzmy kąt cp między wektorem binormalnyin b0 
w Mo (s0) a wektorem b w M (s). Oczywiście jest 
cos cp = b X b0, stąd na mocy I 77 jest

Rozwińmy według Peany aż do wyrazów 1go 
rzędu wektor b, korzystając dla pochodnej ze wzoru 
III 102: b = bo+(s — s0) Kolio + a], gdzie a-*0, 
gdy s^-SoJ So, n0 oznaczają skręcenie, wzg. wektor 
normalny główny w Mo. Stąd wynika

(124) da je więc:
(125)
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gdzie c->0, gdy s-*s0; wobec tego jest: 

(126) 

ta własność torsji £ jest też powodem, że — mówiąc 
intuicyjnie — uważamy skręcenie za „miarę odchy
lenia krzywej od krzywej płaskiej", dla której oczy
wiście jest £=0, gdyż jest sin<p 0 dla krzywej 
płaskiej.

Uwaga. Wiadomo z rozdz. I, że iloczyn skalarny 
2 wektorów jest niezmiennikiem grupy ruchów eu- 
klidesowych. Otóż — jak widzieliśmy — wektorami 
wyróżnionymi dla krzywej C o równaniu r — r(s), 
spełniającej (Z, 3) i (Ż*, 2), są pochodne geome-

Przy ich pomocy tworzymy iloczyny skalarne

Iloczyn (cc) jest = 1, gdy s jest lukiem; wskutek 
tego (3) jest=O dla każdej krzywej C; oba więc 
iloczyny (a) i ([3) mają liczebne wartości, wspólne 
dla wszystkich krzywych C. Dopiero iloczyn (y), 
widocznie = k2 jest niezmiennikiem interesującym. 
Dalszy niezmiennik otrzymamy, biorąc pod uwagę 
iloczyny skalarne:

Zauważmy jednak, że, ponieważ (3) —0, więc przez
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różniczkowanie względem s otrzvmuiemv z (8):

Podobnie z (y) otrzymujemy:

A więc iloczyn (8) nie daje nic nowego, a iloczyn (e) 
wyraża się przez krzywiznę pierwszą i jej pochodną.

Przejdźmy teraz do niezmiennika 3 wektorów; 
jest nim wyznacznik trzech wektorów, a więc wy- 
padnie utworzyć wyznacznik:

Nietrudno zauważyć, że jest

Ponieważ wiemy, że iloczyny skalarne 2 wekto
rów i wyznacznik trzech wektorów są niezmienni
kami grupy ruchów euklidesowych, więc powyższe 
rozważania można uważać za dowód, że krzywizny 
A: i £ są niezmiennikami grupy ruchów euklideso
wych. Do tych rozważań powrócimy jeszcze w IV § 7.

§ 13. Jeszcze o krzywych płaskich. Niech 
krzywa C leży na płaszczyźnie n i niech spełnia 
(Z, 2) i (Z*, 2) w [a, ó]. Dla uproszczenia wzorów 
przyjmijmy szczególny ortogonalny i prawoskrętny 
układ Kartezjusza: osie a?, y w jt, a oś z prostopadle 
do Jt. W każdym punkcie krzywej C istnieją wek
tory t*, n*, h* i krzywizna pierwsza /<* Z> 0 (dotąd 
oznaczane przez t, n, b i 7c). Wektory t*, n* leżą 
w ar, jak osie y. Te dwa układy można skoor
dynować w pewien szczególny sposób: w każ
dym punkcie krzywej przyjmiemy jednostkowe wek-
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tory t, n, b, a mianowicie ma być t zz t*, wektor n 
ma być tak obrany, by układ t, n był w n (a więc 
przez ruch w %) nakładalny na osie x, y, tedy jest 
albo n = n* albo n = — n* czyli jest n = en* (gdzie 
e=± 1); stąd wynika, że, gdy b jest równoległe 
do osi z i zgodnie z nią skierowane, to układ wekto
rów t, n, b jest prawoskrętny. Na prostej wektora n 
punktu leży środek krzywizny K; wektor MK 
ma na n* miarę dodatnią (1: 7c*), na n ma miarę 
(1:e£*) czyli (1:&), gdy położymy &==£&*. Nie
trudno zauważyć, że wzory Freneta (O-ty i 1-szy) 
pozostają bez zmiany; mamy bowiem:

A dt dt*
(127) -=t*=t, , =-T-=k*n* = Ek-&n=kn.ds ds ds

Wektory t, n, leżąc w płaszczyźnie x, y, mają
miary składowych w kierunku osi x, y, z następu
jące: (a, 3, 0) i (a*, 3*, 0), wektor b zaś ma miary 
składowych (0, 0, 1). Z prawoskrętności i ortogonal- 
ności wektorów otrzymuje się: 

nadto prostopadłość wektorów t i n daje t)x(n = 0 
czyli
(129) aa*43p* = 0.
Ponieważ jest t X t = a2 f (B2 = 1, więc (128) 
i (129) możemy rozwiązać na a*, 3*; otrzymamy 
z łatwością:
(130) a* =—|3; a* = |3.

A. Hoborski: Teoria krzywych I. 10www.rcin.org.pl
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Stąd widoczne, że dla krzywej płaskiej jest normalna 
główna elementem pierwszego rzędu, istnieje więc 
na mocy (Z, 2) pochodna ćZn : ds i właśnie na mocy 
(130) i (127a) otrzymujemy: 

czyli jest:

(131)

Jest to drugi wzór Freneta, który uzyskaliśmy przy 
założeniach (Z, 2) i {Z*, 2) w [«, &]. Wzór (131) 
łatwo uzyskać na drodze wektorjalnej. Skoro bowiem 
n leży stale w Jt, więc też pochodna ćZn:ds będzie 
wektorem na ~, na której wektory wyrażą się przez 
t i n, a więc:

-^n —At-|- #n,
CC s

skąd otrzymuje

Ale dają: 

temsamem otrzymaliśmy (131). Wreszcie zauważmy, 
że b jest stałym wektorem wzdłuż C (t. zn. ma
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stały kierunek i stałą wielkość), wobec tego jest:

(132)

co jest trzecim wzorem Freneta dla krzywych pła
skich. Jeżeli teraz założymy, że krzywa płaska spełnia 
(^, 3) i (Z*, 2) w [a, 6], to wzory (102) i (132) dają:
(133)

Tw. to można uzyskać bezpośrednio; niech bo
wiem krzywa r = r(t) leży na płaszczyźnie n o rów
naniu RXuo — a<>, gdzie R wyznacza bieżący punkt 
płaszczyzny, u0 0 jest stałym wektorem, a0 jest 
stałą. Skoro krzywa leży na w, to- jest r(0 X u0=ao, 
a stąd przez różniczkowanie otrzymuje się:

(134)

Na mocy (Z*, 2) wynika według I § 5 /, że na mocy 
(1341,2) jest u0=c>(r'Ar"), gdzie o =|= 0 (bo uo4=0); 
wreszcie (134J daje (r' A r") X T " — 0, czyli 

j a stąd wynika (133).
Udowodnimy odwrotne tw.: jeżeli krzywa Cspeł

nia {Z, 3) i (Z*, 2) w [a, ó] i związek (133), to C 
jest krzywą płaską. Rzeczywiście z (133) wynika na 
mocy (102), że zachodzi (132), a to scałkowane daje, 
że b jest stałym wektorem jednostkowym (a więc 
4= 0), który oznaczymy przez h0. Jest więc b = b0, 
a więc:

co przez całkowanie daje r X — c», gdzie c0 ozna
cza stałą; a więc krzywa leży na płaszczyźnie 
R X bo = c0 czyli jest płaską.
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Zauważmy jeszcze, że kiedy krzywizna pierw
sza & z określenia swego dla krzywych niepłaskich 
była dodatnią, to skręcenie £ może być dodatnie, 
ujemne lub zerem.

Zbadajmy, jakie wynikną wnioski dla krzywej, 
dla której w punkcie Mo jest > 0 lub Co < 0. Po
nieważ £ nie zależy od parametru, więc przyjmie- 
my łuk s jako parametr, przyczem łuk dobierzemy 
w ten sposób, by w Mo było s =0; ponieważ Z nie 
zależy od położenia krzywej w /Z3, więc poddamy 
krzywą ruchowi euklidesowemu tak, by punkt Mo 
przeszedł w początek układu, wektory t0, n0, b0 
punktu Mo padły odpowiednio na osie y, z i były 
zgodnie z osiami skierowane. Że taki ruch (skok) 
istnieje i jest jednoznacznie określony, wykazaliśmy 
w I § 2 (str. 15). Wobec tego wektory t0, n0, b0 mają 
składowe w kierunku osi y, z o miarach, uwi
docznionych w następującej tabelce

b<> 
TT 
oj 
i

t0 n0
1 0

y 0 1
z 0 0

Rozwińmy wektor r ($) według Peany aż do wy
razów 3go stopnia; posługując się wzorami III 105, 
otrzymujemy (jest r0 = 0):

(136) <

gdzie dk'.ds0 oznacza wartość pochodnej dlc:ds
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dla s — O i c-*O, gdy $~>O. Stąd i z tabelki (135) 
otrzymujemy: 

(137) 

przyczem q, c2, c3 oznaczają miary składowych wek
tora c w kierunku osi x, y, z, nadto położyliśmy: 

(138).

Ponieważ Zo> 0, &0 4= 0, więc istnieje 8>0 takie, 
że 1 -f~ c/ jest dodatnie, (ł# -J- c2z) jest też dodatnie, 

tego samego znaku co (—&<,£<,), gdy 
Krzywa (137) będzie miała więc kształt nie 

wiele różny od kształtu krzywej: 

(13.4)

Dla tej krzywej łatwo wyznaczyć kolejno jej rzuty 
na płaszczyzny xy (pł. ściśle styczną w Mc), yz 
(pł. normalną) i xz (pł. prostującą). Rzuty te po
dają rys. 3, 4 i 5 u, & na końcu książki. Rys. 3 daje 
krzywą:

(140)

gdy s przechodzi od wartości ujemnych przez zero 
do wartości dodatnich, to x ma podobną zmianę 
znaku i wartości, ale y jest stale dodatnie, zresztą 
rzut ten jest parabolą.
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Wyobraźmy sobie obserwatora, który stoi na pła
szczyźnie xy, kierunek od stóp do głów ma być 
zgodny z kierunkiem osi z i niech patrzy w kie
runku osi y na krzywą (niech stopy spoczywają na 
ujemnej pół osi y i dość daleko od początku układu); 
obserwator ten zobaczy krzywą w postaci jej rzutu 
na płaszczyznę xz (rys. 5 a, 6):

,s3
(140) = V = 0, z —-----~k0C0.

Gdy Co > 0, zobaczy obserwator krzywą rys. 5 a, 
gdy zaś e0<C(), krzywą rys. 5 b; strzałki na rys. 
oznaczają kierunek poruszającego się po krzywej 
punktu, gdy s wzrasta od wartości ujemnych przez 
zero do wartości dodatnich. Krzywa C, której rzut 
na pł. xz (prostującą) przedstawia rys. 5 a, zowie 
się lewoskrętną w otoczeniu punktu Mo (Co> 0); 
krzywa C, której rzut na pł. x z (prostującą) przed
stawia rys. 5 S, zowie się prawoskrętną w otoczeniu 
punktu Mo (Co < 0). Gdy więc Co > 0, to krzywa jest 
w otoczeniu punktu Mo lewoskrętną, gdy zaś C0<M, 
to jest prawoskrętną.

§ 14. Ostateczne wyróżnienie układu ru
chomego. Nawiązujemy do II § 7 i zachowujemy 
oznaczenia tam przyjęte. Z pomiędzy układów ru
chomych xx, x2, x3 wyróżniliśmy w stosunku do 
krzywej C ten, którego początek porusza się po krzy
wej C z prędkością 1 i którego oś xx schodzi się 
ze styczną skierowaną krzywej w początku układu. 
Osie x3, x3 nie zostały w II § 7 wyróżnione, uczy
nimy to obecnie, możemy bowiem nadać im poło
żenie wyróżnione. Zakładając, że C spełnia (Z, 3) 
i (Z*, 2) w [a, b], przyjmiemy normalną główną za
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oś ^2' a binormalną za oś a?3 w punkcie krzywej, 
w którym znajduje się początek układu ruchomego. 
Wobec tego dostawy kierunkowe osi układu rucho
mego względem osi nieruchomych będą następujące:

(142)

Istnieć więc będą pochodne ciągłe rzędu lg0 dla 
funkcyj względem łuku.

Wobec tego wzory I 96 na mocy wzorów Fre- 
neta (111 § 11) dają '

jeżeli odpowiednio określimy znak sumowy £. Pod
kreślmy wynik: jeżeli trójramię ruchome wzdłuż C 
ma styczną, normalną główną i binormalną krzy
wej C (w danym porządku!) za osie a?2, to skła
dowa prędkości kątowej ruchu trójramienia p2=ft. 
Z tego skorzystamy w IV § 3 d. Wzorom (143) można 
też nadać postać wektorjalną:

(144) P1=bX^>ft=tX3J'l’3=nX^-

Na mocy (143) wzory II 71 dają:
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dOCn |7 I

ds kx% 4“ 1,

dxA 
ds

Wzory I 120 dają równanie chwilowej osi śrubo
wego ruchu unoszenia:

1 — kx2 =— "kŁ, kxx-{- Cx3 = 0,
(146) — &x2=kk, A

albo w postaci rozwiązanej:
k

(147) xr=—G^x2 = ^-^, 

co wskazuje na to, że oś ta leży w płaszczyźnie 
równoległej do płaszczyzny prostującej. Z prostą, 
równoległą do niej, a leżącą w płaszczyźnie pro
stującej, zwaną linją prostującą, zapozna się czy
telnik w rozdz. IV. Zauważmy, że ruch śrubowy 
unoszenia będzie się wzdłuż C t. zn. dla każdego 
punktu krzywej C redukował do czystego obrotu 
(t. j. bez translacji w kierunku osi ruchu śrubowego), 
gdy (zob. I 106) będzie k = co zachodzić będzie, 
gdy jest c 0 czyli gdy krzywa jest płaską, co zre
sztą intuicyjnie jest zrozumiałe.

Punkt xx, x2, x3, którego prędkości podaje (145) 
opisuje w Ą krzywą C15 której łuk sx obliczymy. 
Otóż wektor prędkości punktu X{ ma długość równą 

ale długość wektora prędkości równa się 

\ds1: dt\ = \ds1: ds\, gdzie właśnie oznacza łuk 
toru opisanego przez punkt ruchomy X{. Przyjmu-
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jąc, że Sj

(148)

rośnie ze wzrostem luku s, otrzymamy:

Rozważmy z kolei nieruchome elementy. Punkt 
nieruchomy w R3 będzie miał ruch pozorny wo

bec układu ruchomego. Kładąc w (145) składowe 
= 0 (i — 1, 2, 3), otrzymujemy warunki na punkt 

nieruchomy:
dxr 
ds

dx3 
ds

(149) <

są to t. zw. równania1 Cesaro dla nieruchomego 
punktu w Ił3.

Warunki na stałość wektora (co do długości 
i kierunku) wyprowadziliśmy w ogólnym przypadku 
w I § 11. Rachunek ten powtórzymy teraz z ła
twością wskutek wyróżnienia układu ruchomego. 
Wzory I (125), (126) i teraz napisać należy. Wzór I 
(125) podaje rozkład wektora w w kierunku osi 
układu ruchomego; ale ex —t, e2=:n, e3 = b, więc 
na mocy III § 11 mamy: 

dc% 
ds ——Ci + Ce3), -~

co zresztą jest zgodne z I 129, 103 i III 143. Wobec 
tego otrzymamy:

1 Warunki te odpowiadają t. zw. różniczkowym wa
runkom identyczności w uogólnionej geometrji natural
nej. Zob. Kowalewski: Allgemeine nattirliche Geometrie 
und Liesche Transformationsgruppen (1931).

www.rcin.org.pl



154 III § 14

(151)

Stąd wynika, że wektor niezmienny co do długości 
i kierunku spełnia warunki:

Są to równania I 133 przy uwzględnieniu III 143. 
Stąd już łatwo podać warunki, by prosta lub pła
szczyzna były nieruchome. Według I 72 równaniu 
prostej można nadać postać: 

(153) 

gdzie a jest jednostkowym wektorem, leżącym na 
prostej, nadto a, h dają Pliickerowskie współrzędne 
prostej, tedy b1 — x2°a3— x3°a2, b2=x3°a1—x1°a3, 
b3 = x1°a2— x£ax, przyczem X? oznacza punkt na 
prostej dowolnie obrany. Otóż (149) i (152) dadzą 
warunki nieruchomości punktuj i wektora a; po 
łatwym rachunku otrzymuje się: 

(154)

Wreszcie podajmy warunki, by płaszczyzna była 
nieruchomą. Równanie płaszczyzny napiszemy w po
staci X XiWi=p, gdzie w oznacza stały wektor 

t
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niezerowy, nadto skalar p == przyczem Xi°
l

daje punkt na płaszczyźnie, dowolnie obrany. Pła
szczyzna będzie nieruchomą (a więc będzie miała 
ruch pozorny względem układu nieruchomego), gdy 
wektor w będzie nieruchomym czyli gdy będą speł
nione wzory (152), ponadto Xi° ma być punktem 
nieruchomym; wobec tego otrzymamy:

Uwaga. Dla elementów nieruchomych istnieją 
ciągłe pochodne we wzorach (149), (152), (154), 
(155), gdyż krzywa spełnia warunki (Z, 3) i (Ż*, 2) 
w [§i, $2!’ Jeżeli bowiem punkt nieruchomy ma 
współrzędne X{ względem układu ruchomego, a X? 
względem układu nieruchomego, to jest:

. 3
(156) #< = X aki (xk* — akj) (ż = 1, 2, 3),

fc=l

przyczem a14, a24, u34 są to współrzędne początku 
układu ruchomego, a więc punktu krzywej w ukła
dzie nieruchomym, aki (i,k= 1,2, 3) daje tabelka 
(142) ; ^i4 mają ciągłe pochodne rzędu 3g0, a pozostałe 

mają pochodne ciągłe rzędu lgo (według wzo
rów Freneta), X{* są stałe, więc Xi mają pochodne 
rzędu lg0 ciągłe. Podobny dowód przeprowadzi czy
telnik dla w, b i p.

Wzory obecnego paragrafu (zwłaszcza wzory 145) 
pozwalają rozwiązać zagadnienie następujące: dana 
krzywa C, spełniająca (/>, 3) i {Z*, 2) w [s4, s2] 
na łuk s; znaleźć własności (geometryczne) ruchu 
trójramienia (t, n, b), ruchomego wzdłuż C. Oczy

www.rcin.org.pl



156 III § 15

wiście wzory obecnego paragrafu wraz z wzorami 
Freneta pozwalają niekiedy rozwiązać zagadnienie 
odwrotne, bardziej interesujące: z pewnych (geome
trycznych) własności ruchu trójramienia wyznaczyć 
krzywą C. Zagadnieniami takiemi zajmować się bę
dziemy w rozdz. IV.

Uwaga. Współrzędne Xi punktu P względem ru
chomego układu zależą od położenia początku M 
układu na C i od orjentacji trójramienia t, n, b, 
a więc zależą od tego, co często w geometrycznych 
rozważaniach zowie się „elementem" krzywej rzę
du 2go (punkt wraz z trójramieniem), należącem do 
punktu M. Można więc uważać Xi za współrzędne 
punktu P względem pewnego „elementu" krzywej 
(elementu rzędu 2g0, przyczem podkreślamy, że ter
min dopieroco został użyty w innem znaczeniu, niż 
w niniejszej książce). Nietrudno zauważyć, że jest 

rr1==MPXt, *2 = MPXn, #3 = MPXI>.
Jeżeli więc krzywą C i punkt P poddamy temu sa
memu ruchowi euklidesowemu, to się xly x2, x3 nie 
zmienią. Widzimy zatem, że Xi są trzema niezmien
nikami punktu P i elementu rzędu 2g0, wybranego 
na krzywej C.

§ 15. Dwa ruchome układy. Ze względu na 
ciąg dalszy (IV § 3 d) oprócz dotychczasowego trój
ramienia T (xlt x2, x3), którego początek posuwa 
się po krzywej U, weźmiemy złączone z niein trój- 
ramię 'T (rys. 6 a, b) o początku 'M, leżącym na x2\ 
nadto niech nowa oś 'x2 leży na dawnej x2, może 
być zgodnie z x2 skierowana (rys. 6 a) lub nie
zgodnie (rys. 6 ó). Niech oś rxx tworzy z osią xx kąt 
m = (a^J, liczony w kierunku obrotów na pła-
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szczyźnie #3) [a więc od x3 ku x1 po kącie pro
stym]. Ten kąt co może być zależnym od położenia 
punktu M na C, a więc może być funkcją łuku s 
krzywej C, oczywiście z ciągłą pochodną względem s. 
Łatwo stwierdzi czytelnik równości, będące prostym 
wnioskiem z pierwszej:

(157) 

gdzie e = -j- 1, gdy .r2 i są zgodnie skierowane, 
a e = —1, gdy oc2 i '.r2 są niezgodnie skierowane. 
Otrzymamy1: 

gdzie u oznacza miarę wektora MZM na x2 czyli 2
M'M = ue2.

Ponieważ współrzędne punktu P względem ukła
du nieruchomego są więc wsta

wiając tu (158) otrzymamy: 

gdzie jest: 

(159)

1 Zamiast «> można wprowadzić kąt
2 Wektor e.2 jest jednostkowym, leżącym na osi
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Załóżmy, że u zależy od AT i jako funkcja łuku s 
krzywej C ma ciągłą pochodną w [sx, s2J. Wpro
wadźmy wielkości 'pi (i—l, 2, 3), obliczone ana
logicznie do I 96, oraz analogicznie do 1 99. 
Z łatwością stwierdzamy, że jest na mocy (159) i I 3:

(160)

We wzorach tych, które wyprowadziliśmy w przy
padku ogólnym, połóżmy px =—p2 — 0, p3=fc, 
4—1, ^>2 = ^3 = 0, a otrzymamy:

(161)

.leżeli np. co — Const lub u — Const, to wzory te 
w dalszym ciągu się upraszczają, zresztą zob. IV § 3 d.
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Rozdział IV.

Dalsze zagadnienia.
§ 1. Rozważania graniczne. W II § 2, III § 3, 

§ 5, § 10 i § 12 podaliśmy kilka przykładów t. z w. 
rozważań granicznych, obecnie podamy dalsze:

a) Płaszczyzna styczna. Na krzywej C, spełnia
jącej w [a, ó] obierzmy punkt
i przezeń płaszczyznę styczną (t. zn. płaszczyznę
przez styczną punktu a więc o równaniu:

gdzie u oznacza wektor , taki, że jest

Obliczmy odległość 5 punktu M (i) krzywej C od
Jest, jak wiadomo z geometrji analitycznej:

Rozwijając r według Peany aż do wyrazów 3g0 
stopnia, otrzymujemy na mocy (2)

gdzie a > 0, gdy Widocznie należy odróżnić
dwa przypadki: albo jest albo jest

W pierwszym przypadku jest nieskończenie małą
rzędu 2go względem W drugim zaś przy
padku mamy:
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(6) =
(t t0) 3! u x U

a więc 8 jest nieskończenie małą rzędu conajmniej 3go.
Aby taką płaszczyznę x znaleźć, trzeba zna

leźć u z równań (2) i (5). W myśl I § 5 f od- 
różnimy dwa przypadki: albo te równania są od 
siebie zależne albo niezależne. Pierwszy przypadek 
zachodzi, gdy r//\to'' = 0, wtedy (Z*, 2) nie jest 
spełnione, punkt Mo zowie się osobliwym (krzywej 
lub jej przedstawienia parametrycznego). [Przypa
dek ten zachodzi, gdy albo (5) jest identycznie co 
do u spełnione, a więc v0" = 0, albo gdy (5) jest 
następstwem równania (2)].

Drugi przypadek t. j. przypadek niezależności rów
nań (2) i (5) zachodzi, gdy jest r/ A r0" =|= 0, co 
jest zgodne z (Z*, 2); stosując I § 5 f otrzymujemy 
u = o (r/ A r/ )> gdzie skalar o =[= 0, bo ma być u ={= 0-

Przy tej wartości na u płaszczyzna n jest pła
szczyzną ściśle styczną. Temsamem znaleźliśmy 
pewną własność płaszczyzny ściśle stycznej, którą 
czytelnik z łatwością wysłowi.

b) Płaszczyznę ściśle styczną można określić ina
czej, niż w 111 § 3. Najpierw udowodnimy tw. po
mocnicze: przy założeniach (Z, 2) i (Z*, 2) u? [a, />], 
istnieje dla każdego t0 z [a, liczba A> 0 taka, 
że żadne trzy różne punkty tA, t2, t3 z przedziałów 
[a, ó], [to—d0, Z0-j-50] nie leżą na jednej prostej.

Dla dowodu niewprost założymy istnienie nie
skończonego ciągu trójek liczb ę, ę, ę, któie to 
trójki dla każdego v==l, 2, . . . dają trzy punkty 
M' (tj), (t£) , M.' (t.j) krzywej, leżące na jednej
prostej Zv, zależnej od v. Możemy założyć, że jest
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< ę < ę’ nadt0 ma być ę to, gdy v- >oo.
Niech: R = r7 -|- o (r7 — r7) będzie równaniem pro
stej przez M'[ ; z założenia istnieć będzie liczba

taka, że jest:
(7)
skąd wynika, że
(8)
Wprowadźmy wektor:
(9)
Stąd i z (8) wynika, że jest
(10) 
Obliczmy jeszcze pochodne:

(U)

Oznaczmy przez u7, u7, u7 miary składowych 
wektora u' w kierunku osi y, na mocy (10) 
mamy:

skąd na mocy tw. Rolle’go wynika, że istnieją 
liczby t7, o7 o własności

(12)

Z (12) wynika jeszcze, że istnieje liczba ?r7 o wła
sności :

A. Hoborski: Teorja krzywych I. 11www.rcin.org.pl
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przyczem drugą pochodną u^" należy obliczyć z (11); 
jest więc

pierwszy wiersz przekształcamy na mocy rozwi
nięcia Peany aż do wyrazów lgo rzędu, poczem 
wyznacznik upraszczamy przez ę—otrzy
mujemy: 

(14)

Gdy więc wo
bec czego (14) daje

(15)

gdyż także Podobną drogą otrzymamy:

(16)

(15) i (16) dają więc
Temsamem tw. udowodnione.

wbrew

Obecnie podamy określenie płaszczyzny ściśle 
stycznej do C w Mo, odmienne, niż w 111 § 3, mia
nowicie definjujemy ją jako płaszczyznę, która jest 
graniczną płaszczyzny n, przechodzącej przez wspo
mniane punkty JĄ, J/2» J/3 krzywej, gdy Mi> Mo

Wobec tw. pomocniczego płaszczyzna n będzie 
określona, gdy JĄ są dość bliskie Mo. Równanie 
płaszczyzny n będzie miało postać:
(17) www.rcin.org.pl
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tw. pomocnicze bowiem orzeka, że jest (r2—rjA 
A(r3— r2) =f= 0. Weźmy określony (zresztą dowolny) 
punkt płaszczyzny ?r, wyznaczony przez R, speł
niający więc (17) i utwórzmy skalar:
(18)
Widoczne, że jest F (fj — 0, F(t2) =0, a na mocy 
(17) także A(Q =0. Możemy znów przyjąć, że jest 

Na mocy tw. Rolle’go istnieć będą liczby 
o własnościach:

Ale jest:

Dla każdego więc punktu płaszczyzny Jt, wyzna
czonego przez R, istnieje liczba p taka, że jest
(19)

Rozwijając według Peany r2 aż do wyrazów 
rzędu 1^° i skracając przez t2—tx =j= 0, otrzymu
jemy zamiast (19):
(20)

przyczem a >0, p*^, gdy t^-^to i t3-+1o. Obok
(20) weźmy płaszczyznę n0 o równaniu:
(21)
(jest to płaszczyzna ściśle styczna według III §3); 
wykażemy, że jest granicznem położeniem płaszczy
zny Jt. Jeżeli przez e» oznaczymy wektor jednost
kowy, leżący na osi i z nią zgodnie skierowany, to 

i jest miarą składowej wektora r/Ar/
u- www.rcin.org.pl
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wzdłuż osi Xi. Ponieważ jest r/A xo" 4= 0, więc ist
nieje wskaźnik (co najmniej jeden) i, dla którego jest 
(22)
pozostałe dwie poza i t liczb 1, 2, 3 oznaczmy 
przez j, l. Z powodu ciągłości i (22) istnieje 8 >0 
takie, że jest:
(23)
gdy Pi — fo I < 8, \t3 — t0 | < 6. Wobec (22) i (23) 
można (20) rozwiązać na Xi, a (21) na X*; będzie:

(24)

przyczem — jak łatwo widzieć — jest
v >v0, gdy to, t3 -> to. Otóż weźmy na n punkt P 
o współrzędnych X, X, X, a na n0 punkt P* 
o współrzędnych X* — %i* — a X* ma być
takie, jakie wypada z (242). Nie zmieniając X, X» 
otrzymamy; X~>X*, gdy t^-^to, Ale i od
wrotnie nietrudno czytelnik wykaże, że każdy punkt 
płaszczyzny n0 jest granicznem położeniem odpo
wiedniego punktu na n. Temsamem tw. udowodnione.

Przy określeniu płaszczyzny ściśle stycznej, po- 
danem w 111 § 3, obecne rozważania orzekają pewną 
własność płaszczyzny ściśle stycznej.

c) Wyznaczmy rząd odległości punktu krzywej 
od stycznej. Niech krzywa C spełnia (Z, 2) i (Z*, 2) 
w [sj, s2J na łuk s. Styczna p0 w Mo (s0) ma rów
nanie R = ro -f- o t0; by znaleźć odległość 8 punktu 
M (s) na C od stycznej w przeprowadźmy pła
szczyznę przez M, prostopadłą do p0; jej równa
nie będzie (R— r) X — 0; punkt P przecięcia 
prostej Po i płaszczyzny n oznaczymy, gdy znaj-
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dziemy <5 z równości (ro-j-oto— r)X^ — 0; otóż 
otrzymuje się o = (r — r0) X to. Odległość S jest 
długością wektora 
więc na mocy I 7'

Wynik ten można było wprost napisać, bo MP= 
= MMO. sin cp, gdzie cp oznacza kąt między po i wek
torem MMo. Rozwijając r według Peany aż do wy
razów rzędu 2go mamy na mocy III 67 i 104:

(25)

wskutek czego jest:

przyczem c->0, gdy s~>s0. Stąd wynika, że:

(26)

a więc δ jest nieskończenie małą rzędu 2go wzglę
dem (s — So).

d) Kula ściśle styczna. Weźmy pod uwagę zbiór 
(Z) kul, przechodzących przez punkt Mo(so) krzy
wej C, [spełniającej (Z, 4) i (Z*, 2) w [sx, s2l na 
łuk s] i stycznych do C w Mo, [co znaczy, że kule 
będą styczne do stycznej p0 krzywej C w Mo], Stąd 
wynika, że środki kul zbioru Z leżą na płaszczy-
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źnie n0 normalnej do C w Mo. Posługując się me 
todą wektorjalną, spostrzegamy, że środek kuli ze 
zbioru Z wyznaczony będzie przez wektor:
(27)
Liczby u0, v0 wyznaczają położenie środka kuli na no. 
Obierając dowolnie u0, v0, otrzymamy wszystkie kule 
zbioru Z. Jeżeli R wyznacza bieżący punkt kuli, to 
równanie kuli będzie:
(28) 
przyczem p0 jest promieniem kuli. Obliczmy odle
głość 6 punktu J/(s) krzywej C od kuli (28). Jeżeli 
środek rozważanej kuli oznaczymy przez Ao, to jest

ale długości MAO, M0A0 dają się łatwo wyrazić, jest 
bowiem MA0 = a0— r, M0A0 = a0— r0, więc

stąd łatwo obliczymy 5; w tym celu określmy funkcję:
(29)
Ponieważ /?(so)=0, więc

(30)

Dla rozwinięcia F (s) obliczjny, posługując się 

wzorami Freneta, pochodną
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Jeżeli obierzemy odtąd środek kuli Ao na prostej 
biegunowej punktu Mo czyli:

(31)

to jest też druga pochodna funkcji F w s0 równa 
zeru. Obliczmy więc dalszą pochodną:

Załóżmy, że jest 4= 0, wtedy można obrać v0\

(32)

tak, iż także trzecia pochodna w s0 będzie zerem. 
Rozwinięcie Peany funkcji F (s) przy wartościach 
(31) i (32) rozpocznie się zatem od wyrazu 4g0 rzędu. 
Jest więc wtedy:

(33)

gdzie

(34)

Kulę, dla której w0, vo, p0 wyznaczają (31), (32) 
1 (34), nazywa się kulą ściśle styczną do C w Mo.

www.rcin.org.pl



168 IV § 2

Liczbę p0 zowie się promieniem krzywizny kulistej 
(sferycznej) krzywej C w Mo, (1: pj zowie się krzy
wizną kulistą krzywej C w środek Ao kuli ści
śle stycznej zowie się środkiem krzywizny kulistej 
krzywej C w Mo (lub należący do Mo). Wzór (33) 
wykazuje, że 5 jest nieskończenie małą rzędu co- 
najmniej 4!,(> względem (s — sj).

Dodajmy, że, jeżeli C spełnia (Z, 4), (Z*, 2) i nie
równość £=$= 0 w [a, b], to C posiada w każdym 
punkcie kulę ściśle styczną.1

Do zagadnienia tego powrócimy poniżej (IV § 3 b). 
Zapiszmy jeszcze, że kula ściśle styczna ma środek, 
wyznaczony przez wektor:

(35) a0 = r0 + n0 — —. b0.

§ 2. Przykłady, a) Damy przykład na to, że 
dopuszczalna zmiana parametru może zmniejszyć 
rozważany łuk na krzywej (zob. I § 3). W tym celu 
weźmy pod uwagę odcinek osi a?:
(36) x = \[l— t2, y = z = 0;

na t wolno nadawać wartości, spełniające związek 
— 2 <32 i wtedy punkt x, y, z opisuje odcinek (36) 
dwukrotnie; gdy chodzi o ciągłość pochodnych, to 
trzeba założyć, że—2 <3 <2; wprowadźmy no
wy parametr t* przez podstawienie t=cos t*. Na t* 
wolno nadawać wartości z otwartego przedziału (0, ?t); 
przez to punkt o współrzędnych x — 4 — cos 2£* , 
y — z = 0 przebiega otwarty odcinek na osi x, się-

1 Znaczenie nazwy elementów „ściśle stycznych" (pła
szczyzna, kula) nie może być wyjaśnione na tern miejscu, 
bo ono wymaga wykładu teorji styczności.
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gający od x = \3 do x = 2. Odcinek (^B, 2) jest 
częścią odcinka [0, 2], czy też (0, 2).

b) Zwyczajna linja śrubowa jest to krzywa, któ
rej równania przy odpowiednim wyborze ortogo
nalnego układu Kartezjusza, oraz zmiennej t można 
przyjąć pod postacią
(37) a? = a cos/, ?/ = «sin/, z — ct,
gdzie a, c oznaczają stałe, przyczem a>0, c 4= 0; 
stała a zowie się parametrem linji śrubowej, |2nc| 
zowie się krokiem linji śrubowej (zmieniając bo
wiem t od 0 do 2~, widzimy, że z zmienia się o 2~ć). 
Na t wolno przyjąć dowolny przedział [ao, b0], Z (37) 
mamy
(38) x2 y2 =■■ a2.
a więc punkty linji (37) leżą na walcu kołowym 
(obrotowym) (38). Krzywa (37) powstaje, gdy na 
walcu kołowym (38) nawiniemy kąt ostry cp w ten 
sposób, że jedno ramię kąta nawija się wzdłuż ko
łowego przekroju walca z płaszczyzną (xy); wierz
chołek kąta ma paść na punkt (a, 0, 0); wtedy drugie 
ramię kąta nawija się na walcu wzdłuż linji (37). 
Między a, c, cp istnieje prosty związek: c = ± atgcp. 
Obliczmy pochodne:

x' — — a sin t, y' = a cos /, z' = c, 
x" = — a cos t, y" = — « sin t, z" = 0; 
x"' — a sin/, y"' ——a cos/, z'" = 0.

Krzywa (37) spełnia (Z, n), gdzie n oznacza do
wolną liczbę naturalną, spełnia też (Z*, 2), bo jest

— a sin /, a cos /
— a cos /, — a sin /
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Krzywa ma określony łuk:

a2 c2 dt = t\] ci2 c2 s0',

gdzie s0' oznacza stałą. Dostawy stycznej będą więc 
następujące

(39)

. dx__— a sin t dt__ a sin t
ds dtja2-]~c2 ^a2-\-c2 

r. a cos t c
p — ------— ’

\j ad 4“ c2 a2 c2
Styczna ta tworzy więc z osią z stały kąt, a więc 
jest też nachylona pod stałym kątem do płaszczyzny 
(x, y) — jak to zresztą wynika z nawijania kąta na 
walec (38). Obliczmy dostawy normalnej głównej 
według III 42 
(40) a* =— cost, 3*=: — sinź, y* = 0.
A więc normalna główna jest stale prostopadłą do 
osi z czyli równoległą do płaszczyzny (x, y). Rów
nania normalnej głównej w punkcie t są następujące: 
(41) x=(a—o) cos y = (a—o) sin t, z = ct,
przyczem t jest stałe, a g zmienia się wzdłuż nor
malnej. Kładąc g = a otrzymujemy x — 0, y = 0, 
z = ct czyli punkt osi z; a więc normalna główna 
trafia oś z. Dostawy binormalnej są:
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A więc binormalne tworzą stały kąt z osią z. Styczna 
linji śrubowej, jak i binormalna są styczne do walca 
(38). Obliczmy teraz obie krzywizny linji śrubowej: 
pierwszą według (III 694), drugą według III 119:

(43)

Widzimy więc, że znak stałej c decyduje o znaku 
liczby C, a więc o stałej lewo lub prawoskrętności 
linji śrubowej. Obie krzywizny linji śrubowej są 
stałe (i obie różne od zera); stosunek obu krzy
wizn (£: k) jest przeto stały (co zresztą na razie 
jest wynikiem banalnym). Z (34) wynika, że krzy
wizna sferyczna linji śrubowej równa się jej pierw
szej krzywiźnie.

Udowodnimy (częściowo odwrotne) twierdzenie: 
jeżeli krzywa C spełnia {Z, 3) i {Z*, 2) w [a, ó] 
i jeżeli ma stałą pierwszą krzywiznę (> 0) i drugą 
krzywiznę stałą i =f= 0, t° Jes^ zwyczajną linją śru
bową. Dla dowodu weźmy 2gi wzór Freneta

(44)

ponieważ z założenia & i £ są stałe, więc istnieć 
będzie pochodna prawej strony, a więc także i le
wej strony; na mocy lgo i 3g0 wzoru Freneta jest:

czyli
(45) ^-^4-m2n = 0 (m = \{k2 c2 > 0);

jest to równanie różniczkowe o stałym współczyn
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niku m>0. Otóż wiadomo,1 że istnieją dwa stałe 
wektory A, B [stałe t. zn. o stałym kierunku i stałej 
długości, ale swobodne t. zn. o dowolnym (na razie) 
początku] takie, że jest
(46)
ogólną całką równania (45). Ale jest
a to daje:

(47)

identycznie co do s. Udowodnimy tiv. pomocnicze: 
jeżeli przy stałych k, |i, v zachodzi identyczność;
(48) ...................................................
iv przedziale (<p1? <p2) na <p, gdzie cpi<cp2, t° jest 

, Rzeczywiście, zastępując prawą stro
nę przez cos2 cp-|-sin2 otrzymujemy identyczność 
(X — 1) cos2<p -f- 2psin cp cos <p -f- (v— 1) sin2cp=0, 
skąd już łatwo wynika X = 1, p. = 0, v = 1. Wobec 
tego tw. pomocniczego (47) daje:
(49) .................................................

Znalazłszy n, całkujemy pierwsze równanie Fre- 
neta:

(50) 

by znaleźć t. Istnieje tedy stały wektor C taki, że jest:

(51)

1 Zob. A. Hoborski: Wyższa Matematyka. Cz II, str. 745. 
Jeżeli czytelnikowi powyższe rozumowanie wektorjalne
sprawia trudność, niech czytelnik przejdzie do dostaw 
«* p*, y*.

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



IV § 2 173

Ponieważ jest t)^t = 1, więc otrzymujemy: 

co na mocy (49) redukuje się do identyczności: 

(52)

Ale łatwo udowodnić tiv. pomocnicze: jeżeli przy 
stałych \ p., v zachodzi identyczność

iv przedziale (<p1? cp2), gdzie q>i<<p2>t° Jest
Stąd (52) daje warunki na C:

(53)

Stąd na podstawie I § 5/"otrzymujemy: 
przyczem na o mamy na podstawie I 77, ponieważ

warunek:

Warunki (53) zastępuje jeden:

(54)
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Zadecydujemy, czy e = -f- 1, czy też e = — 1. Otóż 
mając tin, określimy b, przy pomocy wzoru 1 71:

Stąd trzeci wzór Freneta daje: 

a to daje e =—1. Wobec tego mamy: 

(55) 

przyczem stałe wektory A, B spełniają (49). Aby 
wreszcie wyznaczyć krzywą, całkujemy 0ty wzór 
Freneta:

(56) 

gdzie r0 oznacza stały wektor. Weźmy teraz pod 
uwagę krzywą, którą otrzymamy z (56) przez szcze
gólny wybór wektorów A, B, r0. Otóż miary skła
dowych w kierunku osi x,y,z podaje tabelka:
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x y z 
r0 O O O 
A -1, O, O 
B 0,-1, O

Widoczne, że (49) jest wtedy spełnione i dla po
wyższych wektorów A, B, r0 otrzymamy równanie 
krzywej:

(58)

Jest to krzywa (37), dla której
(59) a — — , c —— ł=mś, m= \l Jc2-\-€2.

Jest to więc zwyczajna linja śrubowa i, jak wyka
zują wzory (43), o krzywiznach i Z.

Można łatwo wykazać, iż odpowiedni wybór 
układu współrzędnych daje z (56) równania (58). 
Dość bowiem obrać następujący układ osi (x, y, z): 
początek układu w punkcie, wyznaczonym przez ro, 
wskutek tego będzie r<> = 0, oś x obierzmy równo
legle do A i nadajmy jej kierunek przeciwny, niż A; 
wskutek tego miary składowych wektora A będą 
(—1, 0, 0); oś y obierzmy równolegle do B i prze
ciwnie skierujmy, niż B, wreszcie oś z obierzmy 
prostopadle do osi x i y i tak, by osie x, y, z two
rzyły układ prawoskrętny.

Nadto zauważmy, że (56) i (58) dają: 
r = r3- XX — BK-HAAB) Z, 

co na mocy I 65 ter wykazuje, iż krzywa (56) po- 
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wstaje z (58) przez ruch euklidesowy; dość bowiem 
przyjąć bi = —A, b2 =— B, by otrzymać też 
165 quat. Wykazaliśmy więc tw. w zupełności,1 oraz 
udowodniliśmy, że dwie ,zwyczajne lmje śrubowe, 
mające tęsamą pierwszą i tęsamą drugą krzywiznę, 
są na siebie nakładalne.

Udowodnimy z kolei tw.: miejsce geometryczne 
środków pierwszej krzywizny zwyczajnej linji śru
bowej jest również zwyczajną linją śrubową o tym- 
samym kroku, ale o innym parametrze.

Rzeczywiście równaniem tego miejsca geom. jest 
równanie:

ri = r + ^n,

co w układzie Kartezjusza daje na mocy wzorów 
37, 40 i 43:

x-,=------cos t — — cos (Z-4--),1 a a ' ”
c‘2

yi=—~sin t = -sin (Z-j-n), = c (Z -f-Jt).

Znajdźmy miejsce geometryczne punktów prze
cięcia stycznych do krzywej (37) z płaszczyzną x, y. 
Otóż styczną określają równania:

x — a (cos Z — 6 sin Z), 
y = «(sin Z -j- o cos Z), z=c(t-\-c>),

przyczem o oznacza parametr zmienny wzdłuż stycz
nej. Dla punktów płaszczyzny x, y jest z=0 czyli 
0 = — i, wskutek czego otrzymujemy:
(61bis) x=a (cosZ-j-Zsin Z), y=a(sinl—ZcosZ), z=0.

1 Prawdopodobnie dowód, w powyższy sposób przed
stawiony, nie był dotąd ogłoszony.
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Jest to krzywa, którą poznamy w IV § 3 a, jako 
rozwijającą koła, będącego tu kierownicą walca (38).

Na zakończenie zauważmy, że krzywa (37) prze
cina tworzące walca (38) pod stałym kątem (ostrym).

c) Zajmijmy się krzywą:
(62) x — aepł cos t, y =aepł sin Z, z = epi, 
przyczem a, p oznaczają stałe =|= 0. Niech czytelnik 
porówna (62) z (37) i stwierdzi pewną modyfikację, 
której następstwa będą interesujące. Z (62) otrzy
mujemy:
(63) x2-\-y2 — a2z2,
co jest równaniem stożka kołowego, którego środek 
(wierzchołek) leży w początku układu i którego osią 
jest oś z. A więc krzywa (62) leży na stożku (63). 
Poprowadźmy teraz przez każdy punkt krzywej (62) 
prostą prostopadłą do płaszczyzny (x, y); proste te 
utworzą walec, którego są tworzącemi; kierownicą 
tego walca jest krzywa, będąca rzutem krzywej (62) 
na płaszczyznę (x, y). By scharakteryzować ten rzut, 
wprowadźmy na pł. (x, y), układ biegunowy (p, cp), 
będzie więc:
(64) p cos cp = a epł cos t, p sin cp = a ept sin t.
Biorąc punkty krzywej (64), dla których jest cos t =£0, 
mamy z (64) przez dzielenie tg cp = tg l, co pozwala 
nam przyjąć cp = t. Gdy cos l = 0, to otrzymujemy 
p cos cp = 0, p sin cp =|= 0, a więc cos cp = 0, co jest 
zgodne ze związkiem cp=/. Wobec tego (64) daje:
(65) p—aept = ae*"?;
równanie to określa spiralną logarytmiczną.1 A więc 
krzywa (62) leży na walcu, której kierownicą jest 

1 Zob. poniżej przykład pod e).
A. Hoborski: Teorja krzywych I. 12www.rcin.org.pl
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spiralna logarytmiczna płaszczyzny (#, //); tworzące 
walca są równoległe do osi z. Wskutek tego krzywa 
(62) jest przecięciem tego walca ze stożkiem (6.3).

Obliczmy pochodne pierwsze dla (62):

(66)

Stąd wynika suma
(67)
a więc spełnione jest założenie (Z*, 1); krzywa (62) 
ma więc określoną styczną, której dostawę kie
runkową wzgl. osi z obliczymy:

dostawa ta jest stała, a więc styczne do (62) tworzą 
stały kąt z osią (z).

Obliczmy drugie pochodne i sumy:

(88)

stąd i z (67) otrzymujemy

(89)

a więc krzywa (62) spełnia (Z*, 2), ma zatem okre
ślone krzywizny Tc i Szczegółowy rachunek daje 
według III 69 i III 119:

(70)
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Stąd widoczne, że i wprawdzie &, Z zmie
niają się od punktu do punktu krzywej, ale w ten 
sposób, że jest 

(71)

co dla zwyczajnej linji śrubowej również zachodzi. 
Wykażmy jeszcze, że krzywa (62) przecina podsta- 

tym kątem tworzące stożka (63). (Zob. IV § 8, zag. 23). 
Jeżeli u, w oznaczają dostawy tworzącej stożka

(63), to jest
(72)
nadto równania tworzącej są:
(73)

Wyrachujemy w, f, w. Tworząca leży na stożku, 
więc (63) daje u2-j-v2 = a2w2', stąd i z (7$) otrzy
mujemy:

a więc istnieje1 kąt X taki, że jest

Równania (73) tworzącej będą więc następujące 

(74)

Wzdłuż tworzącej jest o zmienne, X zaś stałe.
1 Zob. A. Hoborski: Wyższa Matematyka. Cz. I. (1928), 

str. 424.
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Twierdzimy, że zbiór tworzących (74), dla któ
rych jest e = —1, mieści się w zbiorze tworzą
cych, dla których jest e = -+-1. Rzeczywiście, gdy 

, to kładziemy 
a otrzymamy

co jest tworzącą (74), dla której jest e = -j-1. Przyj- 
miemy więc e = 1 w (74) i temsamem otrzy
mamy wszystkie tworzące stożka (63). Znajdźmy 
tworzącą, która przechodzi przez punkt t krzywej 
(62) i zarazem wyszukajmy punkt o na tej tworzącej. 
Znaczy to, że mamy na o i k rozwiązać równania: 

co nam daje s = ept 1 a2, cos X = cos i, sin X = 
= sin t; wobec czego możemy przyjąć k=t Obliczmy 
teraz dostawę kąta cp, pod jakim tworząca przecina 
krzywą; będzie:

I ta własność wskazuje drogę, na której wyznaczy
liśmy krzywą (62) dla przykładu.

Krzywa (62) ma kilka własności wspólnych ze 
zwyczajną linją śrubową; 1) istnieje stały kierunek 
(mianowicie kierunek osi z), z którym styczna two
rzy stały kąt; 2) druga krzywizna jest 4=0; 3) sto-
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sunek obu krzywizn jest stały. Oczywiście powstaje 
zagadnienie zależności wzajemnej tych własności — 
zagadnieniem tern zajmiemy się w następnym pa
ragrafie. Krzywa (62) zowie się linją śrubową wal- 
cowo-stożkową.

d) Damy teraz przykład krzywej, która spełnia 
(Z, 3) i (Z*, 1), a nie spełnia (Z*, 2) w pewnym 
punkcie. Niech będzie dana krzywa, jako przecięcie 
dwóch walców:

(75) (WJ y = W

Kładąc x = l, otrzymamy dla tej krzywej

stąd: ;r' = l,/=Z2, x"=0,y"=2t,
Stąd widoczne, że (Z, 3) i (Z*, 1) są spełnione, 
a (Z*, 2) nie jest spełnione dla t = 0, a jest speł
nione dla t 4= 0. Weźmy w szczególności punkt Mly 
należący do wartości t — 1; punkt ten jest regu
larnym. Połóżmy jednak x= 1 -j-t*3 wtedy (75) dają

z'3)3> 2 = j d + ?*3)4;

dla /*—0 otrzymamy punkt ale ani (Z*, 1) ani 
tern mniej (Z*, 2) nie będą spełnione dla Z* = 0. 
Punt i* — 0 nazwiemy więc osobliwym, ale tylko dla 
użytego przedstawienia parametrycznego, gdyż jest 
punktem regularnym krzywej przy parametrze t. Nie 
trudno też stwierdzić, że przekształcenie Z=1 —j— Z*3 
jest w naszym przypadku według poprzednio po
danej terminologji „niedopuszczalnem" przekształ
ceniem parametru t na l*.www.rcin.org.pl
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Walec W1 ma na płaszczyźnie y kierownicę

£C3, której punkt x = Q jest punktem prze- O
gięcia; założenie (ź/* 2) nie jest spełnione dla #=0, 
jak widać z powyższego, jednak (Z* 1) jest speł
nione, oś x jest styczną w punkcie przegięcia.

e) Rozważmy krzywą płaską, która przecina pod 
stałym kątem pęk prostych. Jeżeli środek pęku leży 
w nieskończoności, to proste pęku są do siebie rów
noległe, a wtedy krzywa, która te proste przecina 
pod stałym kątem ao (o własności a0 =|= mx, gdzie 
m całkowite) jest linją prostą. Jeżeli środek pęku 
jest w skończoności, przyjmiemy go za początek 
układu (x, y). Niech więc szukana krzywa przecina 
prostą pęku w punkcie (x, y), różnym od początku 
układu, pod stałym kątem uo; ponieważ dostawy 
prostej pęku, skierowanej od początku układu do 

punktu x, y są —— „ ... » a dostawy stycz- 
yx2-\-y2 \]%2-}-y'‘

dx dy
nej do krzywej są ma być:

x dx . y dy
—........... ........... 1—-—-— — = cos o-o czyli
\]x2-{-y*ds \Jx2-]-y2ds
xdx -f- ydy — cosao - >jx2-\-y2 \jdx2-\-dy2.

[Pierwsze z tych równań przepiszemy w postaci 
wektorjalnej
(76) rXt = VrXrcosa»>
co można było z góry napisać. Powrócimy do tego 
równania w IV § 3«.]

Dla scałkowania drugiego z równań wprowa-www.rcin.org.pl
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dzamy układ biegunowy: .r = pcoscp, ?/ = psincp, 
wtedy po łatwej przeróbce otrzymamy:
(76 bis) dp.sinao = Ecosao.pdcp (e=±l).

Założyliśmy powyżej, że jest sin a0 0. Jeżeli 
jest cos a0 = 0 (np. ao jest kątem prostym), to (76 bis) 
daje ćZp = O czyli p = const, a więc szukana krzy
wa jest kołem. Załóżmy, że cos u0 =t 0, wtedy 
(76 bis) daje:
(77) p = ae6?,
gdzie a oznacza stałą całkowania (=1=0), 6=e ctgao=j=0- 
Krzywa (77) jest wtedy t. zw. spiralną logarytmiczną. 
o której już była mowa w ustępie c) (str. 177).

f) Rozważmy krzywą 1': 

gdzie c oznacza stałą dodatnią. Łatwym rachunkiem 
przekona się czytelnik, że pierwsza krzywizna tej 
krzywej jest — c, a więc jest stałą. O krzywych tej 
własności będzie mowa w IV § 3 e.
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Prof. dr. Rosenblatt: Geometrja anali

tyczna na płaszczyźnie, Nakładem Pol
skiej Akademji Umiejętności . 1926

— Geometrja analityczna trzywymiarowa,
Nakładem Kółka......................... 1931

Prof. dr. Hoborski: Nowa teorja liczb 
niewymiernych, Nakładem księgarni 
J. Czernecki w Krakowie..................

Prof. dr. Zaremba: Mechanika teore
tyczna (Litogr.), Nakładem Kółka 1926

— Teorja całek wielokrotnych (Litogr.),
Nakładem Kółka......................... 1923
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