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D. Equation de Boltzmann non~tatiolblaire sur la droite: probl~me 
tineaire et non 6n~aire 

CH. RIGOLOT-TURBAT (REIMS) 

ON OONSIDimE 1'6quation de Boltzmann non-stationnaire, linCaire et nonlineaire. Dans le cas 
de r6quation lin6aire . OD d6montre I' existence de semi-groupe de contraction, ce qui assure 
l'existence et l'unicit6 a la solution du probleme de Cauchy pour les problemes tant homogeoe 
que non-hom_ol'\ne. La forme de la solution est donn6e avec la distinction de composante ap
partenant au sous-espace engendr6 par les invariants de collisions. La th6oreme d'existence 
et d'unicite de la solution du probleme de Cauchy pour l'6quation non-linCaire est d6montr6, 
etant donne que les conditions initiales sont bom6es dans l'espace B,(~2(R)n~00(R)). 

w pracy rozpatruje s~ niestacjoname zlinearyzowane rownanie Boltzmanna. w przypadku 
r6wnania zlinearyzowaneso dowodzi ~ istnienia p61grupy kontrakcji, eo zapewnia istnienie 
i jednoznaczn~ rozwilp.ania zagadnienia Cauchy'ego, zar6wno dla problemu jednorodncgo 
jak i niejednorodnego. Podana jest postaC rozwialzania z wyr6Znieniem skladowej ilale7Jlcej 
do podprzestrzeni rozpi~j prmz niezmienniki zderzen. Dla r6wnania nieliniowego dowodzi 
siQ twierdzenia o istnieniu i jednoznacznoki r~ zagadnienia Caudty'ego przy zaJO-.. 
Zeniu, Ze warunki pocqtkowe ~ ogranicione w przestrzeni B,( ~2(R)n~00(R)). 

B pa&re paccM&TPHB8C'l'CSl u~ouapuoe JIBUeapHSOBaUUoe ypasueuae Bom.~. B crcy
qae mme&pB30B8BHOI'O ypaBBemut: ~OK83&1Bae'l'CJ1 . ~ecTBOB8HHC UOJIYI'Pymihl QK8TH.fl, 'lll'O 
o6ecn:etm:BaeT ~ecrsoB8UBeH ~CBHOCTL peme&W~ ~qa KoDIII TaK AM OA&OpoA&oA, 
K8K I! BCOAJIOPOA&Oit npOOJieMid • .naeTCII B~ peiiieBWI C Bb~eJieBileM COCTaBJIJDO~ei:, npll
~e>Kalltei K UOJIYIIPOC'l'PIUCY paaurroMy Ha HBBBPH&HTaX CTOJIKBOBemdt • .I(ml BeJIRBei
BOI'O yp8BBeBIU[ ~K83hiBae'l'C.fl 'l'COp'eMa ~eCTBOBaBHJI 11 CAHRCTBeBBOC'l'll pememm ~llll 
Ko11111 upu npe.qiiOJIO)KeJIIIII, 111'0 BB111.m.Bhle yCJIOBIIJI orpamAeUhl B upoCTpaUCTBe 
B,( ~2(R) n ~ao(R)). 

Nous R.BPRBNONS ici le probleme de l'etude mathematique de !'equation de Boltzmann, 
mais dans le cas non stationnaire. n s'agit du probleme en domaine non borne, tout 
d'abord pour l'equation de Boltzmann linearisee, puis pour l'equation de Boltzmann 
complete, mais sur un intervalle de temps fini. 

Notons pour le probleme lineaire, les travaux utilisant les modeles classiques: CEll
CIGNANI [2], CHAHINB [3], D.ARROZES [4] et SJROVICH [10]. Plus recemment, ARcBNIEV [1] 
et FBTZ [5] (ce dernier considera un probleme independant de la variable d'espace), et 
SHAllF [9], se sont interesses a l'op6rateur linearis6 de Boltzmann pour etudier, en fonc
tion du temps, le comportement de la partie hydrodynamique a I' aide de solutions normales. 

Le probleme non leneaire n'a pu Stre aborde que grace aux inequations etablies par 
GIW> [6] concemant l'op6rateur quadratique de . Boltzmann. En domaine borne, Pao 
s'interessa au probleme de CoUBITB [8] et GRAD [6] supposa que le domaine etait non 
borne, mais que la solution cherchee" etait p6riodique, evitant ainsi les conditions a la 
limite. 
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606 CH. R.IGOLOT-TuRBAT 

Reprenons l'equation de Boltzmann sous la forme indiquee en (1), pour une seule 
variable d'espace: 

of of 
Tt+E ox +Lf= ff(j,f). 

Les proprietes de l'operateur L = P(I~I)-A et la decomposition de f dans l'espace H 
(espace des fonctions de ~ = ~' ?'f, C mesurables, de carre sommable, oil la norme vaut 
11/lli = ff2(~)dE suivant &'H, noyau de L, et QH sont les memes qu'en (1): 

111.3 

4 

f(x, ~' t) = 2 tfZ(x, t)'Pcx(~)+x(x, ~' t). 
cx=O 

Le noyau quadratique ff(j,f) ainsi que la forme bilineaire associee ff(f, g) sont des 
elements de QH et, pour des potentiels "durs" les estimations suivantes, demontrees par 
Grad, ont lieu: 

Posons ff(j, g) = y(l~l)F(j, g) 

r ~ 1 Max[(1 + l~l 2Y'21F(h, g)l] ~ Yo Max[(l + l~l 2)''2l/I]Max[(1 + l~l 2)''2 lgl], 
~.x t;,x ~.x 

Ces estimations indiquent que l'etude du probleme non lineaire devra etre faite dans 
des espaces oil la norme permettra de faire usage de ces inegalites, en effet, aucune esti
mation n'est valable dans l'espace H, ni dans ~2(R, H), espace des fonctions de x et ~ 
mesurables, telles que x --. 11/(x, ~)118 soit de carre sommable, et de norme 111/111 = 

= { fllfllidxJ 112 
• 

R 

Le probleme lineaire, non stationnaire, sera etudie dans Het ~2(R, H) puis repris, 
en vue d'etudier le probleme non lineaire, dans les espaces E'Ar(B) definis comme suit: 
B designera l'un quelconque des espaces ~2(R), !l'00 (R) ou ~2(R)n!l'00 (R), la norme 
correspondante sera notee U1B, a moins que l'on ne precise explicitement B parmi ces 
trois espaces. 

E'Ar(B) est l'espace des elementsf(x, ~de B tels que:~--. [f(x, ~]8 ait un comporte
ment pour la variable ; tel que (1 + I~I 2Y'2 lf18 soit borne, la norme choisie etant alors: 

L'espace X designe l'espace !E2 (R+, !l'2 (R, H)) des elements f(x, ~' t) mesurables dans 
R+ x Rx R3 tels que t --.JII/111 soit de carre sommable sur R+: 

00 

[/]x = {J 111/lll 2dtf12 
• 

0 
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11. EQUATION DE BoLTZMANN NON·STATIONNAJRE SUR LA DROITB 607 

Par ailleurs il y a lieu d'introduire IJ(R, H), domaine de l'operateur m = E ~ +v(l~l) ax 
dans ~2(R, H), et 1}' (R, H) son dual, ainsi que Y le domaine de m dans X, et Y' son 
dual: 

llfiJ6(R,H) = lllmfiii~2(R,H), 

Ulr = [mf1x· 

Pour le probleme non lineaire, etudie sur un intervalle de temps [0, T], borne, on definira 
B,, T(B) l'espace des elements de B dont la norme dans Best bomee sur [0,. T] et integrable 
sur [0, T], B = ..2"2 (R)tl..2"00 (R). 

Les principaux resultats etablis sont les suivants: 

a) Reswtat concernant le probleme Unealre 

1. Le probleme homogene a valeur initiale non nulle: 

(1) 
at 
Tt+(m-A)f= 0, t > 0, 

a 
m = E ax +v(I~D, 

flt=O = fo(X, ~), 

admet une solution unique f = CC(t)/0 dans ~2(R, H), oil tl(t) est le semi-groupe de 
contraction engendre dans ..2"2 (R, H) par ( -·m+A), ceci pourvu que / 0 appartienne 
a ..2"2 (R, H). Qf appartient alors a X. 

Si de plus / 0 appartient au domaine de 1n dans ~2(R, H), f est solution forte du 
probleme dans ~2(R, H), v(I~I)Qf appartient a X et f est tel que dans l'espace Y' soit 
verifiee la relation: 

a ~ aar- \' od' ( aa1 oa0 
) 

TtQf+ .L,; 7ft'Pa.+ ~ E ax 'Pa.+ ar'Pt +E ox 'Po +Qf-AQf= 0. 
a.~l a.#:O 

2. Le probleme non homogene a valeur initiate nulle: 

of 
Tt+(m-A)f= g, t > 0, 

(1') 

flt=O = 0 

a une solution/unique dans ..2"2 (R, H), jest element de X si g est un element de Q~2(R, H) 
dont la norme est integrable en t sur [0, oo[. 

b) Raultat concemant le probleme non llneatre 

Si / 0 et toutes ses derivees en x appartiennent a EM,(..2"2 (R)("'..2"00(R) ), r ~ 5 et si /o 

et f; sont bomees dans cet espace, pour r > 1 par [84>,(T)P',(T)]-1, oil 4>,(T) et 1£,(T) 

sont deux fonctions que nous construirons, le probleme 

(2) { h +(m-A)f= !T(j,f), 

flt=O = fo(X, ~) 

t > 0, 
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. admct une solution pour tout t e (0, T], I et rx appartiennent a Br. r(~2(R)n~co(R)) 
et verifiant (2) dans Br-2 (1!2(R)n1l00(R)) pour r > 3. 

1. Equation de Boltzmaml Un&aire sur la clroite daDs ~2 (R, H) 

L'equation de Boltzmann lin6aris6e, non stationnaire, avec second membre non nul 
a la forme: 

I 
~ H :~ +•(l~l)f-A/= g, 

f(x, ;, 0) = /o(x, ;}, 

t > 0, g E QH, 

lo e !!2(R, 11). 

Le probleme se ramene a l'etude du cas homogene 

(I) { Z +m f-A/= 0, t > 0, m= E :x +v(l;l), 

f(x, ;, 0) = fo(x, ~. 

On utilisera le .semi-groupe d'op6rateurs engendr6 par m, qu'il s'agira de perturber. 
LEMME 1.1. 
L'op6rateur m engendre un semi-groupe fortement continu dans !!2(R, H), dont la 

norme est majoree pour t > 0 par exp( -v(O)t). 
L' op6rateur resulvant de (-m) est donne par: 

R(A, -m)/= eY(ex),-•exp(- •(I~~+ A x) * f(x, ~ 
la convolution ayant lieu pour la variable x,. Y est la fonction d'Heavyside, et s vaut 
+ 1 pour E > 0, et -1 pour E < 0. 

1 n est ais6 d'etablir que dans !!2(R), R(l, -m) est bome par v(l~l)+l , et dans 

!!2(R,.H) par P(O;+l. 

LEMME 2.2. 
L'op6rateur (-m+ A) engendre un semi-groupe de contraction dans 1l'2(R, H), soit 

i'(t). 
L'operateur A etant borne dans !l'2 (R, 11), la resolvante de -m+ A est bomee dans 

!!2(R, H) par (P(O)+l-k)-t, pour l > k-v(O), si bien que ( -m+A) engendre un 
semi-groupe i'(t) dans 1!2(R, H). Mais, etant donne que k-P(O) peut etre positif, il 
reste a demontrer que i'(t) est contractant. 

Soit tout d'aboi'd un element / 0 appartenant au domaine de m dans !l'2 (R, H). 
f(x, -~, t) = i'(t)f0(x, ;) est alors solution forte du probleme (1). D est etabli en annexe 
que, pour fo(X, ;) regulier, et nul a l'infini, (~(t)/o, fl(t)fo)s converge Vers zero quand 
X ... oo. n suffit de tenir compte de: (Lf,f)s ~ -piiQ/IIi pour obtenir: 

((~.t}}~o 
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ll. EQuAUON DB BoLTZMANN NON•STAUONNAIRE SUR LA DB.OITE 

c'est-a-d.ire: 

lll~(t)/olll < 111/o Ill 
inequation qui reste vraie, par densite, pour / 0 dans ~2(R, 11). Nous utiliserons les no
tations: 

Qf = x(x, ;, t), 

4 

fJJJ/ = 1p(x, ;, t) = 2 a"(x, t)tpcx(X, ;). 
cx=O 

LEMME 1.3. 

(i) Les operateurs Q<l(t) et v(j;l)1'2~(t) sont homes de .2"2 (R, H) dans X par .. / 
1 

., 2p 

et[; (1+ ;)r. 
a a 

(ii) Les operateurs Tt ll(t) et Tt (v(I;I)1' 2Qll(t)] sont homes de O(R, H) dans X. 

LEMMB 1.4. 

Si / 0 appartient a D(R, H), ~~ +~~~ appartient pour tout t a D'(R, H), et est un 

element de Y'. 

11 resulte que Ax est dans .2'2(R, H), et mx dans D'(R, H), fr appartient a 112 (R, 11), 

ainsi que ~:. -mx+Ax- ~: appartient de ce fait, pour tout t a D'(R, H), il en est 

done de meme de ~; + ~:: et, pour tout element fP de D(R, H): 

I ( ~; H ~. 'P) f(R,HJI ~ C,IPia<•.HJIIIxlll +C•III ~; llllllplll· 
LEMME 1.5. 
Si / 0 appartient a D(R, H), chacun des elements suivants est dans Y' 

oa' !I-' !la1 oa0 

Tttp,, i :fi 1, ~: 'Pb j :fi 0, '1'1 T, +tpo~ ox .' 

et v(j;l) x est element de X. 
11 suffit de prendre pour element fP de D(R, H) les fonctions: 

Cb, = b(x)1p1(;), 

Cb,+4 = b(x)Etp;(;), 

i = 0, ... , 4, 

i=1, ... ,4, 

oil b(x) appartient a 8 1(R). Le determinant du systeme est en effet non nul. 
Dans Y' on a: 

(a, a"') az - +E- + -mx-Ax = o. at ax at 
2 Arch. Mech. Stos. or sn9 
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610 CH. RIGOLOT-Tmt.BAT 

Appliquons u, inverse de m: il sullit d'6tablir que F(ilil) u ( z +' ::) est element de X. 

On peut ainsi enoncer le resultat suivant: 
THBoRbm 1.1. 
Soit f(x, ;, t) = 'G(t)f0 (x,;) ou 'G(t) est le semi groupe de contraction engendre dans 

!r2(R, H) par ( -m+A). 
a) Si f0 (x, I;) appartient a ~2(R, H), f est /'unique solution dans !¥2{R, H) de 

at 
Tt+(m-A)f= 0, t > 0, 

flr=o = fo(x, I;), 

et Qf est de norme dans ~2(R, H) de carre integrable en t. 
b) Si fo appartient au domaine de m dans ~2(R, H), 

of et Q of sont dans X, 
at at 

aai 
i =# 1; 

a a' 
j =# 0; 

oa1 oa0 

'Pral' 'Pi ox ' 'Pt-+Etpo-at ax 

I est solution forte du probleme pose dans .!!'2 (R, Jl). 
"(IJ;I)x est element de X dans Y' on a: 

sont dans y~, 

oz ~ off' ~ off' . ( oa1 oa
0 

) . _ Tt + L.J -at 'I'«+ L.J E ax 'P«+ -at'Pt + ox E'Po +mx-Ax- 0. 
«+1 «+0 

Le probleme non homogene est acheve par l'etude de: 

{11) 

at 
Tt+mf-Af= g, t > 0, geQH, 

flt=O = 0. 

La resolution est realisee par 

I 

f(x, f;, t) = f fl(t- T)g(X, f;, T)dT, 
0 

dont le sens est donne dans !¥2 (R, H) par le fait que pour tout element rp(x,;) de 
.!!'2(R, H), on a: 

t 

{(f(x, 1;, t), rp(x, ~) )) = J ( ('G(t- T)g(x, ~' T), rp(x,;) ))dT. 
0 

La consideration du probleme adjoint, conduisant a l'operateur 'G*(t), qui possede les 
memes proprietes que <l(t) perm.et de conclure: 
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ll. EQuATION~:oa..BoLTZMANN NON-STATIONNAIRE SUR LA DROITE 611 

THEOREME 1.2. 
Le probleme non homogene (11) admet dans ~2(R, H) une solution unique lorsque 

g(x, ;, t) appartient a !!2 (R, H). Cette solution est donnee par: 

t 

f(x, ;, t) = J C(J(t- -r)g(x, ;, -r)d-,:. 
0 

Lorsque g(x, ;, t) est un element de Q~2(R, H) dont la norme est integrable en t,f ap-. 
partient a X. 

2. Probleme Uneaire, non stationnaire, dans les espaces PJ ,(B) 

Nous interessons au cas ou v(l;l) est comparable a 1~1 pour 1;1 infini, le probleme 
peut etre traite de maniere analogue pour un comportement en 1;1~', p. > 0. L'hypo
these v(l;l) > b > 0 est d'autre part fondamentale. Dans BB,(B), le probleme: 

of 
Tt+(m-A)f= 0, t > 0, 

(I) 

f(x, ;, 0) = fo(x, ;) 

ne peut etre traite directement par la theorie des semi groupes, l'operateur n'etant pas 
de domaine dense dans !JI,(B). C'est pourquoi nous introduisons le probleme tronque 
(I~) dont la solution est notee fa., et dont il conviendra d'etudier la limite quand ex tend 
vers l'infini, ceci afin de demontrer le resultat suivant: 

THEoR.EME 2.1. 
Soit !JI:(B) l'espace des elements qui appartiennent, ainsi que leurs k premieres derivees 

en x, a PJ,(B), et soit !i}:(B) le domaine de m dans !JI:(B). 
1. 11 existe une famille d'operateurs, non continus en t = 0, appliquant !i}:(B) dans 

!i,(B), et bomee dans !JI,(B) par exp(k,t). Soit T(t, -m+ A) cette famille. 
11. Pour k ~ 1, r ~ 2, l'elementf(x, ;, t) definipar: f(x, ;, t) = T(t, -m+A)fo(x, ;) 

est tel que rr, mf et Af appartiennent a !JI::l(B), et verifie pour t borne: 

(I) 
of 

Tt+(m-A)f= o, t > o, dans a~~:HB), 

f(x, ;, 0) = / 0 (x, ;) dans !JI,(B). 

111. Pour r > 2, f(x, ;, t) est /'unique solution de (I) dans !JI,(B) et T(t, -m+A) 
est borne dans !!1,(~2(R)n~00 (R)) par: 

2* 
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612 CH. RIO()LOT-TvuAT 

Definissons (IJ par tronca.ture de m a I ~I = a:: 

m11 = m si 1~1 ~ a:, 

= 0 si 1~1 > a: 

of~~ 
ae+(m11-A)f11 = 0, · 

f~~(x, ;, 0) = fo(x, ~), 

nous noterons 

"cx(l~l) = "(1~1) si 1~1 ~ IX, 

= 0 si 1~1 > a:. 

Etablissons tout d'abord !'existence de fa., solution de (la,). 
PROPOSITION 2.2. 
L'operateur -ma.+A engendre dans alr(11'2 (R)) un semi groupe d'operateurs, 

T(t, -ma.+A). T(t, -mcx+A) est borne par exp(krt) dans ar(112(R)) ainsi que dans 
l'espace alr(.!l'2 (R)l11l' 00 (R)). 

Pour ehaque ;, R(l, -mJ est borne par (va.(I~I)+A.)- 1 dans 1l2(R) et dans .2'2 (R)n 
n.2'00 (R). 

L'operateur mcx est le domaine dense dans !l"2 (R), et T(t, -mcx) est de ce fait un semi
groupe dans .2'2 (R) borne par exp( -Pcx(l~l)t). 

Dans 1l'2{R)l1~00(R) par eontre, T(t, -ma.) n'est pas un semi groupe. 
La relation 

k (k )t T(t, -ma.) = lim-R -, -ma. 
k-+00 t t 

dans .!!"2 (R) a aussi un sens dans .2'2 (R)l1!l'00 (R), T(t, -ma.) opere done dans .2'2 (R)n 
n1l' 00 (R), et y est borne par exp( -Pa.(l~l)t). Notons que dans cet espace, il est discontinu 
en t = 0. 

Dans alr(!l'2(R)), T(t, -ma.) est done un semi groupe borne par 1, et e'est un ope-
rateur dans ar (.~2(R)l1!l' 00 (R)) aussi borne par 1, mais non continu en t = 0. 

La theorie des perturbations · acheve d'etablir notre affirmation. 
PR.oPOSmON 2.3. 
Dans .!r.2 (R) et 1l'2(R)l11l' 00(R), on a: 

.. 
[T(t, -ma.+A)fo]B ~ exp(-,cx(l~l)t) [/o]B 

kr exp (kr- 1 t)-exp(-,a.CI;I)t) (fc) 
+ (1 + 1~1 2Y12 kr-1 +"a.(l~l) 0 

· •r-l(B) • 

Dans !l'2(R) la theorie des semi groupes permet d'eerire: 

I 

T(t, -ma.+A)/0 = T(t, -mcx)f0 + f T(t-T, -ma.)AT(-r, -ma.+A)fod-r, 
0 

d'ou l'on deduit la majoration indiquee, valable aussi dans 1l2(R)n1100(R). 
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PR.OPOSITION 2.4. 
Si / 0 appartient a ~,(B), l'element de P.I,(B) defini par: 

fm(x, ~' t) = T(t, -mex+A)fo(x, !;) 

converge quand IX tend vers l'infini dans 14,(B), uniformement sur tout intervalle de temps 
borne. La famille d'operateurs definie de !iJ,(B) dans ~,(B) par: 

T(O, -m+A)fo(x, !;) = /o(x, !;), 

T(t, -m+A)/0 (x, !;) = lim T(t, -mex+A)/0 (x,!;) 

est bornee dans ~,(B) par exp(k,t). 
Montrons que la suite lex est de Cauchy dans P.I,(B). 
Dans l'etude de (/ex-h) .il. convient de rompre la symetrie entre IX et p. 

t 

fm-/p = J T(t-T, -mex+A) (mp-mex)/p(-r)dT 
0 

notons roexp(IJ;I) la fonction caracteristique de l'intervalle (IX, p]: 
t 

(/u-h)trr(B} ~ J exp(k,(t- T)) (wcxtJmp/p(-r))t~r(ll)dT. 
0 

Pourvu que / 0 appar:tienne a !iJ ,(B), la relation suivante, vraie dans 11, ( !l'2(R)) est encore 
verifiee dans ~,(!l'2.(R)n!l'00(R)) (etantdonne que R(.A, -mex+A) co~ute avec -mu+ 
+A): 

(-m,+A)T(T, -m,+A)/0 (x, !;) = T(-r, -m11 +A) (-m11 +A)/0 (x, !;). 

On obtiendra une major~tion de mp/p( T): 

m,Ji,(T) = T(-r, -m,+A) (m11-A)/0 +AT(-r, -mp+A)/0 , 

(WtJ/JT(T, -m11 +A) (mp-A)fo)tr',<.B) 

~ ((-~p+A)/9)t~r(B}{exp(-,(1X)T)+ k k, () (exp(k,_1 -r)-exp(-,(1X)T)]}. 
r-1 +" IX 

Les calculs font apparaitre une borne de (/ex-Ji,)trr(B): 

((- m+A)/o)Mr(B}~(t)[(l +1X2)-1/2+,(1X)-1] 

ou ~(t) est une fonction bomee sur tout intervalle de temps borne. 
La borne de la limite ® /ex dans 1!1 ,(B) resulte de celle de /ex. 
D reste a etudier dans queUe mesuref(x, !;, t), limite de/ex, repond au probleme pose. 
PRoPOSITION 2.5. 
Si / 0 appartient a !iJ:(B), l'operateur defini par: 

T(t, -m+A) = lim T(t, -mex+A) 
tl.-+00 

est borne dans a:(B) par exp(k,t), et, si k ~ 1 et r ~ 2, 

/(x, 1;, t) = T(t, -m+A)f0 (x,!;) 
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614 CH. RI~I.OT-TuluJAT 

est tel que h, mf et Af appartient a ~:::J(B) et verifient dans cet espace 

at 
Tt+(rn-A)f= 0, t > 0, et, dans !f,(B}, 

f(x, ~' 0) = fo(X, ~). 

La convergence de Ala. vers Af est immediate, et a lieu dans !f,+ 1(B). La premiere partie 
de la proposition provient du fait que les derivees en X de I verifient le meme probleme. 

Pourvu que / 0 appartienne a !'J:(B), U(ma.fa.-mf) appartient a ~~(B), et 

(U(ma.fa.-mf))r~~<B> ~ (woa.U'a.-f))£t~<B>+(wa.oof)t~~~<B>· 

On en deduit la convergence de ma.fa.-mf dans &I~::~(B). La relation a; = ~na.fa.-Aia. 

montre que, les limites etant uniformes en t, f est derivable, et de limite ft = (m- A)f 

dans ~:::l(B). 
n reste maintenant a etablir la troisieme partie du theoreme 2.1, c'est-a-dire a obtenir 

des majorations plus fines que exp(k,t) pour T(t, -m+A). 
Nous utiliserons des majorations vraies dans M,(.!r1(R)) encore valables dans 

aJ,(.!r2(R)n.!!'00(R) ), donnees par la theorie des semi groupes. 
Pour cela, etablissons l'identite entre fl(t, -m), semi groupe engendr6 dans .!!'2 (R) 

par -m, borne dans .!!'2 (R)n.!!"CX)(R) par exp( _,(l~l)t) et dans !f,(B) par exp( _,(O)t), 
et T(t, -m), limite pour IX infini de T(t, -moc) dans ~,(B). 

PltoPOSmON 2.6. 
Si/0 appartient a !'J(B), T(t, -ma.)/0 (x, ~)converge dans B quand IX tend vers l'infini, 

uniformement en t, vers un element note T(t, -m)f0(x, ~). T(t, -m) applique !'J,(B) 
dans ~,(B), et est limite uniforme de T(t, -mJ dans ~,(B). 

Silo appartient a !'J~(B), ma.T(t, -ma.)/0 converge dans M~:l.(B) vers mT(t, -m)/0 

uniformement en t, et: 

a Tt (T(t, -m)fo)+mT(t, -m)f0 = 0, t > 0 dans ~:I, 

T(O, m)fo = fo· 

Dans .!!'2(R), .!!'2(R)n.!!' 00(R) et tf,(B), on a: 

T(t, -m)= fl(t, -m)fo, 

[T(t, -m)fo]s ~ exp(-,(I~J)t) [/o]a. 

La convergence de T(t, -~na.) s'obtient en consid6rant: 

t 

fm-h = J T(t--r, -ma.)(nrfl-ma.)/iJ(-r)d-r, 
0 

soit: 
t 

[la.-hls ~ J exp( _,a.(I~D (t- T)]wa.tJmllfis(-r)d-r, 
0 
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et pourvu que / 0 appartienne au domaine de m dans B: 

mpfp( r) = T( r, - mp)mpfo 

d'ou 
1 

[/cx-.ffi]B ~ Pp(ll;J) [mfo]B. 

615 

La demonstration faite en 2.5 s'applique pour obtenir la convergence de mfJ T(t, - mp)/0 • 

L~identite entre T(t, -m) et te(t, -m) a lieu dans ~2(R), etant donne l'unicire de la 
soluti~n. 

Les majorations annoncees en 2.1 sont obtenues par iteration de: 

t 

(T(t, -m+A)fo]B ~ exp(-P(.Il;l)t)f!o]B+ f exp[-P(Il;l)(t-r)](AT(r, -m)fo]sdT, 
0 

d'ails ~2(R), ou dans ~2(R)n~00 (R), en utilisant les proprietes de A. 

3. Probleme non lineaire, non stationnaire 

Etudions }'existence de la solution du probleme a valeur initiate pour l'equation de 
Boltzmann non lineaire 

(E) ir +mf-Af= /Yif,f), 

/(."<, ;, 0) = fo(x, ;). 

Cette · etude sera faite sur un intervalle de temps bome, [0, T], en fonction duque~ la 
valeur initiale fo(X, ~ devra etre choisie, pour obtenir )a convergence du proceSSUS d'ite
ration employe. 

Dans un premier temps, le probleme (E) va Stre remplace par sa forme integrale 
(E'), ou T(t, -m+ A) a ete defini au paragraphe precedent, l'espace indique pour traiter 
le second membre est en effet tJ,(1l'2(R)n~«>(R)). 

t 

(E') f(x, ;, t) = T(t, -m+A).fo(x, ~+ J T(t~-r, -m+ 
0 

+A)Jt(j;I)F(f(x, ~' r), f(x, ~'.,;))d.,;. 

La presence du facteur ,..(11;1) dans !'expression precedente nous obligera a prodder a une 
integration en t, .afin de faire apparaitre un facteur ,(1~1)- 1 si bien qu'il y a lieu ·d'intro
duire les notmes suivantes: 

T 

(J)l.r = max(l+j;j2)'12 J (f(t)]s-2(R)'"'~oc<R>dt, 
~eR3 0 

~~~~T = max(l+j;j2)'/
2 max(f(t)]~2(R)n~oc(R) 

~eR' tE(O, T) 
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et $Oit 8,. r l'espace ou la ilorme vaut 

((/)),..r = sup{ff., r~T' ~f>J ~r}• 
Reprenons dans cet espace Jes majorations du paragraphe precedent. 
LEMME 3.1. 
Pourvu quefo(X, ~) appartienne ~ 9:(~· 2 (R)n1l~(R)), k ~ 1, e ~ 2, T(t, -m+ A) X 

X/0 (x, ~) admet Jes majorations suivantes:. 

<T(t, -m+A)fo) :r.;; <.t~l)) ~.<B• + ~(0) ~T(t, -m+A>Jo">:_,,.,., 

{(T(t; -m+A)f.)),,.,..;; inf(l: >(O)) (/o)I!.<B) + ~(Q} {(T(t, -m+A)fo»r-1, r• 

Reprenons la majoration obtenue au paragraphe 2, dans .?l'2(R).n1!:o(R): 

t 

[T(t; -m+A)fo]s ~ exp(-Y(~)t)l'fo]s+ J exp(-v(;)(t--r>)[AT('r, ~m+A)]sd-r 
0 

par application de 

f/ *cl ~'<o. n ~ Ill ~'to. n I cl ~·eo. n• 
on deduit le ler resultat, tandis que 

If *gl~ooco,n ~ 1/l~oc(o,niKI~·co.n 
donne hi deuxieme inegalite. 

On en deduit, par . iteration de ces inegalites. 
LEMME 3.2. 
Dans les hypotheses du lemme preced~nt: 

<_r(t, -m+A)fo> !.r ~ (/0~(~)- 1 )1f,(B)(P,;+K,.e"o'I), 
((T(t, -.m+A)/o)),,r ~ (fo)~r(B)(P,+K,e"oT), 

P 1 {l k,_l kr-t.kr-:1. kr-1 ••• k2k1 } 
' = inf(l, Y(O}) + . ~(0) + v(0)2 + .. • + Y(0)"-1 ' 

](. = k,_lkr-2. ... ktko (t __!_) 
, ,(oy sup ' ko . 

Il est aise d'atablir, a partir des majorations de Orad pour F(f, g): 
LBMMB 3.3. 
Pour r > 1, il existe une constante 1'o telle que: 

((F(h~ g))),. T ~ ·'}'o((h) ),,r((g))r.T• 

L'etUde se fait par !'iteration suivante: 

/1 = T(t, -m+A)fo, 
t ; 

f,+i = T(t, -m+A)/o.+ J T(t--r, -m+A)Y(I~I)F(fn(x, ~' T),f,{x, ;, -r))d-r · 
0 
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n y a lieu d'etablir qu'une telle iteration a un sens dans l'espace choisi, et qu'elle 
converge, sous certaines conditions a preciser. C'est pourquoi nous etudierons la quantite: 

t 

+(!,g)= J T(f--r, -m+A)P(I;I)F(f(x; ;, t),.g(x, ~' t))d-r. 
0 

PROPOSITION 3.4. 
Pourvu que h(x, ~' t) et g(x, !;, t) appartiennent a n:, k?:; l, e;;::: 2, on a, pour 

r > 1: 
((+(h,g)))r.T < fP,.(T)((h))r.T((g))r.r 

ou 

~ ,(T) = y0 { 1 +k, [ P ,_, sup(1, T) '1- K,_, exp(k0 T)sup { 1, L )]} . 
Nous savons que, pourvu que P(I;I)F(h, g) appartienne au domaine de m. dans f!l!, 
k ;;::: 1, e ;;::: 2, on a 

(T(t- T, -m+A)P(I!;I)F(h(-r), g(-r) )]. ~ exp( -P(IIil) (t- -r)),(llil) [F(h(-r), g(-r))]. 
t-'f 

+.J duexp( -~(1;1) (t- -r-u)) [AT(u, -:-m+A)P(I~I)F(h(-r), g(-r})] •. 
0 

Posons: 
t 

[a]B = J exp( -y(j;l) (t- -r))v(llil) (F(h{'r), g{r))]~d-r1 
0 

t ·t-'f 

[p]. = J d-r J dUexp(·-P(I~I) (t- -r-u)) [AT(u, -m+A)11(~)r(h(i'), g(-r))] •. 
0 0 . 

Etablissons tout d'abord que: 

((a)),.. r ~ Yo( (h) )r~r( (g)),. r · 

Il suffi.t de .reconnaitre dans [a)8 le produit de convolution en t de exp(-)'(j;l)t) et de 
[)'(l~l)r(h(t), g(t))]8 • Pour le deuxieme terme on a: 

t 

(p)~r(B) ~ k, f d-r {T(u, -m+A)P(I~l)F(h(-r), g(-r))> r-l.t-T· 
0 

Appliquons alors le lemme 3.2, pourvu que ,(1;1) r.(h(t), g(t)) appartienne a !'J!(B), 
k ~ 1, e;;::: 2: 

t 

<P>•r<B> ~ k, j (F(h(-r), g(t:))).-,_1(B){P, ... 1 +K, ... 1 exp[ko(t-t)]}d-r, 
0 

d'ou I' on deduit le resultat. 
Ainsi si h et g appartiennent, ainsi que leurs deux premieres derivees, a f!l ,(B), r ;:t 4, 

,(p;j)F(h, g) appartient a PJ!(B), k ~ 1; e ~ 2 et +(h, g) appartient a a,(B), r ~ 4 
ainsi que sa derivee premiere en x. On peut alors concJure. 
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LEMME 3.5. 
Si / 0 est element de {}I~(B), v(I~I)F(f,,f,.) appartient a !iJ~(B) pour tout n et !'itera

tion a un sens. 
Etudions pour quelle valeur de / 0 cette iteration est convergente, l'intervalle {0, T) 

etant donne. 
n est aise d'etablir les inegalites suivantes, consequences de 3.4: 
LEMME 3.6. 

( (f,.+,-f,) )r;T < tP,(t)((f,+ /..-1> ),, r( (/,.-/,.-1) ),, r, 

( (/,) )r, T < lJ',(t)( (fo) )t~r(B)+tJ>,(t)( (f;_1) )r, T, 

lJ',(t) = P,+K,exp(k0 T). 

THEOREME 3.7. 
Sifo et toutes ses dirivees en X appartiennent a dl5 (11'2(R) rt1l'00 (R)) I' equation integrale 

t 

f(x, ~, t) = T(t, -m+A)f0 (x, ~)+ J T(t-1:, -m+A)v(I~I)F(f(x, ~' r),g(x, ~' r))dr 
0 

admet, pour t appa;tenant a l'intervalle (0, T) une solution dans B,, T pourvu que fo ap
]fartienne, dans dl, ( 1l'2 (R) n1l'00 (R)) a la boule difinie pour chaque T par: 

4tP,(T)lJ',(T) (j0)t~r(B) < 1, r > 1, B = .2'2 (R)n1l'00 (R) 

et la solution f(x, ~' t) verifie 

((f(x, ~' t))),,r 2tl>,(T) < 1, 

et est unique dans B,, r· 
Le processus d'iteration est en effet convergent si f,. appartient dans B,. r a la boule 

de rayon A tel que: 

lJ',(T)(f0)t~r<B>+tP,(T)A2 < A, 2Atl>,(T) < 1 

(il en est alors de mame de f,+ 1). 

L'existence etant etablie pour la solution du probleme integral, montrons qu'elle est 
solution~ du probleme (E) initialement pose: tout d'abord montrons que la solution de 
(E') est derivable par rapport a x, si,/0 est convenable. 

THEoRhm 

Si fo et toutes ses dirivees en x appartiennent a di5(B), si fo et 0::. sont bornees dans 

di,(B), r > 1, par (8tP,(T)lJ' (T))-1, la solution du prob/eme (E') est derivable en x,f et 

ix sont bornees dans B,, r· 

Derivons formellement le probleme (I) par rapport a X; et etudions le probleme 
integral associe: 

t 

of ofc J ( of ) ox = T(t, -m+A) a: + T(t-T, -m+A)v(l~1)2r f(x, ~' T), OX (x, ~' T) dr. 
0 
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L'etude precedente nous · montrera, !'existence de I ayant ete etablie, a quelle condition 

ix existe, ceci par etude de I' iteration: 

F1 = T(t, -m+A)F0 , 

t 

Fn+t = T(t, -m+A)Fo+2 f T(t--c, -m+A),(I~I)F(f,.(-c), F,. (T)}d-r. 
0 

On etablit alors que: 

((Fn+l))r,T ~ 'f',(T)< Ofo) +2c!J,(T)((f,))r.r((F,.))r,T, 
CIX .r(B) 

( (Fn+l -F,.) )r. T ~ 2~(T)( (f,-fn-1) )r. T ( (F,.) ),, r+( (F,.-F,_l) )r,T ( (/,_1) )r, T • 

11 faut alors reprendre la majoration de < (/,) )r. r pour montrer que si F,_ 1 et f,._ 1 sont 
bomees par [4c!J,(T)]- 1 il en est de meme de F, etf,., ceci etant r6alise pour les condi
tions indiquees, la convergence de F, ayant alors lieu. 

Comme F,. = f; , et comme la convergence a lieu uniformement en x, la limite de 

F, est bien la derivee en x de f. 
Le paragraphe _2 permet d'en deduire le resultat suivant, en effet, si / 0 et ses k pre

mieres derivees appartiennent A tf~(B), k ~ 1, r ~ 2 on a 

a Tt T(t, -m+A)/0 = ( -m+A)T(t, -m+A)/0 , 

dans £J::-i(B) soit: 
THEoltEME 
Silo appartient a lff(B), la solution I du probleme (E') verifie le probleme (E) dans 

l¥,_ 2 (B),pour r > 3, pourvu quef0 et a:; soient bornees dans !f,(B)par (84>,(T)Y',(T))-1• 

Annexe 

THEollEME 
Si / 0 (x, ~) est un element de IJ(R, H), a support compact en ~' 

ll~(t, -m+A)foiiH et IIE'll(t, -m+A)foliB 

convergent vers zero quand x tend vers l'infini, pour t borne. 
La demonstration repose sur le theoreme de la convergence dominee. Soit une suite 

de fonctions rp", 
a) integrables, 
b) convergeant presque partout vers une fonction rp, k-. oo, 
c) lrp"l restent majorees par une fonction integrable fixe alors: 

J rp(x)dx = lim J rp"(x)dx. 
k ... ctJ 
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Rappelons que pour presque tout ~' 'l(t, -m)fo et Ert(t, -m)/0 tendent vers zero 
quand x tend vers l'infini, en effet, si fo est element de f(R, H), il en est de mSme de 
'l(t, -m)fo, ·si bien que, pour presque tout~' fl(t, -m)fo et Ert(t, -m)fo appartiennent 
a Jt'1(R), ce sont done des fonctions continues . de x, nulles a l'infini, pour presque tout 
~ [cf LIONS et MAGENES (7] p. 52]. 

Le resultat annonce utilise la relation: 
t 

fl(t, -m+A)/0 = 'l(t, -m)fo+ J t:C(t--r:, -m)A'I(t, -m+A)f0 d-r:,. 
0 

'l(t, -m+A) = ll(t). 

Nous etudierons separement les deux termes. 
PRoPOSITioN A.l. 
Si / 0 appartient a f(R, H), et est tel que Maxlfo(x, ~)I et MaxiE/0 (x, ~I sont des 

X % 

6lements de H, llll(t, -m)foliB et IIErt(t, -m)foiiB convergent vers zero quand x tend 
vers l'inifini. 

(rt(t, -m)/0 ) 2 et (Ert(t, -m)/0 )
2 sont des fonctions integrables en~ dans R3 et con

vergent pour presque tout ~ vers zero quand x --. oo. 
n s'agit done d'etablir que ces quantires sont bomees independamment de x par des 

fonctions integrables en ~. 
L'expression de la resolvante de -m perm.et en effet de montrer que 

Maxlfl(t, -m)fol ~ exp( -P(O)t)Maxlfo(x, ~)1, 
% . % 

MaxiE'I(t, -m)fol ~ exp( -P(O)t)Max1E/0(x, ~)1. 
% % 

Une propriete analogue, enoncee a la proposition suivante utilise le . lemme: 
LEMMB A.l. 
Si Max lfo(x, ~I est element de H, on a 

% 

Maxll'l(t, -mi-A)foiiB ~ exp[(-P(O)+k)t]Maxllfo(x, ~)IlB· 
% % 

En effet, la relation entre R(l, -m) et R(l, -m-tA) perm.et d'etablir: 
00 

m:XIR(l, ·-m+A)q{x, ~I~ P(O:+l _2M~I(AR(A., -m))"q>(x, ~)I 
n-o 

soit: 

1 
IIM:XIR(l, -m+A)q>(x, ~)!IlB ~ P(O)+l-k IIMaxlfo(x, ~)I IlB· 

PROPOSITION A.2. 
Si / 0 appartient a f(R, H), et si Max 1/ol est element de H pour t borne, 

% 

t 

IIJ fl(t-T, -m)A<l(T, -m+A)f0 dTIJ· et 
0 

t 

liE f fl(t--r:, -m)Afl(-r:, - -m+A)d-r:ll 
0 

tendent vers zero quand x tend vers l'infini. 
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Si / 0 est element de f(R, H), il en est de mSme de 

fl(l, -m+A)fo et de A~(l, -m+A)fo puisque II~A/IIH ~ k111/lls· 
fi(I-T, -m)A~{T, -m+A)/0 et E~(I-T, -m)Afi(-r, -m+A)/0 

convergent done pour presque tout ; vers zero quand x tend vers l'infi.ni, de mSme pour 
leurs integrates entre 0 et I, I etant borne. 

Les propositions precedentes permettant de ~jorer par des fonctions independantes 
de x, de carre integrable en ;, ces deux integrales: 

t 

Max J lfl(t-T, -m)All(-r, -m+A)fold-r ~ 
X 0 , 

~ K J exp[ -y(O)(I- -r)]exp[( -v(O)+k)-r]d-riiMaxl/olla· 
0 X 

De mSme pour la deuxieme expression a etudier: 
La majoration liEAfllH ~ k1 II!IIH permet d'obtenir une expression du mSme ty~. 
Etant donne que 

t 

fl(t, -m+A)/0 = fl(t, -m)/0 + J ~(t-T, -m)A~(-r, -m+A)/0d-r, 
0 

1 'etude precedente montre le theoreme. 
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