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Onde viscoelastique non lineaire de faible amplitude 

A. MOLINARI (METZ) 

ON ETUDIE la propagation d'une onde de faible amplitude dans un demi-espace viscoelastique. 
La loi de comportement du materiau est donnee sous forme d'un developpement en integrates 
multiples. On utilise deux methodes de pertUrbation qui donnent des solutions approchees 
valables, l'une loin du bord, l'autre pres du front d'onde. 

W pracy bada sict rozchodzenie si~ fali o slabej amplitudzie w p61przestrzeni Jepkospr~zystej. 
Prawo konstytutywne materialu dane jest w formie rozwini~ia na calki wielokrotne. UZyto 
dw6ch metod perturbacyjnych, kt6re daj~ dobre rozwi~a przyblii:one, jedno blisko brzegu, 
a drugi blisko czola fali. 

B pa60Te HCCJie.lzyeTC.R: pacnpoCTpaHeHHe BOJIHbi CO CJiaOOH aMIIJIHTy~OH B B.R:3KOynpyroM 
noJIYIIPOCTPaHCTBe. 3aKOH nose~eu.a MaTepaaJia ~aeTc.a B <PopMe pa3.1Io>KeHHH ua MHOro
KpaTHbie mrrerpaJibr. Hcnom.30Ba.Hbi ~a nepTyp()~oHHbiX MeTo~, KOTop&Ie ~ xopoDIHe 
nplf6JIH>KeHHbie pemeHH.a, 0~0 6JIH3KO rpllliHQbi, BTOpoe 6JDI3KO $poHTa BOJIHbi. 

1. Introduction 

ON sE PROPOSE d'etudier l'onde transitoire qui se propage dans un demi-espace viscoelas
tique non lineaire initialement au repos dont le bord est soumis a une contrainte variable 
de faible amplitude. Ce probleme, dont la difficulte resulte des effets combines de la non 
linearite et de la dissipation, ne peut etre resolu actuellement que de fa~on partielle et en 
faisant usage de methodes asymptotiques. 

V ARLEY et RooERS [I] se sont interesses a la propagation d'ondes de hautes frequences 
(voir aussi [2]). Les effets non lineaires peuvent eventuellement provoquer des chocs, 
tandis que les effets dissipatifs se manifestent par une attenuation exponentielle de I' on de 
avec l'eloignement du bord. La perturbation se limite done en pratique a un voisinage de 
l'origine d'autant plus restreint que le temps de relaxation instantane du materiau est 
faible. 

Ce n'est pas le cas si la sollicitation au bord est de nature quelconque. Le front d'onde 
est toujours amorti exponentiellement, mais il n'en est pas de meme de toute la pertur
bation. La partie principale de celle-ci se deplace, quand on est loin du bord, a une vitesse 
peu differente de la celerite differee du son (1) et son evolution est gouvemee au premier 
ordre par une equation de Burgers. 

Equation bien connue et qu'il est naturel de rencontrer dans un probleme de propa
gation d'onde en milieu dissipatif non lineaire, voir par exemple [3, 4 et 5]. Elle s'obtient 
en employant des techniques asymptotiques mises au point initialement en mecanique 
des ftuides, voir par ex. [6, 7, 8]. Ainsi JoHNSON [9] arrive-t-il a ce resultat pour un corps 
thermoelastique non lineaire; de meme BLAKE [10] et BLAND [ll] pour des corps vis-

(1) Peu differente, parce que nous supposons que !'amplitude de l'onde est faible. 
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448 A. MOUNAIU 

coelastiques non lineaires,. dont le comportement est regi pour le premier par des para
metres caches, pour le second par un assemblage en· parallele d'un ressort non lineaire 
avec un amortisseur lineaire. 

Nous prenons ici une loi de comportement de type integral et cherchons a decrire la 
solution du probleme dans l'espace abscisse-temps (x, i). L'idee simplificatrice, qui per
met d'aborder ce probleme complexe, nous la trouvons daQS le comportement meme du 
materiau qui est directement tributaire des echelles de temps ou de longueur caracteris
tiques des phenomenes etudies. 

Ainsi le comportement d'un glacier est-il a l'echelle des temps geologiques celui d'un 
fluide qui s'ecoule; mais a notre echelle il se comporte comme un solide: On ne peut y 
enfoncer la main par simple pression. 

Autre exemple significatif, celui du mastic rebondissant. Lance contre le sol il rebondit, 
alors que pose sur une table il s'etale au bout d'un certain temps. A l'echelle de la duree 
du choc, il se comporte comme un solide ayant une composante elastique, mais a l'echelle 
du "repos" sur la table il se comporte comme un fluide. 

D'ou l'idee de prendre dans les problemes dynamiques l'echelle de temps ou de lon
gueur comme parametre perturbateur tout en simplifiant de fa~on consecutive et adequate 
la loi de comportement du materiau. En procedant de la sorte nous parviendrons a decrire 
l'onde dans deux zones du plan (i, t). Dans l'une, voisinage du front d'onde, c'est le 
comportement instantane du materiau qui predomine; alors que dans la seconde, loin du 
bord, c'est le comportement differe (2). 

Dans la premiere partie de ce travail,§ 1 nous etudions l'onde loin du bord. D'abord, 
§ 2.1, no us exprimons la loi de comportement sous une forme qui met en valeur ses com
posantes differees. Puis, en utilisant une methode de developpements asymptotiques 
raccordes § 2.2, nous etudions le probleme lineaire § 1.2.1 et non lineaire § 2.2.2. Tous 
ces resultats peuvent s'obtenir de fa~on elegante par une methode dechelles multiples§ 2.3. 

Dans la seconde partie, § 3, on etudie I' on de au voisinage du front. La loi de comporte
ment est mise sous une forme qui fait apparaitre ses composantes instantanees § 3.1. Au 
paragraphe 3.2, nous etudions l'onde a l'aide d'un processus asymptotique du type echelles 
multiples. 

On s'efforce de preciser les domaines de validite des differentes solutions approchees 
que l'on obtient. 

2. Etude asymptotiqoe loin do bord 

On considere un corps viscoelastique non lineaire dont la loi de comportement est 
donnee au second ordre par un developpement en integrates multiples de la forme (3). 

I I I _ - J - ae 1 J J - - ae ae 
(2.1) a(t) = Gl(t-T)a"T (-r)d-r+T G2(1-Tt, t-T2) OT (Tt) OT (T2)dTtdT2 ... , 

0 0 0 

(2) U est remarquable de constater que ces deux zones ont une partie commune dans laquelle les so
lutions approchees sont compatibles. 

(l) Prendre un developpement a un ordre superieur ne changerait rien aux resultats. On ne tient pas 
compte ici de la variation d'entropie, ce qui est justifie en premiere approximation pour les ondes de faible 
amplitude. 
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0NOE VISCOELASTIQUE NON UNEAIRE DB FAIBLE AMPUTUDE 449 

ou C1 et e = autax representent la contrainte et la deformation unitaire, x et t l'abscisse 
et le temps (4); G1 , G2 des fonctions de relaxation. Les derivees du type aefaT: sont even
tuellement a prendre au sens des distributions. 

On se propose d'etudier la reponse d'un demi-espace x;;?; 0 initialement au repos 
sollicite a son extremite x = 0 par une contrainte: 

(2.2) a(X = o, i) = F(t). 

Dans ce paragraphe, on s'interesse a la recherche d'une solution asymptotique loin du 
bord. 

Transformons d'abord la loi de comportement sous une forme adaptee · a cette 
etude. 

2.1. Expressions de la loi de comportement et de l'iquadon du mouvement adaptees a l'etude loin du bord 

lntroduisons les notations: 

00 

(2.3) E1 = Gt(oo), E2 = G2 (oo, oo), ft = J (G1 (~)-G1 (oo))d~, 
0 

qui designent les coefficients d'elasticite differee du premier et du second ordre, et une 
viscosite differee. 

Le premier terme de (2.1) peut s'ecrire: 
- -
t t 

I = f Gt (t- 1:) ~! ( 1:)d1: = Et e(t) + f (Gt (i- 1:)- Et) ~! ( 1:)d1: 
0 0 

puis, moyennant une integration par parties et compte tenu du repos initial 

(~(i = 0) = 0)<5 >: 

t 00 

I= Ele(t)+tie(i)- j~(t-1:) ( J (Gt(~)-Et)d~) d1:. 
0 T 

Apres avoir egalement transforme le terme non lineaire, !'equation (2.1) s'ecrit: 

t 00 

(2.4) a{X,t) = Ete(i)+ ~ E2e2 (i)+p,~(i)- Je<t-T:)(J (G~(~)-Et)d~)dT: 

Posons: 

(2.5) 

0 T 

t t 

+ ~-J ~r ~(i- Tt)~(~- T:2)(G2(T:1, T:2)-E2)d1:1dT:2. 
0 0 

_ ( E1 )
1

/
2 

!J_- ' 
(!o 

'YJ = sup IF(t)l 
I Et 

(
4

) Precisement si l'on convient de designer par :X et x la position d'une particule respectivement a 
)'instant initial et a )'instant t, on a: u = x-x. 

(
5

) Le point , ·" designe la derivation par rapport a 1 ici, par rapport a t dans la suite. 
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450 A. MOLINARI 

oil Q designe la vitesse differee du son, et rJ un parametre sans dimension suppose petit 
(rJ ~ 1). 

Et faisons les changements de variable et de fonction: 

X =X X, u = rJXU, 

(2.6) 

oil X designe une echelle de longueur, parametre qui comme rJ aura un role majeur a 
jouer dans la construction des processus de perturbation a venir. Nous utiliserons aussi 

la notation T = ~ qui designe l'echelle de temps associee a X· 

L'equation qui gouveme la propagation de l'onde s'obtient en combinant !'equation 
du mouvement: 

(2.7) 
aa a2u 
ax = eo a12 (eo densite dans l'etat initial) 

avec (2.4) et (2.6): 

La condition a la limite (2.2) s'ecrit quant a elle: 

(2.9) a(x = 0, t) = F(Tt) d~r f(t); (1/(t)l ~ 1, f(t) = 0 pour t < 0). 
rJE1 

Dans toute la suite nous utiliserons, sans les rappeler les conditions de repos initial: 

(2.10) 
ae 

e(x,O) = Tt(x, 0) = 0. 

Pour etudier les phenomenes se produisant loin du bord, on peut remarquer qu'a 
x fixe on s'eloigne de celui-ci quand X augmente (x = Xx). Par consequent il est naturel 
d'employer des processus asymptotiques dans lesquels l'echelle de longueur X tend vers 
l'infini. En pratique il suffi.t de supposer X suffi.samment grand - le sens de ce mot etant 
a preciser ulterieurement- de sorte que par exemple le terme p,!JfE1 X puisse etre con
sidere comme petit. Compte tenu egalement du fait que rJ est petit certains termes de 
l'equation (2.8) pourront etre negliges. Ces simplifications doivent se faire avec disceme
ment car, et c'est la diffi.culte du probleme, un terme apparemment petit n'est pas forcement 

http://rcin.org.pl



0NDE VISCOELASTIQUE NON UNEAIRE DE FAIBLE AMPUTUDE 451 

negligeable partout, c'est-a-dire a tout instant et tout endroit. Nous utilisons dans la 
suite deux methodes l'une s'appuyant sur les developpements asymptotiques raccordes 
l'autre sur les echelles multiples. 

2.2. Developpements asymptotfques raccordes 

Une premiere idee venant a l'esprit lorsqu'on examine !'equation (2.8) est d'imaginer 
que les termes en 'Y} sont negligeables, c'est-a-dire de lineariser cette equation en posant 
'Y} = 0: 

En fait il est bien connu que la solution approchee donnee par (2.11) ne peut Stre 
valable que pour des temps suffi.samment faibles, car les termes non lineaires, mSme petits, 
prennent par un effet cumulatif de !'importance aux grands temps. 

Resolvons neanmoins le probleme lineaire afin de degager d'une part son domaine 
de validite et de bien preciser d'autre part l'esprit de la methode qui reste constant par 
de la le cas particulier. 
2.2.1. Probleme Hneaire. En general la fonction GJ.(e)-E1 decroit exponentiellement a 
l'infini par consequent nous admettrons que 

Posons: 

,,Q 
e =---=-

E1X 
(2.12) 

parametre qui tend vers zero quand X ~ oo. 
Apres une derivation par rapport a x, (2.11) s'ecrit: 

(2.13) 

equation dont on cherche une solution approchee au premier ordre. 
La condition a la limite (2.9) s'ecrit, compte tenu de (2.4): 

(2.14) u(x = 0, t) = ( e+ e~j- +eo( e) )L. = f(t). 

Calculons d'abord, a l'aide d'un processus de perturbation directe, le developpement 
exterieur: 

(2.15) e<el = 2 e"e~e>(x, t). 
,. .. o 
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452 A. MOUNAR.I 

Par substitution dans (2.I3) et (2.I4), on trouve au premier ordre, en faisant tendre e 
vers 0 a x et t fixes: 

(2.16) 

soit: 

(2.17) e~e>(x, t) = f(t- x). 

Cette solution approchee ne peut tenir compte de la realite physique du probleme car 
elle propage un signal sans l'attenuer, c'est a dire sans faire jouer la viscosite du materiau. 

Pour pallier cela on introduit des variables et un developpement dits interieurs, et 
definis comme suit:· 

{2.I8) 

(2.19) 

~ = t-x, x 1 = ex; 

e<i> = ~ e"e~1>(~,xt)· 
n;;a.O 

L'equation (2.13) s'exprime avec ces variables par: 

(2.20) ( 
a a )

2 
a ( a a )

2 
a

2
e 

E ax1 - a~ e+e a~ E ax1 - a~ e+eo(e) = ae . 

La substitution de (2.19) donne au premier ordre, lorsqu'on fait tendre e vers 0 a~ et x 1 

fixes: 

puis a 1' ordre suivant: 

ae~'> I a2e~i> 
(2.2I) ax1 - T--w = 0. 

Les conditions qui permettent de resoudre cette equation s'obtiennent en "raccordant" 
ebe> et e~'> par un processus dans lequel interviennent les vari~bles intermediaires: 

E = ~' x = qy(e)x, (e ~ qy(e) ~ I). 

On ecrit que, a E et X fixes: 

lim e~e) = lim e~1 > 
6-+0 B-+0 

et l'on obtient: 

(2.22) 

La solution composite au premier ordre e0 obtenue en retranchant a la somme 
e~e>+e~> la limite intermediairef(~), s'identifie a e~'> et s'obtient en resolvant (2.2I), (2.22): 

(2.23) eo(X, t) = I 
1 

Joo f(v)exp (- (t-;-v)
2 

) dv. 
, 2np,x p,x V E/i' 0 E/i' 

Cette solution approchee semble paradoxale puisqu'a un instant donne t elle fait 
dependre e0 de toutes les valeurs de f(v) = a(x = 0, v) y compris des valeurs futures 
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(v > t). En fait nous verrons que ces demieres n'infiuencent pas la solution (2.23) dans 
son domaine de validite, et que, du meme coup la condition de repos initial est verifiee 
dans celui-ci. 

Et d'abord definissons, au moins approximativement, dans le quart de plan x ~ 0, 
t ~ 0, un domaine de validite q) sur lequel la solution approchee (2.23) est une bonne 
approximation de la solution exacte. 

Pour cela on examine de queUe fa~on le terme integral J de (2.11) tend vers zero quand X 
tend vers l'infini. 

On definit a partir de G1 un temps de relaxation moyen T,: 
00 

p,T., der j ~(G1 (~)-E1)d~ 
0 

ou le deuxieme membre represente le moment d'ordre 1 de G1 • 

En effectuant une integration par partie on peut exprimer le terme integral J sous la 
forme: 

avec 

L'equation (2.11) s'ecrit alors: 

oe o2e T,!J o3e o2u 
-+t---t-----R=--ox arax x ot2ox ot 2 • 

Par consequent, pour valider les approximations faites, on peut estimer que X doit sa
tisfaire la condition heuristique: 

(2.24) - (p!J ) X~ X.r =Sup E
1 

, T,!J 

et l'on supposera que les domaines donnes en (2.25) et (2.26), respectivement par rapport 
aux variables physiques et reduites, sont des domaines de validite de la solution (2.23) {6) 

(2.25) 
~ = {(X, i) 
q) = {(x, t) 

tel que 

tel que 

x~ [}, 
x~ L}. 

On admettra egalement que les bomes L et L = XL de q) et ~ verifient les conditions 
(2.27) et (2.28) deduites de (2.24) de fa~on heuristique: 

(2.27) L ~ Xs, 

(2.28) 

(
6

) La sQJution (2.23) est valable pour x ~ L, pour x = 0, mais pas pour les x compris entre 0 
et L!. 
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D'autre part il est bien connu en theorie lineaire qu'une discontinuite [/]de la solli
citation au bord f se propage a la vitesse instantanee du son tout en s'attenuant avec un 
facteur d'amortissement exponentiel 

exp {- 2T~.O,). 
oil: 

(2.29) 

(2.30) 

designent un temps instantane de relaxation du materiau, et la vitesse instantanee du son. 
Or !'equation (2.23) montre que dans ~ un signal se propage a la vitesse differee du son 
tout en diffusant. Par consequent, pour une raison de compatibilite, toute discontinuite 
de f do it etre devenue negligeable dans ~' ce qui conduit a admettre que 

I~ 0 (T,D,). 

Montrons maintenant que les valeurs futures de f n'influencent pas e0 dans son do
maine de validite. 

Precisement si l'on pose: 

R = V~sx j f{fl)exp (- (I-;.:")' ) dv 
t 

on prouve que: 

(2.31) V%> 0, 3 a> 0 

tel que x ~a implique IRI ~ % uniformement par rapport at. (a est independant de t). 
En utilisant 1/(t)l ~ I, cf. (2.9), on a: 

(2.32) IRI .;; v' ~ex j exp {- (l-;.:")2 

) dv = ~ erfc v' ;. 
t 

d'ou (2.31). 
En pratique d'apres (2.32) R est negligeable des que X~ O(e) et suite a (2.28) les 

valeurs futures de f ne perturbent pas la solution approchee e0 dans son domaine de va
lidite !YJ. 

00 t 

Ainsi peut-on rem placer dans la formule (2.23) le signe J par J : 
0 0 

e0(x, 1) = V 1 J1

f(v)exp (- (t-;-v)
2

) dv. 
2npx px 
-- 0 --= 
E1T E1T 

(2.33) 

Mise sous cette forme la formule (2.23) est identique a celle obtenue a partir d'une methode 
de point selle appliquee a la transformee de Laplace de la solution. 
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(Voir CHU [12] dans le cas particulier oil f est un echelon unite). Cette methode assez 
complexe ne peut de toute fa~on pas se generaliser au probleme non lineaire. 

REMARQUE 1 
Un choix de variables interieures symetriques en quelque sorte des precedentes: 

(2.34) ~ = t-x, t 1 = et 

aurait conduit aux resultats 

(2.35) 
ae~> 1 (J2e~> 
at:- 2 --w- = 0, 

1 
Joo f(v}exp (- (t-~-v)2) dv. 

-. j 2np,t 
0 

I'!_ 
V ElT EtT 

(2.36) eo(t, x) = 

En fait s'agissant d'un probleme oil l'on se donne une condition a la limite en x = 0, le 
premier choix de variable est meilleur car c'est avec l'eloignement du bord que se mani
festent les effets dissipatifs. 

REMARQUE 2 
Examinons le cas particulier oil 

f(t) = H(t} (fonction echelon unite de Heaviside). 

Les equations (2.23}, (2.33) et (2.36) fournissent successivement: 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

1 x-t 
e<1>(x, t) = -

2 
erfc----:=-, 

t' 2ex 

1 x-t 1 Jlx e< 2>(x, t) = -
2 

erfc .. ;-- - -
2
- erfc _ 

.., 2ex 2e ' 

1 x-t 
e<3>(x, t) = _ erfc .. ;- . 

2 .., 2et 

Ces solutions approchees sont differentes a certains egards, mais on peut montrer qu'elles 
coincident toutes sur un domaine tel que !'J defini en (2.26) et (2.28) .. 

On peut constater sur le cas particulier de la Remarque 2 qu'au voisinage du front 
X= t: 

ae<1> = O(x-1/2) ax ' 

1 
a2

u(l) = 0( -2) 
at2 x . 

De sorte que dans la formule (2.8) il n'y a plus de raison de negliger le terme A = ;1Je<0 a:<1
> 

I ux 

= 0 ('Y}x- 1
'
2

} relativement a B = p!J_ aa
2

ea( 1) = 0 (ex- 312) des lors que X = 0 (!__). La 
EtX t X 1J 

solution lineaire echoue si l'bn s'eloigne suffisamment du bord. 
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2.2.2. Probleme aon lmealre. Dans le probleme non lineaire interviennent deux petits para
metres 'YJ et e. Si l'on fait tendre l'un vers 0, par exemple 'fJ, il faudra, pour que les expres-

sions A et B doni on vient de parler soient de mCme ordre, prendre X = 0 ( ~ ). En somme 

plus la non-linearite est faible ('YJ ~ 0), plus loin du bord se. produiront ses effets et l'echelle 
de longueur adequate pour "accompagner" ceux-ci est: 

X= X*ifJ= o( ~ ). 
Nous posons par consequent pour 'YJ =1= 0:(') 

p!J e 
(2.40) e = ~ fJ de sorte que - = 0( I) quand fJ ~ 0 

E 1 X* 'YJ 

(2.41) ~ = t-x, ! 1 = ?JX. 

Alors, compte tenu de 

a a a 
-=--+1)-ax a~ a!t' 

!'equation (2.8) s'ecrit apres une derivation par rapport a x: 

(2.42) 

Cherchons un developpement interieur sous la forme: 

(2.43) e0> = .r n"e~'>(~, -!t). 
n~O 

La substitution dans (2.42) donne en identifiant les coefficients de fJ: 

a2eg> - a2eg> 
-a~2 - af2 

puis: 

aeg> E2 <' ae~> e a2e~> 
(2.44) a~l - 2£1 eo )a[ = 2?] af2' 

C'est une equation de Burgers, equation qui intervient classiquement lorsqu'on etudie 
les ondes dans des milieux dissipatifs. Celle-ci fait a la fois jouer une nonlinearite dans le 

(') Cette condition autorise la nullite de e, sans pour autant que fJ soit nul (p. = 0). 
(

8
) En s'appuyant sur le fait qu'en general la fonction G2(t1 , t 2) tend exponentiellement vers Ez quand 

(ft. fz)--. (oo, oo), nous admettons pour trouver la formule (2.42) que: 

t t G,(u, {~, u, ~)-E, 
lim f f ae (t-u1) e(f-Uz) Et du1du2 = 0. 
x .... oo o o ax 
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premier membre et une dissipation dans le second. D'ailleurs en annulant la viscosite 
(e = 0) on obtient une equation d'onde non lineaire, la plus simple qu'on puisse imaginer; 
alors qu'en annulant la non linearite (£2 = 0) on obtient simplement l'equation de la 
chaleur. Grace a la transformation de Cole-Hopf, on sait resoudre explicitement !'equation 
(2.44), d' oil son importance theorique considerable. 

Le resultat (2.44) a ete obtenu par BLAKE [10] dans le cas d'un materiau dont de com
portement est decrit a l'aide de paraJV.etres caches et par BLAND [11] en prenant une loi 
de comportement du type: 

(2.45) e1 = E1 e+E2e2 + p.e. 
L'etude faite sur la loi de comportement de type integral montre que le modele (2.45) 

choisi par BLAND presente le degre de generalite suffisant pour decrire au premier ordre 
les phenomenes se produisant loin du bord. Les coefficients figurant dans (2.45) sont dans 
ce cas donnes par (2.3). 

Pour determiner la condition a la limite qui permet le calcul de e~> il convient d'utiliser 
un processus de raccordement avec la solution exterieure definie par un developpement du 
type: 

(2.46) e<e>(x, t) = }; rJ"e~e>(x, t). 
n~O 

Rappelons qu'au premier ordre la condition a la limite (2.9) s'ecrit: 

(2.47) 

si bien que: 

(2.48) 

e~e>(o, t) = f(t) 

e~e>(x, t) = f(t-x). 

En prenant comme variables intermediaires: 

(2.49) ~ = ~ = t-x, 
X = q{YJ)X, (1} ~ f!J('f}) ~ 1) 

on obtient la condition de raccordement: 

(2.50) 

La aussi la solution composite e0 est confondue avec e&'>. 
REMARQUE 1 
La formule (2.40) indique qu'il est equivalent d'utiliser un processus dans lequel e -+ 0. 

On pose alors: 

(2.51) x1 =ex, avec 1J - = 0(1) 
e 

quand 

et 1' on obtient a la place de (2.44): 

ae~i> E2 1J ae&'> i a2e<i> 
(2·52) ax 1 - 2£1 e-e&'> ar = 2 0~~ . 

On remarque que I' on passe de (2.44) a (2.52) par une simple multiplication en !L. 
e 

Si l'on pose 1J = 0 dans (2.52) on retrouve la formule (2.21). Cela montre que la so
lution de (2.52) ( ou de 2.44)) contient celle. du paragraphe precedent. Precisement elles 
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sont confondues pas trop loin du bord puis divergent pour x;;. 0 (; ),lorsque les effets 

cumules de la nonlinearite interviennent et ne sont pas suffisamment etouffes par la vis
cosite. 

Le processus du paragraphe 1.2.1 donnait une solution moins satisfaisante car il sup
posait 11 = 0 alors qu'en fait il convient, pour bien d'ecrire le phenomene, de prendre 11 
proportionnel a e. 

REMAR.QUE 2 
En posant: 

(2.53) 

no us aboutissons a: 

(2.54) 

REMARQUE 3 

e = t-x, !1 = 1]t 

Comme precedemment, on peut definir approximativement un domaine de validite Pl 
de la solution de I' equation (2.44): 

(2.55) ~ = {{X, t) telque x ~ L} 

avec I verifiant les conditions heuristiques: 

(2.56) 

I;;. sup ( ;
1 

.0, r • .o), 
I~ O(QiT,.J, 

l} ~ Q21'2 
El 

oil Jl2 est une quantite ayant la dimension d'une contrainte par un temps au carre: 

(2.57) 

REMARQUE 4 

00 00 

P-2 = j j (G2('r1, T2)-E2)dT1d'2· 
0 0 

La condition "initiale" (2.50) implique que la solution eg> de (2.44) depend a un instant 
donne t des valeurs futures de f ( T) (' > t). Cette dependance est la aussi negligeable car 
elle n'influence pas la solution approchee dans le domaine de validite Pi. 

2.3. Une methode d'khelles multiples 

On se propose ici de retrouver les resultats precedents en employant une methode 
d'echelles multiples. voir [8] et [13]. 

Construisons un processus de perturbation dans lequelrJ -+ 0. Posons comme en (2.40): 

(2.58) • = ~(:) avec 
e - = 0(1) quand 1J-+ 0. 
'YJ 
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L'equation (2.8) s'ecrit, apres une derivation en x: . 

(2.59) o
2
e ( e) o

3
e E2 a ( oe) o

2
e 

ox2 +TJ -:rj" otox2 +TJ E
1 

ax e-ax +TJO(TJ) = ot2 . 

lntroduisons les variables multiples: 

(2.60) !_1 = Tj1X (i ~ 0) 

et cherchons une solution de (2.59) sous la forme: 

(2.61) e(x, t, TJ, e) = J; TJ'e, (t, !o, !_1 , ... , !__). 
1~0 • TJ 

On obtient apres une substitution dans (2.59) et !'identification des coefficients de rJ0
, rJ1 : 

(2.62) (J2eo - (J2eo - 0 
ar 2 a!~ - ' 

(2.63) o2e~ _ o
2
et = 2~ + !__ o

3
eo + E2 ~(eo oe0 ) 

ot2 a!~ O!_o0!1 TJ ata~~ Et O!o O!_o . 

La condition a la limite (2.9) s'ecrit: 

{2.64) /(t) = a(x = 0, I) = e(x = 0, 1)+0{''}) = e0 (r, !o = 0, ,!1 = 0 ... , ~) +0(7]) 

et donne au premier ordre: 

(2.65) e0 (t, x 0 = 0, x 1 = 0, ... ) = f(t). 

L'equation (2.62) montre que e0 est de la forme: 

(2.66) e0 (t, ! 0 , !t) = e0 (~, !t) avec ~ = t-!o· 

Pour eviter !'apparition de termes seculaires dans la resolution de (2.63}, on pose que le 
deuxieme membre est nul, d'ou: 

(2.67) oeo + E2 eo oe0 = _ _!___ o
2
e0 

O!t 2Et 0!_0 2TJ oto~0 
soit aussi, compte tenu de (2.66) et (2.65) 

(2.68) 

(2.69) 

oe0 E2 oe0 e o2e0 

O!t - 2E
1 

eo a~ = 2TJ a~2-, 

eo(~= t, ! 1 = 0) = f(t). 

Ces equations sont identiques a (2.44) et (2.50). 
Naturellement si l'on prend comme variables multiples: 

x1 = eix 
et si I' on pose: 

on obtient !'equation (2.52). 
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3. Etude asymptotique pres do front 

Le front d'onde separe la zone perturbee de la zone de repos et il se deplace a la vi
tesse instantanee du son !J, voir (2.30), s'il ne contient pas de choc; a une vitesse un peu 
superieure a !J1 dans le cas d'un choc faible. Les proprietes de l'onde au voisinage de ce 
front sont assez bien connues aussi se contente-t-on d'une etude rapide. 

De nombreux travaux ont montre que !'evolution du front est gouvernee par la re
ponse instantanee du materiau, evolution que l'on peut d'ailleilrs determiner de maniere 
exacte et explicite. Dans un voisinage du front il est logique de penser que seules les "com
posantes instantanees" de la loi de comportement generate (2.1) auront un role a jouer. 
Nous ecrivons, dans le paragraphe 3.1, cette derniere sous une forme mettant en valeur 
ces "composantes instantanees". Cette forme a deja ete utilisee par HuANG et LEE [15] 
et LUBLINER [14]. Elle donne la reponse du materiau de maniere exacte au front et de 
fa~on approchee dans son voisinage. 

Puis§ 3.2 nous decrivons l'onde pres du front en construisant un processus asympto
tique dans lequel le parametre perturbateur est l'eloignement par rapport au front de la 
theorie lineaire, eloignement que nous faisons tendre vers zero (alors que precedemment 
c'etait l'eloignemen~ par rapport a l'origine que nous faisions tendre vers l'infini). 

3.1. Expressions de la Iol de comportement et de l'equatlon du mouvement adaptees a l'etude )ris du front 

En integrant par parties le terme I= j G1(t-T) !! (T)dT qui figure dans la loi de 
0 

comportement (2.1 ), on obtient, compte tenu du repos initial: 

t 

1 = £.e(t)+ J iJ.(i-T)e(T)dT 
0 

avec 

(3.1) 

t 

En reiterant le procede sur le terme J G 1 (!- t}e( T)dT ainsi que sur le terme non lineaire 
0 

de (2.1 ), on obtient finalement: 

- -
I t T 

(3.2) ii(t,X) = E1e(i)+ ~ E2 e2 +G1(0) J e(u)du+ Jo.(i-T)(J e(u)du)dT 
0 0 0 

avec 

(3.3) 
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Rappelons les definitions: 

- (
£. )' 1/2 

Dt-
eo 

T, = - E.JG. (0) 
(3.4) 

de la vitesse instantanee du son, et d'un temps de relaxation "instantane" du materiau. 
Puis, apres a voir pose: 

IF(t)l 
1J =sup -- ... -

1 E1 
(3.5) 

operons dans (3.2) les changements de variables et de fonctions suivants (9): 

x =Xx, 

(3.6) u = r]Xu, 

- au au 
e = a:x = 1J ax = rJe. 

Cela donne: 

(3.7) 

oil 

X 
(3.8) e = T Q . . 

n J 

N o t a. Pour ne pas alourdir les notations, on utilise sans incovenient majeur les 
lettres x, t, (], e, 1J, e, f etc employees au paragraphe 2 dans un contexte un peu different. 

L'equation du mouvement (2.7) et la condition a la limite (2.2) prennent la forme, 
compte tenu de (3.6) et (3. 7): 

(3.9) 

( _ 0 ) _ F(Tt) def/( ) 
(]X- ,f ---A-- t. 

1]£1 

3.2. Etude de l'onde par un processus asymptotique 

A(t-x) fixe, on s'approche du front d'onde de la theorie lineaire (i.e.Dti-x tend 
~ers zero), si X-+ 0. Par suite nous utiliserons un processus asymptotique dans lequel 
X- et done e - tend vers zero. 

(
9

) On utilise aussi dans la suite la notation f = X pour designer l'echelle de temps associee a X. a, . 

2 Arch. Mech. Stos. nr 4n9 
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On pose: 

x1 = e1x (i~ 0), 
(3.10) 

et l'on suppose que 

(3.1I) (;) = 0(1) quand e--+ 0. 

Apres substitution du developpement 

(3.12) e(t, Xr-E, 1}) = ~ e1e1 {t, x0 , Xt ..• ,!L) 
1>0 E 

dans !'equation (3.9)1 et identification des coefficients de e, il vient: 

a2eo a2eo - 0 
--ax~ - --ail - ' 

(3.13) 

La methode des echelles multiples, [I3, 8] montre que e0 est une fonction de la forme: 

(3.14) e0(t,x0 ,x1) = e0(~,x1) (~ = t-xo) 

.qui verifie de plus !'equation: 

" ae0 I E2 1J ae0 I 
--- ---,..--e0 --+-e0 = 0. axl 2 El E a~ 2 

(3.15) 

D'apres (3.7) et (3.12) la condition a la limite (3.9h s'ecrit au premier ordre: 

(3.16) e0 (t, x0 = 0, x 1 = 0) = e0(~ = t, Xt = 0) = f(t). 

11 s'agit maintenant de resoudre !'equation (3.I5) sous la condition (3.16). On effectue 
un changement de fonction inconnue: 

(3.17) e0(~, Xt) = e-x1f2 g(~, x1). 

La fonction g verifie: 

(3.18) 

ou: 

(3.19) 
" %1 

I E2 1J - -i 
cx(x1) = -

2 
-,..--e . 
El E 

L'equation (3.I8) est non lineaire mais d'un type simple. Ses caracteristiques sont 
solutions de 1' equation: 

(3.20) 
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Appelons Ceo celle qui verifie: 

(3.2I) 

463 

D'apres (3.18) et (3.20) g a une valeur constante sur C;
0

, qui est donnee par (3.16): 

(3.22) g(~, Xt) = /(~o) sur Ceo· 

On obtient alors !'equation de Ceo en integrant (3.20) avec la condition (3.21): 

(3.23) E(x,) = Eo- !: ~ f(E0) ( i-e -;<). 
Remarquons que Ceo a pour asymptote la droite: 

1\ 

~ = const = ~0 - .!2_ !}_ /(~o). 
1\ £ 
Et 

(3.24) 

Finalement la solution e0 de (3.I5). et (3.Ip) est donnee par: 

%1 

(3.25) eo(~, Xt) = e- 2 /(~o) 

ou ~0 est determine implicitement en fonction de ~ et Xt par (3.23). 
Si plusieurs caracteristiques passent par un meme point (~, x 1) il faut pour assurer 

l'unicite de la solution physique introduire la notion de choc, c'est A dire une discontinuite 
dans e0 • Cela est une manifestation directe de la nonlinearite. 

Les effets de la dissipation apparaissent quant A eux dans le facteur d'amortissement 
exponentiel de la formule (3.25). 

Definissons main tenant un domaine de validite de la solution approchee e0 • Compte 
tenu de !'expression (3.8) de e, on peut estimer que le processus de perturbation est valide 
des lors que X~ TnD1• Par suite nous admettrons que les domaines ii et v, definis res
pectivement en variables physiques et reduites par (3.26), sont des domaines de validite 
pour la solution approchee que I'on vient de calculer. 

(3.26) 

REMAR.QUE 

v = {(x, t) tel queiDi-xl ~ f}, 

v = {(x, t) tel quelt-xl ~ I}, 

avec 1 ~ TnD1 et I ~ I 
e 

Signalons qu'avec cette methode on peut retrouver, avec la solution A I'ordre un, tous 
les resultats eo> de VARLEY et ROOERS [I]. 

Ces nSsultats sont un prolongement de ceux de V ARLEY et ROGERS dans le cas d'une 
excitation au bord de nature quelconque. Naturellement dans le cas de vibrations de 
hautes frequences, le domaine de validite de la solution obtenue dans ce paragraphe est 
coilfondu avec le quart de plan (X ~ 0, t-~ 0). Cela tient A "la periodicite de la sollicitation. 

(1°) A )'exception des traces des courbes d'hysteresis. Mais on peut tout de m&ne calculer la dissi
pation. 

2• 
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Les methodes employees sont differentes, puisque le parametre de perturbation dans · [l] 
est une frequence w que l'on fait tendre vers l'in~ni. De plus ces auteurs font leur etude 
avec les va.riables (ex, x) oil ex est une variable caracteristique. 

Conclusion 

Nous avons calcule de f~on approchee la solution du probleme dans les domaines v 
et ?i qui concernent des points (x,'i) situes respectivtment pres du front et loin du bord 
(voir la figure 1). 

t 

--

Front d'onde 
differe 

Front dbnde 
insTtmtone 

FIG. 1. Differents domaines d'interet dans la description de l'onde. 

Dans le premier domaine, le materiau reagit par ses composantes instantanees. Dans 
le cadre des sollicitations de faible amplitude, objet de ce travail, un signal se propage 
a une vitesse peu differente de la celerite instantanee du son. Les nonlinearites peuvent 
eventuellement provoquer des chocs, tandis que la dissipation se manifeste par un amor
tissement exponentiel de la perturbation. 

Dans le second domaine c'est la reponse differee qui predomine. Un signal se propage 
a une vitesse voisine de la celerite differee du son. Les effets combines de la nonlinearite 
et de la dissipation sont decrits par une equation de Burgers. On remarque que la dissi-
pation se manifeste par un terme de diffusion dans cette equallon. _ 

Les deux solutions approchees sont compatibles dans la partie commune vn!J) ou 
elles sont pratiquement nulles. 

Nous ne decrivons pas ici la solution dans le domaine d constitue des points (X, t) 
qui se trouvent derriere le front d'onde et a l'exterieur de vet de~- Le materiau est alors 
sollicite.. a la fois de fa~on instantanee a cause de la proximite du bord et de fa~on differee 
parce que les temps sont grands et que le corps se souvient depuis !'instant initial de toutes 
les sollicitations imposees au bord. 

On peut remarquer cependant qu'il est souvent possible de negliger les effets de non 
linearite au voisinage immediat du bord. Le probleme est alors du type viscoelastique 
lineaire. Ce dernier cas a ete tres etudie; voir BRUN [ 16] qui en donne une solution exacte 
sous forme de serie ainsi que des references. 
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Nous avons essaye de definir grossierement les domaines de validite des solutions 
calculees. Cependant il est bien clair que les frontieres de ceux-ci dependent du probleme 
particu]ier etudie, c'est a dire des conditions aux limite. 

Ainsi pour une sollicitation periodique de frequence suffisamment elevee, le domaine v 
s'etend au quart plan tout entier. La solution est done pratiquement nulle suffisamment 
loin du bord a cause de l'amortissement exponentiel. 11 doit en etre evidemment de meme 
pour la solution approchee, disons S, calculee dans gj, lmaginons, pour fixer les idees, 
que la sollicitation est sinusoidale. On con~oit bien que les arches vont etre nivelees par 
le terme de diffusion de !'equation de Burgers, si bien que, suffisamment loin du bord, 
S est nulle. La borne L du domaine ~ peut alors etre precisee; c'est la limite en de~a de 
laquelle S n'est pas sensiblement nulle. 
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