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Sur quelques aspects analytiques de Ia theorie des systemes 
hyperboliques d' equations quasi-lineaires aux derivees partielles 

J. KRA VTCHENKO et D. RENOUARD (GRENOBLE) 

LA PREMIERE partie du memoire est d'abord consacree au rappel des definitions classiques des 
systemes quasi-lineaires (E) d'equations aux derivees partielles du type hyperbolique, ainsi que 
des variables caracteristiques attachees a (E). On rappelle ensuite le systeme d'equations (e), 
dit associe a (E), qui, en general, n'est plus quasi-lineaire, et dont les solutions fournissent les 
representations parametriques des solutions de (E) au moyen des fonctions des variables cara
cteristiques. La deuxieme partie est consacree a I' exploitation systematique de (e) en vue de 
l'etude des solutions de (E), ce qui ne semble avoir ete fait jusqu'i~i que pour des cas particuliers. 
On etablit Ia condition d'equivalence de (E) et de (e). Lorsque celle-ci n'est pas remplie, on de
montre que Ia solution de (E) peut presenter des singularites dont on precise la nature analyti
que, alors que Ia solution correspondante de (e) est reguliere. Ceci ouvre Ia voie a d'innombra
bles applications. 

Pierwsz(!, wst~pn(! cz~sc pracy poswi~cono przypomnieniu klasycznych poj~c i definicji dotycZC}
cych uklad6w quasi-liniowych r6wnan r6:Zniczkowych CZ(!stkowych typu hiperbolicznego (E) 
oraz zwi(!zanych z (E) zmiennych charakterystycznych. Przypomniano nast~pnie poj~cie ukladu 
r6wnan (e) nazywanego ukladem stowarzyszonym z (E) i nie ~d(!cego jui: ukladem quasi
liniowym, kt6rego rozwi(!zania s(! parametryczn(! postaci(! rozwi(!zan ukladu (E) i wyrai:ajq si~ 
jako funkcje zmiennych charakterystycznych. Druga c~sc pracy poswi~cona jest systematy
cznemu wykorzystaniu wlasciwosci uklad6w (e) do badania wlasciwosci rozwi(!zan uklad6w (E); 
jak si~ wydaje dotychczas takie podejscie stosowano tylko do szczeg6lnych typ6w r6wnan (E). 
Podano warunki r6wnowai:nosci uklad6w (E) i (e). Wykazano, i:e przy ich spelnieniu rozwi(!
zanie (E) moi:e wykazywac osobliwosci (kt6rych charakter analityczny daje si~ okreslic) nato
miast rozwiqzanie (e), ~dqce parametryczn(! form(! rozwi(!zania (E) jest regulame. Otwiera to 
nowe moi:liwosci licznych zastosowan proponowanego podejscia. 

B nepaoli qacrH pa6oTbi co~ep>KHTCH aHaJIH3 rHnep6oJIHlleCKHX I<Ba3Hmm:eliHbiX CHCTeM 
~<P<Pepe~HaJII>HbiX ypaBHeHHH B qaCTHbiX npOH3BO~IX H ynOMHHaiOTCH Hei<OTOpbie o61IU{e 
CBOikTBa Tai<HX CHCTeM. 3aTeM BBe~eHO ypaaHeHHe, I<OTOpoMy ~OJI>KHbl Y~OBJieTBOpHTb 
HaqaJibHbie ~aHHbie, ~06bi OHH MOrJIH 6biTb 6HXapai<TepHCTHqecJ<HM MHO>KCCTBOM ~aHHbiX. 
11cnoJID3YH onpe~eJieHHbie xapai<TepHcrnqeci<ne nepeMeHHbie, BBe~eHa 3I<BHBaJieHTHaH cnc
TeMa. C BH~ l<a>KeTCH, ~0 3TO HeHY>KHOe YCJIO>KHCHHe, HO <PaJ<TifqCCI<H OHO D03BOJIHeT 
HaRTH MeTO~I npeo~oJieHWI Tpy~oCTeif, CBH3aHHbiX C peweHHeM CHCTCMbl ypaBHCHHH B6JIH3H 
oco6eHHoCTH HaqaJII>HbiX ~aHHbiX. 11Tai<, Mo>KeM paccMaTpHBaTb rna~e MHo»<ecTaa ~aHHbiX. 
YTo~eHo npn I<ai<HX npe~ono»<eHHHx, H I<ai<HM o6pa3oM 3TO Mo»<eT 6hiTb npoae~eHo . XoTH 
6oJIDIIIHHCTBo MaTepnana, npe~CTaBJieHHoro B nepaoli qacrn pa6oThi, HBJIHeTCH ci<opee Ho
BbiM npe~CTaBJieHHeM H3BCCTHbiX y>Ke pe3yJibTaTOB, qeM npe~CTaBJieHHeM HOBbiX ~OCTH

>KeHHH; 3TO D03BOJI.JieT DOJiyqHTb B ~aJII>HeHweH qaCTH pa60Tbl HOBbie HHCDHpa~HH. 

1. Introduction. Objet de Ia communication 

Nous PROPOSONS de passer ici en revue les resultats obtenus depuis une trentaine d'annees 
par les equipes specialisees de l'Institut de Mecanique de Grenoble concernant les proprietes 
analytiques des solutions singulieres des systemes quasi-lineaires d'equations aux derivees 
partielles de type hyperbolique. Beaucoup de ces recherches ont deja donne lieu a des 
publications citees dans Ia bibliographie qu'on trouvera "in fine" (cf. [1, 2, 3]). Mais on 
s'est borne jusqu'ici a l'examen de systemes particuliers d'equations, ce qui limitait la 
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694 J. KRAVTCHENKO ET D. R.ENOUARD 

portee de Ia methode d'investigation que nous avons mise en oeuvre. C'est pourquoi, il 
nous a paru opportun de presenter un expose synthetique de Ia theorie, en degageant 
quelques proprietes communes a tous les systemes hyperboliques et, ensuite, en indiquant 
quelques criteres qui permettent de repartir ceux-ci en plusieurs classes. Nous definirons 
les traits caracteristiques de quelques-unes de celles-ci, et nous etudierons certains types de 
singularites que peuvent posseder les solutions des systemes correspondants. C'est !'exten
sion a des types assez generaux d'equations aux derevees partielles des resultats obtenus 
jusqu'ici dans des cas particuliers seulement, ainsi que !'introduction d'une nouvelle espece 
de singularites qui constituent le point nouveau du present travail. 

Les applications ala mecanique de la theorie que nous allons developper sont innombra
bles. On sait, en effet, que beaucoup de problemes concrets de cette discipline se traduisent 
analytiquement au moyen d'equations aux derivees partielles hyperboliques quasi Iineaires, 
qui ne sont qu'exceptionnellement resolubles sous forme explicite. Alors le recours aux 
methodes numeriques s'impose. Or les solutions cherchees presentent tres souvent des 
singularites, ponctuelles ou non, dans le voisinage desquelles Ia precision atteinte par les 
procedes usuels du calcul a l'ordinateur peut devenir insuffisante. C'est pour lever cette 
difficulte que !'etude a priori de Ia nature analytique de Ia singularite peut devenir utile, 
car elle offre au numericien un moyen sur et regulier d'explorer le voisinage de cette derniere. 
On notera que, dans certains cas, on arrive meme a obtenir une expression approchee 
explicite de Ia solution dans Ie voisinage en cause, ce qui peut simplifier sensiblement les 
calculs et permet d'en controler Ia precision. C'est a des preoccupations de cet ordre que 
nous tentons de repondre ci-apres dans le cas oil les singularites sont d'un type particulier 
que nous introduirons ulterieurement, et auxquelles nous reservons le nom de "regularisa
bles". Ces remarques nous ont paru de nature a justifier Ia presentation a un symposium 
de Mecanique d'un travail de pure analyse. Nous esperons etre utiles a nos collegues en 
attirant leur attention sur le parti qu'on peut tirer de l'emploi d'un outil mathematique 
deja decrit dans la litterature, mais qui ne semble pas etre devenu d'un usage courant 
chez les numericiens. 

Dans ce qui suit, nous nous bornons a enoncer, presque toujours sans demonstration, 
les resultats obtenus, en accompagnant ceux-ci de commentaires destines a en preciser 
le sens et Ia portee. 

2. Notations et generalites sur Ies systemes d'equations aux derivees partielles 

Notons p le nombre d'inconnues du systeme considere; q le nombre de variables in
dependantes; Ep, q le systeme de p equations aux derivees partielles dont l'ordre et Ia 
forme analytique sont d'abord supposes quelconques. Rappelons alors ce resultat classique 
de I' analyse: sans restreindre Ia generalite, on peut transformer Ep, q en un systeme de 
premier ordre au prix d'un accroissement du nombre d'inconnues. Cet enonce est elemen
taire lorsque q = I, car Ep, 1 se reduit alors a un systeme differentiel ordinaire. La demon
stration est plus compliquee si q > 2. Nous nous bornons ici a indiquer Ia marche a suivre 
lorsque q > 2, en examinant l'exemple banal de !'equation des cordes vibrantes qui est 
du type E 1 , 2 : en notant u(x, y) l'inconnue et x, y les variables independantes, elle s'ecrit: 
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a2 u a2 u 
ax2 - ay2 = 0. 

Introduisant les nouvelles inconnues: ~(x, y) = ~: et 17(x, y) = ~; , on verifie immedia

tement que ~ et 17 sont solutions du systeme E2 • 2 du premier ordre: 

a~- -~= o 
ay ax 

dont Ia premiere relation est la consequence de E 1 • 2 consideree, alors que Ia seconde 
traduit Ia condition de compatibilite entre les definitions de ~ et 'YJ, en sorte que E 1 , 2 et 
£ 2 • 2 qui precedent ne sont equivalentes que dans l'espace des u(x, y) continues avec leurs 
derivees partielles des deux premiers ordres, alors que les formules de d' Alembert fournis
sent Ia solution de £ 2 • 2 ci-dessus dans l'espace des (~, 17) continues, avec leurs derivees 
partielles de premier ordre seulement. Les remarques e!ementaires qui precedent font 
comprendre les raisons pour lesquelles Ia demonstration de !'equivalence entre Ep, q' p et q 
etant quelconques, d'une part, et le systeme de premier ordre en lequel on le transforme 
en suivant Ia marche que l'on vient d'examiner dans un cas tres particulier, d'autre part, 
puisse devenir laborieuse et exigera Ia mise en oeuvre de raisonnements dont on trouvera 
en [4] un expose se rattachant aux travaux de RIQUIER [5] et des references a ceux d'Elie
Cartan dont une analyse exhaustive, avec une bibliographie etendue, est donnee en [6]. 
Toutefois, notons que ces auteurs se sont places a un point de vue different de celui du 
present article. 

3. Systemes E P. q quasi-Iineaires 

Pour simplifier nos enonces, nous nous limiterons dans ce qui suit a !'etude des systemes 
Ep, q dont chaque equation se presente comme une forme lineaire par rapport aux derivees 
partielles de premier ordre des inconnues, dont chaque coefficient est une fonction des p 
inconnues et des q variables independantes. Cela etant, rappelons quelques definitions et 
resultats classiques. Notons Xj' j = 1' 2' ... ' q les variables independantes, Ui (xl' x2' ... 
... , xq) = ui(xi), i = 1, 2, ... , p les inconnues deEp, q fonctions des xi; E une hypersurface 
que nous supposerons definie dans le repere orthonorme (Ox1 , x 2 , ••• , xq) par !'equation 
de Ia forme: Xq = f(xl' ... 'Xq-1), oufest une fonction assez reguliere(l) de ses arguments 
dans un domaine D c Ox1 x 2 , ••• , xq; Ie trait qui souligne f signifie qu'il s'agit d'une 
fonction des (q-1) variables seulement. Maintenant si g(xl 'x2' ... 'Xq) est une fonction 
des q variables x , no us poserons : 

Q_ = Q_(x1 , x2 , ••• , Xq_ 1) = g(x1, x2, ... , Xq_ 1,/), 

Q_ etant Ia valeur prise par g surE; d'apres cela, no us avons (q- 1) relations sur cette surface: 

ag aQ ag at 
(3.1) -~ - =-~---~-·-~-, k=I,2, ... ,q-l. 

3 uxk 5 uxk 

(1) Nous appelons "reguliere" toute fonction de ses arguments qui possecte surD des derivees partielles 
continues jusqu'a l'ordre assez eleve pour justifier toute~ les operations que nous aurons a effectuer, et 
toutes les proprietes que nous aurons a evoquer. 
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Ainsi le symbole ~g designe Ia valeur de ~g : au point (x1 , x2 , ••• , Xq- 1 , f) E E. En 
UXq u~ -

particulier, si g = ~Ia formule precedente s'applique aux valeurs des u(x1 , x 2 , ... , Xq-t, 

f) = Q1(x1 , x2 , ... , Xq_ 1) sur E. Soit alors Ia multiplicite de Cauchy m(E, !f1) constituee 
par Ia surface E donnee, porteuse des donnees q,; posons nous, relativement a Ep, q et 

am, le probleme de Cauchy dont Ia resolution exige Ia determination des ~Ut • Or, d'apres 
uXj 

(3.1 ), il suffit a cet effet de calculer les p quantites ~~~ . Ecrivons alors Ep, q so us Ia forme: 
_q 

OUz OUz 
aikz-!:1-+atql_!)_ = b,, I= 1, 2, ... ,p 

uXk uXq 
(3.2) 

oil les a 1k1, aiql, et b1 sont des fonctions connues a priori des ui et x 1 et portons dans 

(3.2) les valeurs des ~u~ tirees de (3.1). On obtient ainsi le systeme de p equations lineaires 
uXk 

d
,. , oui 

par rapport aux p envees -!:)-: 
U!q 

(3.3) (
a -a. of) OUz - b -a aql 
_lql _tkl oxk OXq - _i _Ill oxk 

dont les coefficients ont des valeurs connues sur E. Nous reprenons les definitions intro
duites en [3] qui s'ecartent de Ia terminologie habituelle (cf. [3, 1], alinea 1, 2, et [3, III] , 
alineas 2, 3, 4) et que nous rappelons pour Ia commodite du lecteur. Notant Hie determinant 

au, 
du systeme (3.3) en -!:)-, qui est d'ordre p: 

U!q 

(3.4) 

no us dirons que Ia multiplicite m(E, J!.;) est, relativement a Ep, q: 1) normale si en · tout 
P(x) E E, on a: H =1= 0 (3.5); 2) caracteristique si VP E E, on a: H = 0 (3.6), l'une au 

moins des derivees ;;~ etant infinie; 3) bicaracteristique, si (3.6) etant verifiee "( p E E, 
q 

l'un au moins des determinants caracteristiques d' ordre p de (3.3) est nul, d'une part, 
et si la matrice de H est de rang (p-1), d'autre part. 

On peut alors enoncer les resultats classiques suivants concernant le probleme de 
Cauchy pose relativement a Ep,q et m (E, !f;): 1) si m est normale, Ia solution est unique, 
2) si m est bicaracteristique, il existe une infinite de solutions regulieres(2). 

(2) On 5ait que les enonces d'existence et d'unicite du probleme de Cauchy, pour une multiplicite m 
normale, d'un systeme E quelconque, n'ont ete justifies que moyennant des hypotheses de regularite plus 
ou moins strictes, concernant E, et aussi Ia forme analytique de ce sy-;teme qui doit etre,dans les cas 
courants, suppose resoluble par rapport a certaines derivees des inconnues. Dans ce qui suit, nous reno
n~ons aux raisonnements rigoureux et nous adoptons le point de vue de [3, I]. Nous postulons done Ia 
validite des enonces d'existence et d'unicite des solutions cherchees des Ep, q des lors qu'on dispose d'un 
algorithme regulier de calcul approche de Ia solution d'un probleme aux limites, mixte ou non (pour 
laquelle !'existence peut n'avoir pas encore ete etablie meme relativement aux solutions dites generalisees). 
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Supposons maintenant qu'il existe une solution reguliere ui(x1) = ui(P) de Ep,q, 
V P ED, admettant une multiplicite m (£, "{[i) soit caracteristique, soit bicaracteristique 
deEp, q. Notons Dlle domaine del'espace a {p+q) dimensionsrapporte aurepere Ox1 x 2 ••• 

... , Xq, u1, u2, ••• ,Up balaye par les Xj et ui quand p balaie D. II est clair que le point 
(x 1 , x 2 , ... , Xq- 1 , J, f!1 , f.l2, ••• , f!p) c D 1. Les coefficients de (3.2): !J.ikh !J.iqh Qi sont des 
fonctions donnees des xk et de J, puisque les !!i (x1 , x2, ... , xq, f) le sont par hypothese. 
On voit done que (3.6) peut etre interprete comme une equatiOn aux derivees partielles 

en J, de premier ordre, qui se presente sous forme d'un polynome en aaj de degre p 
- ~ 

egale a zero. On note alors que la relation ainsi obtenue n'est pas quasi-lineaire et peut des 

lors admettre ou non des solutions reelles en aa [_ lorsque p E D. 
xk 

Pour simplifier les ecritures, nous noterons jusqu'a nouvel ordre ep,q tout systeme de p 

equations aux derivees partielles de premier ordre a p fonctions inconnues a q variables 
independantes; ulterieurement, nous reserverons cette convention d'ecriture exclusivement 
aux systemes que nous appellerons "associes" a Ep,q et que nous introduirons dans Ia 
suite. On notera que, d'apres ce qui precede, ep, q n'est pas suppose quasi-lineaire. 

Ainsi !'equation (3.6) en J, que nous avons formee dans l'eventualite ou Ia solution 
ui(x1) de Ep,q a pu etre explicitee, est du type e1 ,q_ 1 • 

Cela etant, e1 ,q_ 1 ainsi obtenue peut etre interpretee classiquement comme !'equation 
tangentielle d'un cone C(P), de sommet P suppose fixe, qui est, d'apres ce qui precede, 

de pieme classe. Comme les aaf definissent les parametres directeurs de la normale en 
xk 

P a £, on voit que C(P) est tangent en P a cette surface, d' ou le nom de cone caracteristique 
qu'on donne a C(P). 

Ce bref rappel des proprietes elementaires des Ep, q met bien en evidence le role de 
!'hypothese de quasi-linearite de ces systemes, qui permet de former explicitement !'equa
tion e1 ,q_ 1 et de discuter · d'une maniere relativement simple le probleme de Ia realite 
des C(P) dans les cas concrets. Or il est clair que la reponse ace prealable est indispensable 
pour savoir si on peut ou non utiliser les proprietes generales des multiplicites bicaracteristi
ques que nous allons etablir dans !'etude des solutions d'un systeme Ep,q donne. 

Enon<;ons maintenant une propriete simple, mais utile des multiplicites bicaracteristi
ques: 

THEOilliME. Pour une solution regu/iere et donnee ui(x1) de Ep, q, Ia condition necessaire 
et suffisante pour que Ia multiplicite m(£, Qi) soit bicaracteristique est que f soit solution 

reguliere de e1,q-1• 

Par exemple, les grad U,(x1) sont, d'apres ce qui precede, determines sur Ia surface porteuse I: d'une multip
licite m (1:, Qt) supposee donnee et normale. II s'ensuit que Ies u,(x1) seront explicites approximative
ment dans le voisinage de I: au moyen de Ia formule des accroissernents finis: 

u,(xl +Lixt. ... , Xq+Lixq) = U1o+( OUi ) LIXJ 
OXj 0 

oil on a affecte de I'indice zero toute quantite dependant des (q-1) variables x1 , calculee au point (x1 , x2 , ••• 

... , x 9_1>f(x1 x 2 , ... , x9 _ 1)) et oil Ies Llx1 sont petits mais arbitraires. C'est Ia I'exemple le plus banal de Ia 
resolution d'un probleme aux limites obtenues dans le cadre de !'approximation lineaire. 
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En effet, m(.E, !f;) ne peut pas etre normal, puisque cette multiplicite verifie, par hypoth
ese, la condition (3.6). Par suite m ne peut etre que caracteristique ou bicaracteristique. 
Or le premier terme de cette alternative est a ecarter, car Ia solution donnee ui(x1) d' Ep, q 
reguliere, par hypothese, peut etre interpretee comme une solution du probleme de Cauchy 
pose relativement a Ep, q eta m(.E, !li), en sorte que les grad ui(Xj) sont reguliers sur .E. 
Notre assertion est des Iors justifiee. A notre connaissance, Ie resultat qui precede, en depit 
de sa simplicite, n'a ete formule nettement pour la premiere qu'en [3, III]. 

REMARQUE 1. Supposons maintenant que Ia solution ui(x1) de Ep ,q ne soit pas connue. 
Alors une multiplicite m(.E, !li) donnee ne peut etre bicaracteristique de ce systeme que 
si (cf. la definition 3 ci-dessus) elle verifie la condition (3.6) et si, de plus, elle annule un 

determinant caracteristique du systeme (3.3), lineaire en ~u, , et dont tous les coefficients 
U!q 

sont conn us lorsque Ep, q et m(.E, !li) sont des donnees. Or, d'apres (3.3) le determinant 
en cause, d'ordre p, une fois developpe, se presente sous forme d'un polynome de degre 

(p-1) par rapport aux ~f , et d'une fonction lineaire des ~!l , dont les coefficients 
uxk uxk 

of 
dependent des ~- . Cette remarque evidente no us sera bien tot utile. 

UXe 

REMARQUE 2. Beaucoup d'auteurs, parmi lesquels nous citerons E. Cartan, ont insiste 
sur le fait que Ia donnee de pet de q seuls n'est pas Ia meilleure fa<;on de caracteriser Ies 
systemes Ep,q' comme le montre l'exemple classique de E2 , 2 qui peut etre ou elliptique, 
ou hyperbolique, ou parabolique. Voici cependant l'exemple d'une information utile, 
que l'on peut tirer de Ia seule consideration de Ia partie de p. Supposons p impair: 
p = 2n+ I. Alors !'equation e1 , q_ 1 que nous avons associee a E2 n+l.q se presente, 

of 
comme on l'a vu (cf. (3.6)), sous forme d'un polynome de degre (2n+ I) en ~- , egale 

UXt 

a zero; par suite, elle admet des systemes de solutions reelles par rapport aux derivees. 
On en deduit aisement qu'a toute solution reelle ui(xi) de E2 n+ 1 , q on pourra toujours 
associer une infinite de multiplicites m(.E, !li) bicaracteristiques reelles. Cela montre que 
les systemes E2 n+ 1 ,q ne peuvent etre elliptiques, ce terme etant entendu au sens que nous 
preciserons a l'alinea suivant. Tel sera, en particulier, Ie cas de toute equation EI, q. La 
theorie en est classique et peut etre abordee directement d'une fa<;on elementaire. Mais les 
resultats generaux qui suivent permettront, comme on Ie verra, d'enoncer d'emblee !'essen
tiel des proprietes des E1 , q uniquement a partir du fait que dans le cas present on a p = I. 

4. Systemes Ep.q quasi-Iineaires hyperboliquies. Systemes associes a Ep, q 

En adaptant a notre cas le vocabulaire classique, nous dirons que Ie systeme (quasi
lineaire) Ep, q (cf. (3.2)) est hyperbolique dans Ie domaine DI de l'espace a (p+q) dimensions 
(xhui) si VQ(x1 ,x2 , ••• ,xq,u1 ,u2 , ••• ,up), point de Dile cone caracteristique C(Q) c 

c D c Ox1 x 2 , ••• , Xq de sommet Q(x1 , x 2 , ••• , Xq) possede Ies deux proprietes suivantes: 
I. C(Q) est reel. 
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2. Par toute droite issue de Q et exterieure a C(Q), au sens strict, on peut mener a cette 
hypersurface p plans tangents reels et distincts. Cette definition n'exclut pas l'eventualite 
ou C(Q) se decomposerait en des cones de classe inferieure a p, dont quelques uns peuvent 
etre degeneres en des droites c Ox1' x2' ... 'Xq et issues de Q. Relativement a Ep,q hyper
bolique, nous allons enoncer les resultats suivants qui jouent un role central dans Ia theorie 
que nous allons develop per et qui constituent une extension au cas ou p et q sont quelcon
ques des proprietes justifiees en [1, 2 et 3] pour des types particuliers des systemes E2 , 2 

et E3 , 3 • 

Introduisons un espace auxiliaire a q dimensions, rapporte au repere orthonorme 
Ocx 1 , cx2 , ••• , cxq, et soit ~ un domaine de cet espace de meme connexion que D. Admettons 
qu'on ait defini sur ~ q fonctions regulieres. 

realisant !'application bijective ~ <::> D, ce qui impose aux xi(cx1J Ia condition necessaire 
(cf. [3.11]). 

(4.2) 

Soit maintenant une solution ui(xi) de Ep, q, i = 1, 2, ... , p, definie et reguliere sur D. 
N ous poserons ( cf. [3 .1]): 

(4.3) 

Ainsi les relations (4.1) et (4.3), l'inegalite (4.2) etant satisfaite, constituent une representa
tion parametrique de Ia solution consideree de Ep, q. Introduisons alors les notations et 
conventions d'ecriture suivantes: v(p,) est un entier quelconque dans Ia suite des (q-1) 
nombres (1, 2, ... , cx"'_ 1 , cxtt+ 1 , ... , cxq), I' adaptation aux cas ou p, = 1, ou p, = q, etant 
evidente, et F( rt.f.l) = F( rt.1 , rt.2 , ... , rt.q), on pose(3): 

(4.4) 

ou F designe une fonction quelconque des q arguments cx"' definie et reguliere sur ~; en 
particulier, on a les relations: 

(4.5) 

On pose, en se rappelant que k = 1, 2, ... , q-1, 

(4.6) 

L1 = ~(~1.1-'' !2./-'' ... , !q-t,p) - ~<!k.p) 
-~-' ~(rt.t, CXz, ••• , rt.11-1, rt.l-'+1, ... , rt.q) - "Ei[rt.,(p)]' 

4_dp) = ~(!11'' Xzp, !k-1./H Xqp• Xk+l.l'' ... , Xq- 1 , 11) 

~(rt.1, CXz, ... , r1.11 -1, CXp+1' ... , rt.q) 

l'ordre des jacobiens (4.6) etant egal a (q-1). Soient, de plus, S11 l'hypersurface definie 
dans~ par les equations parametriques 

(4.7) 

e) On place fL entre parentheses, afin que f.J. ne joue pas le role de l'indice muet. 
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m,.. = m[S,.., Q1,,..], Ia multiplicite definie par (4.5) et (4.7). D'apres cela, il existe ·done q 

hypersurfaces s,.. et autant de m correspondant aux u1(x1) et x1(a.,..) donnes. 
Cela etant, formons les conditions necessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire 

les q fonctions x1p( a.v(J'>) pour que chacune des q multiplicites m,.., construites, rappelons-le, 
a partir d'une solution ui(x1) donnee, soit bicaracteristique de Ep,q attachee aux ui(x1). 

Pour simplifier !'expose, nous supposerons que 4,.. =I= 0 sur !7), V p,. Mais on peut se passer 
de cette hypothese, en adaptant au cas present les raisonnements de [3.III] et [J.IV]; il 
suffit d'admettre que Ia matrice L1 (cf. (4.2)) est de rang (q- 1). 11 s'en suit qu'on peut 
inverser Ies !_~~;,,.. et les a.v(J'>, en sorte que !'equation cartesienne de S"' peut s'ecrire: 

~q = /p.~lJ.'' !.21'' ... '~q-1,p) = /p.(!~~;p). 

On tire de Ia les (q-1) relations: 

a;!.qp Of"' a~ 
0(J.v(J') = a~k • 0(J.V(Jl) (4.8) 

ox · aJ; 
qui sont lineaires et homogenes en ~ et Iineaires en -;;_P • Interpretons alors (4.8) 

ua.v(p) uX~~; 

· d c 1) · · of/A • 1 hi d' , · · , d comme un systeme e q- equations en -;;- , reso u es, a pres ce qm prece e, on 
uxk 

a done: 

(4.9) 

Du theoreme de l'alinea 2, resulte alors, eu egard a (3.4) et (3.6): 
TH130REME I. La condition necessaire et suffisante pour que chacune des q multiplicites 

m,.. associees a Ia solution ui(x1) donnee deEp, q et representee parametriquement par (4.1) 
et ( 4.3) so it bicaracteristique deEp, q est que, pour chaque p, fixe, les fonctions ~iP verifient 
l' equation aux derivees partielles: 

(4.10) 

aJ;, 
qu'on obtient en reportant dans (3.6) les expressions (4.9) des T-· 

uxk 
Remarquons que nous avons remplace dans (4.10) Ies expressions f!.iqz, f!ikh QIC(u) et 

4"' qui figurent dans (3.6), par a;qz, a;~~;z, L1k(p,), L1Jl respectivement. Cela tient a ce que les 

operateurs 4"' et 4k(p,) ne font pas intervenir l'operateur a! pour unIt fixe, d'une part, et 
Jl 

que les a;qz et aikl sont des fonctions donnees des x1 et ui(x1) et non de leurs derivees, d'autre 
part. 11 s'en suit que a.,.. joue dans H,.. le role d'un parametre, en sorte que (4.6) peut etre 
interpretee comme une equation aux derivees partielles que sont astreintes a verifier les q 
fonctions xv<p.> des q- 1 variables independantes a.,<,..> (cf. (4.1) et (4.3)) lorsque les p fonctions 
ui(x1) sont considerees comme des donnees. Ces remarques achevent d'etablir le resultat 
que nous avions en vue. On voit done que lorsque Ia solution ui(x1) de Ep, q est connue 
surD, on obtient, en faisant varier p, dans (4.10), un systeme de q equations aux derivees 
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partielles de ler ordre, dont les x1( a.p) sont les inconnues, qui n'est plus quasi-lineaire. En 
depit de' cette derniere circonstance, on peut indiquer plusieurs proprietes des solutions 
de . (4.6) en utilisant les methodes decrites en [3] a propos de cas particulier. Citons le: 

THEOREME II. Etant donne une solution u;(x1) de Ep, q de.finie et reguliere dans D, on 
peuilui associer une representation parametrique (4.1), (4.3), solution reguliere de(4.10), 
verifiant (4.2), et telle que Ia multiplicite mP = m(Sp, !f.t/J), V ft, definie par (4.1) et (4.3) 
ou on fait a.P = cte, so it bicaracteristique de Ep, q· Cela etant, on deduit du theoreme de 
I' alinea. 2, et de ce qui precede: 

THEoREME III. Soient ut(x1) une solution de Ep, q definie et reguliere dans D; x1( a.p), 
Ui(a.p) une representation parametrique des ui(Xj) definie et reguliere dans PJ. Alors les 
Xj(a.p) et les Ui(a.p) verifient le systeme d'equations: 

(4.1'1) GP = llb,-a,., ~~, a2,,-a2• 1 Ll~~), ... , a ••• -a •• , Ll~~) II= 0, 

i = I, 2, ... , p, I = 1, 2, ... , p. 
E~ effet les GP ainsi definis sont les determinants caracteristiques du systeme (3.3) 

obtenus en remplacant dans H" les [a,., - a,.1 Ll~~)] par les [ b1- a,.. ~~ ] . Or chaque 

G /J doit etre nul, Ia multiplicite mP etant bicaracteristique ( cf. theoreme I et Ia definition des 
bicaracteristiques enonces en alinea 2). Notons alors ep+q. q le systeme constitue par 
!'ensemble des (p+q) equations (4.10) et (4.11), a {p+q) fonctions inconnues U1(a.p) et 
x1(a.p) (cf. (4.1) et (4.3)), a q variables independantes a.p. Reprenant alors Ia terminologie 
utilisee en [2] et [3], nous reserverons desormais exclusivement a ep+q,q le nom de systeme 
associe a Ep . q; on notera que Ia notion ainsi introduite, plus ou moins classique, a ete 
souvent utilisee dans Ia litterature dans des cas particuliers, mais peut-etre d'une maniere 
moins systematique qu'on le fait dans le present travail. On peut alors resumer comme 
suit Ies resultats precedents: 

TiiEOREME IV. La conditon necessaire pour que Ia representation parametrique (4.1) 
et (4.3) verijiant (4.2) d'une solution reguliere Ut(Xj) de Ep, q soit tel/e que chacune des q 
multiplicites m/J correspondantes soit bicaracteristique de Ep. q est que les seconds membres 
de (4.1) et (4.3) de.finissent une solution reguliere de ep+q.q· A chaque solution Ut(x1) de 
Ep , q correspond au moins une solution de ep+q ,q· 

La reciproque de cette proposition est exacte pour tout Ep, q· Mais il semble difficile 
de la justifier en toute generalite par Je calcul seul. Cela tient a ce que Ia marche a suivre 
change beaucoup avec Ia forme analytique de ep+q. q' et, de toute fa<;on, elle exige Ia 
mise en oeuvre de calculs, elementaires certes, mais toujours tres Iaborieux (cf. [3.1]). 
Nous donnerons ailleurs une demonstration directe du 

THEOREME (PREsUME) D'EQUIVALENCE V. Les systemes Ep,q et ep+q.q sont equivalents 
lorsque Ia condition (4.2) est remplie: toute solution reguliere de Ep,q admet au inoins une 
representationparametrique (4.1) et (4.9) qui est solution reguliere de ep+q.q' et inversement. 

Les resultats precedents justifient le nom de variables caracteristiques donnees ax a.;. 
Du theoreme V, il resulte que pour calculer une solution de Ep, q definie et reguliere dans 
D, il suffit de determiner dans ce domaine q multiplicites m~, bicaracteristiques de Ep, 11 , 

dont les q surfaces porteuses s, definissent, d'apres (4.2), un systeme de coordonnees 

http://rcin.org.pl



702 ]. KRAVTCHEN.KO ET D. RENOUARD 

curvilignes dans D. Ce resultat justifie done, a priori, Ia methode usuelle de resolution 
approchee des problemes aux limites, pose relativement a Ep. q et qui est fondee sur l'emploi 
des bicaracteristiques. Ce resultat explique aussi l'origine du nom de generatrices des 
solutions de Ep, q donne aux. 

THF:OirnME o'INVARIANCE VI. Soit le changement de variables independantes a1H defini 
par /es .formules : 

(4.12) a"= ap({J1J, p, = 1, 2, ... , q 

ou chaque a,#({Jp) est une fonction reguliere de Ia seule variable {3~-' dont /'ensemble est 
astreint seulement a verifier Ia condition: 

(4.13) da,1 . da,2 . 
df31 df32 

dans tousles interval/es des variations des a,"({Jp). Alors /e systeme ep+q,q est invariant par 
Ia transformation ( 4.12). 

Ce resultat, comme beaucoup de precedents, a ete souvent exploite dans des cas parti
culiers depuis les travaux fondamentaux d' Ampere et de Drach, dont on trouverea en [4, I] 
un expose suggestif. Mais il ne semble pas avoir ete enonce pour les systemes generaux. 
La demonstration est Ia consequence immediate des deux proprietes evidentes: 1) les 
quotients [L1k(p,)]/L1p, sont invariants par les transformations (4.12), 2) les coefficients 
bi, aiqt et a11c~ sont independants des variables r:t11 • 

Observons d'ailleurs que ces remarques sont valables, queUe que soit Ia forme du systeme 
hyperbolique donne d'equations aux derivees partielles de premier ordre, et des lors ne 
s'appliquent pas seulement aux Eq, q quasi-lineaires. 

REMARQUE. Supposons alors qu'on ait reussi a etablir un resultat analogue au theoreme 
V pour un systeme hyperbolique quelconque d'equations aux derivees partielles de ler 
ordre at a expliciter un systeme equivalent en variables caracteristiques. Alors le raisonne
ment precedent prouve que ce demier systeme est invariant par les transformations du 
type (4.12) verifiant (4.13). On notera que, moyennant (4.13), les transformations (4.12) 
forment un groupe. 

5. Solutions regularisables de E P. q 

Soit une solution xi(a11), Ui(a1,) de ep+q.q associee a Ep,q, reguliere dans le voisinage 
du point A(a1 , a 2 , ••• , aq) E 9J. Nous dirons que les formules (4.1) et (4.3) definissent 
alors parametriquement une solution regularisable en A de Ep, q· Ainsi une solution 
regularisable est reguliere en A si elle satisfait Ia condition (4.2), mais Ia reciproque n'est 
pas vraie. Nous dirons que Ia solution considen5e de ep+q. q est regularisable, mais non 
necessairement reguliere, sur un ensemble rc c 9), si elle l'est en A, v A E rc. lntroduisons 
alors un systeme de coordonnees polaires (e, 01 , 02 , ••• , Oq_ 1), e etant le rayon vecteur 
d'un point courant du voisinage de A. Alors le point A est regulier relativement a Ia solution 
consideree de ep+q. q si les q fonctions regulieres de rc et ok: 

u,[xiac11)] = Wt(e, 81, 82, ... , Oq-1) = Wi(e, Ok), k = 1, ... , q-1 
verifient Ia condition: 
(5.1) 

Sinon, Ia solution ( 4.1) et ( 4.3) est seulement regularisable, et i 1 en resulte: 
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THEOitEME VII. La condition necessaire et suffisante pour que Ia solution de Ep, q 
correspondant a une solution reguliere en A ep+q,q soit seulement regularisab/e (ou reguliere) 
est que I' on a it en ce point ( cf. ( 4.2)): 

(5.2) 

et que (5.1) y soit en defaut (ou verijie). 

D'apres cela, !'ensemble~ de points A(IXt' IX2' ... '1Xq) E ~' s'il en existe, verifie I' equation 
(5.2), laquelle est de Ia forme: F(cx11) = 0, lorsque Ia solution de (4.1) et (4.3) de ep+q,q 
est connue. Ainsi ~ se compose d' une ou de plusieurs surfaces a q1 ~ (q-1) dimension. 
Appelons alors p,1 (ou p,2) un entier de Ia suite 1, 2, ... , q1{ou q1 + 1, q1 +2, ... , q). On sait 
que, dans cette eventualite, il est possible de numeroter les ex, de fa~on que Ia solution 
generate de (5.2) s'ecrive sous Ia forme de (q-q1) relations: 

(5.3) 1X112 = 1X112(cx,1) 

ou cx112 (1X111 ) est une fonction reguliere des q arguments cx111 • Les formules (4.1), (4.3) et (5.3) 
representent alors parametriquement dans D une hypersurface E qui peut eventuellement 
degenerer, et qui peut etre l'enveloppe de certaines surfaces sll ou soit le lieu de points 
singuliers de certaines autres. Nous ne pouvons, faute de place, developper ces remarques, 
et nous nous bornons ici a signaler une de leurs applications importantes. On montre en 
particulier que Ia solution ui(x1) peut etre discontinue le long de E. Or on sait que 
dans de nombreux cas concrets, les conditions aux limites auxquelles sont astreintes 
les inconnues des problemes mixtes poses relativement aux systemes Ep, q entrainent 
I' apparition de singularites pour les solutions le long de certains elements E 1 de Ia frontiere 
D du domaine D. On etablit alors que, dans Ia grande majorite de telles situations, il est 
possible de construire une solution regularisable de Ep, q qui verifie toutes les conditions 
aux limites requises. On montre alors que E 1 = E. II importe de ne pas perdre de vue que 
!'ensemble Cf c ~ de points homologues de E dans I' application (D +D) <=> (~ + ~) 
peut etre de dimension inferieure a celle de E. On trouvera des exemples explicites des 
situations qu'on vient de decrire en [I] et [2] dans le cas d'un systeme £1,2 et en [3.1V] 
et [3.V] d'un E3 , 3 • Plusieurs resultats enonces en ces publications s'etendent au cas des 
systemes Ep. q quelconques. Mais il convient de souligner que l'emploi des solutions 
regularisables de Ep. q permet de resoudre d'autres problemes aux limites, d'un type qui 
semble nouveau (et poses, par exemple, pour les Ep, q dont les parametres p et q sont 
des entiers eleves): a titre d'exemple, citons l'etude de Ia singularite que presente Ia solution 
du probleme de Cauchy, pose relativement a Ep, q et a une multiplicite normale, dont 
Ia surface porteuse possede une ligne arete, ou Ia resolution approchee du probleme ana
logue a celui de Cauchy-Goursat, lorsque les inconnues presentent une discontinuite 
le long de !'intersection des surfaces porteuses des multiplicites bicaracteristiques donnees, 
etc ... Enfin, observons que les solutions ainsi construites peuvent n'etre pas uniques, et 
introduire plusieurs solutions regularisables a Ia fois. Resumons ce qui precede. So it a .ED 
un point homologue de A. Alors Ia solution ui(x1) sera reguliere ou non en A selen. que 
(5.1) y est verifie ou non. Mais dans le premier cas une au moins des surfaces S11 3 a 
presentera une singularite en a. Sinon a appartient a l'enveloppe d'une au moins des S~t 

et peut etre un point de discontinuite des ui(xi)· 
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6. ~omparison entre les avantages et les inconvenients respectifs de l'emploi de Ep, q 

et ep+q.q 

Le nombre d'inconnues de ep+q. q est plus eleve que celui de Ep,q· Mais surtout 
ep+q,q n'est quasi-lineaire en general que relativement aux inconnues U; (cf. (4.2)) et non 
pas par rapport a Xj. En revanche ep+q,q revele souvent Ies proprietes des ul(Xj) que 
J'examen des Ep,q ne permet pas de reconnaitre immediatement. Voici quelques exemples, 
que l'on pourrait multiplier, de nature a illustrer cette assertion. 

a. ·On fait souvent grief aux methodes resolutives fondees sur l'emploi des multiplicites 
bicaracteristiques d'exiger, en meme temps que le calcul des inconnues aux noeuds de 
maillage , de D, Ia determination pas a pas de celui-ci. ·Or ces diflicultes sont aisement 
surmontees dans ~ en utilisant ep+q. q et le theoreme d'invafiance de leurs solutions. 

b. Le recours aux solutions regularisables offre un double avantage lorsque les solutions 
uj(x1) de Ep, q presentent des singulari~es regularisables: on peut alors preciser a priori 
Ia nature analytique de celles-ci, d'une part, et en donner des expressions approchees 
locales, sous forme de fonctions regulieres des variables caracteristiques, d'autre part. 
Ainsi on ramene !'etude des problemes aux Iimites singuliers poses dans D relativement 
a Ep, t a celle des problemes reguliers poses dans q) relativement a ep+q. q, ce qui peut 
etre utile Iors de Ia discussion des questions d'existence et d'unicite des solutions. Mais 
on ne perdra pas de vue qu'en procedant aini, on risque d'eliminer a priori l'examen des 
solutions non regularisables qui peuvent avoir un interet physique. Enfin, il y a lieu de 
rem~quer que les resultats qui precedent offrent au numericien un moyen sur de traiter 
certains types de problemes singuliers abordes, parfois, d'une maniere un peu artisanale. 
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