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Vorwort.

Zweck und Anlage des kleinen Buches, welches ich
hiermit der Offentlichkeit iibergebe, glaube ich in der fol-
genden , Einleitung® ausreichend erdrtert zu haben. Es lag
nicht in meiner Absicht, das auf dem Gebiete der Elementar-
geometrie vorhandene Material zusammenzutragen oder eine
historische Entwicklung des Gegenstandes zu geben. Dem-
gemils beschrinken sich auch die litterarischen Nachweise
auf das Wesentlichste. Umfassendere historische Angaben
findet man in den Ofters angefithrten Werken von Baltzer,
Kruse, Hankel u. A., denen ich manches Material verdanke. —
Bei der Lektiire des Buches bitte ich die beigefiigten Be-
richtigungen und Zusiitze beachten zu wollen.

Frankfurt a. M., im September 1887.

Dr. Otto Rausenberger.
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9 ‘ Einleitung.

klar, dafs es nur eine cinzige Geometrie geben kann, deren
Teile sich zu einem grofsen Ganzen zusammenfiigen.

Ist aber unsere Elementargeometrie ein einheitliches
Ganzes? Ist sie nicht vielmehr ein Konglomerat einzelner
Sitze und Sitzchen, von denen sich wohl manche zu Gruppen
vereinigen, die aber zum Teil auch recht iulserlich zu-
sammengestellt sind? Wie mancher angehende Mathematiker
mag sich die Frage vorgelegt haben: lifst sich denn nicht
die gesamte Elementargeometrie nach einheitlichen Prinzipien
behandeln, so dafs nicht hlos Siitze nacheinander vorgetragen
werden, die zufilligerweise gefunden worden sind, wihrend
andere ebenso interessante vielleicht noch unbekannt bleiben?
Kann man die Lehre nicht so entwickeln, dals man sofort
iibersiecht, ob alle wesentlichen Punkte erledigt werden oder
nicht, und dafs man den Kindruck einer bis zu gewissem
Grade abgeschlossenen Entwicklung erhilt? Es giebt in
der That eine Reihe von Werken, welche die Elemente nach
den Gesichtspunkten zu behandeln bestrebt sind, die sich in
der neueren synthetischen Geometrie ergeben; Begriffe wie
Projektivitiit, Kollineation mit ihren Untergattungen u. s. w.
sollen schon in den Anfangsgriinden die Herrschaft in An-
spruch nehmen. Dieser Anschauungsweise kann sich der
Verfasser jedoch nicht anschliefsen. Wohl ist es {iberall
moglich, die einfachsten Begriffe unter umfassendere, daher
kompliziertere zu subsumieren; aber diese Subsumtion ist
gewdhnlich auf mehrere Arten moglich, so dafs zahlreiche
umfassendere Begriffe existieren, welche alle denselben ein-
fachen Begriff als Spezialfall in sich enthalten. Alsdann ist
das Vorausschicken eines solchen umfassenderen Begriffs
immer etwas Unnatiirliches, Willkiirliches. Eine naturgemiilse
Entwicklung mufs von dem Einfachsten ausgehen und all-
mithlich zum Komplizierteren fortschreiten.

Suchen wir uns dariiber klar zu werden, welche Schwierig-
keiten sich einer einheitlichen Entwicklung der Elementar-
geometrie entgegenstellen. Zuniichst wird ein weitgehender
Dualismus hervorgerufen durch die Benutzung zweier Funda-
mentallinien: der Geraden und des Kreises. Die neuere
synthetische Geometrie zeigt, dals durch geeignete Zuord-
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Einleitung. 3

nung von Punkte- und Geradensystemen siimtliche Kegel-
schnitte erzeugt werden komnen; unter diesen ist der Kreis
ein ganz spezielles Gebilde. Trotzdem riumt man ihm den
Vorzug vor den iibrigen Kegelschnitten ein, in die Elementar-
geometrie aufgenommen und hier gewissermalsen als gleich-
wertig mit der (leraden behandelt zu werden. Der Grund
hierfiir ist freilich recht einleuchtend: der Kreis ist die Linie,
welche mechanisch am leichtesten erzeugt werden kann; seine
Eigenschaften sind zum Teil iiberaus einfach und er bietet
~ die Mbglichkeit zu den einfachsten und niitzlichsten Kon-
struktionen. Durch diese Eigenschaften wird allerdings der
Kreis zu einem wichtigen und geradezu unentbehrlichen Be-
standteile des geometrischen Flementarunterrichtes.

Der Verfasser erklirt, um Milsverstéindnissen vorzubeugen,
ausdriicklich, dafs er eine Geometrie, aus der der Kreis ver-
bannt ist, als giinzlich ungeeignet fiir den Unterricht in den
mittleren Klassen hoherer Lehranstalten ansieht. KEs ist
psychologisch feststehend, dals zum wirklichen geistigen Er-
werb eines Wissensgebietes blofses rezeptives Studium nicht
ausreicht; selbstthiitige, produktive (wenn auch nur repro-
duktive) Ubung mufs hinzutreten. So ist denn namentlich
fiir den geometrischen Unterricht nichts forderlicher als das
selbstiindige Losen von Konstruktionsaufgaben. Ohne den
Kreis werden aber fast siimtliche Elementarkonstruktionen
unmoglich, und schon aus diesem Grunde wird die Kreislehre
in Lehrbiichern, die fiir den Schulunterricht bestimmt sind,
eine wesentliche Rolle spielen. Anders gestaltet sich die
Sachlage bei einer wissenschaftlichen Darstellung; hier mufs
die Kreislehre an die ihr gebiithrende Stelle verlegt werden:
in die Theorie der Kegelschnitte. Die Gerade ist die einzige
Fundamentallinie und ebenso die Ebene die einzige Fundamental-
fliiche, die eine Behandlung in der wissenschaftlichen Elementar-
geometrie zu beanspruchen hat.

Noch ein anderer Umstand stellt sich der Einheitlich-
keit der Geometrie hindernd entgegen. Die Darstellung hat
ihre Richtung zu sehr auf spezielle Eigenschaften und
Figuren von besonderem Charakter genommen und verliert

hierdurch die Allgemeinheit vielfach aus dem Auge. Auch
1%

www.rcin.org.pl



4 Einleitung.

die neuere Entwicklung hat die Mingel der #lteren in dieser
Hinsicht nicht vollstiindig ausgeglichen. Manche ganz ein-
fache und naheliegende Relationen sind fast unbeachtet ge-
blieben. Gewils sind die Eigenschaften von Elementarge-
bilden, welche auf der Voraussetzung von speziellen Grofsen-
verhiltnissen beruhen, keineswegs uninteressant und fiir den
Elementarunterricht wiederum nicht zu entbehren; aber es
ist auch eine Darstellung wiinschenswert, welche, alle Speziali-
titen beiseite lassend, eine vollstindige Beantwortung der
sich naturgemifs darbietenden allgemeineren Fragen anstrebt.

Nach dem Gesagten geht die Tendenz der vorliegenden
Arbeit auf eine einheitliche und systematische Behandlung
der allgemeineren Gebilde, welche durch die Zusammenstel-
lung einer endlichen Zahl von Punkten, Geraden und Ebenen
erzeugt werden. Doch konnte ein anderer Punkt hierbei nicht
aufser acht gelassen werden: die korrekte und eingehende
Darlegung der Grundprinzipien, auf denen die Geometrie ihre
Siitze aufbaut. Namentlich schien es wiinschenswert, das so
viel diskutierte Parallelenaxiom ausfiihrlich zu behandeln und
die Stellung der einzelnen Siitze zu demselben vollkommen
klar zu legen. Im iibrigen betrachtet der Verfasser die An-
schauung als die nicht zu beseitigende Grundlage der Geo-
metrie und schlielst daher séimtliche Spekulationen, die mit
derselben nicht in Einklang sind, trotz des Interesses, welches
sie darbieten, von der Darstellung grundsitzlich aus; nur
kurze Hinweise auf solche Entwicklungen werden gegeben.

Uber die #uflserliche Anlage des Buches sei noch das
Folgende bemerkt. Da ein vollstindiges Lehrgebiude gegeben
werden soll, sind alle Beweise, mit Ausnahme ganz selbst-
verstindlicher, ausfiihrlich behandelt; es werden bei keinem
geometrische Begriffe und Resultate verwandt, die nicht vor-
her hergeleitet wurden. Der Leser wird von dem zusammen-
hiingenden Lehrvortrage leicht die zusiitzlichen Bemerkungen
trennen, bei denen diese Riicksicht nicht genommen zu werden
brauchte. Das Buch ist fiir den mathematisch Gebildeten,
nicht fiir den ersten Anfinger bestimmt, der iiber die Ele-
mente Belehrung sucht.
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Grundlagen.

8.1:
Die geometrischen Grundbegriffe.

1. Siimtliche Gegenstinde der Anschauung erscheinen
uns in der Form des Rawmes; weitere Erorterungen dariiber,
was der Raum sei, wiirden sich nur im Zirkel bewegen und
den Begriff nicht klarer machen; wir miissen voraussetzen,
dafs jeder Mensch, der iiberhaupt an die Beschiftigung mit
der Geometrie herantritt, mit dem Worte Raum eine be-
stimmte Vorstellung verbindet.

Der an sich unbegrenzte Raum, wie ihn uns unmittelbar
die Anschauung bietet, erscheint ausgefiillt mit Gegenstiinden
mannigfacher Art, die sich teilweise als deutlich von einander
abgegrenzte Individuen charakterisieren. Wir gelangen hier-
von durch Abstraktion zum Begriffe des begrenzten Raum-
teils, des Korpers. Die Grenze zweier Raumteile heilst eine
Fliiche. Letztere kann wieder in mehrere Teile zerlegt er-
scheinen; die Grenzen derselben heifsen Linien. Auch die
Linie kann begrenzt sein; ihre Grenzen heilsen Punkte. Wie
uns die Anschanung lehrt, ist ein Punkt keiner weiteren
Zerlegung fihig; er ist das letzte Element, zu dem uns
unsere Betrachtung fithrt. Die Untersuchung der verschiede-
nen Formen und moglichen Zusammenstellungen der erhal-
tenen Gebilde, ohne Riicksicht auf ihren konkreten Inhalt,
ist die Aufgabe der Geometrie.

2. Sowie wir der Anschauung die Begriffe des Punktes,
der Linie, der Fliche und des Korpers entlehnen mulsten,
ohne eine eigentliche Definition derselben, d. h. eine logische
Zuriickfiihrung auf einfachere Begriffe geben zu konnen,
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6 Grundlagen.

miissen wir ihr noch eine andere fundamentale Vorstellung
entnehmen. Wir stellen uns vor, dafs jeder Korper inner-
halb des als fest angenommenen Gesamtraumes seinen Ort
veriindern kann, ohne selbst nebst allen zugehorigen Teilen
geiindert zu werden. Jeder feste Korper liefert hierzu die
Grundanschauung. Diese Moglichkeit des Verschiebens eines
Korpers ohne wesentliche Anderung ist ein Begriff, der sich
jeder weiteren Definition und Erorterung entzieht. Wollte
man den Begriff eines Korpers mit unveriinderlich zusammen-
gehorigen Teilen, der aber gegen andere Korper bewegt
werden kann, niher analysieren (wie dies z. B. in der ana-
lytischen Mechanik des festen Korpers notwendig wird), so
wiirde dies auf grofse Komplikationen fiihren, die nur mit
Hilfe erst spiiter einzufiihrender, sich wieder auf den be-
sprochenen Grundgedanken basierender Begriffe loshar sind.

Bei Aufhebung des ,, Azioms der Kongruenz“*) wie die
erorterte Vorstellung genannt wird, ist die folgende Kr-
zeugung der Geraden, ferner die Vergleichung irgend welcher
geometrischer Gebilde (wie z. B. in den Gleichheitssiitzen),
d. h. eben die ganze Geometrie unmdoglich.

Anm. Das Axiom der Kongruenz ist noch von einem ganz
anderen Gesichtspunkte aus, namentlich durch v. Helmholtz,
einer Diskussion unterzogen worden, deren Grundgedanke
am leichtesten durch Vergleich mit anderen geometrischen
Untersuchungen klar wird. Nehmen wir auf einer Ebene,
einem Cylindermantel, einer Kugelfliche eine bestimmte Figur
an, so kann dieselbe auf der Fliche ohne Anderung der
gegenseitigen Lage ihrer Teile verschoben werden; auch auf
einem Kegelmantel kann eine solche Verschiebung statt-
finden, wenn man nur eine Bicgung der Figur, nicht aber
eine Verzerrung der Teile durch Dehnung zulifst. Dagegen
kann auf einem dreiachsigen Ellipsoid eine Iigur iiberhaupt
nicht verschoben werden. Nach der Gaufs'schen Theorie der
Kriimmung ist eine solche Vetschiebbarkeit nur dann mog-
lich, wenn das Gauls’sche Kriimmungsmals fiir alle Teile der

#*) Wir bezeichnen mit Axiom oder Grundsatz eine Wahrheit, die
sich nicht durch Verstandesschliisse aus einfacheren herleiten lifst.
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§ 1. Die geometrischen Grundbegriffe. 1

Fliiche konstant ist. Nun werden bei dem Raume analoge
Eigenschaften angenommen. Gilt das Axiom der Kongruenz,
so mufs dem Raume eine konstante Kriimmung zugeschrieben
werden, andernfalls eine variable Kriimmung. Im ersten Falle
konnte das Kriimmungsmals, fiir das sich analoge analytische
Ausdriicke herstellen lassen wie bei Flichen, noch unendlich
viele Werte besitzen, ein Punkt, auf den wir spiter erst
eingehen konnen. Bei dem wirklichen Raume wird wie bei
der Ebene das Kriimmungsmals gleich Null angenommen,
weshalb dieser Raum als ,ebener Raum® bezeichnet wird.
Nach dieser Anschauungsweise kann kein logischer Grund
fiir das Axiom der Kongruenz beigebracht werden; Systeme
der Geometrie, welche dasselbe nicht zur Voraussetzung
haben, komnnten widerspruchsfrei sein. Uwm nicht jede Ver-
gleichbarkeit der Raumgebilde auszuschlielsen, wodurch nach
Obigem die Untersuchung iiberhaupt jeden Halt verlieren
wiirde, macht v. Helmholtz die Annahme, dafs bei verschwin-
dend kleinen Teilen des Raumes wenigstens das Axiom
Geltung habe (s. Helmholtz, Gottinger Nachrichten, 1868,
S. 193—221).

3. Dem Punkte, der Linie, der Fliche und dem Korper
pflegt man der Reihe nach keine, eine, zwei wnd drei Dimen-
sionen beizumessen, ohne dafls es moglich wiire, diesen Begriff
hier niiher zu fixieren. Wir konnen nur sagen, dafs ein
Gebilde von (» — 1) Dimensionen als Grenze eines solchen
von % Dimensionen erscheint. Umgekehrt erzeugt ein (n — 1)-
dimensionales Gebilde bei einer Bewegung im Raume im
allgemeinen ein n-dimensionales (im besonderen Falle auch
wieder ein (n — 1)-dimensionales). Der Korper kann nicht
als Girenze eines vierdimensionalen Gebildes vorgestellt werden
und erzeugt auch bei einer Bewegung nur wieder einen
Korper. Wir schreiben daher dem Raume drei Dimensionen
zu. Alle Spekulationen iiber mehrdimensionale Riume ba-
sieren entweder auf rein algebraischen Rechnungen oder auf
logischen Schliissen, welche an Voraussetzungen ankniipfen,
die den in der gewohnlichen Geometrie gegebenen moglichst
analog gebildet sind. Da wir uns in der hier vorzutragenden
Geometrie lediglich mit dem Raume unserer Anschauung
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8 Grundlagen.

beschiiftigen wollen, miissen wir die mehrdimensionale Geo-
metrie ausschliefsen®).

4. Alle Raumgebilde bezeichnen wir als stetig; eine
Definition dieses Begriffs liegt uns ferne, da es sich wieder
um eine Fundamentalvorstellung handelt, die der Anschauung
entlehnt werden mufs.

§ 2.
Die Gerade.

1. Wiihrend zwischen zwei Punkten kein anderer Unter-
schied denkbar ist als ihre Ortsverschiedenheit im Raume,
sind bei den Linien die mannigfachsten Gestaltungen moglich.
BEs handelt sich darum, unter diesen zahllosen Linienarten
eine auszuwiihlen, die als Fundamentallinie der gesamten
(Geometrie zu Grunde gelegt wird. Fiir diese Auswahl ein
Prinzip aufzustellen, ist allerdings an dieser Stelle unmoglich;
durch ein gewisses Gefiihl der Einfachheit geleitet wiihlen
wir die gerade Linie oder kurzweg die Gerade, indem wir es
der weiteren Entwickelung iiberlassen, diese Wahl wirklich
als die zweckmiifsigste zu bestitigen.

2. Eine Definition der Geraden durch rein logische Zu-
riickfiilhrung auf andere Grundbegriffe zu geben ist nicht ge-
lungen. Die hiiufig gebrauchte Erklirung, dafs diejenige
Linie gerade sei, die iiberall dieselbe Richtung besitzt, ist
ebenso nichtssagend als die Euklidische Definition: Evdeia
yoauwy éotw, yrg €& lGov voig 29’ favrig enuelolg xeival
(etwa: die Gerade ist eine Linie, welche zu ihren séimtlichen
Punkten gleichartig liegt). Wiihrend die erstere Definition
auf den Begriff der Richtung zuriickgeht, der selbst erst mit
Hilfe der Geraden festgestellt werden kann, operiert die Eukli-

#) Bs ist daher hier auch nicht der Ort, eine Ubersicht tiber die
ausgedehnte Litteratur dieses Gegenstandes zu geben. Als grundlegend
kann die Abhandlung von Riemamn: ,,Uber dic Hypothesen, welche der
Geometrie zu Grunde liegen®, Ges. Werke, p. 254, gelten. Das bereits
oben erwiihnte Kriimmungsmals der Riiume wird hier eingefiihrt.
Andererseits fiithrte auch schon H. Grassmanns: ,,Die Wissenschaft der
cxtensiven Grifse oder die Ausdehmungslehre*, 1844, zur Betrachtung
n-facher Mannigfaltigkeiten.
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§ 2. Die Gerade. 9

dische mit so vagen und unklaren Begriffen, dafs sie eben-
falls ganz unzuliinglich ist. Auch die Definition: , Eine Ge-
rade ist die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte®, mufs,
ganz abgesehen davon, dals sich aus ihr keine weiteren
Schliisse iiber die Natur der Geraden ziehen lassen, schon
deshalb verworfen werden, weil die Grofsenvergleichung von
Linien, die nicht direkt zur Deckung gebracht werden kinnen,
ohne ein neues Axiom nicht moglich ist. (Vgl. § 5, 9.) —
Trotzdem ist es moglich, die Gerade durch anschauliche Kon-
struktion zu erzeugen, ohne neue Vorstellungen zu den schon
gewonnenen hinzuzunehmen.

3. Wir haben in § 1 die Vorstellung gewonnen, dals
irgend ein Raumteil (der sich zu dem Gesamtraume erwei-
tern kann) innerhalb des als fest gedachten Raumes ver-
schoben werden kann, ohne dals seine einzelnen Punkte ihre
gegenseitige Lage findern. Nehmen wir nun an, dals zwei
beliebigen Punkten dieses Raumteils feste Stellen im Raume
angewiesen seien, so zeigt die Anschaunung, dafs alsdann der
Raumteil noch einer Bewegung fihig ist, die man als eine
Drehung bezeichnet. Bei dieser Bewegung werden die Punkte
des Raumteils im allgemeinen ihre Lage #ndern, wiihrend
es auch Punkte aufser den beiden als fest angenommenen
giebt, die ihre Stelle nicht verlassen. Die Gesamtheit dieser
festen Punlte heifst eine Gerade™). Die Anschauung zeigt uns
weiter, dals dieselbe eine iiberall stetig zusammenhingende,

#) I'. Kruse, welcher in seinen ,,FElementen der Geometrie'* die hier-
mit wesentlich iibereinstimmende Definition giebt: ,Eine Linie, welche
ihre Lage nicht iindert, withrend sie sich um zwei ihrer Punkte dreht,
wird eine gerade Linie genannt®, fiilhrt an, dafls diese Begriffshestim-
mung nach G. W. Krafft (Institut. geom. subl., Tub. 1753, p. 2) von
F. C. Maier herriihre. Spiiterhin wird sie Ofters gebraucht. So z. B.
von Gerling, Crelles Journ. XX, p. 332.

Erwithnt sei noch die Definition von P. Cuassani (Nuove proposte
intorno ai fondamenti della geometria, Giorn. mat. d. G. Battaglini, XV,
p. 284—289): Eine Gerade ist der geometrische Ort aller Punkte,
welche von drei Punkten gleichen Abstand haben, die einen Kreis in
drei gleiche Teile teilen. Der Kreis, sowie der feste Abstand zweier
Punkte lassen sich, wie wir noch sehen werden, ohne weitere Voraus-
setzungen definieren.
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10 Grundlagen.

iiberall einfache (so dafs sie z B. nicht gestattet, zwischen
den beiden Fixpunkten auf ihr einen doppelten Weg zuriick-
zulegen) und sich beiderseits ins Unendliche erstreckende
Linie ist.

Anm. Der Begriff des Unendlichen, iiber jede Grenze
Ausgedehnten, ist aus der Anschauung, die uns keine Grenzen
des Weltraumes zeigt, abstrahiert; wir diirfen ihn daher ohne
weiteres als anschaulich gegeben ansehen, wenn auch das
verstandesmiifsige, rechnende Operieren mit dem Unendlichen
auf Schwierigkeiten stofst. Soweit es sich nur um Lagen-,
nicht Grifsen-Verhéltnisse handelt, verursacht die Unendlich-
keit gerader Linien keine Bedenken.

Mit besonderer Sorgfalt, auf die wir wohl hier verzichten
diirfen, hat M. Pasch in seinen ,,Vorlesungen iiber neuere Geo-
metrie den Umstand behandelt, dafs zuniichst nur begrenzte
Strecken von Geraden gegeben sind und dafs man erst durch
Erweiterung dieses Gebildes ins Unbegrenzte zur vollstiindigen
Geraden gelangt. Abnliches gilt von der Ebene. — Die Un-
endlichkeit der Geraden — wie spiter der Ebene — ist
keine logische Folge ihrer Erzeugungsweise. Man kann daher
eine widerspruchsfreie, wenn auch der Anschauung wider-
sprechende Geometrie konstruieren, welche die Gerade als
endlich und in sich selbst zuriicklaufend ansieht. Wir kommen
auf diesen Gegenstand spiiter zuriick.

4, Aus der gegebenen Entstehungsweise der Geraden
kinnen wir ihre Haupteigenschaften ableiten.

a. Wiihlen wir an Stelle der vorhin als fest angenom-
menen beiden Punkte zwei andere, auf der erzeugten Geraden
gelegene und fithren wieder eine Drehung des Raumteiles
aus, so wird die hierbei ihren Ort nicht findernde Gerade
offenbar mit der fritheren zusammenfallen. Es folgt hieraus
zugleich, dafs, wenn man zwei Punkte einer Geraden festlegt
und letztere dann die noch mogliche Drehung ausfiihren lifst,
keiner ihrer Punkte seinen Ort iindert.

b. Bringt man zwei beliebige Gerade so zusammen, dafs
sie zwei Punkte gemeinsam haben (die Anschauung zeigt
uns unmittelbar, dals zwei beliebige Linien mit zwei Punkten
zum Zusammenfallen gebracht werden kionnen), so fallen sie
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ganz ineinander. Dies ist sofort ersichtlich, wenn man die
Drehung um die beiden Punkte vornimmt. Zwei nicht zu-
sammenfallende Geraden kionnen daher hochstens einen Punkt
gemeinsam haben.

c. Alle Geraden sind, von ihrer Lage abgesehen, voll-
stiindig gleich; denn sie fallen zusammen, wenn man sie mit
zwel Punkten aufeinander legt.

d. Hieraus geht noch hervor, dafs man jede Gerade in
sich selbst verschieben kann.

5. Man pflegt einen Punkt durch einen beigesetzten
grofsen lateinischen Buchstaben, eine Gerade dagegen durch
einen kleinen lateinischen oder zwei an ihre Endpunkte (in
der Zeichnung) gesetzte grofse lateinische Buchstaben zu be-
zeichnen.

8.3
Die Ebene.

1. Auch unter den Flichen wollen wir eine besonders
einfache auswiihlen: die Fbene. Nehmen wir einen Punkt und
eine (ierade als fest gegeben an und lassen wir eine andere
Gerade sich so bewegen, dafs sie immer durch jenen Punkt
und die feste Gerade geht, so beschreibt sie wenigstens einen
Teil einer Ebene. Ersetzt man dann den festen Punkt durch
andere Punkte in dem konstruierten Ebenenteile, so erhiilt
man Fortsetzungen der Ebene. Diese Erzeugungsweise liefert
nicht die Grundeigenschaften der Ebene; vielmehr miissen
wir wieder zu der direkten Anschauung rekurrieren, die schon
notig ist, um zu erkennen, dafs bei der eben angegebenen
verschiedenen Wahl des festen Punktes nur Teile derselben
Fliche erhalten werden.

2. Eine Ebene wird meistens mit einem kleinen grie-
chischen Buchstaben bezeichnet.

3. Die Ebene erstreckt sich ins Unendliche und zeigt
nirgends eine notwendige Grenze. Sie teilt den Raum in
zwei unendliche Teile; man kann von zwei Seiten einer
Ebene sprechen, die je einen dieser Teile begrenzen.

4. Die Fundamentaleigenschaften der Ebene sind die
folgenden:
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12 Grundlagen.

a. Jede Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte gemein
hat, fillt ganz in dieselbe. Man kann also irgend zwei Punkte
einer Ebene durch eine in ibr liegende Gerade verbinden. —
Dieser Satz, der wieder sehr komplizierte Beziehungen in
sich fafst, mufls als Axiom ausgesprochen werden, da wenig-
stens zur Zeit kein hinreichender Nachweis desselben existiert.

b. Jede in der Ebene gelegene Gerade kann durch
Drehung um einen ihrer Punkte, wie der Augenschein zeigt,
die ganze KEbene beschreiben.

¢. Durch drei gegebene Punkte 4, B, C, die nicht in
dieselbe Gerade fallen, lifst sich nur eine (aber auch immer
eine) Ebene legen.

Beweis: Dals sich eine Ebene wirklich durch 4, B, C
legen lifst, folgt aus der obigen Konstruktion der Ebene,
wenn man dabei etwa A4 als festen Punkt und BC als feste
(Gerade annimmt. Gesetzt nun es liefsen sich durch 4, B, C
zwei Ebenen legen, so hitten dieselben zuniichst die Geraden
AB, BC, CA gemeinsam, da von jeder zwei Punkte in jede
der Ebenen fallen. Bewegt sich aber eine Gerade so, dafls
sie bestiindig durch den Punkt 4 und einen Punkt von BC
geht, so bleibt sie ebenfalls beiden Ebenen gemeinsam, da
sie immer mit beiden zwei Punkte gemeinsam hat. Das
Gleiche ist der Fall, wenn man Gerade durch B und C4,
sowie C und AB legt; dals aber durch diese Geraden beide
Ebenen vollstéindig iiberdeckt werden, ist evident. — Liegen
A4, B, C in einer Geraden, so werden diese Schliisse hinfiillig.

Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte ist
also die Lage einer Ebene vollstindig bestimmt.

d. Eine Gerade, welche nur einen Punkt mit einer Ebene
gemein hat, durchdringt dieselbe, d. h. sie liegt zum Teil
auf der einen, zum Teil auf der andern Seite der Ebene
(Axiom). Hieraus folgt, dafs auch eine Ebene, die mit einer
andern einen Punkt gemeinsam hat, ohne ganz in sie zu
fallen, sie durchdringen mufls; man braucht némlich nur eine
Gerade in ihr, welche, ohne in die zweite Ebene zu fallen,
durch jenen Punkt geht, ins Auge zu fassen. Ein Durch-
dringen zweier Ebenen kann aber augenscheinlich nur in einer
Linie, nicht in einzelnen Punkten statthaben. Die Schnitt-
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linie der beiden Ebenen mufs eine Gerade sein; denn andern-
falls hiitten sie mehr als zwei nicht in einer Geraden gele-
gene Punkte gemein, ohne zusammenzufallen.

e. Alle Ebenen sind, bis auf ihre Lage, vollkommen
identisch. Man kann nédmlich zwei Ebenen zuerst mit einem
Punkte in einander legen; dann haben sie mindestens eine
Gerade gemein; dreht man nun die eine um diese Schnitt-
linie, so kann noch ein weiterer Punkt zum Zusammenfallen
gebracht werden, wodurch nach c. die Ebenen in einander zu
liegen kommen.

f. Da ein solches Ineinanderlegen zweier Ebenen auf
unendlich viele Arten moglich ist (man kann die urspriing-
liche Schnittlinie ganz beliebig wilhlen), so folgt, dafs man
jede Ebene in sich selbst beliebig drehen und verschieben
kann. Auch kann man eine Ebene derart mit sich selbst
zur Deckung bringen, dafs die beiden Seiten vertauscht er-
scheinen (Umklappen); die Ebene ist wmkehrbar.

5. Von anderen Erzeugungsweisen der Ebene und der
Geraden, durch welche die aufgestellten Axiome vermieden
werden sollen, ist die von oJ. Bolyai und Lobatschewsky ge-
gebene die merkwiirdigste. Indem wir in betreff einer ein-
gehenderen Darstellung auf , Frischauf, Elemente der absoluten
Geometrie“ verweisen, geben wir hier nur einen kurzen Abrils
und eine sich anschliefsende Kritik derselben.

An Stelle der Geraden und der Ebene kann man zuerst
die Kugel und den Kreis konstruieren. Die Kugel ist die
Flache, die von dem einen von zwei in irgend welcher Weise
fest verbundenen Punkte beschrieben wird, wenn der andere
(der Mittelpunkt) fest bleibt. Eine Kugelfliche kann dieser
Definition nach beliebig in sich selbst verschoben werden.
Zwei Kugeln sind gleich, wenn die erzeugenden Punktepaare
A, B und A’, B’ zur Deckung gebracht werden konnen; die
eine ist grofser als die andere, wenn sie beim Aufeinander-
legen der Mittelpunkte die andere ganz in sich schliefst; das
Sich-schneiden konzentrischer Kugeln ist ausgeschlossen.
Schneiden sich zwei exzentrische Kugeln, so heifst die Schnitt-
linie ein Kreis; derselbe kann ebenfalls in sich verschoben
werden. Ein Kreis kann von jedem seiner Punkte aus der-
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14 Grundlagen.

art in zwei Teile geteilt werden, dafs diese zur Deckung zu
bringen sind; hierdurch wird ein zweiter Punkt, der Gegen-
punkt des ersten, auf dem Kreise fixiert. Nimmt man zwei
feste Mittelpunkte 4 und 4" an und konstruiert um dieselben
unendlich viele Kugeln, so bilden die von je zwei gleichen
Kugeln beider Systeme erzeugten Schnittlinien (soweit sie sich
iiberhaupt schneiden) eine zusammenhiingende Fliiche, welche
Ebene heilst. Fixiert man in einem der die Ebene zusam-
mensetzenden Kreise zwei Gegenpunkte C und ¢, und nimmt
nun eine Drehung des ganzen Systems um C und € vor,
die A mit A4, A" mit A zur Deckung bringt, so bilden die
in Ruhe bleibenden Punkte der Kreise eine zusammenhiingende
Linie, die Gerade.

Diese Erzeugungsweise erscheint schon deshalb als un-
natiirlich, weil sie zuerst die Kugel und den Kreis liefert,
die Gebilde einer hoheren Stufe sind, wie die Ebene und die
Gerade. Trotzdem miifsten wir sie der hier gegebenen vor-
ziehen, wenn sich aus ihr die Kigenschaften der beiden letz-
teren ohne Zuhilfenahme von Axiomen (aufser dem der Kon-
gruenz) herleiten liefsen. Dies wird allerdings beabsichtigt,
aber nach des Verfassers Ansicht keineswegs geleistet. Der
Haupteinwurf gegen die Bolyai- Lobatschewskysche Theorie
ist der, dafs aus ihr keineswegs hervorgeht, dals sich zwei
Kugeln nur in einer einfachen Linie, nicht etwa in mehreren,
schneiden. Ohne Nachweis dieses Satzes ist aber z. B. der
Beweis des zweiten Gleichheitssatzes (Kongruenzsatzes; a. a. O.
p. 12) hinfillig, der p. 17 zum Beweis der Fundamental-
eigenschaften der Ebene benutzt wird. Es scheint, dafls der
zweite Gleichheitssatz nur nach Einfiihrung der Ebene be-
weisbar ist; nur in der Ebene sind Winkelvergleichungen
moglich.

Weitere historische Angaben iiber Versuche, das Axiom
der Ebene zu beseitigen, siehe bei Baltzer, ,, Die Iilemente
der Mathematil:®, Planimetrie, p. 5. Euklid definiert die Ebene
ganz analog wie die Gerade: 'Emimedog émupdved éotiv, 1rig
& ioov taig g’ favrig evPaiaug xeiverw (die Ebene ist eine
Fliche, welche zu den in ihr enthaltenen Geraden gleich-
artig liegt).
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6. Punkt, Gerade und Ebene sind die einzigen Grund-
gebilde, aus denen die gesamte Geometrie aufgebaut werden
soll. In der elementaren Geometrie werden nur Zusammen-
stellungen einer endlichen Anzahl von Punkten, Geraden und
Ebenen behandelt. In der hiheren Geometrie treten hierzu
Zusammenstellungen unendlich vieler dieser Grundgebilde, wo-
durch krumme Linien, Flichen, Kurvensysteme u. s. w. er-
zeugt werden.

In der Folge werden wir, dem alten Gange folgend,
zuerst nur Gebilde in einer Ebene (Planimetrie), dann erst
solche im Raume (Stereometrie) behandeln. Allerdings bildet
die Planimetrie nur einen Spezialabschnitt der Stereometrie;
doch ist derselbe so umfangreich, dafls durch ihn die stereo-
metrischen Betrachtungen zu sehr auseinander gerissen wiir-
den. Wir stellen daher die Planimetrie an den Anfang, uns
vorbehaltend, sie spiiter an geeignetem Orte in die Stereo-
metrie einzureihen.

Ein Beispiel der vereinigten Behandlung von Planimetrie
und Stereometrie bilden u. a. die ,, Elemente der Geometric*
von J. Frischauf.
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Planimetrie.

§ 4.
Disposition.

1. Auf dem Gebiete der elementaren Planimetrie haben
wir es mit der Zusammenstellung einer endlichen Zahl von
Punkten und Geraden zu thun. Da ein Punkt als Schnitt-
punkt zweier Geraden, eine Gerade als Verbindungslinie zweier
Punkte gedacht werden kann, geniigt es Gebilde zu betrachten,
die durch Zusammenstellung von Punkten allein oder von
Geraden allein erhalten werden. In erster Linie werden wir
uns mit Komplexen von Geraden beschiiftigen; doch werden
wir daneben auch wegen gewisser Analogien die entspre-
chenden Punktgebilde ins Auge fassen. Die erste Direktive
fiir den Gang unserer Untersuchungen wird uns die Anzahl
der zusammengefiigten Geraden oder Punkte bieten; wir wer-
den die Fragen zu beantworten suchen, die sich bei Zu-
sammenstellungen von 2, 3, 4 u. s. w. Geraden, resp. Punkten
aufwerfen lassen. Freilich werden wir uns nicht immer pe-
dantisch an diese Disposition halten konnen, vielmehr werden
wir durch dieselbe erst auf hiohere Gesichtspunkte hinge-
wiesen werden. Das Gebiet, dessen Erforschung wir uns vor-
gesetzt haben, wiirde hiernach immer noch unerschopflich
grofs sein, wenn wir uns nicht weitere Beschriinkungen auf-
erlegten. Wir werden daher unsere Aufmerksamkeit in erster
Linie solchen Gebilden zuwenden, die einen ganz allgemeinen
Charakter tragen; von Spezialfillen sollen nur die wesent-
lichsten behandelt werden. Hiernach wird allerdings unsere
Darstellung der Elementargeometrie ein ganz anderes Aus-
sehen gewinnen, wie die zahlreichen Bearbeitungen nach
Muster der Kuklidischen Elemente. Sitze, die sonst eine
wichtige Rolle spielten, werden nur nebensiichlich oder gar
nicht behandelt werden, wiihrend andere, die in Elementar-
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biichern entweder gar nicht zu finden sind oder eine unver-
diente Zuriicksetzung erfahren, an die ihnen zukommende
Stelle geriickt werden.

2. Durch zwei beliebig gegebene Punkte ist eine Gerade
vollstiindig bestimmt; zwei in einer Ebene vorgelegte Geraden
Lionnen sich schneiden und bestimmen dann einen einzigen
Punkt, ihren Schnittpunkt. Sind n Punkte gegeben, so kann
jeder derselben mit jedem anderen durch eine Gerade ver-
bunden werden; da eventuell mehrere dieser Geraden zusam-
menfallen konnen, so sagen wir, dals durch » Punkte hoch-

stens und im allgemeinen ﬁ(—n-;—l) Gerade bestimmt sind.

Ebenso sind durch »# in einer Ebene gelegene Geraden hoch-

e

stens 2—1) Punkte bestimmt. Wir begegnen bereits hier

einer Art Dualismus zwischen Punkt und Gerade, d. h. wir
haben zwei Siitze, die (nahezu) in einander iibergehen, wenn
wir die Worte Punkt und Gerade, verbinden und sich schnei-
den vertauschen. Dieser Dualismus ist vorliufig noch wunwoll-
lommen; denn wihrend sich zwei Punkte immer durch eine
Gerade verbinden lassen, konnen wir noch nicht behaupten,
dafs zwei in einer Kbene gelegene Geraden sich immer
schneiden miissen.

Wir untersuchen nun die Zusammenstellung von zwei
Punkten und von zwei Geraden genauer.

§ b.
Die begrenzte Gerade.

1. Durch einen auf einer Geraden angegebenen Punkt
wird erstere in zwei Teile zerlegt, die auf der einen Seite
begrenzt, auf der anderen aber vollig unbegrenzt sind; die-
selben heifsen Halbgerade. Geht eine Gerade durch zwei be-
stimmte Punkte, so wird sie in drei Teile zerlegt, von denen
die beiden #ufseren nur einseitig begrenzt sind, wiithrend der
mittlere vollstindig begrenzt ist; letzteren nemnen wir eine
Strecke und bezeichnen ihn durch die an seine Endpunkte
gesetzten grofsen oder durch einen einzigen kleinen latei-
nischen Buchstaben. Wihrend Halbgerade ebenso wie die
ganzen Geraden zur Deckung gebracht werden konnen, ge-

Rausenberger, Elementargeometrie. 2
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18 Planimetrie.

lingt dies mit Strecken nur ausnahmsweise. Legen wir zwei

Strecken so, dals sie in dieselbe Gerade fallen und den einen

Endpunkt gemeinsam haben, so sind noch zwei Lagen miog-
lich. Erstens konnen die Strecken ganz oder teilweise auf-
einander fallen; decken sie sich vollstéindig, so heilsen sie
gleich, andernfalls nennen wir diejenige grofser, welche nur
teilweise mit der anderen zusammenfillt; das nicht gemein-
same Stiick wird als die Differenz der beiden Strecken be-
zeichnet. Liegen dagegen zweitens die Strecken so, dals sie
nicht aufeinander fallen, so bilden sie zusammen eine dritte
Strecke, welche ihre Swmme heifst. In analoger Weise kann
man auch eine grofsere Anzahl von Strecken zu einer Summe
vereinigen. Wir sprechen das Axiom aus: Man erhdilt die-
selbe Geesamistrecke, in welcher Reihenfolge man auch die Einzel-
strecken (summatorisch) zusammenselzt. Dasselbe gilt noch,
wenn ein Teil der Strecken subtraktiv angetragen wird. —
Hinzuzufiigen sind die folgenden unmittelbar einleuchtenden
Wahrheiten: Sind zwei Strecken einer dritten gleich, so sind
sie auch unter einander gleich. Fiigt man zu gleichen Strecken
Gleiches hinzu oder nimmt es davon weg, so bleiben sie
gleich. Verfihrt man ebenso mit ungleichen Strecken, so bleibt
diejenige die grofsere, die vorher die grofsere war u. s. w.
2. Die eben gewonnenen einfachen Resultate sind fiir
die Weiterentwickelung der Geometrie fundamental; sie geben
uns die Moglichkeit, die Gesetze der Avrithmetik auf die Geo-
metrie anzuwenden. Die gesamte Arithmetik baut sich auf zwei
Grundelementen auf: dem Begriff der positiven ganzen Zahl
und dem der Addition; alle andern Zahlengrofsen und Rech-
nungsoperationen lassen sich aus diesen ableiten. Ks ist eine
Eigentiimlichkeit unseres rechnenden Verstandes, nicht mit
stetigen, frei veriinderlichen Grofsen operieren zu konnen; wir
rechnen zuniichst nur mit Anzahlen von Individuen. Die wei-
tere Entwickelung bringt es dann freilich mit sich, noch
andere Grofsen einzufithren; allein diese sind alle aus den
ganzen Zahlen herleitbar®). Soll auf irgend einem Gebiete

#) Ausfiihrlicheres iiber diesen Gegenstand findet man in des Ver-
fassers: Lehrbuch der Theorie der periodischen Funltionen einer Variabeln
u. s. w. Leipzig 1884.
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die Arithmetik zur Anwendung gelangen, so handelt es sich
zuerst um Einfiihrung von Individuen, die geziihlt und deren
Anzahlen addiert werden konnen. Hierzu gelangen wir durch
unsere geometrische Untersuchung. Wir brauchen nur eine
ganz beliebige Strecke — zu einer besonderen Wahl haben
wir bis jetzt keine Veranlassung — als sog. Mafseinheit an-
zunehmen und diese mit anderen zu vergleichen. Das Ver-
fahren kann etwa das folgende sein. Wir tragen die Mals-
einheit ADB auf der zu messenden Strecke CD von C aus
ab (bis F); finden wir, dafs hierdurch CD noch nicht voll-
stiindig bedeckt ist, so tragen wir CD von E aus ein zweites
Mal ab, dann eventuell ein drittes Mal u. s. w. Bei diesem
fortgesetzten Abtragen kommt entweder einmal (etwa nach
mmaligem Abtragen) ein Teilungspunkt gerade auf D zu
liegen, oder es bleibt ein Rest G'D, der kleiner ist als 4 B.
Im ersteren Falle ist das Verfahren beendigt; wir sagen, CD
sei das mfache von AB. Haben wir den Begriff der Verviel-
filtigung einer Strecke gewonnen, so haben wir damit auch
sofort den der Teilung.

Wir nennen M N den nten Teil von AB, wenn MN
nmal an einander gesetzt A B giebt; dieser nte Teil ist eine
eindeutig bestimmte Strecke; denn verschiedene Strecken geben
mit % vervielfiltigt Verschiedenes*). Hierdurch erhalten wir
die Mbglichkeit, im Falle des Nichtaufgehens von AB in
CD das Verfahren fortzusetzen, und zwar auf verschiedene
Arten. Wir kiénnen uns z. B. AB in n gleiche Teile geteilt
denken, wo » beliebig ganzzahlig ist, und zusehen, wie oft
ein solcher Teil in dem Reste G D enthalten ist; geht diese
Operation fiir ein geeignetes »n auf, so ist CD durch ein

. . . . r
ganzzahliges Vielfaches m, vermehrt um einen Bruchteil iy

von AB ausdriickbar. Lélst sich kein solches » finden, so
nimmt man #» beliebig grofs, wodurch der iibrig bleibende
Teil beliebig klein gemacht werden kann; der Rest stellt

*) Die grofsere der beiden ungleichen Strecken besteht niimlich
aus der kleineren, vermehrt um eine zweite Strecke; das mfache von
ihr ist also das mfache der kleineren, vermehrt um das mfache der
Zusatzstrecke.

2*
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20 Planimetrie.

sich dann als irrationales Vielfaches der Mafseinheit dar. Will
man das Verfahren der Dezimalbruchrechnung anpassen, so
teilt man A B zuerst in 10 gleiche Teile, dann nétigenfalls
einen dieser Teile wieder in 10 gleiche u.s. w., und kann
so jeden Grad von Genauigkeit erzielen.

Ein anderes, sehr instruktives Verfahren, welches das
Teilen einer Strecke ganz vermeidet und nur erfordert, dals
man eine Strecke auf einer andern abtragen kann, ist die
Kettenbruchmethode. Wir nehmen an, dafs AB sich amal auf
CD abtragen lilst, bis der Rest G D < A B wird. Dann lifst
sich wieder G D etwa bmal auf AB abtragen, der gefundene
Rest HB < G'D c¢mal auf G D, der neue Rest dmal auf dem
vorhergehenden u. s. w. Schliefslich kénnen wir

1

CD= AB. [a+

5t 1"?
il | R
setzen, wo der Kettenbruch abbrechen oder ins Unendliche
fortlaufen kann; im letzteren Falle ist er, da b, ¢, d ... alle

positive , ganze Zahlen sind, konvergent.

3. Das Hauptergebnis ist: Wenn wir cine belicbige Strecke
AB als Einheit zu Grunde legen, so kinnen wir jede andere
als das rfache derselben bezeichnen, wo r irgend eine reelle,
rationale oder irrationale, zundchst positive Zahl ist. Man schreibt
demgemiils jeder Strecke eine Grifse, hier speziell Linge ge-
nannt, zu, die durch eine Zohl ausgedriickt werden kann,
nachdem willkiirlich eine Ldngeneinheit festgesetzt wurde. Man
nennt das Vergleichen mit der Einheit Messen.

4. Nachdem fiir jede Strecke ein Zahlenwert (nach Be-
stimmung der Einheit) festgesetzt ist, kann man simtliche
Rechnungsoperationen auf Strecken anwenden. Die Addition
und Subtraktion sind unmittelbar geometrisch gegeben (s. 1.).
Das Resultat bleibt nicht numerisch, aber geometrisch das
gleiche, wenn man die Mafseinheit #éndert. Fiir die Multi-
- plikation gilt dies nicht; findert man die Einheit, so erhilt
man fiir das Produkt zweier Strecken nicht allein andere
Zahlenwerte, sondern es entsprechen denselben auch geome-
trisch andere Strecken. Der Quotient zweier Strecken ist eine
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§ 5. Die begrenzte Gerade. 2%

reine Zahl, die von der Mafseinheit unabhiingig ist; denn ist
eine Mafseinheit @- und bmal in zwei Strecken enthalten, ist
ferner eine zweite Einheit in der ersten kmal, also in den
beiden Strecken a@/- und bkmal enthalten, so haben wir

il

bk b

5. Alle algebraischen Gleichungen zwischen Strecken, fiir
die Teine bestimmite Mafseinheit vorgeschricben ist, miissen homo-
gen sein, d. h. ihre siimtlichen Glieder miissen gleich viele
Faktoren, welche Strecken darstellen, enthalten. Dividiert
man die Gleichung durch die Faktoren eines Gliedes der-
selben (oder iiberhaupt durch die gleiche Anzahl Strecken
darstellender Faktoren), so enthilt sie nur Quotienten von
Strecken.

Beweis: Aus der letzten Bemerkung und 4. geht hervor,
dafs eine solche Gleichung thatséichlich von der willkiirlich
gewiihlten Malseinheit unabhiingig ist. Lautet dagegen eine
Gleichung etwa

a, a*be + ayab*c 4 ab® + a,¢* =0,
worin @, a,, dy, @, Zahlenfaktoren sind, wihrend a, b, ¢
Strecken darstellen, die natiirlich alle nach derselben Liingen-
einheit gemessen sind, so dividieren wir zunichst durch den
Streckenfaktor eines der niedrigsten Glieder, hier ¢, und
erhalten

a*b ab? b®
‘117+a27+“35+“4'—“0-

Wiihlen wir nun eine Mafseinheit, die kmal in der urspriing-
lichen enthalten ist, so treten an Stelle -von a, b, ¢ die
Werte ak, bk, ¢k und die Gleichung geht iiber in

g a*b ab® b?
I (al g + a, -c—> + ka, F T o= 0.

Diese Gleichung #ndert sich aber fiir verschiedene Werte
von /i, kann also nicht fiir eine beliebige Mafseinheit bestehen.

Alle allgemein giiltigen Gleichungen, in denen lediglich
Strecken vorkommen, enthalten geeignet umgeformt nur
Quotienten der letztern.

6. Der arithmetische Ausdruck @ — b kann in doppelter
Weise interpretiert werden. Entweder soll von a die Grofse b
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weggenommen oder es soll zu a die negative Grofse — b hin-
zugefiigt werden. Die Subtraktion kann also durch Einfiihrung
der negativen Grofsen in eine Addition verwandelt werden.
Dies suchen wir auf die Geometrie zu iibertragen. Teilen
wir eine Gerade durch einen Punkt in zwei Halbgerade, so
konnen wir uns von dem Punkte aus auf jeder derselben
weiter bewegen, ohne einen schon durchlaufenen Punkt zum
zweiten Male zu iiberschreiten; wir sagen dann, dafls wir
uns immer in derselben Richtung bewegen. Gehen von einem
Punkte beliebig viele Halbgerade aus, so sagen wir, dals
jede derselben eine Richtung fixiert, in der sich ein von dem
gemeinsamen Schnittpunkte ausgehender Punkt forthewegen
kann. Die Richtungen der zwei Halbgeraden insbesondere,
die zusammen eine Gerade ausmachen, nennen wir enfgegen-
gesetzt. Begrenzen wir eine Strecke durch die Punkte 4 und
B, so konnen wir diese von A bis B und von B his 4
durchlaufen; in beiden Fillen ist die Bewegungsrichtung die
entgegengesetzte. Nehmen wir nun bei einer Strecke nicht
allein auf ihre absolute Grolse, sondern auch auf die Rich-
tung Riicksicht, in der wir sie uns durchlaufen denken, so
konnen wir ihr fiir die eine Bewegungsrichtung (beliebig
welche) das Zeichen -, fiir die umgekehrte das Zeichen —
beilegen. Bezeichnet nun, wie immer in der Folge, A B die
von A nach B, BA die von B nach A durchlaufene Strecke,
so ist AB = — BA oder

(1) AB + BA=0.

Sollen mehrere Strecken (die entweder Teile derselben
Geraden sein miissen oder fiir die ein bestimmtes Vorzeichen
irgendwie fixiert ist) addiert werden, so sind dieselben
nach einander auf einer Geraden in dem ihrem Zeichen
entsprechenden Richtungssinne zu durchlaufen; ist eine
Strecke CD zu subtrahieren, so addiert man statt derselben
DC = —-CD*).

7. Sind 4, B, C Punkte derselben Geraden, so ist
(2) AB+ BC+ CA=0.

#) Diese konsequente Mitbezeichnung der Richtung einer Strecke
verdankt man Mobius.
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§ 5. Die begrenzte Gerade. 23

Sind auf einer Geraden n Punkte gegeben, so bestimmen

4 wlds . . nn —1
je zwei eine Strecke; es sind im ganzen also Lé—) Strecken

bestimmt. Von diesen konnen aber nur (» — 1) beliebig
gegeben werden (z. B. die Abstéinde des ersten Punktes von
den (n — 1) iibrigen oder die Abstéinde je zweier aufeinander
folgender Punkte), wilhrend die iibrigen durch (2) analoge
Gleichungen aus diesen berechnet werden konnen. Aus diesen
einfachen, linearen Gleichungen lassen sich zahlreiche kom-
pliziertere herleiten, wie z. B. bei vier Punkten 4, B, C, D:

(3) AB.CD+ BC.AD+ CA.BD =0,

was leicht durch Zuriickfithrung der Strecken auf drei der-
selben zu identifizieren ist.

8. Das Ausdriicken von Strecken durch Zahlen ist des-
halb so wichtig, weil es die Anwendung arithmetischer
Schliisse auf die Geometrie ermoglicht, und kann nicht ent-
behrt werden, wo es sich um Grofsenbestimmungen handelt.
Dagegen darf nicht verschwiegen werden, dafs hierbei ein
der Natur der geometrischen Gebilde absolut fremdes Element
in die Betrachtung eingefiithrt wird: die Lingeneinheit. Die
geometrischen Liingen sind stetig, wir kinnen sie durch Ver-
schieben des einen Endpunkts ohne Sprung #ndern. Allein
mit solchen Grofsen kénnen wir nicht rechnen; nur durch
jene Willkiirlichkeit sind wir iiberhaupt in den Stand gesetzt,
geometrische Gebilde der Rechnung zu unterwerfen.- Das
Gefiihl, dafs auf diese Weise etwas nicht Naturgemifses ge-
schicht, mag manche Geometer veranlassen, die Geometrie
des Mafses gegeniiber der spiter zu erdrternden, iibrigens
ganz speziellen Geometrie der Lage gewissermalsen zuriick-
zusetzen.

9. Die Grofsenvergleichung der Strecken beruhte auf
der Moglichkeit, Strecken zum Zusammenfallen zu bringen
oder in solche Teile zu zerlegen, die identifiziert werden
konnen. Kine Grofsenvergleichung zwischen einer gerad-
linigen Strecke und einer krummen Linie (Kurve), d. h. einer
Linie, von der kein noch so kleiner Teil gerade ist, wird
hiermit ausgeschlossen, ebenso wie in den meisten Fillen die
Grofsenvergleichung krummer Linien untereinander. Denken
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wir uns die Kurve in noch so kleine Teile zerlegt, so konnen
wir diese doch nicht mit geradlinigen Strecken zur Deckung
bringen, kénnen auch in keiner Weise schliefsen, dafs sie
kleinen geradlinigen Strecken an Grifse beliebig nahe kommen.
Trotzdem haben wir die Vorstellung, die von einem unaus-
dehnbaren, jedoch vollig biegsamen Faden hergenommen sein
mag, dals Kurven untereinander und mit der Geraden an
Grofse vergleichbar sind. Man bedarf zur Messung von
Kurven eines doppelten Axioms®*):

a. Kuwrven sind mit Geraden an Linge vergleichbar.

b. FEin Stiick einer Kwrve, welches zwischen zwei unendlich
benachbarten Punkten liegt, ist zwar grifser als dic die beiden
Punkte verbindende geradlinige Strecke, wunlerscheidet sich aber
von thr im allgemeinen nur wm eime unendlich kleine Grifse
hoherer Ordnung.

Dabei ist das beigefiigte ,,im allgemeinen” wohl zu be-
achten, denn es konnen sehr wohl Ausnahmen vorkommen,
deren Eruierung durch Differentialbetrachtungen moglich ist.

Es ist ein Zeichen von tiefer mathematischer Einsicht,
dals Archimedes ein solches Axiom seiner Kreisrechnung
vorherschickt, vorausgesetzt, dals er es wirklich der be-
sprochenen Schwierigkeit wegen aufstellte®*). Fullides be-
handelt diesen Gegenstand iiberhaupt nicht. In neueren
elementaren Lehrbiichern wird die Schwierigkeit meistens
totgeschwiegen oder durch Scheinbetrachtungen verdeckt. Bei
der Kreisrechnung pflegt man wohl zuerst den Flicheninhalt
des Kreises, bei dem eine solche Schwierigkeit nicht eintritt,
zu berechnen und dann erst zum Umfange iiberzugehen; aber

#) Falls man nicht die Liinge der Kurve direkt als den Grenzwert
der Summe unendlich vieler unendlich kleiner Sehnen der Kurve, von
denen je zwei aufeinander folgende einen Endpunkt gemeinsam haben,
erkliiren will.

##) ,Auch ist bei ungleichen Linien, Fliichen und Korpern der
Uberschuls des grofseren iiber das kleinere so grofs, dafs er durch mehr-
malige Zusammenfiigung zu sich selbst grolser werden kann, als jede
Grofse von der Art der verglichenen.* Ausfiihrlicheres {iber den
Gegenstand s. bei O. Stolz, B. Bolzano’s Bedeutung in der Geschichte
der Infinitesimalrechnung. Math. Ann., B. XVIII, p. 268.
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§ 5. Die begrenzte Gerade. 25

bei diesem Ubergange treten dieselben Schwierigkeiten ein
wie bei der direkten Behandlung.

Ahnliche Bemerkungen gelten fiir die Flicheninhaltsbe-
rechnung gekriimmter Flichen.

10. Wir wollen hier kurz einer hochst interessanten
Erweiterung des Begriffes des Messens gedenken, die nach
ihrer Begriindung durch Cayley besonders von F. Klein aus-
gebildet wurde und in neuerer Zeit mannigfache Anwendung
fand*). Eine weitergehende Durchfilhrung dieser Ideen kann
hier nicht gegeben werden, da sie die Benutzung der Kegel-
schnitte und der Flichen zweiter Ordnung notig macht.

Bei der gewohnlichen Messung einer Strecke wird die
Malseinheit wiederholt zu sich selbst addiert, bis die Liinge
der Strecke erreicht ist. Die Anzahl der notigen Additionen
giebt die Liinge der Strecke. Freilich mufs diese Operation
dahin erweitert werden, dals auch die Ausfithrung einer ge-
brochenen Anzahl von Operationen — durch Antragen eines
Bruchteils der Mafseinheit — einen Sinn erhilt. Denkt man
sich nun eine Gerade bereits nach irgend einer Einheit von
einem willkiirlichen Nullpunkte aus eingeteilt und die Teil-
punkte in bekannter Weise mit den positiven und negativen
Zahlen bezeichnet, so wird das Messen des Abstandes zweier
Punkte #, und x, auf dieser Geraden nach einer Malsein-
heit » nichts anderes sein wie die Untersuchung, wie oft mal
die Transformation

y=a+n
angewandt werden mufs, um aus der Grolse z, die Grifse x,
herzuleiten. %

An Stelle dieser kann man nun irgend eine beliebige
andere, reelle, lineare Transformation

axr 4+ b

Y=z :}!-_ d
setzen. Muls man diese Transformation kfach iteriert auf
2, anwenden, um x, zu erhalten, so kommt der Strecke z, x,

*) Cayley, Stxth Memoir upon Quantics in Philos. Transact., B. 149;
Klein, Uber die sogenanmte Nichteuklidische Geometrie, Math. Ann. B. 4,
p. 573—625, B. 5, p. 112—145, B. 7, p. 581 —537. 8. auch die Dar-
stellung bei Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der Kegelschnitte.
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in diesem Malssysteme das Mafs % zu. Auch hier kann
leicht ein gebrochenes & erklirt werden. Jede lineare Trans-
formation kann#*) durch geeignete Transformation auf eine
der beiden

y=pxund y=2x2-+4n
zuriickgefiihrt werden. Der Mafszahl & entsprechen in diesen
beiden Fundamentalfillen die Transformationen

y=p*z und y =z + kn,
die auch fiir gebrochene % einen Sinn behalten. Bei der
Transformation y = pxz sind zwei Fille von besonderer Wich-
tigkeit, auf die sich die iibrigen zuriickfithren lassen: dals p
eine reelle, positive Zahl und dafs p eine Einheitswurzel ist.

Die lineare Transformation fiihrt im allgemeinen je zwei

Punkte in sich selbst iiber. Man braucht nur

ax + b

cx + d
zu setzen und berechnet fiir beide die Werte
a—d+ Vie—d*+ 47120,___

2¢
Je nachdem )
a. (& — d)* 4 4bec > 0,
b. (@ —d)? + 4bc=0,
e (@ — d)? 4 4bec < 0

ist, werden die beiden Doppelpunkte reell und verschieden
reell und zusammenfallend, konjugiert komplex. Die ein-
gehendere Untersuchung zeigt, dafs dem ersten und letzten
Falle die Fundamentaltransformation y = pz entspricht, das
erste Mal mit reellem p, das zweite Mal mit komplexem p,
dessen absoluter Betrag der EKinheit gleich ist; es geniigt im
ersten Falle, nur positive p zu betrachten. Im Falle b. ent-
spricht die Fundamentaltransformation y = 2 4 »n. Nach
Klein wird die Transformation im Falle

a. als hyperbolisch,

b. als parabolisch,

c. als elliptisch
bezeichnet.

#) 8. hieriiber des Verfassers: ,, Lelrbuch der Theorie der perio- -

- dischen IF'umktionen w. s. w., p. 147 u. 370.
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§ 6. Der Winkel. 27

Bei der hyperbolischen Transformation teilen die beiden
reellen Doppelpunkte die Reihe der reellen Zahlen in zwei
getrennte Abteilungen; ein Punkt der einen wird durch
keine Transformation in einen der andern iibergefithrt. Wir
konnen also nicht nach diesem Verfahren die Distanz zweier
Punkte bestimmen, welche in getrennten Abteilungen liegen.
Die Distanz irgend eines Punktes von den beiden Doppel-
punkten ist unendlich.

Bei der parabolischen Transformation ist nur ein Doppel-
punkt vorhanden, welcher von allen Punkten eine unendliche
Distanz hat. Bei der gewdhnlichen Mafsbestimmung, welcher
die einfachste parabolische Transformation entspricht, ist der
unendlich ferne Punkt der Doppelpunkt. Bei der elliptischen
Transformation endlich liegen in der Reihe der reellen
Zahlen gar keine Doppelpunkte. Jeder Punkt hat von jedem
andern eine endliche Distanz.

Diese wenigen Andeutungen mogen hier geniigen; an
spiiterer Stelle kommen wir auf den Gegenstand zuriick.

§ 6.
Der Winkel.

1. Wiihrend sich zwei Punkte immer durch eine Gerade
verbinden lassen, ist es bei zwei Geraden, auch wenn sie in
einer Bbene liegen, nicht notwendig, dafs sie einen Punkt
gemeinsam haben. Zwei in derselben Ebene liegende Gerade,
welche Teinen Pumkt gemeinsam haben, heifsen parallel. Dals
parallele Geraden wirklich existieren, wird spiter nachge-
wiesen werden.

Die gegebene Definition der Parallelen ist wesentlich
identisch mit der Fuklidischen; auf die Bolyai'sche kommen
wir spiater zu sprechen. Die landliufige, dals zwei Gerade
parallel heilsen, wenn sie dieselbe Richtung haben, ist
nichtssagend, da der Begriff der Richtung nicht vorher fest-
gesetzt wird; aulserdem nimmt sie eine spiter zu erdrternde
Thatsache als selbstverstéindlich an, die in Wirklichkeit un-
erwiesen ist. Auch die Grafsmann’sche Ausdehnungslehre
lifst diese fundamentale Schwierigkeit unerledigt.
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2. Den anderen Fall, dafls zwei Gerade einen Punkt
gemeinsam haben, miissen wir noch genauer untersuchen.
Die Geraden liegen dann in einer Ebene, da man durch den
gemeinsamen Punkt und je einen anderen Punkt der beiden
Geraden eine Ebene legen kann, die mit jeder der Geraden
zwei Punkte gemeinsam hat. Wir stellen nun das Axiom
auf, dafs zwei Gerade, welche ohne zusammenzufallen einen
Punkt gemeinsam haben, sich einander durchschneiden. Dies
ist folgendermafsen zu verstehen. Jede Ebene wird durch
eine in ihr liegende Gerade in zwei vollstindig getrennte
Halbebenen zerlegt derart, dals man aus der einen (in der
Ebene bleibend) nicht in die andere gelangen kann, ohne
die Gerade zu iiberschreiten. Man kann hiernach der Geraden
(in der Ebene) zwei Seiten (,,Ufer®) beimessen, von denen
jede einer der beiden Halbebenen zugewandt ist. Unser
Axiom sagt nun, dals eine zweite Gerade derselben Ebene,
welche mit der ersten einen Punkt gemeinsam hat, aus der
einen Halbebene in die andere hiniiberfithrt, nicht ganz in
der einen derselben verliuft. Gerade konnen sich also nicht
poeriihren®).

3. Wir betrachten zuniichst die beiden sich schneidenden
Geraden nicht in ihrer vollen Ausdehnung, sondern an ihrer
Stelle nur zwei Halbgerade, die von demselben Punkte aus-
laufen. Es leuchtet ein, dafs zwei so zusammengesetzte Ge-
bilde entweder gleich oder verschieden sein konnen, je nach-
dem es moglich ist sie zur Deckung zu bringen oder nicht.
Um indessen zu einer weitergehenden Grolsenvergleichung
derselben zu gelangen, miissen wir etwas genauer auf ihre
Entstehungsweise eingehen. Wir denken uns eine Halbgerade
AB festliegend, eine zweite AC aber in einer Ebene der-
artig bewegt (,gedreht), dals A immer festbleibt. Geben
wir AC die Anfangslage ADB, so kann die Bewegung in
doppelter Weise so ausgefiihrt werden, dafs AC niemals in
eine eben erst verlassene Lage zuriickkehrt; AC kann sich,
von einer bestimmten Seite der Ebene aus betrachtet, be-
wegen wie der Zeiger einer Uhr oder umgekehrt (um an

*) Vgl. v. Staudt, Geometrie der Lage, p. 2 und 13,
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Stelle mangelhafter abstrakter Auseinandersetzungen einen
die Sache sofort klarmachenden Vergleich zu setzen). Hier-
nach kann AC in irgend eine bestimmte Lage auf doppeltem
Wege gedreht werden. Aber bei genauerem Zusehen wird
die Sache noch komplizierter. Dreht man AC immer in
demselben Sinne weiter, so gelangt man schliefslich wieder
zur Lage AB zuriick und kommt dann zum zweiten Male
in jede vorgegebene Lage, und das Verfahren kann be-
liebig oft wiederholt werden. Man kann also AC auf zweifach
unendlich viele Arten in jede Lage bringen. Bei einer voll-
stindigen Umdrehung um A iiberstreicht AC die gesamte
Ebene; die beiden zuerst beschriebenen Drehungen, die AC
in eine bestimmte Lage bringen, lassen zusammen AC eben-
falls die Gesamtebene beschreiben. Wir nennen nun ein aus
zwei von eimem Punkte ausgehenden Halbgeraden zusammen-
gesetztes Gebilde, insofern es durch eine Drehung bestimmier Art
erzeugt ist, eimen Winkel. Das Gebilde BAC stellt daher
verschiedene Winkel dar, je nachdem wir AC von der An-
fangslage A B aus im Sinne des Uhrzeigers oder umgekehrt
drehend nach seiner bestimmten Lage gebracht haben; auch
wird ihm eine verschiedene Winkelgrofse beizumessen sein,
je nachdem bei den genannten Drehungen die Halbgerade AC
gar nicht oder ein-, zwei-, drei-, ... mal in ihre Anfangslage
ADB zuriickkehrte.

Die beiden Halbgeraden, welche einen Winkel bilden,
heifsen seine Schenkel, deren Schnittpunkt sein Scheitel.

4. Was wir unter Addition zweier Winkel verstehen
wollen, ist nun leicht einzusehen: wir legen die Winkel mit
dem Scheitel und dem einen Schenkel an einander, und zwar
derart, dafs der andere Schenkel des ersten Winkels bei
einer Drehung aus seiner gegebenen Lage in dem den Winkeln
zukommenden Richtungssinne dieselben nach einander iiber-
streichen wiirde; der von den beiden freien Schenkeln ein-
geschlossene Winkel (durch jene Drehung des einen Schenkels
erzeugt) ist die Summe der beiden Winkel. Analog wird die
Differenz definiert.

5. Hiermit ist nun auch die Gréfsenvergleichung, das
Messen der Winkel mioglich gemacht. Wir sehen wieder
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zuerst zu, wie oft wir den Winkel, der als Mafseinheit
dienen soll, auf dem zu messenden abtragen konnen, ohne
dafs der freie Schenkel bei der letzten Abtragung iiber den
zweiten Schenkel des zu messenden Winkels hinausfillt; mit
dem etwa bleibenden Rest konnen wir ebenso weiter ver-
fahren, wie wir es beim Messen geradliniger Strecken thaten.
Uberhaupt stimmen die zugehorigen Axiome und Funda-
mentalsitze wesentlich mit den dort aufgestellten iiberein,
30 dafs eine Wiederholung iiberfliissig erscheint.

Bemerkt zu werden verdient, dafs alle Winkelmessungen
erst nach Einfilhrung der FEbene einen Sinn haben, wenn
auch das Winkelgebilde selbst von der Ebene unabhiingig
erscheint; denn das Addieren zweier Winkel durch An-
einanderlegen hat nur dann einen priizisen Sinn, wenn dabei
die Winkel in dieselbe Ebene gebracht werden.

6. Wiihrend bei den Strecken die Malseinheit beliebig
war, bieten sich bei den Winkeln naturgemifse Einheiten
dar. Der Drehung, welche eine Halbgerade zum ersten Male
in ihre Anfangslage zuriickfiihrt, entspricht der wolle Winkel;
die Schenkel desselben fallen zusammen. Alle vollen Winkel
sind gleich, da sie einerseits zur Deckung zu bringen sind
und bei allen die Art der Drehung gleichmiifsig festgesetzt
ist. Die Hilfte eines vollen Winkels heilst ein gestreclkter
Winkel; die Schenkel desselben sind entgegengesetat gerich-
tete Teile einer Geraden. Dafs man wirklich durch Aneinander-
setzen zweier so beschaffener Winkel einen vollen Winkel
erhiilt, ergiebt sich aus der Zusammenlegbarkeit irgend zweier
Geraden. Die Hilfte eines gestreckten heilst ein rechter
Winkel; dafs alle rechten und gestreckten Winkel resp. gleich
sind, geht aus der Gleichheit der vollen hervor. Zwei
Gerade, welche einen rechten Winkel miteinander bilden,
heilsen senkrecht, lotrecht, perpendikuldr aufeinander (Senk-
rechte, Lot, Perpendikel). Ein Winkel, der kleiner ist als
ein rechter, heilst ein spitzer, ein solcher, der grifser ist als
ein rechter, aber kleiner als ein gestreckter, heilst ein
stumpfer Winkel. Ein diberstumpfer (konkaver) Winkel ist
grofser als ein gestreckter aber kleiner als ein voller. Die
Winkel unterhalb eines gestreckten heifsen auch Fkonvex.
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Alle Winkel, welche sich um ganzzahlige Vielfache eines
vollen unterscheiden, sind, von ihrer Entstehungsweise ab-
gesehen, vollkommen identisch; sie spielen bei Liniengebilden
genau dieselbe Rolle. Bei allen Berechnungen konnen wir
daher die Winkel, welche grofser sind als ein voller, durch
solche, die kleiner sind, ersetzen. Zieht man nur Winkel in
Betracht, welche kleiner als ein voller sind, so stellen zwei
von demselben Punkte ausgehende Halbgerade zwei Winkel
dar, die zusammen einen vollen ausmachen und von denen
der eine konvex, der andere konkav ist, wenn nicht beide
gestreckt sind.

7. Als Malseinheit fiir Winkel werden aufser dem vollen
Winkel auch der gestreckte und rechte, besonders aber der
360 Teil des vollen, 1 Grad (1°) genannt, und dessen Unter-
teile, die Minute (60" = 1°) und Sekunde (60" = 1") benutzt;
wir werden ofters, dem alten Gebrauche folgend, nach rechten
Winkeln (R) rechnen.

8. Es ist iiblich, einen Winkel durch einen kleinen
griechischen Buchstaben, durch drei grofse lateinische oder
zwei kleine lateinische Buchstaben zu bezeichnen. Im zweiten
Falle setzt man den einen Buchstaben, der bei der Bezeich-
nung in die Mitte gestellt wird, an den Scheitel, die beiden
anderen an Punkte der Schenkel, wobei man insbesondere
unter A BC den Winkel versteht, der durch Drehung des
Schenkels BA um B in der einmal als positiv festgesetzten
Richtung bis B C hervorgebracht wird. Ist daher ABC ein
konvexer Winkel, so ist CBA ein konkaver; iibrigens kann
man letzteren auch durch einen konvexen negativen Winkel
ersetzt denken, der durch Drehung von BA nach CA4 in
der der positiven entgegengesetzten Richtung erzeugt wird,
falls man Winkel, die um Vielfache eines vollen unterschieden
sind, als identisch behandelt. ab oder ab bezeichnet einen
Winkel, der durch positive Drehung der Halbgeraden @ um
den Schnittpunkt mit b bis zur Lage von b erzeugt wird.

Im allgemeinen ist

X ABC+ CBA = .360° und
X ab 4+ ba =k .360°
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Das Zeichen 9C oder [ wird einem Winkel notigenfalls
vorgesetzt, um Verwechslungen zu vermeiden.

9. Betrachten wir jetzt die Gesamtfigur, welche durch
zwei sich schneidende Gerade dargestellt wird, so bemerken
wir in derselben vier konvexe Winkel. Je zwei neben-
einander liegende derselben bilden zusammen einen Ge-
streckten; sie heilsen Nebenwinkel. Je zwei nicht aneinan-
derstofsende heilsen Scheitelwinkel; sie sind einander gleich,
da sie durch Subtraktion desselben Winkels (ihres einen
gemeinsamen Nebenwinkels) von einem Gestreckten erhalten
werden.

10. Werfen wir einen Riickblick auf unsere Definition
der Winkel, so ist ersichtlich, dals es uns lediglich darauf an-
kam, sie als mefsbare Grifsen einzufithren, ohne ihnen sonst
eine Beschaffenheit beizulegen, genau ebenso wie wir auch
bei den Strecken verfuhren. Die gewdhnliche Definition, dafs
der Winkel der Richtungsunterschied zweier zusammenstofsen-
den Halbgeraden sei, ist einerseits zu wenig priizis, anderer-
seits nicht ganz logisch, da sie ein konkretes riumliches Ge-
bilde durch einen abstrakten Begriff erklirt. Den Winkel
als einen durch die beiden Schenkel aus der Gesamtebene
ausgeschnittenen Flichenteil zu definieren hat das Mifsliche,
dafs dadurch das Operieren mit unendlichen Grofsen, das ohne
Weiteres wissenschaftlich nicht zuliissig ist, notwendig ge-
macht wird, ganz abgesehen davon, dafs der Begriff des
Flicheninhalts ein fremdartiges Moment in die Betrachtung
bringt.

11. Obgleich Strecken und Winkel beide melsbare Grifsen
sind, so zeigen sie doch fundamentale Unterschiede. Wiih-
rend man eine Strecke beliebig vergrofsern kann, ohne zum
Anfangswerte zuriickzugelangen, fithrt die fortgesetzte Ver-
grofserung eines Winkels unendlich oft zu Gebilden, die mit
frither erzeugten iufserlich identisch sind. — Wollte man
eine einleuchtende Interpretation der Verschiedenheit der
Winkel geben, welche um %.360° verschieden sind, so miifste
man sich der Riemanw'schen Fliche bedienen, die unendlich
vielfach um den Scheitelpunkt gewunden ist; doch liegt es
nicht in der Absicht unserer Darstellung, auf diesen Punkt
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weiter einzugehen. — Dals fiir Winkel eine bestimmte Mafs-
einheit existiert, ist nur eine Folge jener periodischen Wieder-
kehr desselben Gebildes.

&7

Dreiseit und Dreieck.

1. Wir wenden uns jetzt zu den Gebilden, die aus der
Zusammenstellung von drei Geraden oder drei Punkten hervor-
gehen, dem Dreiseit und dem Dreieck. Da man durch drei
Punkte, welche nicht in eine Gerade fallen, immer drei Ge-
rade legen kann, so ist ein Dreieck, jenen Spezialfall abge-
rechnet, stets zugleich ein Dreiseit; dagegen ist ein Dreiseit
nur dann ein Dreieck, wenn sich die drei Geraden wirklich
alle in drei verschiedenen Punkten schneiden. Wir werden
in der Folge in erster Linie vom Dreiseit als dem allgemeineren
Gebilde sprechen und das Wort Dreieck nur dann gebrau-
chen, wenn die spezielle Natur des Satzes drei sich schnei-
dende Gerade verlangt.

Die Fiille, wo drei Punkte auf einer Geraden liegen
oder drei Gerade durch einen Punkt gehen, bieten nichts
wesentlich Neues und konnen daher beiseite gelassen werden.

2. Durch das Dreieck — wir denken uns die Geraden
hier wie in der Folge immer in ihrem vollen Umfange aus-
gezogen — wird die Gesamtebene in sieben getrennte Teile
zerlegt, von denen der eine vollstindig begrenzt ist (das
Dreieck im gewdhnlichen Sinne); von den sechs iibrigen teil-
weise unbegrenzten enthalten drei je einen, drei andere je
zwei Winkel. In der Figur treten drei endliche Strecken
auf, die wir als die Seiten des Dreiecks bezeichnen, ferner
dreimal je vier denselben Scheitel besitzende, konvexe Winkel,
von denen die von den Seiten gebildeten die Dreieckswinkel
heifsen, wiihrend ihre sechs Nebenwinkel als die Au/senwinlkel
bezeichnet werden. Durch drei dieser Winkel, die verschie-
dene Scheitel haben, sind die iibrigen linear bestimmt.

Beim Dreiseit sind drei weitere Fille denkbar:

a. Die drei Geraden sind einander parallel; dann treten
weder Seiten noch Winkel auf;

b. zwei Gerade sind parallel und werden von der dritten

Rausenberger, Elementargeometrie. 3
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geschnitten; dann entstehen eine Seite und zwei unabhiingige
Winkel ;

c. zwel Gerade, welche sich schneiden, sind beide der
dritten parallel; dann wird ein Winkel, aber keine Seite
gebildet.

Wie weit diese Fille der Wirklichkeit entsprechen, soll
erst an spiterer Stelle entschieden werden.

3. Bei jedem Dreieck treten also sechs selbstindige,
melsbare Grofsen auf: die drei Seiten und die drei Dreiecks-
winkel (kurzweg als die Winkel zu bezeichnen), wihrend
beim Dreiseit diese Stiicke teilweise wegfallen konnen®). Die
erste sich naturgemils darbietende Frage ist: Sind dicse sechs
Stiicke von eimander unabhingig, oder sind durch eimen Teil
derselben die iibrigen bestimmt? Diese Frage kann noch anders
formuliert werden. Wir wollen in Zukunft zwei Gebilde gleich
nennen (wofiir das Zeichen = gebraucht wird), wenn sie,
von der Lage abgesehen, vollstiindig iibereinstimmen, so dafs
das eine mit dem anderen durch geeignete Ortséinderung zu
vollstiindiger Deckung gebracht werden kann. Dann konnen
wir fragen: In welchen Stiicken miissen Dreiseite, resp. Drei-
ecke iibereinstimmen, damit daraus ihre vollstindige Gleichheit
folgt? Diese Frage wird durch die Gleichheitssitze beant-
wortet werden.

Finden wir nun, dafs ein Teil der Stiicke geniigt, um
das Dreieck zu bestimmen, so ist dadurch die Aufgabe ge-
stellt, aus den bestimmenden Stiicken die iibrigen zu berech-
nen, eine Aufgabe, die wir allerdings erst auf einer hoheren
Stufe werden 1osen konnen.

Der Gang der folgenden Untersuchung ist so angeord-
net, dals zuniichst nur Sitze hergeleitet werden, die nicht
die Aufstellung neuer Axiome verlangen; erst zum Schlusse
wird das Parallelenaxiom eingefithrt werden.

Anmerkung: An Stelle des Wortes ,gleich® im angege-
benen Sinne ist allgemein der Ausdruck , kongruent® iiblich
geworden, withrend man Figuren von gleichem Ilicheninhaltc

*) Seiten und Winkel des Dreiecks werden wir durchgehends als
positive Grofsen behandeln.
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kurzweg als gleich bezeichnet; als Zeichen der Kongruenz wird
~ gebraucht, wonach sich die Kongruenz aus zwei angeblich
einfacheren Begriffen, der Flichengleichheit und der Ahnlich-
leit zusammensetzt. Aber wird denn jemals die Kongruenz
zweier Figuren dadurch nachgewiesen, dals man die Gleich-
heit ihres Flicheninbaltes und ihrer Gestalt darthut? Im
Gegenteil. Immer ist die Kongruenz dasjenige, was zuerst
erwiesen wird, wihrend sich die ganze Lehre vom Flichen-
inhalt und der Ahnlichkeit auf die Kongruenzsiitze griindet.
Die Kongruenz ist der einfachere Begriff, und es ist geradezu
monstris, dals derselbe in der Bezeichnung wenigstens auf
zwei kompliziertere zuriickgefiihrt wird. Vollkommen un-
logisch ist die Anwendung des Zeichens = fiir die Gleichheit
von Gebilden, bei denen von Ahnlichkeit ohne volle Uber-
einstimmung gar nicht die Rede sein kann, wie bei Ecken
Es ist daher an der Zeit, die gewohnliche unlogische und
schwerfiillige Bezeichnung durch die einfachere und niiher
liegende , gleich” zu ersetzen. Auch FEuklid gebraucht fiir die
volle Ubereinstimmung nur das Wort gog, und entsprechend
verfihrt die franzosische Sprache.

4. Zwei in einer Ebene liegende gleiche Gebilde kinnen
nicht immer durch Verschicbung in dieser zum Zusammen-
fallen gebracht werden; es kann auch ndtig sein, das eine
Gebilde vorher wmeullappen, so dafls die beiden Seiten der
Ebene vertauscht werden.

§ 8.
Die zwei ersten Gleichheitssitze.

1. Erster Gleichheitssatz: Zwei Dreiseite sind gleich, wenn
sic in eier Seite und den beiden anliegenden Winkeln iiberein-
stimmen. Dabei miissen die Winkel in beiden Gebilden als
auf derselben Seite der Geraden anliegend gedacht werden.

Beweis*): Legen wir die beiden Dreiseite abc und a,b,c,,

#) Wir bezeichnen die drei Geraden eines Dreiseits mit drei kleinen
lateinischen Buchstaben, meistens a, b, ¢, indem wir unter denselben
gleichzeitig die begrenzten Teile dieser Geraden, soweit solche iiber-
haupt vorhanden sind, verstehen; der Punkt ab heilst C u. s. w., der

g%
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bei welchen @ = a,, X f = B,, Ly = 7, ist, mit a und q,
aufeinander und zwar so, dafs B auf B, C auf C, kommt,
so konnen die Dreiseite in einer Ebene noch eine doppelte
Lage zu einander haben; wir wihlen diejenige, bei der die
Winkel g und p auf B, und p, fallen. Wegen der Gleichheit
der entsprechenden Winkel fallen die Geraden b und ¢ in b,
und ¢;, so dals sich beide Gebilde vollstindig decken.

2. Zweiter Gleichheitssatz: Zwe: Dreiecke sind gleich,
wenn sie n zwei Seiten und dem wvon thnen eingeschlossenen
Winkel ibereinstimmen.

Beweis: Durch Aufeinanderlegung der Dreiecke, etwa
von dem gleichen Winkel ausgehend, erkennt man, dafs sie
mit ihren drei Eckpunkten, also ganz zum Zusammenfallen
zu bringen sind.

3. Diejenigen Stiicke gleicher Figuren, welche beim
Aufeinanderlegen zusammenfallen, heifsen homolog. Homologen
Seiten eines Dreiecks liegen homologe Winkel gegeniiber. Aus
der bewiesenen Gleichheit zweier Gebilde folgt die Gleich-
heit ihrer homologen Stiicke. Durch die Gleichung AABC
= A4, B, C, driicken wir nicht nur die Ubereinstimmung der
beiden Gebilde aus, sondern geben noch genauer an, dafs
A und 4, u. s. w., AB und 4, B; u. s. w. homolog sein
sollen, und ebenso in anderen Fillen. Die Gleichung A ABC
= BAC ist daher keine Identitit.

4., Die beiden ersten Gleichheitssiitze (bei Euklid der
dritte und erste) haben den Umstand gemein, dafs drei neben-
einander liegende Stiicke als gleich gegeben sind; die Krle-
digung der iibrigen Fille macht das Vorausschicken ander-
weiter Betrachtungen notig.

Vorerst untersuchen wir einen Spezialfall des zweiten
Gleichheitssatzes weiter.

§ 9.
Parallele Gerade.
1. Werden zwei Gerade von einer dritten, der sog.
Sekante, geschnitten, so entstehen acht konvexe Winkel um

Winkel bei C heifst y u. s. w. Bin Dreiseit wird mit A abe, ein
Dreieck mit A A BC bezeichnet.
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zwei Scheitel. Wir nennen Winkel, die auf derselben Seite der
Sekante und derselben Seite der geschnittenen Geraden liegen,
Lorrespondierende Winkel; solche, die auf derselben Seite der
Sekante und verschiedenen Seiten der geschnittenen Geraden
liegen, entgegengesetzte Winkel; Winkel auf verschiedenen
Seiten der Sekante und derselben Seite, resp. verschiedenen
Seiten der geschnittenen Geraden nennen wir korrespondie-
. rende Wechselwinkel, resp. Wechselwinkel. Bei entgegenge-
setzten Winkeln und Wechselwinkeln sind insofern zwei Unter-
abteilungen moglich, als sie beide innerhalb cder aufserhalb
der geschnittenen Geraden liegen kinnen.

2. Sind zwei korrespondierende Winkel gleich, so sind
es auch die iibrigen, sowie die Wechselwinkel; die entgegen-
gesetzten Winkel und Wechselwinkel sind supplementiir®):
dies ist unmittelbar mit Hilfe von Neben- und Scheitelwin-
keln zu verifizieren. Gilt ferner fiir irgend eines der Winkel-
paare die angegebene Beziehung, so finden fiir alle iibrigen
die entsprechenden statt.

3. Nehmen wir nun an, dafls (Figur 1) diese Relationen
statthaben, so sind die Gebildle AFGC und DGFB gleich,
da F'G = FG, < a=09,

X p=7yist(§8,1). Wenn A
sich nun die Geraden 4B

und CD in der Richtung

nach 4 und C hin schunei- /

den wiirden, so miifste 3 o

dies wegen dieser Uber- % /4 TR 9 X
einstimmung auch in der
entgegengesetzten  Rich- P
tung geschehen, d. h. AB / %
und CD miilsten sich in /
: 2 B D
zwei Punkten schneiden, L

was nicht moglich ist
(Beweis von Plolemiios). Wir haben den wichtigen Sata:
Bilden zwei Gerade mit eier dritten gleiche korrespondicrende

*) Zwei Winkel heilsen supplementir, wenn sie zusammen einen
Gestreckten, komplementir, wenn sie zusammen einen Rechten betragen,
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Winkel oder Wechselwinkel, oder supplementire entgegengesetzte
Winkel oder korrespondicrende Wechsclwinkel, so sind sie
parallel.

Da es nun offenbar moglich ist, in zwei Punkten einer
Geraden Gerade unter beliebigen Winkeln an sie anzutragen,
so ist hiermit die Existenz paralleler Geraden nachgewiesen.

4. Macht man bei A ABC X DBE = CADB (Fig. 2),

so ist BD== AC. Der

Teil von B D, welcher

auf derselben Seite von

\ AE wie AABC liegt,

A muls aulserhalb <z 4 BC

fallen, da er sonst BC

zum zweiten Male oder

die Parallele AC schnei-

den miifste®). Daher ist

X CBE > DBE oder

> CAB, und da LABC+ CBE = 2R, so folgt CCAB
< CBE +4 CBA <2R.

Zwei Dreieckswinkel betragen daher zusammen immer we-
wiger als einen Gestreckten™).

Ferner ist X CBE > CAB, da <X CBE > DBE.
Nimmt man statt ST CBE seinen Scheitelwinkel, so erkennt
man ebenso, dafs 9C CBE > ACB ist. FEin Aufsenwinkel
eines Dreiecks ist grofser als jeder der beiden Dreieckswinkel,
die wicht seine Nebenwinkel sind.

e :
A 2 B
Fig. 2.

Die entsprechenden Euklidischen Beweise (Elem. I, 27,
28, 16, 17) sind nicht naturgemifs; doch fiihren dieselben
durch Fortsetzung der Schlufsweise zu dem folgenden merk-
wiirdigen Legendre'schen Satze:

5. Lehrsatz: Die Winkelsumme eines Dreiecks kann nicht
mehr betragen als einen Gestreckten.

*) Die Anschauung zeigt, dals eine Gerade, welche in eine ge-

schlossene Figur eintritt, auch wieder aus derselben austreten mulfs.

##¥) Ein Dreieck kann daher nur einen rechten oder stumpfen Winkel
enthalten.
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Beweis: Im Dreieck 4 BC (Figur 3) denken wir uns BC
in I halbiert, auf der verlingerten Geraden AE EIF' = AL
gemacht und BF und CF

gezogen. Dann ]St A BEF e T e ] ~7{'
=CEA, ACEF=BEA
nach § 8, 2. Die Dreiecke \J;\ A

ABF und ACIKF haben
daher mit ABC die glei-
che Winkelsumme; denn
esistz.B.<C FAB-+ABF
+ BFA=FAB + ABC+ ACE + CAE. Nun ist aber
von den heiden Winkeln F'AB und CAF jedenfalls einer
< % «, so dafs wir ein Dreieck (A BF oder ACF') konstruiert
haben, welches mit €' 4 B.die gleiche Winkelsumme, aber
an Stelle von « einen Winkel «, hat, der < { « ist. Ebenso
konstruieren wir ein weiteres Dreieck von gleicher Winkel-
summe, welches einen Winkel o, <4« < 1a hat, und so
fortfahrend schliefslich ein ebensolches Dreieck mit einem

Fig. 3.

;i 1 ; v
Winkel «, < 2 . Bei wachsendem »# nimmt also «, unter

jede Grenze ab. Da nun die beiden andern Winkel des
letzten Dreiecks zusammen kleiner als ein Gestreckter sind,
«, aber beliebig klein gedacht werden darf, so folgt der be-
hauptete Satz.

6. Alle Resultate dieses Paragraphen beruhen auf der
Voraussetzung, dafs zwei Gerade sich nur in einem Punkte
schneiden konnen, was gleichzeitig involviert, dals die Gerade
keine endliche, in sich selbst zuriicklaufende Linie ist. Ver-
wirft man diese, der Anschauung entlehnte, nicht logisch zu
folgernde Erkenntnis, so sind Dreiecke moglich, deren Win-
kelsumme meéhr als zwei Rechte betriigt. Wir betrachten in
der Folge den Legendre’schen Satz als bestehend; spiiter
haben wir auf den Gegenstand zuriickzukommen.

§ 10.
Sitze iiber die Seiten und Winkel eines Dreiecks.
An die beiden bewiesenen Gleichheitssitze schlielsen sich
direkt einige einfache Sitze iiber den Zusammenhang zwi-
schen den Seiten und Winkeln eines Dreiecks an.
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1. Gleichen Seiten eines Dreiecks (,gleichschenkliges Drei-
eck*) liegen gleiche Winkel gegeniiber. Denn ist in A ABC
AB = BC, so 'ist A ABC = CBA nach'§ 8, 2, also
A

Dieser einfache Beweis ist allen andern vorzuziehen, da
er keine Hilfslinien notig macht.

Eulklid giebt (I, 5) von dem Satze einen iiberaus kom-
plizierten und schwerfilligen Beweis; er iibersah wahrschein-
lich den hier gegebenen, wihrend er sich unnétigerweise
scheute, den Winkel an der Spitze zu halbieren, ohne vorher
das Winkelhalbieren behandelt zu haben.

2. Der grifseren Seite tm Dreieck liegt der grifsere Winkel
gegeniiber.

Beweis: Ist AB > AC, sosmachen wir auf AB AD
= AC und ziehen DC; dann teilt DC den Winkel ACB.
Es ist 5 ACD = ADC, also X ACB > ADC, ferner
X ADC> DBC nach § 9, 4, also 3 ACB > DBC.

3. Aus diesen beiden Siitzen lassen sich zwei andere
ableiten, welche zusammen genau dasselbe aussagen wie jene.
Die gewdhnliche, aus dem Altertum iiberkommene Art der
rein logischen Herleitung von Sitzen aus anderen, mit ihnen
wesentlich identischen, ist die indirektc Beweismethode, welche
die Annahme, dafs der Satz falsch sei, als unrichtig nach-
weist und damit eben den Satz begriindet. Diese Methode
hat etwas Schwerfilliges, ist aber bis jetzt durch keine an-
dere von gleicher Prizision ersetzt. Wir betonen nochmals,
dals durch sie (wenn sie nicht nur als 7eil eines Beweises
auftritt) nichts materiell Neues hergeleitet, sondern nur be-
reits Bekanntes in andere Form transformiert wird, #ihnlich
wie man etwa aus » Gleichungen mit » Unbekannten auf
unendlich viele Arten n andere herleiten kann, die dasselbe
Resultat geben.

Wir sprechen die beiden Siitze aus:

Gleichen Winkeln im Dreieck liegen gleiche Seiten gegen-

tiber, und

dem grofseren Winkel im Dreieck liegt die grifsere Seite

gegeniiber.

Beweis: Gleichen Winkeln kéonnen nicht verschiedene
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Seiten gegeniiberliegen, da solchen wieder ungleiche Winkel
gegeniiberliegen miifsten. Dem grifseren von zwei Winkeln
kann ebenso wegen 1. und 2. weder eine gleiche, noch eine
kleinere Seite gegeniiberliegen.

Ubrigens macht es keine Schwierigkeit, die beiden Siitze
direkt zu beweisen, z B. den ersten genau wie 1., nach § §, 1.

Einem rechten oder stumpfen Winkel im Dreieck liegt
immer die griofste Seite gegeniiber.

4. Dreiecke mit drei gleichen Seiten haben drei gleiche
Winkel und umgekehrt (gleichseitige Dreiecke).

Bei den Winkeln eines Dreiecks ist die Grifsenfolge
dieselbe wie bei den gegeniiberliegenden Seiten.

5. Lehrsatz: Zwei Seiten eines Dreiecks sind zusammen
immer grofser als die dritte.

Beweis: Macht man auf der Verlingerung der Seite AC
des Dreiecks ABC CD=CB, so ist 3 CBD = CDB, also
< ABD > CDB und somit AD > AB oder AC 4+ CB
> AB. — Diesen Satz als Axiom zu formulieren, wie Archi-
medes es wollte, ist kein Grund vorhanden. Er lifst sich
leicht zu dem folgenden erweitern:

6. Lehrsatz: Die gerade Verbindungslinie zweier Punlite
A und B st kiirzer als jede aus geraden Teilen bestchende ge-
brochene Verbindungslinie (z. B. ACDEB).

Beweis: Im vorliegenden Beispiel ist AC + CD > AD,
DE+ EB>DB, AD + DB > ADB u. s. w., und analog
in jedem andern Falle.

Nach den Bemerkungen § 5, 9-ldfst sich dieser Satz
ohne Zuhilfenahme eines Axioms nicht auf krummlinige Ver-
bindungslinien ausdehnen.

7. Der Satz von Nr. b giebt keine eigentliche Grofsen-
beziehung zwischen den drei Seiten eines Dreiecks, sondern
nur eine Grenze fiir die Werte derselben, ihnlich wie man
in dem arithmetischen Ausdrucke @ — b, so lange man nur
mit positiven Zahlen operiert, nicht b > @ nehmen darf.
Solche Begrenzungen von zulissigen Werten haben immer
etwas Unbefriedigendes und fordern zur Erweiterung der
fundamentalen Begriffe auf, wie ja auch der Ausdruck @ — b
durch Annahme von b > a zu den negativen Gréfsen fiihrt.
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Ebenso liegt in jener Beschrinkung der Werte der Seiten
eines Dreiecks eine Aufforderung zur Erweiterung der geo-
metrischen Begriffe, zur Schaffung einer dmaginiren Geo-
metrie. Wir miissen jedoch darauf verzichten, das Material,
welches fiir eine solche vorhanden ist, hier zusammenzutragen,
da es an einer elementaren Entwickelung ohne Zuhilfenahme
von Koordinaten oder gewisser projektivischer Beziehungen
noch fehlt.

118

Zwei weitere Gleichheitssitze.

1. Dritter Gleichheitssatz (zweiter Kongruenzsatz): Zwei
Dreiccke sind gleich, wenn sie in den drei Seiten iibereinstimmen.

Beweis: Legen wir die beiden in den Seiten iiberein-
stimmenden Dreiecke ABC und 4, B,C; mit den Seiten A B
und 4, B, (4, auf A, B, auf B) aneinander und verbinden
C mit C,, so ist L ACC, = 4,C,C, <x BCC, = B,(C,C,
woraus bei jeder Lage der Verbindungslinie << y = p, folgt,
wodurch der Satz auf § 8, 2 zuriickgefiihrt ist.

2. Vierter Gleichheitssatz (dritter Kongruenzsatz, zweiter
Teil): Zwei Dreiecke sind gleich, wenn sie in einer Seite, eimem
anliegenden und dem gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen .

Beweis: Ist AB= A, B,, <L ¢ = a;, Sy =7, 50
konnen wir A A4, B,C, so auf A A BC legen, dals 4, auf
A, B, auf B, die Gerade 4,C, auf AC (der Richtung nach)
zu liegen kommt. Dann mufs auch C, auf C fallen; denn
sonst wire 9y 271; da einer derselben der Aulsenwinkel

des Dreiecks CBC, wiirde.

§ 12.

Punkt und Gerade; der fiinfte Gleichheitssatz.

1. Wir schalten einige Betrachtungen ein iiber die Lage
eines Punktes 4 zu einer Geraden BC, die nicht durch ihn
hindurchgeht. Da der Punkt als Schnittpunkt zweier Geraden
betrachtet werden kann, so gehoren diese Untersuchungen
hierher. A kann mit siimtlichen Punkten von BC durch Ge-
rade verbunden werden; die Vergleichung der Lingen der
s0 bestimmten Strecken soll uns beschiftigen.
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Ist AD eine beliebige dieser Strecken und lédfst man
Punkt I von D aus nach der einen oder der andern Rich-
tung auf BC ins Unendliche fortriicken, so wiichst auch A F
ins Unendliche; es ist nimlich A 4+ AD > DE oder AL
>DE — AD, so dafs AE mit DE unendlich wird. Es
existiert also keine léingste Verbindungsgerade zwischen A
und BC.

2. Da keine der Strecken gleich Null wird, so miissen
unter ihnen eine oder mehrere kiirzeste von endlicher Liinge
existieren; die Liinge einer solchen heilst der Abstand des
Punktes 4 von BC.

3. Ist nun AD diese kiirzeste Strecke, so wissen wir
aus dem Vorhergehenden, dafs wenn sich Punkt F von D
aus auf BC nach der einen oder andern Seite hin ins Un-
endliche bewegt, 4 bis ins Unendliche wichst, wobei frei-
lich ein fortgesetztes Wachstum ohne zeitweiliges Abnehmen
noch nicht nachgewiesen ist. Doch konnen wir sofort dar-
thun, dals die Grofseniinderung von AE stetig, nicht sprung-
weise vor sich geht. Ist nimlich FF eine beliebig klein zu
denkende Strecke auf BC, soist AF — EF < AF < AE
+ EF, d. h. AF unterscheidet sich von A FE nur um eine
Grofse von beliebiger Kleinheit.

Da hiernach AE von AD ausgehend nach beiden Seiten
hin stetig bis ins Unendliche wiichst, also alle endlichen
Werte > A D durchlduft, so werden sich unter den beider-
seitigen Werten von A FE je zwei gleiche (vielleicht auch
mehrere) finden. Ist etwa AG = A H und liegen G und H
auf verschiedenen Seiten von D, so halbieren wir GH in J
und ziehen A4J; dann ist A AJG = AJH, also < GJA
= HJA = 1R. Wir finden also, dafs es maglich ist, von A
auf BC ein Perpendilel zu fillen™), und zwar mur eines, da
sonst ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln entstehen wiirde.

4. Nachdem nun die Existenz eines Perpendikels AJ
auf BC nachgewiesen ist, erkennen wir sofort, dafs es die

*) Man errichtet ein Perpendikel in einem Punkte einer Geraden
auf dieser; man fGllt ein Perpendikel von einem Punkte aulserhalb
einer Geraden auf diese,
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kiirzeste Verbindungslinie zwischen 4 und B( ist; denn in
jedem Dreieck AJE ist wegen 9C AJE = 1R AL > AdJ.
Ferner ist, wenn E und F in BC auf derselben Seite von
J liegen, AF > AFE, falls JF > JE ist; denn in A AEF
ist L AEF > AJE > 1R. Umgekehrt folgt aus AF > AFE
auch JF > JE; denn weder JF = JI noch JF > JE ver-
triigt sich nach dem Vorhergehenden mit A7 > AFE. Auf
derselben Seite von AJ sind daher keine zwei gleichlangen
Strecken von A nach BC miglich.

Liegen dagegen E und F' auf verschiedenen Seiten von
J in BC, so ist bei JE = JF auch A\ AJE = AJF, also
AFE = AF. Aus AE = AF folgt auch umgekehrt JE = JF;
denn im Falle der Ungleichheit von JE und JF brauchte
man nur JF auf der umgekehrten Seite von J aus abzu-
tragen, um sofort auf einen Widerspruch zu stofsen. In
gleicher Weise kann man darthun, dafs die oben aufgestellte
Beziehung zwischen AF > AFE und JE > JE auch noch
gilt, wenn F' und F auf verschiedenen Seiten von J liegen.

Von besonderer Wichtigkeit ist das Resultat, da/s man
von A nach BC nwr je zwei gleichlange Strecken legen Lann.

5. Es moge nun in den beiden Dreiecken 4 BC und
A,B,C, AC= A,C,, BC = B,C, und ¥ g = B, sein. Wir
konnen dann A 4, B,C, so auf A ABC legen, dals 9T f,
auf B und B,C, auf BC fillt. Da man von C nach AB
je zwei gleichlange Gerade ziehen kann, so muls 4,C, ent-
weder auf AC oder in eine zweite Lage 4'C kommen; nur
wenn <C & = o, = 1 R ist, reduzieren sich beide Lagen auf
eine einzige. Ist nun 4,0, < B,(,, so fillt 4,C, nach dem
Vorhergehenden in beiden Lagen auf dieselbe Seite von BC,
ist aber A,C, > B, C,, so fillt es auf verschiedene Seiten
von BC. Im letzteren Falle enthilt aber A" B, C; nicht 9Cf,,
sondern dessen Nebenwinkel. Die Fille, dafs 9 8, = 2 R
— B, = 1R und dals 4,C, = B,C, ist, erledigen sich un-
mittelbar.

Wir haben den

fiinften Gleichheitssatz (vierten Kongruenzsatz): Zwei Drei-
ecke sind gleich, wenn sie in zwei Seiten und dem der grifseren
von ihnen gegewiiberliegenden Winkel iibereinstimmen.
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Der Satz bleibt richtig, wenn die beiden Seitenpaare
gleich sind.

Durch zwei Seiten und den der kleineren gegeniiberlie-
genden Winkel ist ein Dreieck nur zweideutig bestimmt (wenn
es iiberhaupt moglich ist); nur in dem Spezialfalle, dafs der
der grofseren Seite gegeniiberliegende Winkel ein rechter
wird, findet eindeutige Bestimmung statt.

Der fiinfte Gleichheitssatz findet sich merkwiirdiger Weise
nicht in den Elementen des Fulklid; es ist dies um so auf-
fiilliger, als der entsprechende Ahnlichkeitssatz bewiesen wird,
der implizite den Gleichheitssatz enthilt. Derselbe war also
den Alten thatsiichlich bekannt.

§ 13.

Dreiecke, welche nur in einzelnen Stiicken
iibereinstimmen.

1. Nach den vorhergehenden Untersuchungen ist ein
Dreieck ein- oder zweideutig bestimmt, wenn von ihm drei
Stiicke gegeben sind; die einzige Ausnahme bildet der Fall
der drei gegebenen Winkel, iiber den wir an dieser Stelle
noch nicht ins Klare kommen konnen. Durch weniger als
drei Stiicke ist ein Dreieck niemals bestimmt, wovon man
sich ohne Schwierigkeit iiberzeugen kann.

Wir schliefsen nun einige Sitze an, in denen Dreiecke
verglichen werden, die in weniger als drei Stiicken iiberein-
stimmen; nur ein Teil derselben findet sich bei Fuklid vor
und es wiirde auch keine Schwierigkeit bieten, ihre Zahl zu
vermehren.

2. Lehrsatz: Wenn zwei Dreiecke eine Seite ADB gemein-
sam haben und das eme ABC, ganz inmerhalb des anderen
ABC zu liegen kommt, so ist die Summe der beiden wicht ge-
meimsamen Seiten bei dem inmeren Dreieck grifser als bei dem
daufseren; dagegen ist der der gemeinsamen Seite gegeniiberliegende
Winkel bei dem imneren Dreieck grifser als bei dem dufseren.

Beweis: Verlingert man AC, bis es BC in D schnei-
det, so ist AC+ CD> AC, + C,D, C,D-+ DB > C,B,
also AC+4 CD + C,D+ DB > AC, + C,D + C, B oder
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AC + CD 4+ DB > AC, + C,B oder AC 4+ CB > AC,
+ C,B. Ferner ist nach § 9,4 93 AC,B > C,DB > ACB.

3. Lehrsatz: Wenn zwei Dreiecke iibereinstimmen in zwei
Seiten, aber wicht in dem von ilmen eingeschlossenen Winkel,
so st die dritte Seite in demjenigen Dreieck die grifsere, in dem
der eingeschlossene Winkel der grifsere ist.

Beweis: Ist in den Dreiecken ABC und A4,B,C, AD
= A4,B,, AC= A,C,, <L a>a, so legen wir das zweite
Dreieck so auf das erste, dafs A, auf 4, B, auf B kommt;
dann fillt 4C, zwischen die Schenkel des Winkels «. Kommt
nun O, gerade auf BC zu liegen, so ist selbstverstindlich
BC> B,C,. Liegt C, innerhalb A ABC, so ist nach dem
vorigen Satze AC + BC > A,C, + B,C,, also BC> B,(,.
Fillt endlich C, aufserhalb A ABC, so dafs BC durch 4,C,
in O geschnitten wird, so ist BO + 0C; > B,C,, 4,0 + 0OC
> AC, also nach Addition BO + 4,C, 4+ 0C > B,C, + AC
oder BC> B, (,.

4. Lehrsatz: Wenn zwei Dreiecke iibereinstimmen in zwei
Seiten, aber nicht in der dritten, so ist der von den beiden
ersten eingeschlossene Winkel in demjenigen Dreieck der grifsere,
i welchem die dritte Seite die grifsere ist.

Beweis: Wiire bei den Winkeln das Verhiiltnis das um-
gekehrte oder wiren sie beide gleich, so wiirde dies dem
vorigen Satze oder dem zweiten Gleichheitssatze widersprechen.

5. Lehrsatz: Stimmen zwei Dreiecke iiberein in einem
rechten oder stumpfen Winkel und einer anliegenden Seite, wicht
aber der amdern, so ist die dem Winkel gegeniiberliegende Seite
wm demjenigen Dreiecl die grifsere, in welchem die zweite an-
liegende Seite die grifsere ist und wumgekehrt.

Beweis: Legt man die Dreiecke mit den iibereinstimmen-
den Stiicken auf einander, so folgt die Richtigkeit des Satzes
sofort aus den Betrachtungen von § 12, 4.

6. Lehrsatz: Stimmen zwei Dreiecke diberein in einem
rechiten oder stumpfen Winkel, sind aber die beiden anschlie[sen-
den Seiten in dem eimen Dreieck einzeln grifser als die entspre-
chenden in dem andern, so ist die dritte Seite in dem ersten
grofser als in dem letsteren.

Beweis: Nimmt man ein Hilfsdreieck an, welches den-
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selben Winkel hat, in der einen anliegenden Seite mit dem
einen, in der andern mit dem andern vorliegenden Dreieck
iibereinstimmt, so folgt der Satz durch zweimalige Anwen-
dung des vorhergehenden.

7. Lehrsatz: Stimmen zwei Dreiecke in zwei Winkeln
tiberein, aber nicht in der beiden anliegenden Seite, so sind in
demjenigen Dreieck die beiden andern Seiten die grifseren, in
dem die erste die grifsere ist.

Beweis: Ist in A ABC und A 4, B,C, A, B, > AB,
¥ a=wa, B =4, solegen wir die Dreiecke mit & und «,
aufeinander, so |dafs 4, B, in die Gerade A B fillt. Dann
wird nach § 9,3 B,C, &= B(, so dafs B,C, ganz aulserhalb
A ABC fillt. Daher ist 4,C, > AC. Durch Aufeinander-
legen mit § und g, folgt ebenso B,C, > BC.

§ 14.

Mobgliche Konstruktionen von Dreiecken.

1. Wir haben nun noch folgende Frage zu untersuchen:
Wann lifst sich aus drei gegebenen, das Dreieck gemils
den Gleichheitssiitzen ein- oder zweideutig bestimmenden
Stiicken, wirklich ein Dreieck bilden? Sind zwei Seiten und
der eingeschlossene, natiirlich konkave, Winkel willkiirlich
gegeben, so kann man sich die Seiten auf den Schenkeln
des Winkels abgetragen denken; es lifst sich aus diesen
Stiicken immer ein Dreieck bilden. Sind eine Seite und die
anliegenden Winkel gegeben, so kann man die Winkel an
die Seite angetragen denken; doch ist es fraglich, ob hier-
durch ein geschlossenes Dreieck entsteht. Jedenfalls miissen
die beiden Winkel zusammen weniger als ein Gestreckter
betragen, doch kann hier nicht dariiber entschieden werden,
ob diese Bedingung geniigt. Dieselbe Bedingung und der-
selbe Zweifel iiber die Moglichkeit gelten fiir den Fall, dafs
eine Seite, ein anliegender und ein gegeniiberliegender Winkel
gegeben sind.

2. Der Fall, dafs zwei Seiten und einer der nicht ein-
geschlossenen Winkel die vorgelegten Stiicke sind, ist leicht
mit Hilfe von § 12 zu erledigen. Wir denken uns auf einem
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Schenkel des Winkels die eine Seite abgetragen und kénnen
von dem freien Endpunkte aus die andere gegebene Seite,
falls sie grofser ist als das von hier auf die gegeniiberlie-
gende Seite gefillte Perpendikel, auf doppelte Art anlegen;
ist sie gleich dem Perpendikel, so giebt es fiir sie nur eine
einzige Lage; ist sie kleiner, so ist das Dreieck unmdglich.
Ist die Seite, welche dem gegebenen Winkel gegeniiberliegt,
die grofsere, so ist das Dreieck immer moglich. Das weitere
folgt aus § 12, b.

3. Sind drei Seiten gegeben, von denen jede kleiner
als die Summe und daher auch grofser als die Differenz der
beiden anderen sein mufs, so setzen wir zwei derselben mit
einem Endpunkte aneinander und denken uns die eine um
diesen gemeinsamen Endpunkt aus der Lage, wo beide Seiten
ineinander fallen, gedreht, bis beide einen Gestreckten mit
einander bilden.

Nach § 13, 3 muls bei dieser Drehung die dritte Seite
fortwiihrend wachsen, und zwar von der Differenz der heiden
anderen bis zu deren Summe. Falls nun dieses Wachstum
iiberall stetig, nirgends sprungweise vor sich geht, mufs sie
einmal den vorgeschriebenen Wert annehmen; die angege-
bene Bedingung ist also ausreichend.

Die Stetigkeit des Wachstums der dritten Seite scheint
freilich nicht strenge beweisbar; sie ergiebt sich aus der An-
schauung unmittelbar.

Auch durch Zuhilfenahme der Lehre vom Kreise wird
die Schwierigkeit insofern nicht gehoben, als nur aus der
Anschauung hervorgeht, dafs der Kreis, der Inbegriff aller
Punkte, welche von einem gegebenen gleichen Abstand haben,
eine zusammenhiingende Linie ist.

§ 15.
Das Parallelenaxiom.

1. Denken wir uns an der Geraden AB in 4 und B
die Halbgeraden BC und 4D angesetzt derart, dafls << O BA
+ BAD = 2R wird, so ist nach § 9, 3 AD & BC. Es
fragt sich nun: giebt es noch andere durch A4 gehende
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Parallelen zu BC? Moge etwa AFE, welches in den Winkel
BAD fillt, zu BC parallel sein; dann konnen alle zwischen
IiA und DA fallenden Geraden BC nicht schneiden. Lassen
wir AE sich von AD ausgehend um A gegen ADB hin
drehen, so ist es denkbar, dafs erst, nachdem A F einen end-
lichen Winkel beschrieben hat, ein Schneiden mit BC ein-
tritt, um nachher fortwihrend bis zur Endlage stattzuhaben.
Oder lassen wir umgekehrt ' auf BC sich von B iiber C
ins Unendliche bewegen, so ist es moglich, dafs sich AF
einer Grenzlage AX nihert, die mit 4D einen endlichen
Winkel einschliefst; andererseits ist es auch moglich, dafs
diese Grenzlage mit AD selbst zusammenfillt. Unsere An-
schanung erklirt das letztere fiir richtig; doch ist es trotz
zahlloser Versuche nicht gelungen, mit Hilfe der bis jetzt
eingefiihrten Grundlagen diese Thatsache zu beweisen. Wir
sprechen daher mit Fuklid das Axiom aus:

Wenn zwei Gerade mit einer dritten entgegengesetzte Winkel
bilden, welche zusammen weniger als einen Gestreckten betragen,
so schneiden sie sich, und zwar selbstverstimdlich auf der-
Jenigen Seite der dritten Geraden, auf der jene entgegengeselzten
Winkel liegen.

2. Folgerungen: a. Korrespondierende Winkel und Wechsel-
winkel an Parallelen sind gleich, entgegengesetzte Winkel und
korrespondicrende Wechselwinkel supplementir. Denn andern-
falls wiirden die inneren entgegengesetzten Winkel auf der einen
Seite der Sekante zusammen mehr, auf der andern weniger als
einen Gestreckten betragen, was ein Schmeiden der Parallelen
bedingen wiirde.

b. Zu jeder Geraden ist durch einen Punkt aufserhalb der-
selben immer eine und nur eine Parallele moglich.

c. Schneidet ecine Gerade die eine von zwei Parallelen, so
schneidet sie auch dic andere. Denn sonst wiire sie ihr parallel,
und wir hétten zu ihr zwei durch einen Punkt gehende
Parallelen.

d. Sind zwei Gerade emer dritten parallel, so sind sie
auch unter eimander parallel. Denn verbindet man je einen
Punkt zweier dieser drei Geraden durch eine Gerade mitein-
einander, so schneidet dieselbe auch nach c. die dritte Gerade;

Rausenberger, Elementargeometrie. 4
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durch Vergleichung der entstehenden korrespondierenden
Winkel folgt dann sofort das Behauptete.

e. Winkel mit paarweise parallelen Schenkeln sind gleich
oder supplementdr.

3. Lehrsatz: Die Winkelsumme eines Dreiecks betrigt
einen Gestreckten.

Beweis: Legt man beim Dreieck 4 BC eine Parallele
DE zu AB durch C, so ist X DCA = o, 3 BOE = g,
X DCA + ACB + BCE = o + B + y = 1 Gestreckter.

Zusalz 1. Die drei inneren Winkel des Dreiecks lassen
sich in diesem Satze einzeln durch je einen anliegenden
Auflsenwinkel ersetzen. Hierdurch erhilt der Satz die fol-
genden drei weiteren Formen:

a. Hin Aufsenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe
der beiden Dreieckswinkel, welche wicht seine Nebenwinkel sind.

b. Zwei Aufsenwinkel eines Dreiecks betragen zusammen
einen Gestreckten mehr als der Dreieckswinkel, welcher der Neben-
winkel su keinem wvon beiden 1st.

c. Die drei Aufsenwinkel eines Dreiecks betragen zusammen
awei Gestreckte.

Zusatz 2. Nach Einfilhrung des Parallelenaxioms redu-
zieren sich die Fille von Dreiseiten, die keine Dreiecke sind,
auf die beiden, dafs entweder alle drei Geraden parallel sind,
oder dafs zwei parallel sind und beide durch die dritte ge-
schnitten werden.

4, Von den scheinbaren Beweisen fiir das Parallelen-
axiom wollen wir hier nur den Bertrand’schen vorfiihren,
weil er am meisten Schein fiir sich hat.

Denken wir uns eine Gerade in unendlich viele gleiche
Teile geteilt und durch die Teilpunkte Gerade unter gleichen
Winkeln angelegt, so sind diese Geraden sémtlich parallel
und die entstehenden Parallelstreifen sind gleich, wie sich
durch Aufeinanderlegen zweier verifizieren lafst. Die ganze
Ebene enthilt somit unendlich viele solcher gleichen Streifen.
Andererseits ist das unendliche Flichenstiick, welches durch
die Schenkel eines Winkels aus der Ebene ausgeschnitten
wird, ein endlicher Bruchteil der letzteren, da es bei endlicher
Vervielfiltigung einen vollen Winkel oder mehr liefert. Ist
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es nun moglich, in einem der Parallelstreifen eine zweite
Parallele zur benachbarten Geraden zu ziehen, so ist in dem
Streifen, der nur einen unendlich kleinen Bruchteil der Ebene
ausmacht, ein Winkelraum ganz enthalten, der ein endlicher
Bruchteil der Ebene ist.

So plausibel auch diese Beweisfiilhrung auf den ersten
Blick erscheint, so mufs sie doch verworfen werden, weil sie
mit unendlichen Gréfsen in durchaus unzulissiger Weise ope-
riert. Unendliche Grofsen werden bei wissenschaftlich strengen
Betrachtungen immer nur in der Weise eingefiihrt, dafs man
endliche Grifsen nach einem bestimmt vorgeschriebenen Ge-
setze iiber jede Grenze wachsen lifst. Von einem Grenz-
iibergang ist aber bei dem Bertrand’schen Beweise keine
Rede; die Bemiihungen, einen solchen vorzunehmen, stofsen
auf uniiberwindliche Schwierigkeiten.

5. Das Scheitern aller Versuche, das Parallelenaxiom
zu beweisen, fiilhrte zu einer iiberaus merkwiirdigen Weiter-
entwicklung der Geometrie. Schon von Gauss wurde der Ge-
danke angeregt, es miisse sich eine widerspruchsfreie Geometrie
herstellen lassen, welche das Parallelenaxiom verwirft. Dieser
Gedanke wurde hauptsiichlich von J. Bolyai und Lobatschewsky
verwirklicht durch die Konstruktion einer Geometrie, die man
im Gegensatz zu der gewohnlichen, der FEuklidischen, die
wicht-Euklidische Geometrie, auch die absolute Geometrie zu
nennen pflegt. Dieselbe hat siimtliche Siitze, die wir vor
dem gegenwiirtigen Paragraphen herleiteten und ebenso eine
entsprechende Zahl stereometrischer Sitze mit der Euklidi-
schen Geometrie gemeinsam, weicht aber im Ubrigen voll-
stindig von ihr ab. Behufs eingehenderen Studiums der nicht-
Euklidischen Geometrie ist auf das Werk von J. Frischauf:
wAilemente der absoluten Geomelrie zu verweisen. Indessen
erscheint es zweckmiifsig, einige Resultate dieser Geometrie
hier anzufiihren.

a. Ist AB | AC und ist CD unter den von C aus-
gehenden Halbgeraden diejenige, welche am meisten gegen
A B hingeneigt ist ohne sie zu schneiden, so dafs also jede
in den Winkelraum ACD fallende Halbgerade A B schneidet,

so wird CD nach Bolyai als die Parallele zu AB fiir den
4:5
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Abstand AC bezeichnet; die iibrigen durch C gehenden
Geraden, die mit A B keinen Punkt gemeinsam haben, werden
nur als nicht schneidende Gerade bezeichnet. <2 ACD heiflst
der Parallelwinkel fiir die Entfernung AC. Der Parallel-
winkel ist verschieden fiir verschiedene Abstinde; er nimmt
zu fiir abnehmende Entfernungen und niihert sich bei ver-
schwindender Entfernung einem Rechten. In der nicht-
Euklidischen Geometrie sind die Winkelverhiiltnisse von den
absoluten Lingen nicht unabhingig.

b. Dreiecke konnen eine Winkelsumme besitzen, die
nach § 9, 5 nicht mehr als zwei Rechte betragen kann, aber
im allgemeinen unter zwei Rechten liegt. Dreiecke von
gleicher Winkelsumme (die kleiner als zwei Rechte ist) haben
gleichen Flicheninhalt. Haben zwei Dreiecke den Flichen-
inhalt ¢, und 4,, die Winkelsumme 6, und 6,, so ist

6,14 = (2R — ¢,) (2R — o,).

Es giebt ein grofstes Dreieck, dessen Winkelsumme gleich
Null ist, wie auch der Flicheninhalt irgend einer geradlinigen,
begrenzten Figur von bestimmter Seitenzahl einen bestimmten
Wert nicht iiberschreiten kann. Bei verschwindend kleinen
Dreiecken ndihert sich die Winkelsumme einem Gestreckten, wie
diberhaupt fiir unendlich Fleine Figuren die wicht- Eullidische
Geometrie in die Fullidische iibergeht.

6. Als hervorspringendster Unterschied zwischen Eukli-
discher und absoluter Geometrie mufs bezeichnet werden,
dafs in der ersteren die Liingen an sich (wie spiiter weiter
ausgefiilhrt wird) keine Rolle spielen, sondern in allen Rela-
tionen nur Ldngenverhiltnisse auftreten, wihrend in der abso-
luten Geometrie die Lingen selbst von bestimmendem Kin-
flufs sind. Von einer Willkiirlichkeit der Lingeneinheit kann
hier nicht mehr die Rede sein. Die Beziehungen zwischen
Liingen und Winkeln erscheinen aber abhiingig von einer
Konstanten %, deren Wert sich nicht herleiten lifst. Jeder
Wert dieser Konstanten giebt ein anderes System der Geo-
metrie; dem Werte & = oo entspricht die Euklidische Geo-
metrie. Es wiire denkbar, wenn auch unseren Vorstellungen
durchaus widerstreitend, dafs in Figuren von uns zuging-
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licher Grifse die Euklidische Geometrie so nahezu gilt, dafs
eine Abweichung von ihr nicht zu bemerken ist, dals da-
gegen bei grofseren Dimensionen, etwa bei Fixsternfernen,
eine Abweichung stattfindet.

7. Wir wollen an dieser Stelle noch einen weiteren Satz
von Legendre einfiigen, der eine KErginzung zu demjenigen
von § 9, b bildet:

Wenn die Winkelsumme eines  Dreiecks von  endlichen
Dimensionen ein Gestreckter ist, so ist sie es bei jedem.

Beweis. Zerlegt man das Fundamentaldreieck mit der
Winkelsumme von einem Gestreckten durch eine durch einen
Eckpunkt gehende Gerade in zwei kleinere Dreiecke, so mufs
jedes derselben ebenfalls dieselbe Winkelsumme besitzen;
denn die Summe der beiden Winkelsummen mufsinach Abzug
von einem Gestreckten wieder diejenige des Fundamental-
dreiecks geben, was nicht moglich ist, wenn nur eine der-
selben weniger als einen Gestreckten betriigt. Diese Zerlegung
lilst sich beliebig oft wiederholen und man kann mit Hilfe
derselben leicht beweisen, dals in jedem Dreieck, welches
sich ganz in das Fundamentaldreieck legen lifst, die Winkel-
summe dieselbe ist. Andererseits iiberzeugt man sich aber
in gleicher Weise davon, dafs in jedem Dreieck, welches sich
in kleinere Dreiecke zerlegen lifst, deren Winkelsummen
samtlich einem Gestreckten gleich sind, die Winkelsumme
ebenso grofs ist. Zerlegt man nun irgend ein Dreieck in so
kleine Dreiecke, dafs sie in dem Fundamentaldreieck Platz
finden, so folgt das Weitere von selbst.

8. Es ist nun noch die Frage aufzuwerfen: welche
wissenschaftliche Stellung ist der nicht-Euklidischen Geome-
trie einzuriumen? Die Meinungen gehen in dieser Hinsicht
weit auseinander. Wihrend manche dieselbe in das Gebiet
des , wissenschaftlichen Aberglaubens“ verweisen, gehen
andere, wie Zollner, so weit, ihr wirkliches Bestehen als
moglich anzusehen, so dafs sich z. B. bei sehr grolsen Drei-
ecken, wie sie in astronomischen Untersuchungen vorkommen,
eine merkliche Verschiedenheit der Winkelsumme von einem
Gestreckten herausstellen’ konnte. Wir wollen unserer Be-
urteilung zwei Gesichtspunkte zu Grunde legen.
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a. Das Parallelenaxiom ist trotz zahlreicher, ernstlicher
Bemiihungen, auch bedeutender Mathematiker, nicht bewiesen;
auf der Voraussetzung seiner Ungiltigkeit hat die nicht-
Euklidische Geometrie eine umfangreiche Reihe von Schliissen
aufgebaut, ohne dafs sich ein Widerspruch bemerklich ge-
macht hiitte. Man hat hieraus geschlossen, dafs das Paral-
lelenaxiom iiberhaupt unbeweisbar sei, d. h. dafs es sich
nicht auf konstruktivem Wege und durch logische Schliisse
aus den iibrigen Grundvoraussetzungen der Geometrie her-
leiten lasse. Allein dieser Schlufs ist nicht zutreffend. Wenn
auch eine grofse Zahl umfangreicher Schlufsreihen auf keinen
Widerspruch fithrt, so ist damit doch noch nicht dargethan,
dafs man nicht bei anderen Folgerungen auf einen Wider-
spruch stofsen konnte. Thatsiichlich ist die Beweisbarkeit
des Parallelenaxioms nur in hohem Grade unwahrscheinlich
gemacht; der negative Beweis der Unbeweisbarkeit ist nicht
erbracht und lifst sich vielleicht auch niemals erbringen;
man kann eben das Problem nicht so bestimmt formulieren,
wie etwa das der algebraischen Losbarkeit der Gleichungen
von hoherem als dem vierten Grade oder der Quadratur des
Kreises, der Verdoppelung des Wiirfels, deren Unmoglichkeit
sich erweisen lifst. Hs ist demnach die Moglichkeit, dafs
die nicht-Euklidische Geometric noch einmal als unzulissig
erkannt wird, nicht unbedingt ausgeschlossen.

b. Wir haben frither gesehen, dafs zum Aufbau der
Geometrie unsere Verstandesthitigkeit nicht gentigt; wir
miissen nicht allein gewisse gar nicht so einfache Grundvor-
stellungen der Anschauung entleihen, sondern uns auch bei
unseren geometrischen Schliissen fortwihrend durch dieselbe
unterstiitzen lassen®).

Auch die Bolyai’sche Entwicklung der Elementarbegriffe
kommt, selbst von dem vorausgesetzten Axiom der Kongruenz
abgesehen, ohne ein weiteres Axiom nicht durch, wenn sie
es auch anstrebt (vgl. § 3,5). Die absolute Geometrie ist

*) Gegenteilige Ansichten sind vielfach verbreitet. Man sehe
hiertiber z. B. die soeben erschienene Abhandlung: Petersen, Bemerkungen
iiber den Beweis des Satzes von der Winkelsumme des Dreiecks; Math.
Ann, B. 29, p. 239.
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demnach kein freies Erzeugnis der Denkthiitigkeit, sondern
wurzelt zum grolsen Teil in der Anschauung. Wihrend in
anderen I'illen die Anschauung auch in der absoluten Geo-
metrie als kompetent erachtet werden mufs, wird sie in einem
einzigen Falle ausgeschlossen. Die nicht-Euklidische Geo-
metrie ist keine einheitliche Bildung.

Aus den angefiihrten Griinden kann die nicht-Euklidische
Geometrie wohl als eine hochst interessante Spekulation
gelten, die moglicherweise logisch nicht zu widerlegen ist;
sie hat auch das unleugbare Verdienst, klar zu entscheiden,
welche Siitze der Geometrie vom Parallelenaxiom unabhingig
sind, welche nicht; aber als eigentliche Geometrie, d. h.
Lehre vom Raum, kann sie nicht angesehen werden. Der
Raumbegriff wurzelt in der Anschauung, und giebt man
einmal zu, dafs iiberhaupt der Anschauung etwas zu ent-
lehnen ist, so braucht man logischer Weise vor anderweitigen
Entlehnungen nicht zuriick zu schrecken. Das Parallelenaxiom
ist mit unserer Vorstellungsweise nicht minder eng verwachsen,
als das Axiom der Kongruenz und das Axiom der Ebene.

Wir beschiiftigen uns in der Folge nur mit der Eukli-
dischen Geometrie. Die weiteren planimetrischen Sitze sind
simtlich ohne Voraussetzung des Parallelenaxioms ungiltig.

9. In § 9, 5 erwidhnten wir schon, dals auch der
Legendre’sche Satz, dals die Winkelsumme eines Dreiecks
zwei Rechte nicht iiberschreiten konne, hinfillig wird, wenn
man die Gerade als eine endliche, in sich selbst zuriick-
laufende Linie ansieht. Auch die Ebene mufs dann als end-
liche, in sich selbst zuriickkehrende Fliche betrachtet werden.
Die Gerade erhilt so die Eigenschaften eines Kreises, die
Ebene die einer Kugel. Die Planimetrie geht geradezu in
die Sphdaril iiber.

F. Klein bezeichnet diese Geometrie als die elliptische, die
nicht-Euklidische als die hyperbolische, die Euklidische aber als
die parabolische, indem er die in § 5 erirterten Malsbestim-
mungen mit den drei Geometrieen in Beziehung setzt. Eine
weitere Erorterung dieses Gegenstandes kann hier nicht statt-
finden, weshalb auf die in § 5 angezogene Litteratur zu
verweisen ist.
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§ 16.

Die unendlich fernen Punkte.

1. Es seien ein Punkt 4 und eine Gerade b gegeben und
durch 4 eine Gerade a gelegt, welche b im Punkte B
schneidet. Dreht sich nun @ in bestimmtem Sinne um A4,
so wird der Schnittpunkt B auf b fortriicken und zwar iiber
jede Grenze weit, bis schliefslich @ -0 wird, wo dann ein
Schneiden iiberhaupt nicht mehr stattfindet. Setzt man die
Drehung fort, so wird, dem Parallelenaxiom zufolge, sofort
wieder ein Schneiden eintreten und zwar auf der entgegen-
gesetzten Seite von b. Nach Vollendung einer vollen Um-
drehung ist B an seinen Ausgangspunkt zuriickgekehrt. Die
sich drehende Gerade a schneidet also immer b und zwar
unter einem Winkel, der desto kleiner wird, je weiter sich
B von dem Fufspunkte des von 4 auf a gefillten Perpen-
dikels entfernt, um schliefslich unter jede Grenze abzunehmen;
eine Ausnahme findet nur fiir @ 40 statt. Fiir viele Unter-
suchungen ist es nun vorteilhaft, nicht immer das Parallelsein
von zwei Geraden als Separatfall anfiihren zu miissen, sondern
dasselbe als Spezialfall des Schneidens behandeln zu konnen
derart, dals alle Sitze, die fiir sich schneidende Gerade gelten,
sofort nach einer bestimmten Regel auf parallele iibertragen
werden kionnen. Durch das besprochene Drehungsgesetz ist
uns hierzu der Weg angezeigt. Da der Punkt B in desto
weitere Ferne riickt, je mehr sich a der Parallellage zu b
nihert, so sagen wir, dafs sich ¢ und b im Falle des Parallel-
seins @ wunendlicher Ferne schneiden und dann einen ver-
schwindend kleinen Winkel mit einander bilden. Da sich
zwel Gerade nur in einem Punkte schneiden, so nehmen wir
der Gleichmiifsigkeit wegen an, dafs auf jeder Geraden nur
ein unendlich ferner Punkt vorhanden ist, zu dem man durch
Weitergehen nach beiden Richtungen hin gelangt. Die Ge-
rade erscheint dann im Unendlichen geschlossen. Andern-
falls wiirden sich die Parallelen in mehreren Punkten
schneiden. Die unendlich fernen Punkte zweier in einer
Ebene befindlichen Geraden kionnen, ohne das Grundgesetz
des einfachen Schneidens aufzugeben, nicht als identisch an-
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gesehen werden, aufser wenn die Geraden parallel sind. Die
Kbene enthillt daher unendlich viele unendlich ferne Punkte,
die man sich zu einer Linie vereinigt denken kann. Diese Linie
besitzt die Kigenschaft, dals sie von jeder in der Ebene ge-
legenen Geraden in einem einzigen Punkte geschnitten wird
— denn jede solche hat einen einzigen Punkt im Unend-
lichen. Eine Linie von dieser Eigenschaft ist aber immer
eine Gerade. Denn man kann durch zwei beliebige Punkte
einer jeden Linie eine GGerade legen, die, wenn kein Schneiden
statthaben soll, ganz in die Linie fallen mufs; durch Fort-
setzung dieses Schlusses gelangt man zu dem Resultat, dals
aulser der Geraden keine Linie existiert, die von keiner Ge-
raden in mehr als einem Punkte geschnitten wird. Um
konsequent zu sein, miissen wir daher annehmen, da/s alle
unendlich fernen Punkte ciner Ebene in einer unendlich fernen
Geraden liegen. Eine wirkliche Vorstellung lifst sich hier-
mit freilich nicht mehr verbinden.

Im Gegensatz zu manchen Darstellungen ist es nicht
unnotig zu betonen, dafs diese Festsetzungen einen rein
symbolischen Charakter tragen und nur bezwecken, die Sitze
iiber sich schneidende Gerade ohne Anderung der Ausdrucks-
weise direkt auf parallele Gerade iibertragen zu konnen.
Eine reale Bedeutung kommt ihnen nicht zu; parallele Ge-
rade schneiden sich eben- in Wirklichkeit gar nicht. Wir
werden es auch als unzulissig vermeiden, auf unsere Fest-
setzungen Beweise zu basieren; wir werden vielmehr in jedem
einzelnen Falle nachweisen, dafls sie zu keinem Widerspruche
fihren. Dals der Satz iiber die Winkelsumme des Dreiecks
erhalten bleibt, wenn zwei der Geraden parallel werden,
leuchtet ein; auch bei drei parallelen Geraden lifst er sich
aufrecht” erhalten. Ubrigens werden wir in der Folge ebenso
wie bei dem Satze iiber die Winkelsumme des Dreiecks die
Erfahrung machen, dafs es gar nicht gelingt, die Sitze direkt
allgemein nachzuweisen, sondern dafs man, von dem Spezial-
fall des Parallelseins gewisser Geraden ausgehend, erst all-
mihlich zu dem allgemeinen Satze aufsteigt.

2. Wir wurden zur Interpretation der unendlich fernen
Punkte durch keine zwingenden Schliisse, sondern lediglich
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durch Analogieen gefiihrt und begniigten uns mit dem Nach-
weis, dafs die Interpretation widerspruchsfrei sei. Damit ist
aber nicht ausgeschlossen, dafs noch andere widerspruchs-
freie Darstellungen des Unendlichen existieren. Es ist merk-
wiirdig, dals algebraische Untersuchungen wirklich zu einer
solchen fiihren, die wir hier kurz skizzieren wollen.

Die komplexen Zahlen z = E -+ n¢ lassen sich in be-
kannter Weise als Punkte einer Ebene darstellen; vermoge

: ; i : i
irgend einer linearen Transformation, z. B. y = —-, wird dem

Punkte « ein einziger, ganz bestimmter y zugeordnet, so
lange 2 endlich und von Null verschieden ist. Nimmt man
nun der Gleichmilfsigkeit wegen an, dals dies auch fiir x = 0
und z = oo noch der Fall sein mdge, so miissen simtliche
unendlich fernen Punkte der Ebene als zusammenfallend an-
gesehen werden, da sie dem einzigen Punkte O entsprechen.
Wir werden also hier zu der Hypothese gedringt, dals die
Ebene nur einen einzigen unendlich fernen Punkt besitzt.
Alle nicht parallelen Geraden der Ebene schneiden sich dann
zweimal, einmal im Endlichen und einmal im unendlich fernen
Punkte; parallele Gerade haben in letzterem zwei zusammen-
fallende Punkte gemeinsam, sie berithren sich im Unendlichen.
Die Theorie der konformen Abbildung lehrt ferner, dafls ein
in der Ebene der komplexen Zahlen gegebener Kreis durch
irgend eine lineare Transformation wieder als Kreis abge-
bildet wird; die Gerade tritt hierbei als Spezialfall, nimlich
als Kreis mit unendlich grofsem Radius auf. Dies stimmt
vollkommen zu der zweiten Hypothese. Zwei Kreise schneiden
sich, wenn sie nicht getrennt liegen, immer in zwei Punkten,
die im Falle der Berithrung in einen einzigen zusammen-
fallen konnen. Man muls daher bei dieser Grundauffassung
nicht die Gerade, sondern den Kreis als Grundgebilde an-
sehen. Wiihrend sich zwei eigentliche Kreise oder ein Kreis
und eine Gerade, wenn iiberhaupt, in zwei im Endlichen
gelegenen, eventuell zusammenfallenden Punkten schneiden,
riickt von denselben bei zwei Geraden einer (eventuell auch
beide) ins Unendliche. Dalfs wir diese Hypothese in unserer
Geometrie nicht weiter benutzen, hat seinen Hauptgrund
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darin, dafs es einfacher erscheint, mit Grundelementen zu
operieren, die nur einen Schnittpunkt besitzen. Dann ge-
langen wir aber zu dem Kreise erst auf einer hoheren Stufe,
wo er auch nur als Spezialfall der Kegelschnitte auftritt.

In der nicht-Euklidischen Geometrie macht man die An-
nahme, dafls jede Gerade zwei unendlich ferne Punkte besitze,
in der elliptischen Geometrie sind dieselben imaginér.

Wir beschliefsen an dieser Stelle die Besprechung der
Dreigeradengebilde; die weiteren Untersuchungen, zu denen
sie noch anregen: die Aufstellung der Relationen zwischen
Seiten und Winkeln, sowie die Behandlung des Flichen-
inhalts, werden besser erst auf der folgenden Stufe in An-
griff genommen.

§ 17.
Vierseit und Viereck; Allgemeineres.

1. Das Vierseit wird von vier Geraden gebildet, die sich
in hochstens sechs Punkten schneiden, das Viereck von vier
Punkten, die durch hochstens sechs Gerade verbunden sind*).
Beim Vierseit liegen im allgemeinen auf einer Geraden je
drei Schnittpunkte, beim Viereck gehen durch jeden Punkt
drei Gerade; beide Gebilde sind im allgemeinen nicht identisch.

Besonders zu behandelnde Spezialfille entstehen beim
Vierseit dadurch,

a. dafs drei der Geraden durch einen Punkt gehen —
vier durch einen Punkt gehende Gerade bieten nichts Be-
merkenswerthes,

b. dafs die Geraden paarweise parallel sind,

c. dafs zwei der Geraden parallel sind — drei oder vier
parallele Gerade konnen aufser acht bleiben.

Beim Viereck ist, abgesehen von dem moglichen Parallel-
werden eines Teils der Geraden, der Fall hervorzuheben, dals

*) Carnot fiihrte zuerst in seiner ,,G'dométrie de position die Aus-
driicke wollstindiges m-seit und m-eck fiir ein aus » Linien, resp. aus
n Punkten bestehendes Gebilde ein, um das einfache Wort n-eck im
gewdhnlichen Sinne zu gebrauchen. Wir unterdriicken das Wort ,,00ll-
stindig® und bemerken es, wo notig, besonders, falls das Wort n-eck
fir eine von n Strecken begrenzte Figur gebraucht wird.
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drei der Punkte in einer Geraden liegen. Alsdann treten
vier Punkte auf, die durch nur vier Gerade verbunden werden,
so dafs das Gebilde mit dem Falle c. des Vierseits iiberein-
stimmt.

2. Um uns ein Bild eines allgemeinen Vierseits (ohne
Parallele und zusammenfallende Punkte) zu verschaffen, gehen
wir von drei sich schneidenden Geraden a, b, ¢ aus (Fig. 4).

\\\
N\
NP
TR

s
\/
X

Fig. 4.

Die vierte Gerade d kann zu dem von a, b, ¢ begrenzten Drei-
ecksraum 4 BC eine doppelte Lage haben. Sie geht entweder
durch A ABC und schneidet dann zwei der Dreiecksseiten
in ihrem begrenzten Teile, wihrend sie die dritte in ihrem
unbegrenzten Teile trifft; oder sie tritt in A 4B C nicht ein
und schneidet alle drei Dreiecksseiten in ihren unbegrenzten
Teilen. Wiirde man aber d mit @ oder b vertauschen, so
erhielte man den vorigen Fall. Die allgemeinen Vierseite
sind daher alle von demselben Typus, wihrend jedoch die
vier Geraden, was die #ufsere Form anlangt, nur paarweise
dieselbe Rolle spielen (b und ¢, @ und d). Man kann Teile
der vier Geraden auf drei Arten in geschlossenem Zuge
durchlaufen. Denn vier Gerade lassen 4.3. 2.1 Anordnungen
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zu; da es aber gleichgiltig ist, welche Gerade dabei als die
erste angenommen wird, da ferner auch die Reihenfolge ohne

wesentlichen Einflufs umgekehrt werden kann, so ergeben

sich ii—':é—l = 3 in Betracht kommende Anordnungen. In-

dem man dabei nur die Schnittpunkte je zweier aufeinander-
folgenden Geraden ins Auge falst, erhilt man drei Vierecke
von wesentlich verschiedener Gestalt. Wir haben

a. ein Viereck mit lauter konkaven Winkeln (auf der
einen Seite des als geschlossen gedachten Umfangs): AB, A, B
oder bdac;

b. ein Viereck mit einem konvexen Winkel: AC, 4,C
oder cdab;

c. ein Viereck, dessen Umfang sich selbst durchdringt:
B O, B,C oder cdba.

Immer sind drei begrenzte Flichenteile, die einander
nicht durchsetzen, vorhanden: ein Viereck 4B, 4, B und
zwei Dreiecke 4, BC;, und 4, B,C. In jedem der Vierecke
(@), (b), (c) heifsen zwei nicht auf einander folgende Seiten
Gregenseiten.

Die sechs Schnittpunkte der Seiten des Vierseits lassen
noch drei Verbindungsgerade zu, die nicht zu den Seiten
gehoren; dieselben heilsen Diagonalen desVierseits. Von jedem
der sechs Punkte kann nimlich nur nach einem einzigen
andern Punkte eine Diagonale gezogen werden u. s. w. Die
durch je eine Diagonale verbundenen Punkte (4 4,, B B,
CC,) sollen Gegenpunkte heifsen. Je zwei Diagonalen schnei-
den sich in einem Diagonalpunkte, deren es also drei giebt.

Sind zwei Paar Seiten parallel, so liegen nur vier Schnitt-
punkte und zwei Diagonalen im Endlichen; das Vierseit heifst
dann ein Parallelogramm.

Sind zwei Seiten parallel (Paralleltrapez), so fillt ein
Schnittpunkt ins Unendliche; hierdurch wird die eine Dia-
gonale zu den beiden parallelen Seiten parallel.

3. Die Gestalt des allgemeinen Vierecks kann eine dop-
pelte sein. Gehen wir von dem Dreieck 4 BC aus, so kann

der vierte Punkt ) zu demselben eine dreifache Lage haben:
a. er fillt in das Dreieck 4 BC,
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b. er fillt in den Winkelraum der Scheitelwinkel der
Dreieckswinkel,

c. er fillt in einen der drei iibrigen Raumteile.

Fall a. und b. gehen indessen durch Vertauschen der
Punkte in einander iiber. Entweder liegt daher einer der
vier Punkte innerhalb des von den drei andern gebildeten
Dreiecks, oder es liegen alle vier aufserhalb des von den
drei andern gebildeten Dreiecks (Fig. b).

Die entstehenden begrenzten Raumteile sind immer sechs
Dreiecke. Die sechs Geraden schneiden sich aufser in den

vier gegebenen noch in

4 drei weiteren Punkten 4,,
NP B,, C,, welche Diagonal-
\7&%;@/ punkte heifsen. Die drei

% /({C —»—i‘»g i Verbindungsgeraden je

zweier dieser Diagonal-
punkte: B, C,, C, 4,, A, B,
mbgen  Diagonalen  des
Vierecks heilsen.

4, Uber Vierseite und
Vierecke lassensich Gleich-
heitssiitze aufstellen, die
aber komplizierter werden
als beim Dreiseit und mei-
stens nichts von Bedeu-
tung darbieten. Ein Um-
stand tritt indessen auf,
der beim Dreiseit nicht vor-
kam und der in der Folge unser Hauptinteresse in Anspruch
nehmen wird: es werden néimlich Strecken lediglich durch andere
Strecken bestimmt. Wenn sich » Gerade gegenseitig durch-
schneiden, ohne dafs Schnittpunkte zusammenfallen, so wer-
den auf jeder (n — 2) nicht durch lineare Beziehungen ver-
kniipfte Strecken ausgeschnitten, im ganzen also n(n — 2).
Nun konnen zunichst drei Gerade so festgelegt werden, dafs
sie auf einander drei willkiirliche Strecken ausschneiden. Jede
weitere Gerade ist vollstindig festgelegt, wenn die beiden
Strecken angegeben werden, welche sie von zwei der ersten

/|

NJ N ke
; \

Fig. 5.

/"\
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Geraden, von einem der schon festgesetzten Punkte aus unter
Bestimmung der Richtung gerechnet, abschneiden.

Somit ist die gegenseitige Lage der » Geraden durch
3+ 2 (n — 3)=2n— 3 Strecken bestimmt; die iibrigen von
ihnen fixierten

nin—2)—@2n—3)=n"—4n+3=m—3)(n—1)
Strecken miissen sich aus diesen berechnen lassen. Beim
Vierseit insbesondere treten acht Strecken auf, von denen fiinf
willkiirlich sind, so dafs drei Gleichungen zwischen den acht

Strecken existieren. “[v-2)=d (4-3) (1) =3
Beim allgemeinen 7-eck liegen auf jeder der "("2—2
Geraden :
—— — 2 W ‘ ‘
i £ ) OB BB e 1 g i

2 2

Strecken; denn die beiden Eckpunkte, welche der Geraden
angehoren, bestimmen eine und die Schnittpunkte der Ver-
bindungslinien je zweier der iibrigen (n — 2) Eckpunkte je
eine Strecke. Im ganzen sind also

nm—1)(n*—5n48 n'—6n°413n*—8n

4 4
Strecken bestimmt. Nachdem aber ein Dreieck fixiert ist,
kann jeder weitere Eckpunkt durch seine Abstinde von zweien
der Dreieckspunkte wenigstens zweideutig festgesetzt wer-
den; durch 3 4 2 (n — 3) = 2#n — 3 Strecken sind also die
iibrigen
n*—6n’ 4 130 —8n
4

nt*—6n°413n? —16n 4 12
4

bestimmt. Beim Viereck treten zwolf Strecken auf, zwischen

denen sieben Relationen bestehen.

Gleichungen zwischen meflsbaren Gréfsen, also insbeson-
dere auch zwischen Strecken, werden als melrische Relationen
bezeichnet.

b. Zwischen den Winkeln eines n-seits, bei dem nicht
mehr als je zwei Gerade durch einen Punkt gehen, bestehen
sehr einfache Beziehungen. Wir beachten, dals die Ersetzung
einer der Geraden durch eine Parallele an den Winkelver-
héiltnissen nichts éindert. Die Lage irgend einer der Geraden
ist daher hinsichtlich der Winkelrelationen geniigend be-

—(2n—3) =
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stimmt, wenn man den Winkel kennt, den sie mit einer der als
fest angenommenen Geraden bildet. Behandelt man die vier

konkaven Winkel, die an einem Schittpunkte auftreten, als

n(n—

! R 1 1 :
einen einzigen, so sind ) Winkel vorhanden, von

denen nur (n — 1) willkiirlich sind, so dafs
n (n2— 1) o (n ¥ 1) i (mn — 1)5@;—'2)
Winkelrelationen bestehen miissen.

Der Winkel, den irgend zwei der Geraden aufser der
als fest angenommenen mit einander bilden, léfst sich aber
leicht aus den beiden, welche sie mit der letzteren bilden,
nach dem Satze iiber die Winkelsumme des Dreiecks berech-
nen. Hiernach sind alle Winkelrelationen beim allgemeinen
n-seit linear.

6. Besondere Aufmerksamkeit haben diejenigen Winkel-
relationen auf sich gezogen, welche an den Teilen der »n Ge-
raden auftreten, die man nacheinander in geschlossenem
Zuge durchlaufen kann. Eine geschlossene, geradlinig-n-seitige
Figur im gewohnlichen Sinne ist das einfachste Beispiel hier-
von; doch kann sich der Linienzug auch selbst durchschnei-
den (Fig. 6). Man unterscheidet an jedem solchen Linienzuge
zwei Seiten (in den Figuren ist die eine schraffiert), bei der
einfachen, geschlossenen Figur insbesondere eine #ulsere und
eine innere; wir wollen sie die positive und negative nennen.
Man kann nun zunichst jeder der » Geraden der Figur einen
bestimmten Richtungssinn dadurch beilegen, dafs man den
ganzen Umfang in der einen oder andern Richtung in einem
Zuge durchlaufen denkt. Dann kann man jede Gerade in der
festgesetzten Richtung iiber ihren Endpunkt verlingern und
hierdurch % ,, Aufsenwinkel® erzeugen, die in der Weise zu
berechnen sind, dafs man sich die Drehung von der Verlin-
gerung des ersten zur zweiten, der Verlingerung der zweiten
zur dritten uw. s. w. immer in demselben Drehungssinne und
zwar von der negativen Seite der Verlingerung zur positiven
der folgenden Geraden ausgefiihrt denkt. Um die Summe
dieser Aufsenwinkel zu finden, denken wir uns von einem
beliebigen Punkte aus zu den # Seiten in dem ihnen zukom-
menden Richtungssinne Parallele gelegt, welche dieselben
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Winkel einschliefsen. Man erkennt dann sofort, dafs die
Summe dieser Winkel ein Vielfaches von 4 R betriigt; denn
wenn man die Winkel der Reihe nach durchliuft, wird man,

Fig. 6. A

bis man zum ersten Schenkel zuriickkehrt, eine ganze Zahl
von vollen Umdrehungen ausgefiihrt haben. Im einfachsten
Falle eines geschlossenen Umfangs, der sich nicht selbst durch-
schneidet und dessen innere Winkel alle konvex sind, erhilt
man (wenn kein Winkel als iiber 4 IR betragend angenommen
wird) gerade 4 B, wie auch noch in anderer Weise dargethan
werden kann.

Da jeder einzelne Winkel unter 4 R liegt, so kann
die Summe der Aufsenwinkel nicht mehr als 4 (n — 1) R
betragen.

Will man die Winkel summieren, welche auf der posi-
tiven oder negativen Seite des Linienzugs enstehen, ohne
dafls eine Verlingerung vorgenommen wird, so verfahre man
folgendermalsen.

Rausenberger, Elementargeometrie. 5
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Die Winkel auf der negativen Seite betragen mit den
entsprechenden Aufsenwinkeln zusammen je 2 R oder 6 R,
je nachdem sie konkav oder konvex sind. Betriigt also die
Zahl der konvexen Winkel %, die Summe der Aufsenwinkel
41 R, so erhilt man fiir die Summe der Winkel auf der
negativen Seite

2nR+ 4kR —4IR=2n+ 2k — 21)R.
Fir die Summe der Winkel auf der positiven Seite findet
man hieraus

4nR — 2+ 2k — 2)) R=2(n — 2k 4 21) R.

Fiir ein gerades n ist 4 R, fiir ein ungerades 2 R der kleinste
Wert der Winkelsumme®).

Die Summe der inneren Winkel eines sich nicht durch-
schneidenden, geschlossenen #-seitigen Umfangs findet man
durch Zerlegung mittels Diagonalen (Verbindungsgeraden
zweier Eckpunkte) in (n — 2) Dreiecke als (2n — 4) R.

7. Weit schwieriger werden die Winkelverhiltnisse bei
Gebilden, in welchen mehr als zwei Gerade durch denselben
Punkt gehen, wie z B. schon beim Viereck; wir werden
spiter sehen, dals alsdann transcendente Beziehungen zwi-
schen den Winkeln auftreten.

Im Folgenden beginnen wir mit der Untersuchung der
speziellen Formen des Vierseits, um ebenso wie friiher all-
miihlich zu den allgemeinen Untersuchungen emporzusteigen.

§ 18.
Das Parallelogramm.

1. Bei dem Vierseit mit zwei Paaren paralleler Seiten,
dem Parallelogramm, liegen zwei Eckpunkte im Unendlichen;
die eine Diagonale ist die unendlich ferne Gerade. Zieht man
die beiden andern Diagonalen, so kann die Figur auch als
Viereck angesehen werden.

Leicht beweist man die folgenden Siitze mit alleiniger
Benutzung der Gleichheits- und Parallelensiitze.

#) Weitere Einzelnheiten iiber diesen Gegenstand findet man bei
Kruse, Elemente der Geometrie, 1. Abt., p. 27 ff.
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2. Lehrsétze: a. Die nebeneinanderliegenden Winkel des
Parallelogramms sind supplementir, die gegeniiberliegenden
gleich.

b. Jede Diagonale teilt das Parallelogramm in zwei
gleiche Dreiecke.

¢. Daher sind im Parallelogramm die gegeniiberliegen-
den Seiten (d. h. ihre endlichen Teile) gleich.

d. Die beiden Diagonalen teilen das Parallelogramm in
vier Dreiecke, von denen die gegeniiberliegenden gleich sind,
die Diagonalen halbieren sich daher einander.

e. Ein Viereck, bei dem zwei Paar Gegenseiten gleich
sind oder ein Paar Gegenseiten gleich und parallel sind, ist
ein Parallelogramm.

3. Die Parallelogramme werden eingeteilt in

a. Quadrate (mit vier gleichen Seiten und vier rechten
Winkeln),

b. Rechtecke oder Oblongen (mit ungleichen Seiten und
vier rechten Winkeln),

c. Rhomben oder Rauten (mit vier gleichen Seiten und
schiefen Winkeln),

d. Rhomboide (mit ungleichen Seiten und schiefen
Winkeln).

Uber diese einzelnen Gattungen lassen sich noch man-
cherlei Siitze aufstellen, die hier iibergangen werden konnen.

4. Zwischen den vier endlichen Strecken des Parallelo-
gramms bestehen also zwei metrische Relationen; sind zwei
anstofsende Seiten bekannt, so sind damit auch die beiden
andern gegeben.

Die Siitze iiber das Parallelogramm verlangen in for-
meller Beziehung keine neuen Hilfsmittel; sie sind alle vom
Parallelenaxiom abhiingig.

§ 19,
Das Paralleltrapez; die Ahnlichkeit.

1. Das Vierseit mit zwei parallelen Seiten, das Parallel-
trapez, kann eine doppelte Gestalt darbieten (Fig. 7); der

Schnittpunkt 4 der beiden nicht parallelen Seiten kann niim-
5¥
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lich zwischen die beiden parallelen oder aulserhalb derselben
fallen. Die folgenden Untersuchungen gelten fiir beide Spe-
zialitiiten gleichmifsig, wenn nur festgehalten wird, dafls die
Strecken, die von 4 aus in entgegengesetzter Richtung lau-
fen, mit dem umgekehrten Zeichen zu versehen sind; die

A

Fig. 7.

Strecken AB und AC mogen als positiv betrachtet werden.
Die Zahl der metrischen Relationen zwischen endlichen
Stiicken beschriinkt sich hier auf zwei, die durch die fol-
genden Sitze geliefert werden.

2. Lehrsatz: Dic von den beiden wicht parallelen Seiten
durch die parallelen abgeschnittenen Strecken, von dem Schnitt-

punlte der ersteren aus gerechmet, stehen in Proportion. Es ist
also AB: AD = AC: AE.

Beweis: Nehmen wir zuniichst an, dafs AB und 4D
ein gemeinsames Mafs besitzen, welches in 4B mmal, in
AD nmal enthalten ist (n ist eventuell negativ), so teilen
wir hiernach 4B und AD von A aus ein, legen durch die
Teilpunkte Parallelen zu BC und DE und durch deren
Schnittpunkte mit ACE Parallelen zu 4 D. Die entstehen-
den, den Teilen von ACE anliegenden Dreiecke sind, wie
aus den Sitzen iiber Parallele und Parallelogramme unmit-
telbar folgt, gleich, woraus weiter hervorgeht, dafs AC und
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AL in resp. m und n gleiche Teile zerlegt werden. KEs ist
daher AB:AD =m:n und AC: AE =m:n, also AB: AD
= AC: AL.

Existiert kein gemeinsames Mafls von AB und 4D, so
teile man 4 B in m Teile von beliebiger Kleinheit; das nfache
eines solchen Teiles mag dann kleiner sein als 4D, wiih-
rend das (n 4 1) fache grofser ist. Verfahren wir dann wie
vorhin, so finden wir

n AD _mn41
4<7‘7”<_ m

n—{—l

b

-m < AC <
also
1 AD AE L
n <AB " AC m
und da m beliebig grofs genommen werden kann, so wird
AD AE
AB  4AC
unter jeder endlichen Grofse klein, d. h. = 0, wodurch wieder
dasselbe Resultat erlangt ist¥).

Die Hilfsmittel, mittels deren wir diesen Satz fanden,
beschriinken sich allerdings auf die Dreiecksgleichheitslehre,
verbunden mit dem Parallelenaxiom; allein im allgemeinen
sind wunendlich wviele Dreiecke zu betrachten und es ist ein
Grenziibergang auszufithren. Dieser Umstand scheidet die
folgenden Relationen scharf von den friiheren.

3. Umkehrung: Zeilen zwei Gerade zwei andere sich schnei-
dende wvon deren Schnittpunkt aus gerechnet in proportionale
Teile (mit Beriicksichtigung der Vorzeichen der auf einer Ge-
raden gelegenen Strecken), so sind sie parallel.

Beweis (Fig. 8): Wiire bei AB: AD = AC: AFE nicht
BC== DE, so kinnte man BF == D F machen und hitte
AB:AD = AF: AE. Aus diesen Proportionen wiirde aber
AC = AF folgen.

4. Lehrsatz: Dic begrenzten Teile der beiden parallelen
Seiten des Paralleltrapezes stehen in demselben Verhdltnis (eine

#) Auf die verschiedenen Umformungen, denen die gefundene Pro-
portion unterworfen werden kann, brauchen wiz wohl nicht einzugehen,
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Riicksicht auf Vorzeichen ist hierbei nicht nbtig), wie die
Stiicke, welche sie von einer der beiden andern Seiten, von déren
Schwittpunkt aus gerechnet, abschneiden.

Beweis: In Fig. 9 machen wir CF == 4D und haben

y ;
Fig. 8. Fig. 9.

EC:EA = EF:ED oder CA: EA=FD:ED, FD = (CB

und somit C4: EA = CB: ED.

5. Zwei Dreiecke, deren Winkel gleich sind, lassen sich
in die Lage von ABC und DAF bringen; ihre drei Seiten-
paare stehen daher in Proportion. Man nennt zwei solche
Dreiecke dhnlich™).

Ohne Schwierigkeit beweist man durch Zuriickfiihrung
auf die analogen Gleichheitssiitze noch folgende Umkehrungen
(Ahnlichkeitssitze):

Zwei Dreiecke sind dhmlich, wenn zwei Paare ihrer Seiten
i Proportion stehen und die eingeschlossenen oder die den grifse-
ren von ihnen gegeniiberliegenden Winkel gleich sind; ferner
wenn die drei Seiten in Proportion stehen.

6. Zwei ebene Gebilde iiberhaupt heifsen ihnlich, wenn
ihre simtlichen homologen (entsprechenden) Winkel iiberein-
stimmen, wihrend die homologen Strecken in Proportion
stehen. Dafs wirklich zu jedem vorgelegten Gebilde ein #ihn-
liches existiert, dessen Strecken zu denen des ersten in be-
liebig gegebenem Verhiiltnis stehen, erkennt man unmittelbar,

*) Das Zeichen fiir die Ahnlichkeit ist ~ (similis).
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§ 20. Der Satz des Menelaos. 71

indem man das erstere in Dreiecke zerlegt, dann zu einer
beliebigen Strecke die homologe gezeichnet denkt und nun
nach und nach durch Antragen gleicher Winkel zu simt-
lichen Teildreiecken ihnliche erzeugt.

Ahnliche Gebilde stimmen in allen Mafsbeziehungen voll-
kommen iiberein, wenn man nur fiir die Strecken verschie-
dene Malseinheiten wiihlt. Hieraus wird erst vollkommen
klar, dafs in der Euklidischen Geometrie die absolute Linge
der Strecken irrelevant ist.

Fiir die nicht-Euklidische und die elliptische Geometrie
gilt nicht das Gleiche.

§°20.
Der Satz des Menelaos.

1. Um nun endlich zu den metrischen Relatiohen beim
allgemeinen Vierseit zu gelangen, betrachten wir drei belie-

o

bige der Geraden (Fig. 10) als Dreiseit 4 BC, wihrend die
vierte, KD F, als schneidende Gerade aufgefalst wird. Letztere

Fig. 10.
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kann entweder die drei anderen in ihren unendlichen Teilen,
oder zwei in ihren endlichen, eine in ihrem unendlichen Teile
schneiden; die Relationen sind beidesmal dieselben. Zwischen
den sechs Stiicken, in welche die Dreiseitsseiten durch die
Schneidende zerlegt werden, konnen wir eine Relation her-
leiten, die unter dem Namen , Satz des Menelaos“*) bekannt
ist. Um iiber die Vorzeichen der betreffenden Strecken im
Klaren zu sein, denken wir uns den Umfang des Dreiseits
ABC folgendermaflsen durchlaufen: von A4 nach F, von F
nach B, von B iiber D nach C und dann iiber £ nach 4
Dabei sind die in den Richtungen von A4 nach B, B nach
C, C nach A4 durchlaufenen Teile als positiv, die andern als
negativ zu rechnen, so dals die algebraische Summe der
durch]aufenen Stucke dem Umfange von A BC gleich ist.

Legen wir CG 4= EF, so ist zuniichst ohne Beachtung
der Vorzeichen

AC: EC = AF:FG und
BF:FG=BD:DC,

woraus durch Elimination von 'G folgt, wenn jetzt die Vor-
zeichen beriicksichtigt werden™*),

AF.BD.CE — — FB.DC.EA oder
AF 'BD 0B - |
7B DO BAT

Schneidet man also drei Gerade durch eine vierte, so ist das
Produkt der Quotienten der beiden auf jeder erzeugten Abschnitte,
wenn man die Zeichen in der oben angegebenen Weise bestimmd,
gleich — 1.

2. Umkehrung: Sind drei sich schneidende Gerade durch
drei Punkte derart geteilt, dafs das Produkt der Quotienten der

#) Von dem bekannten griechischen Mathematiker und Astronomen
Menelaos, c. 100 n. Chr., fiir ebene und sphiirische Dreiecke aufgestellt.

**) Bei dem ersten Typus der Figur ist néimlich eine, bei dem
zweiten sind drei Strecken negativ. — Der Satz des Menelaos lilst
sich leicht fiir den Fall erweitern, dafs ein beliebiger geschlossener,
aus geraden Strecken zusammengesetzter Linienzug durch eine Gerade,
falls er eben ist, oder im allgemeinen durch eine Ebene geschnitten
wird. Wir glauben jedoch diese Erweiterang hier, wo es sich nur
um die grundlegenden Sitze handelt, iibergchen zu diirfen.
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beiden Abschnitte jeder Geraden gleich — 1 ist, so liegen jene
drev Punlte in einer Geraden.
Beweis: Sind BO, CA, AB die drei Geraden, D, F,
F die teilenden Punkte, so kann man zuniichst durch D und
E eine Gerade legen. Trifft diese AB nicht in F', sondern
in F,, so ist
AFRD S OE

I T T 1 und

AR BINVOR oy

F,B'DC E4A™ :

woraus

A LA

e

AL + FB_AFI—}—FIB §
RPN oder

AB_ AB

FBET 7B

d. h. FB = F,B, also die Identitit von I’ und F; folgt,
was der Annahme widerspricht.

3. Da man je drei Seiten eines Vierseits als Dreiseit,
die vierte als schneidende Gerade auffassen kann, so liefert

uns der Satz des Menelaos bei jedem Vierseit vier Relationen.
Wir haben (Fig. 11)

c

AF.BD.CE 1

FB . DO EATT 2

FB.AC.ED _ 1

BA.CE.DF B

BA.FE.DC___I

AT B OB )

DB.CA.EF _ 1

B O A BT s =

Multipliziert man drei 4 B ]

Fig. 11.

dieser Gleichungen mit-
einander, so erhiilt man die vierte; die vier Relationen reduzie-
ren sich daher zuniichst auf drei; aber auch diese sind von-
einander nicht unabhiingig, wie die folgende Betrachtung zeigt.
Die vier Gleichungen stellen Relationen dar zwischen vier
Variabeln, néimlich zwischen den Verhiltnissen der Strecken
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14 Planimetric.

auf je einer der Geraden, wobei es gleichgiltig ist, welche zwei
der drei jedesmal ausgeschnittenen Strecken man benutzt; so
Y AF AB + BF BF

S e 1+ Sp s w Eliminiert man
nun aus zwei der Gleichungen, die immer je zwei gleiche
Variabeln und eine verschiedene enthalten, eine der ersteren,
so kommt man zu einer der beiden andern Gleichungen. In
der That konnen wir fiir die beiden ersten Gleichungen

AF BD EC r AE\ ED
oy ket BA<1+E>DF=1
schreiben, woraus durch Elimination von E%,
I'B A B SB DN T 1
BA ( ¥B' 75?9 BE "
oder
AF—}-BA AF OB+ B - ED
( gt ¥ W 1 >E1)+1«'E“
oder
AF - CB ED
( L 53 50 E])+I‘ il
oder

— BA.DC.ED+ AF.CB.ED — — BA.DC(ED + FE)

oder endlich
BA.FE.DC

AT ED OB 7 =
wird.

Der Satz des Menelaos liefert also nur zwe: unabhiin-
gige metrische Relationen zwischen den acht Strecken eines
Vierseits; durch eine zweite Reihe von Siitzen werden wir,
bei speziellen Fillen begmnend zu der dritten Relation
gelangen.

4. Wird ED< AB, so werden AF, BF¥, EF, DF
unendlich, unterscheiden sich aber von einander nur um
endliche Grofsen; so ist z. B. A — BF = AB, wihrend
die Differenz von AF und EF', wenn beide auch iiber alle
Grenzen wachsen, kleiner als 4 F bleiben mufs u. s. w. Da-
her werden die Quotienten je zweier dieser Grofsen der Einheit
gleich. Aus unseren Relationen wird mithin
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§ 21. Der Pythagoreische Lehvsatz. 75

BD.GE

DO EA= 1 .
40. 3D 2
BA.cE— L

was die Gleichungen von § 19, 2 und 4 sind.

Wird auch noch AE == BD, das Vierseit also zu einem
Parallelogramm, so reduzieren sich dieselben auf
§Z=1 - und §g=1

Mit Hilfe der in § 16 erdrterten Anschauungsweise iiber
das Parallelsein und die unendlich fernen Punkte gelangt man
also in der Theorie der metrischen Relationen (auch bei den
noch zu untersuchenden) von den allgemeinen Gleichungen
zu richtigen Spezialresultaten. Wir werden daher bei Her-
leitungen, denen die metrischen Relationen zur Grundlage
dienen, das Parallelwerden von Geraden nicht immer beson-
ders unterscheiden, sondern stillschweigend als Spezialfall
betrachten, der sich dem allgemeinen Resultate unterordnet.

§ 21.
Der Pythagoreische Lehrsatz.

1. Fallt man in einem rechtwinkligen Dreicck von dem
Scheitel des rechten Winkels ein Perpendikel auf die Hypo-
tenuse™), so teilt . dieses das Dreieck in zwei unler sich und
dem gamzen dhmliche Dreiecke.

Die drei Dreiecke stimmen nimlich in den Winkeln
iiberein.

Ist ABC das Dreieck, st ACB=1R, CD 1 AB, so
folgt hieraus einerseits

AL DC == G0 b
andererseits
AD:AC = AC: 4B  und
B BC— B B,
2. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

*) Hypotenuse heilst im rechtwinkligen Dreieck (d. h. einem Dreieck
mit einem rechten Winkel) die dem rechten Winkel gegeniiberliegende
Seite, withrend die beiden andern Seiten Kathelen genannt werden.
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A0 — i) AR
BCO*=BD.BA,
also durch Addition
AC? 4+ BC* = AB(AD + DB) = AB.AB,
oder AC?+4 B(C® = AB2.
Die Summe der Quadrate der beiden Katheten eines recht-

winkligen Dreiecks ist gleich dem Quadrat der Hypotenuse
(Pythagoreischer Lehrsatz™).

L

8§ 22,
Die dritte metrische Relation beim Vierseit.

1. Wir betrachten zuniichst den Spezialfall, dafs drei
Gerade des Vierseits durch einen Punkt gehen; zwischen den
fiinf Strecken der Figur
besteht dann eine Rela-
tion, welche aus dem Satze

a c % 3
des Menelaos nicht folgt.
Bei der in Figur 12 ge-
— A —  wihlten Bezeichnung ist,
m n n
e wenn h auf n senkrecht
ig. 12.
steht:

E=n+a2 B=a— (m+ 2> BP=0—n—2z)
also
a®— (m—+ 2 =0 — (n — )
oder
a® — m? — 2mx = b® — n® 4 2nz,
also
a® — b —m? - n?

. 2 (m -+ m) 4

ferner folgt
=a*— (m+4 2+ 2* =a® —m* —2mx,
so dals wir erhalten

A Ortbmomumitn) _ a'ntbim

et { (i
m - n m—+mn

*) Das Wort Quadrat ist hier selbstverstandlich nur im arithmeti-
schen Sinne zu verstehen.
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Von a, b, ¢ kommen hier nur die absoluten Werte in Betracht;
bei m und n ist auf das Zeichen (ob gleiches oder entge-
gengesetztes) Riicksicht zu

nehmen ¥). A :
2. Von diesem Spezial- X
a \

fall gelangen wir sofort zur
allgemeinen Relation. Wir if it K R
bringen (Fig. 13) die sechs ¢ k0
Strecken a = AB, b = AC,
c=AD, d—=AF, e— BC,
f = DE in Beziehung; es J/
es sei BE = x. Ks ist nach v
dem Vorigen

ks d’(c—a)+f“a—a(c——a)c,

c

g x*b4a*(d—b)—0b(d—0b)d
e = d )

oder nach Einsetzung des ersten Ausdrucks fiir 2? und nach

einigen Vereinfachungen
QN abf?4 cd(a®+ b*) — ab (c* + d?)

cd
oder
cd(@+ b0 —é&)=ab(@+ & — 7
oder
a2+b2_ee Rt cs_l__dz__fz
ab s cd
oder auch

cde* — abf? = (ac — bd) (ad — be)
oder endlich

c i a 2_ gl @ b d (u d b e
AR dbad el BB s s (S e
In der letzten Form erscheint die Relation als eine Glei-

8o bk &

FHAR d b ol

3. Stimmen zwei Dreiecke in dem Winkel y iiberein,

chung zwischen den vier Quotienten

*) Die Relation wurde von Stewart angegeben. (De quibusd.
theorem. general.; Edinburg 1746).
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2 §: 8
so ist a‘+;bb——<i fiir beide dieselbe Grofse, so dafs dieser

Ausdruck nur von dem Winkel p abhiingt#).

§ 23.
Die metrischen Relationen beim Viereck.

1. Beim Viereck treten zwolf Strecken auf, von denen
fiinf beliebig sind. Man kann z. B. in Fig. 14 4B, BE, EC,

F

Fig. 14.

CF und F'A beliebig annehmen, withrend die iibrigen Strecken
hierdurch bestimmt sind. Wir fassen zuniichst 4 BC als ein
Dreieck auf, in dessen Ebene der Punkt 1) gegeben ist, und
suchen eine Relation zwischen den sechs Strecken, in die
die Dreiecksseiten durch die von den Eckpunkten durch 1)
gezogenen Geraden geteilt werden.

Wendet man den Satz des Menelaos auf N\ AGD und
die Schneidende B, dann auf A BGD und die Schneidende
AC an, so erhilt man

AB OGN

BG.CD.EA
aus denen durch Division

BA.GC.DF _

AG.OD. FB™ 1,

*) Die dritte Vierseitsrelation findet sich in Carnot's Géométrie de
position, ohne dafs jedoch ihre prinzipielle Bedeutung hervorgehoben
wiirde.
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§ 23. Die metrischen Relationen beim Viereck. 79

AG DF.EA

i w2 Al

BG E.FB
folgt. Bildet man die beiden analogen Relationen und multi-
pliziert alle drei, so findet man, wenn man das Vorzeichen,
das nach der Entwickelung nicht evident ist, der Figur ent-
sprechend bestimmt,
AG.BE.CF _
GB.EC.FA
Wir haben somit den bekannten Safz des Ceva™): Legt
man durch einen festen Punkt und die Fckpunkte eines Dreiecks
drei Gerade, so werden die drei Seiten des Dreiecks durch die-
selben derart geschnitten, dafs der Quotient der Produlte je
dreier wicht auf einander folgenden Stiicke (gerechnet wie beim
Satze des Menelaos) gleich + 1 ist.
Die Umkehrung dieses Satzes, die zahlreiche Anwen-
dungen auf spezielle Fiille gestattet, wird genau wie die Um-
kehrung des Satzes des Menelaos bewiesen.

(B

2. Analoge Relationen ergeben sich, wenn man von
den Dreiecken 4 B D u. s. w. ausgeht. Um indessen simt-
liche Gleichungen des Vierecks aufzustellen, nehmen wir
noch § 22, 1 zu Hilfe. Der Kiirze wegen setzen wir BE
=a, EC=a,, CF=b,,0,+a;=a ws. w., AD =p,
DE =1 u. s. w., Fig. 14 entsprechend. Dann haben wir

Ferner ist nach dem Satze des Menelaos mit steter Riick-
sicht auf die Vorzeichen

0% St bty

C Gy P

¢/ ¢ apy i 1

24+ L) — = oder
(02 * c2a2) p

#) Ceva, De linets se invicem secanlibus. Mailand 1678.
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s By
(c-z + bx) p o 1’

p=1(3+73)

also

und somit
(ot 9 e (L LY

woraus folgt

lg_b’a,—l—c‘-’ag—aala?
Gl R S
(t+a+s)
c2b, +a*b, — bb, b,
s(1 420 3y
( ay * 01)
9. a'¢Hbleg—ceq

EEE)

m2=

und andererseits

(b*a, + ta, — aa,; a,) (j—; -+ %)2
ik c b, \2 ’
S i
a (1 ekt bl)

(¢ + athy— bbby (G + )’
¢ = %! 5

(1484 5)

b a,\ 2
(@ ¢, + Uy — ce ) (# i ’ag)
2 1

*U e et o i oY G RIS W i, WA o RS R 5

Aus den sechs Stiicken a,, a,, b,, by, ¢, ¢, die unter
sich durch eine Relation verbunden sind, lassen sich also
die sechs iibrigen algebraisch berechnen.

Die Relation zwischen a, b, ¢, p, q, 7, den sechs Ent-
fernungen zwischen je zwei von vier Punkten, lifst sich
(s. dariiber Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten,
p. 215), auf die Form

www.rcin.org.pl
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Py g
ekt o = h oy
e -0 g - rgel=—u)
ki %0
P nalnon orow Bl

bringen.

3. Wenn ein festes Dreieck vorgelegt ist, so kann man
die Lage eines Punktes derselben Ebene dadurch bestim-
men, dafs man den Punkt mit den Eckpunkten des Dreiecks
verbindet und die Verhiltnisse angiebt, in welchen die Ver-
bindungsgeraden’ die Dreiecksseiten schneiden. Aus zwei
dieser Verhiltnisse lifst sich das dritte nach dem Satze des
Ceva bestimmen; doch empfiehlt es sich der Homogenitiit
halber die drei Verhiltnisse in betracht zu ziehen. Man ge-
langt so zu dem vielleicht einfachsten, homogenen Koordinaten-
system. Mibius fithrt dasselbe in seinem ,, Baryzentrischen
Kalkiil“*) in einer Form ein, welche seinen geometrischen
Charakter etwas verdeckt.

Denkt man sich in zwei Punkten 4, und A4, die Massen
my und m, konzentriert, die auch negativ sein konnen, so
liegt der Schwerpunkt der beiden Massen in dem Punkte 4
der Geraden 4, 4,, fiir welchen

4,4 my

AA, m,
ist. Sind in den Eckpunkten eines Dreiecks 4, 4, 4; die
Massen m,, m,, m; konzentriert, so liegt ihr Schwerpunkt
auf den Verbindungslinien je eines Massenpunktes mit dem
Schwerpunkte der beiden andern. Man findet daher den Ge-
samtschwerpunkt, indem man die Seiten des Dreiecks im
umgekehrten Verhiltnis zu den Massen der begrenzenden
Eckpunkte teilt und die Teilpunkte mit den gegeniiberliegen-
den Eckpunkten verbindet; der gemeinsame Schnittpunkt der
drei Verbindungslinien ist der Schwerpunkt. Man erkennt
leicht, dafs durch geeignete Wahl der drei Massen jeder
Punkt der Ebene zum Schwerpunkt gemacht werden kann,

*) Gesammelte Werke, B. 1, p. 1.

Rausenberger, Elementargeometrie. 6
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und zwar nur auf eine Art, wenn man lediglich die Ver-
hiiltnisse der Massen in betracht zieht. Diese Massenver-
hiiltnisse konnen an Stelle der oben besprochenen Schnittver-
hiiltnisse als Koordinaten des Schwerpunktes benutzt werden.

Fiir den Raum lassen sich ihnliche Betrachtungen an-
stellen, auf die wir nicht weiter eingehen.

§ 24.
Flicheninhalt und Flichenverwandlung.

1. Es erscheint zweckmiifsig, erst nach der Behandlung
der metrischen Relationen zu der Lehre vom Flicheninhalt
iiberzugehen, wenngleich der Begrift des Flicheninhalts schon
beim Dreieck auftritt; wir werden néimlich von den Unter-
suchungen der letzten Paragraphen mehrfach Anwendung zu
machen haben.

Wir nennen zwei Figuren, die von sich selbst nirgends
durchschneidenden und in sich selbst zuriicklaufenden Linien-
ziigen begrenzt werden, flichengleich, wenn beide durch Linien
derart zerlegt werden konnen, dafs je zwei Teile beider
gleich (kongruent) sind. Sowie wir bei der Addition von
Strecken das Axiom benutzen muflsten, dafs die Reihenfolge
der Aneinanderfiigung fiir das Resultat gleichgiltig ist, so
miissen wir hier das folgende Axiom aufstellen:

Wenm zwei geschlossene Figuren durch irgend eine Zer-
lequng als flachengleich nachgewiesen sind, so ist es nicht mig-
lich eine andere Zerlegung auszufiihren, bei der die eine Iigur
simtliche Teile der andern, aufserdem aber noch weilere Teile
enthdilt.

Die Definition und das Axiom lassen auch negative, d. h.
subtraktiv anzutragende Teile zu.

2. Bei der Zerlegung zweier Figuren in beziiglich gleiche
Teile beschriinken wir uns prinzipiell nicht auf Teile von
endlicher Ausdehnung, sondern lassen auch den Grenziiber-
gang zu unendlich vielen unendlich kleinen Teilen zu*). Es

#) Der Begriff des unendlich Kleinen beim Flicheninhalt kann
wohl als unmittelbar einleuchtend angenommen werden; zerlegt man
eine Figur von endlichen Dimensionen in unendlich viele Teile, so
miissen dieselben teilweise unendlich klein sein.
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mufls hervorgehoben werden, dafs wir uns krummlinigen
Figuren gegeniiber hier in einer giinstigeren Lage befinden,
als frither bei der Ausmessung krummer Linien. Denn
withrend es unmboglich ist, eine krumme Linie in gerade
Teile zu zerlegen, um hierdurch eine Grofsenvergleichung zu
erzielen, konnen wir in und um eine krummlinige Figur je
eine geradlinige mit beliebig vielen Seiten zeichnen, von
denen die eine selbstverstindlich kleiner, die andere grofser
als die krummlinige ist, und deren Unterschied beliebig klein
gemacht werden kann, so dals der Flicheninhalt der krumm-
linigen Figur durch einen Grenziibergang vollkommen streng
ermittelt werden kann.

3. Beim Messen der Geraden konnte eine beliebige
Strecke als Einheit gew#ihlt werden; beim Messen von Flichen
hat man eine weit umfangreichere Auswahl, da man eine
Figur von beliebiger Gestalt und Grofse zur Mafseinheit
machen kann. Ein aprioristischer Grund fiir die Zugrunde-
legung einer bestimmten Mafsfigur kann nicht angefiihrt
werden. Da in der Praxis hauptsichlich Figuren zu ver-
messen sind, die Rechtecken mehr oder weniger nahe kommen,
Rechtecke aber am leichtesten wieder in Rechtecke zerlegt
werden konnen und unter den Rechtecken das Quadrat das
regelmiifsigste ist, und da ferner die gesamte unendliche
Ebene mit unendlich vielen Quadraten vollstiindig bedeckt
werden kann, so hat sich als vorteilhafteste Flicheneinheit
das Quadrat, dessen Seite gleich der Lingeneinheit ist, ein-
gebiirgert. Da die wissenschaftliche Vermessungslehre das
Quadrat durch nichts besseres zu ersetzen vermag und eine
willkiirliche Festsetzung doch einmal gemacht werden muls,
so wird es von derselben gleichfalls als Flichenmafseinheit
acceptiert.

Fuklid beschrinkt sich lediglich auf die Lehre von der
Flichenvergleichung und Flichenverwandlung, die eigentliche
Flichenvermessung vollstindig ausschliefsend; sei es, weil
ithm die Wahl der Mafseinheit zu willkiirlich erschien, sei
es, weil er die Vermessungslehre iiberhaupt mehr fiir einen
Teil der praktischen Feldmefskunst als fiir reine Mathematik

hielt. Auch wir wollen die Flichenvergleichung in den
6*
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Vordergrund stellen, die Vermessung jedoch, welche immer-
hin charakteristische Formeln liefert, nicht ausschliefsen; die
Ubertragung der Formeln von einer Maflseinheit zu einer
beliebigen anderen ist tibrigens durch eine einfache Pro-
portion sofort auszufiihren.

Wir stellen sogleich das Fundamentalgesetz der Flichen-
vergleichung geradliniger Figuren an die Spitze:

Zwei flichengleiche geradlinige Figuren lassen sich immer
dwrch Zerlegung (auf additivem oder subtraktivem Wege) in
eine endliche Anzahl von beziiglich gleichen Teilen incinander
iiberfiihren. .

Wesentlich ist also, dafs niemals eine Zerlegung in un-
endlich viele Teile zu Hilfe genommen werden mufs.

Wir fithren die Untersuchung zuerst fiir Dreiecke, dann
fiir beliebige geradlinige Figuren.

4, Im Dreiecke ABC (Fig. 15), in dem an der Seite
A B zwei spitze Winkel liegen mégen, halbieren wir AC und

BC in D und E, machen

F—K q JEG1 AB, HDF1 AB

und F'CG &= AB. Dann

D 4 ist AADH = CDF und
\ A BEJ = CEG, so dafls

‘ das Dreieck 4 BC und das
SRS J i Rechteck HJGF' flichen-

Fig. 15.

gleich sind. Jedes Dreieck
liifst sich daher durch Zerschneiden in hochstens drei Teile und
Umlegen derselben in cin flichengleiches Rechteck verwandeln.
5. Ist ABCD ein Recht-
» 0 ek (Fig. 16), ziehen wir AC
4 7 und durch einen Punkt o
dieser Geraden HF == AB,
EG = BC, so wird ABCD
in vier Rechtecke zerlegt; wir
A A #  behaupten, dafs die von der
Fig. 16. Diagonale nicht durchschnit-
tenen BFJE und DGJH
flichengleich sind. Es ist niimlich A ABC = CDA, A AEJ
=dJHA, A OFJ = JGC, und man erhilt die fraglichen

H i
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Rechtecke, indem man von A ABC und A CDA je eines
der beiden andern Paare abzieht.

Nehmen wir aber umgekehrt an, dals DGJH und
BEJF flichengleich sind und sich in der Lage befinden,
dals JI' die Verlingerung von
HJ, JE die Verlingerung von
GJ ist, und verlingern wir DG

und BF, DH und BE, bis sie o i 3
sich in C und 4 schneiden, so ;
konnen wir behaupten, dals J }

in AC liegt. Nach Fig. 17 ;
SOt ‘ HE &

miifste nimlich sonst Rechteck i

BFLK, welches grofser als

JFBE ist, flichengleich mit DMLH sein, welches kleiner

als DGJH ist.

Da nun jedes Dreieck in ein gleichgrofses Rechteck,
nach der letzten Betrachtung aber zwei flichengleiche Recht-
ecke ineinander verwandelt werden konnen, und zwar ledig-
lich auf additivem oder subtraktivem Wege, so ist bewiesen,
dafs zwei flichengleiche Dreiecke auf demselben Wege in
einander iibergefiihrt werden konnen; denn man braucht nur
das eine Dreieck in ein Rechteck, dieses in ein anderes,
welches durch die gleiche Operation aus dem zweiten Drei-
eck hervorgehen wiirde, und schliefslich das zweite Rechteck
in das zweite Dreieck iiberzufiihren.

6. Sind zwei flichengleiche geradlinige Figuren (Polygone)
vorgelegt, so konnen dieselben zuniichst in eine endliche Zahl
von Dreiecken zerlegt, letztere aber einzeln in Rechtecke
iibergefithrt werden. Es ist aber auch leicht, beliebig viele
Rechtecke in ein einziges zu vereinigen. Man braucht sie
zu diesem Zwecke nur in Rechtecke mit einer gleichen Seite
zu verwandeln, worauf das Aneinandersetzen unmittelbar
moglich ist. Diese Umwandlung ist aber nach 5. ausfiihr-
bar; denn wenn DGJ H und die zur neuen Seite bestimmte
Strecke vorgelegt sind, so braucht man letztere nur zu JI
zu nehmen und die Figur zu erginzen, wodurch man zu
JFBE gelangt. So lifst sich jedes der beiden Polygone
in ein flichengleiches Rechteck verwandeln und die Recht-

D ATIIII C
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ecke lassen sich schliefslich ineinander iiberfithren. Durch
teilweise Umkelbrung der Operationen ist daher das eine
Polygon in das andere iiberfithrbar. Der am Kingang be-
hauptete allgemeine Satz ist also erwiesen.

7. Ein geschlossener Linienzug umgrenzt nur dann
einen Flichenraum im gewohnlichen Sinne, wenn er sich
nirgends selbst durchschneidet; doch verlangt die Analogie,
dafs auch solchen Figuren, deren Umfang sich ein- oder
mehrmals durchschneidet, ein bestimmter Flicheninhalt zu-
geschrieben wird. Die folgende Betrachtung liefert hierzu
die Grundlage.

Bei jedem geschlossenen Linienzuge kann man zwei
Seiten unterscheiden (man kann etwa die eine durch Schat-
tierung u. dgl. markieren), die man bei Figuren mit sich
nicht schneidender Umgrenzung als dufsere und innere, bei
allen aber nach willkiirlicher Festsetzung als rechte und linke
bezeichnen kann®). Ist
nun zunichst eine Figur
ABCDE.. der ersten Art
vorgelegt (Fig. 18), ver-
bindet man einen in der-
selben Ebene beliebig ge-
withlten Punkt O mit den
Punkten 4, B,C, D, E, ..
durch Gerade und nimmt
den Inhalt der Dreiecke
OAE u. s. w. als positiv,
wenn die innere Seite von
AE u.s.w. bei ihnen nach
innen liegt, als negativ, wenn das Umgekehrte der Fall ist,
so ist die algebraische Summe der Dreiecke O AE u. s. w.
unter allen Umstiinden — mag O innerhalb oder aufserhalb
des Polygons liegen — mit dem Inhalte des Polygons fliichen-
gleich. Bei umgekehrter Festsetzung des Vorzeichens der
Dreiecke erhiilt man als Summe das Negative des Polygon-
inhalts. In der Folge wollen wir bei dem Endresultat nur

Fig. 18.

#) Vgl. § 17, 6, wo die Bezeichnung anders gewiihlt ist.
g g
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den absoluten Wert in Betracht ziehen, also nur bei der
Zusammenfiigung auf das Zeichen achten.

Wir sprechen nun fiir belichige geschlossene Linienziige
den Satz aus: Zicht man von zwei Punkten O und P aus
Gerade nmach den FEckpunkten eines geschlossenen Linienzuges
ABCDE ... (Fig. 19) und sum-
miert eimerseits die Dreiecke O A B,
OBC wu. s. w., andererseits die
Dreiecke PAB, PBC u. s. w.,
wobei diejenigen Dreiecke als po-
sitiw, resp. negativ gerechmet werden,
bei denen diec linke, resp. rechte
Seite des Linienzuges nach innen
gekehrt ist, so sind beide Summen
flichengleich. Es ist nimlich, wenn
wir die Flichengleichheit durch
= bezeichnen und die Dreiecke,
welche OP zur Seite haben, als
positiv oder negativ betrachten, je nachdem sie auf der
einen oder anderen Seite von OP liegen (in der Figur sei O P4
positiv, withrend OAB positiv, PAB negativ ist u s. w.),

OAB 4+ OPB=PAB + OPA,
OBC + OPC = PBC + OPB

u. 8. W,

woraus durch Summierung folgt
OAB+ OBC+ ...=PAB + PBC+ ...

Wir kimnnen daher als Flicheninhalt eines Linienzuges die
algebraische Summe der Dreiecke bezeichnen, welche seine Seiten
mit den von einem belicbigen Punkte derselben Ebene nach ihren
Endpunkten gezogenen Geraden einschliefsen, wobei die oben
gegebene Zeichenregel zu beachten ist.

Man erkennt nach dieser Definition leicht, dals z. B.
der Flicheninhalt eines Vierecks mit sich schneidendem Um-
fange der Differenz der beiden Dreiecke gleich ist, welche
von dem Umfange gebildet werden.

Eingehenderes iiber diesen Gegenstand siehe bei Mibius,
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Uber die Bestimmung des Inhalls eines Polyeders. Ges. Werke,
B. 11, p. 473%).
§ 25.
Fléichenmessung.

1. Die Fundamentalfrage, die wir nunmehr zu beant-
worten haben, ist die: in welcher Weise hingt der Flichen-
wmhalt einer Figur von den sie bestimmenden Strecken ab? Die
Abhingigkeit von Winkelgrofsen bleibt an dieser Stelle noch
ausgeschlossen. Wir wollen jetzt das Quadrat, dessen Seite
der Liingeneinheit gleich ist, als Flichenmalseinheit benutzen,
obwohl die folgenden Resultate leicht auch ohne dies zu er-
mitteln wiren. Es wird in der Folge als selbstverstindlich
vorausgesetzt, dafs alle in der Rechnung auftretenden Lingen
nach derselben Einheit gemessen sind; die Flicheninhalte
finden wir dann in der entsprechenden Fldcheneinheit.

2. Der Flicheninhalt ¥ eines Rechtecks, dessen an-
stolsende Seiten die Lingen @ und b besitzen, ist F = ab.
Denn ist die Lingeneinheit genau in den beiden Seiten ent-
halten, so braucht man die letzteren nur nach ihr zu teilen
und durch die Teilpunkte Parallele zu den Seiten des Recht-
ecks zu legen; dann ist das Rechteck in a.b Quadrate,
welche die Flicheneinheit darstellen, zerlegt. Trifft diese
Voraussetzung nicht zu, so denke man sich die Liingenein-
heit in n gleiche Teile geteilt und betrachte einen solchen
Teil als neue Lingeneinheit; die alte Flicheneinheit ist dann
nach dem eben Bewiesenen das n*fache der neuen. Geht
nun die neue Lingeneinheit in den Seiten des Rechtecks

genau auf, so dafs an = a,, bn = b, ganzzahlig sind, so
a; b,

ist nach der alten Einheit F' = 2 e ab. Geht fiir kein

2
ganzzahliges n die neue Hinheit in beiden Seiten auf, so sei
(a, und a, sind ganzzahlig)
o <an<a + 1,
b <bn < b + 1;
*) Der erste, welcher diesen Gegenstand behandelte, ist A. L. I
Meister (Generalia de genesi figurarum planarum et inde pendentibus

earum affectionibus, novi comment. soc. reg. scient. Gotting., T. I ad
annos 1769 & 1770).
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alsdann ist

a, b, (@, + 1) b 4+ 1)
s s F< 7 b O R
oder
b
———7<F< Byl s tﬁ‘ﬁ

oder, da % <a, 4 <b ist,

1
n?

1<F< |1+7a+b+

a-+b 1
245

Wiichst nun n ins Unendliche, so nimmt poc

10

gegen die Null hin ab, wodurch sich F' der Grenze - i

und damit auch ab beliebig nihert.
Fiir das Quadrat ist F = a®
3. Bezeichnet man im Dreieck A BC das von A auf
BC gefillte Perpendikel (Hohenperpendilkel) AD mit h, so ist
der Inhalt F' des Dreiecks
ah

et

Dies geht aus der Vermessung des Rechtecks und der
Konstruktion von § 24, 4 hervor. — a heilst die zur Hohe
h gehorige Dasis oder Grundlinie.

4. Die Flicheninhalte zweier Rechtecke verhalten sich
hiernach wie die Produkte zweier anstolsenden Seiten, die-
jenigen zweier Dreiecke wie die Produkte entsprechender
Grundlinien und Hohen. Stimmen zwei Rechtecke, resp.
Dreiecke in einer Seite iiberein, so verhalten sich ihre In-
halte wie die zugehorigen Hohen u. s. w.

5. Die Inhalte 7' und F, zweier #hnlichen Dreiecke
ABC und A4,B,C, verhalten sich wie die Quadrate®) ent-

sprechender Seiten. Denn es ist F'= »9:4, P = a‘:‘ yhihy

=b:b=a:a,, also F: F,=ah:ah =a®:a?

Da sich zwei #hnliche Polygone in entsprechende #hn-
liche Dreiecke zerlegen lassen, verhalten sich auch die Inhalte
zweier dhmlichen Polygone wie die Quadrate entsprechender Seiten.

*) Das Wort Quadrat kann arithmetisch oder geometrisch ver-
standen werden.
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6. Wir machen im Dreieck A BC AD | CB und setzen
AD = h, CD == u; ferner rechnen wir a, b, ¢ und % als
positiv, dagegen w als positiv oder negativ, je nachdem es
sich von C aus in der Richtung nach B oder in der um-
gekehrten erstreckt. Dann ist nach dem Pythagoreischen

Lehrsatz:
B=10—u und * =¢"— (a — u)’,

also
d bV —u=c — (a — u)
oder
2 R ]
U = L’f_;)? ¢ :
folglich
he — b2 (u“ ‘f_bj__ (;2>2 _ 4a®® — (@ 4 b — c?)?
S 2a i 4a*

Demnach wird der Flicheninhalt

F="" — 1 ViaW — @ + & — & |
=1VY(2ab+ a® +1* — &) (2ab —a® — B* 4 ¢&¥)
=1Vl + b — [ — (a —b)]
=1Vle+b+ela+b—c(c+a—b)(c—a+d)

oder, wenn s = a + b - ¢ gesetzt wird,

F=V5 b —alg =03~

Dies ist die bekannte von Heron wvon Alexandria ge-
fundene Dreiecksformel.

7. Ist irgend ein geradliniges Gebilde vorgelegt, so kann
man den Flidcheninhalt eines darin enthaltenen in sich ab-
geschlossenen Linienzuges additiv und subtraktiv zusammen-
setzen aus den in der Figur auftretenden Dreiecken, wie
leicht an beliebigen Beispielen zu erkennen ist. Wird nun
das Gebilde durch einen Teil seiner Strecken bestimmt, so
kann man zundchst die iibrigen Strecken nach §§ 20—23
algebraisch berechnen und dann den Inhalt der Dreiecke,
somit auch des Linienzuges ebenfalls algebraisch ausdriicken.
Wir erhalten das wichtige Gesamtresultat:

Der Flichewinhalt eines geschlossenen Linienzuges, der in
einem geradlinigen Gebilde enthalten ist, ist eime algebraische
Funltion der bestimmenden Strecken.
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8. Alle Formeln fiir den Flicheninhalt sind in Grofsen,
die Strecken darstellen, von der zweiten Dimension, d. h. sie
nehmen den Faktor %* an, wenn man simtliche darin ent-
haltenen Streckenwerte mit & multipliziert, wie aus No. 5 folgt.

9. Die Lehre vom Fldcheninhalt bietet mit derjenigen
von der Ahnlichkeit zahlreiche Beriihrungspunkte dar. So kann
man den Fundamentalsatz der Abnlichkeitslehre (§ 19, 2) auch
mit Hilfe der Flichenvergleichung beweisen, wie dies Fullid
thut. Die Beweise des Pythagoreischen Lehrsatzes griinden
sich teils auf die Ahnlichkeitslehre, teils auf die Lehre von
der Flichenvergleichung u. s. w. Diese Verwandtschaft be-
rubt darin, dafs die in der Ahnlichkeitslehre auftretenden
Gleichungen Proportionen von Geraden sind, die sich durch
Ausmultiplizieren als Gleichungen zwischen Produkten von
je zwei Strecken darstellen, wihrend sich der Flicheninhalt
ebenfalls vielfach durch solche Produkte ausdriickt. Bei den
allgemeineren metrischen Relationen, wo die Produkte von
drei Verhiltnissen auftreten, hort der Zusammenhang auf,

§ 26.

Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln des Dreiecks
(ebene Trigonometrie).

1. Die metrischen Relationen beim Vierseit, die uns die
Beziehungen von Strecken untereinander sowie zwischen
Strecken und Flicheninhalten lieferten, geben uns auch die
notigen Hilfsmittel an die Hand, um das noch offen gelassene
Problem zu losen: die Relationen zwischen den Strecken und
Winkeln geradliviger Figuren, zundichst des Dreiecks aufzusuchen.

In einem Dreieck treten, wenn man das Parallelenaxiom
annimmt, nur fiinf nicht direkt aufeinander zuriickfiihrbare
Stiicke auf: drei Seiten und zwei Winkel; durch drei der-
selben ist das Dreieck ein- oder zweideutig bestimmt. Hs
handelt sich also darum, zwischen den fiinf Stiicken des
Dreiecks zwei Relationen aufzustellen. Uber den Charakter
dieser Gleichungen konnen wir uns sofort Rechenschaft geben.
Wir sahen, dafs Winkel, die um 4%R verschieden sind, sich
in Bezug auf Linienverhiltnisse vollkommen iiquivalent ver-
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halten. Es werden daher in den Gleichungen Funktionen
der Winkel auftreten, die durch eine Vermehrung des Argu-
ments um 4%4R ungeiindert gelassen werden, d. h. additiv
periodische Funktionen. Da diese Funktionen fiir unendlich
viele Werte des Argumentes den gleichen Wert annehmen,
80 konnen sie nicht algebraisch sein. Die Relationen zwischen
Seiten und Winkeln des Dreiecks sind #ranscendent.

2. Es handelt sich nun darum, gewisse periodische
Funktionen der Winkel zu definieren, die wir statt der
letzteren immer in Rechnung bringen wollen; wir schlagen
den Weg ein, der erfahrungsmiifsig zu den bequemsten Funk-
tionen dieser Art fiihrt. Wir nehmen eine Gerade A B, die

wir, 4 nach links ge-

e kehrt, wagrecht legen

wollen(Fig.20),als festen
Schenkel eines verinder-
lichen Winkels o an; der
! positive  Drehungssinn
moge der Bewegung des
Uhrzeigers entgegenge-
a 1 setzt sein. Machen wir
den zweiten Schenkel AC
des Winkels gleich der
g (e g Liingeneinheit und fillen
von C ein Perpendikel

CD auf A B, so repriisen-

tiert DC einen nur von

Fig. 20. dem Winkel « = DAC

abhiingigen Zahlenwert,

wie aus einfachen Ahnlichkeitsbetrachtungen hervorgeht; DC
moge als positiv angesehen werden, wenn es bei der fixierten
Lage von AB oberhalb dieser Geraden, als negativ, wenn
es unterhalb derselben liegt. Wir nennen dann den Zahlen-
wert von DC den Sinus*) von « und schreiben dafiir sin a.

#) Uber die mutmalsliche Entstehung dieser Bezeichnung s. Cantor,
Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, p. 632. Geschichtliche
Angaben iiber Trigonometrie u.s. w. findet man auch in den Ofters
angefiihrten Werken von Baltzer und Kruse.
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3. Es ist sin 0° = 0, sin 90° = 1; bei spitzen Winkeln
nimmt der Sinus mit wachsendem Winkel immer zu. Ver-
liingert man nimlich in Fig. 20 CD iiber D hinaus um es
selbst bis F' und zieht AF, so ist CAF ein Dreieck mit
den festen Seiten AC = AF und dem veriinderlichen Winkel
2a; die dritte Seite CF (also auch DC) ist desto grofser,
je grofser 2« ist (§ 13, 3). Fiir spitze Winkel hat der Sinus
also einen positiven Wert, der von O bis 1 wiichst. Uber-
schreitet der Winkel 90° so bleibt der Sinus positiv, nimmt
aber derart ab, dafs sin @ = sin (2R — «) ist. Fiir 180°
wird der Sinus wieder O, um fiir wachsende Winkel ins
Negative iiberzugehen, fiir 270° der negativen Einheit gleich
zu werden und dann wieder zu O aufzusteigen. Dabei ist

sin ¢ = — sin (¢ — 2R). Fiir negative Winkel ist der Sinus
durch die Relation bestimmt: sin (— &) = — sin a.
Der Sinus schwankt also zwischen den Werten — 1

und + 1; es gelten fiir ihn allgemein die Gleichungen
sin (¢ 4+ 4R) = sin «,
sin (2R — &) = sin «,
sin (— @) = — sin a.

Zu einem gegebenen Werte des Sinus gehoren daher

doppelt unendlich viele Winkel, die durch die Ausdriicke
a4+ 4kR,
2R —a+ 4kR=(4k+ 2)R — «
dargestellt sind. Wihrend also der Sinus durch den Winkel
cindeutig bestimmt ist, wird der Winkel durch den Sinus,
auch wenn man Winkel iiber 4 B ausschlielst, nur zweideutig
bestimmt. Dieser Umstand liifst es wiinschenswert erschei-
nen, noch eine zweite Funktion des Winkels in die Rechnung
zu bringen.

4. Wir nennen den Sinus des Komplementwinkels von «
den Kosinus (= complementi sinus) von « und schreiben
dafiir cos a; es ist also

cos & = sin (R — a).

Man iiberzeugt sich ferner leicht davon, dafs fiir belichige

in Fig. 20 die Strecke 4D den Kosinus von « darstellt,
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wenn diese Grofse positiv oder negativ gerechnet wird, je
nachdem 1) rechts oder links von A4 liegt.

Der Kosinus beginnt bei 0° mit 1, nimmt dann ab, um
fir 90° Null zu werden, dann ins Negative iiberzugehen und
fiir 180° den Wert — 1 anzunehmen; dann nimmt er wieder
zu, wird bei 270° Null und geht nun von neuem ins Posi-
tive iiber.

Es gelten allgemein die Gleichungen

cos (@ + 4k R) = cos «,
cos (2R — a) = — cos «,
cos (— a) = cos a.
Ferner liefert der Pythagoreische Lehrsatz die Gleichung*)
cos? @ + sin* e =1,
also

cose =4 V1 —sinfa, sina= -+ }1— cos®a.

Ist also der Sinus oder Kosinus eines Winkels, nicht
aber der Winkel selbst bekannt, so wird hierdurch die andere
Funktion nur zweideutig bestimmt.

Die beiden Funktionen Sinus und Kosinus sind theoretisch
vollkommen ausreichend, um alle hierher gehérigen Aufgaben
zu losen. Dem Charakter unserer Untersuchung entsprechend
fiithren wir daher keine weiteren Winkelfunktionen ein, was
freilich fiir die Einfachheit der Rechnung vorteilhafter wiire.

Man nennt simtliche eindeutigen, periodischen Funktionen
der Winkel trigonometrische Funktionen und bezeichnet die
Lehre von den Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln
eines Dreiecks als (ebene) Trigonometrie.

5. Nunmehr bietet die ,, Auflosung® der rechtwinkligen
Dreiecke, d. h. die Herleitung der Relationen zwischen Seiten
und Winkeln, keine Schwierigkeit. Man findet, wenn y = 1I? ist:

a = ¢ sin @ = ¢ cos f3,
b=ccosa=csinf,
withrend nach dem Pythagoreischen Lehrsatze ¢® = a* 4 0*
ist. Diese Gleichungen bieten die Moglichkeit, aus zwei

#) Die Schreibweise sin®? « und cos? « fiir (sin )? und (cos «)?
kann, obgleich Gauss dagegen Einsprache erhob, jetzt als fast allge-
mein iiblich betrachtet werden.
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gegebenen Stiicken die iibrigen zu berechnen (sind @ und b
gegeben, so berechne man, wenn man keine weitere Winkel-
funktion einfiihren will, zuerst ¢ u. s. w.).

6. Beim beliebigen Dreieck machen wir 40 | CB und
haben, wenn 8 und p spitze Winkel sind und 4D = h ge-

setzt wird,
h=>0bsiny und h=csinf,

also
c

; . b
bsiny =csin 8 oder 7 Tk A

wenn p ein stumpfer Winkel ist,
h="bsin (2R — p) =>bsiny, h=csinf,
also dieselbe Relation. Fillen wir auf AC gleichfalls ein
Perpendikel von B aus, so erhalten wir eine weitere Gleichung,
die mit der ersten zusammengestellt
a b c

sin @  sin B sin y ’

die sog. Sinusregel oder den Sinussatz liefert.
Sind eine Seite ¢ und zwei Winkel gegeben, so berechnet
man zuerst den dritten Winkel aus o + 4 y =2 E; dann ist
b____asinﬁ =___a;siuy_
sin e ’ sin «

Sind zwei Seiten @ und b und einer der nicht einge-
: ! . b sin « 2
schlossenen Winkel, e, gegeben, so ist sin f = ~—==- Hier-

durch ist 9C f nur zweideutig bestimmt, da zu demselben
positiven Sinus ein spitzer und ein stumpfer Winkel gehort.
Liegt B der kleineren Seite (b < a) gegeniiber, so ist der
spitze Winkel zu nehmen, wiithrend im anderen Falle das
Problem nach Fritherem wirklich zweideutig ist, aufser fiir
sin § = 1. Finden wir sin § > 1, so ist die Aufgabe unmog-
lich. Haben wir 8 bestimmt, so berechnen wir y =21 —a — f8
it i

8ln «

7. Sind zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel
oder drei Seiten gegeben, so fiithrt die Sinusregel nicht direkt
zum Ziele. Die Schwierigkeit besteht darin, dafs wir noch
nicht gezeigt haben, wie sin y sich durch sin ¢ und sin f8
ausdriickt; anderenfalls wiiren auch diese Fille mit Hilfe der

und haben endlich ¢ =
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Sinusregel zu erledigen, da diese zwei Gleichungen liefert
und in der That zwischen den sechs Stiicken eines Dreiecks
aulser ¢ + 4+ y = 2R noch zwei Gleichungen bestehen.
Wir leiten eine weitere Formel, den Kosinussatz, direkt her.
Machen wir AD | OB, und setzen AD =h, CD =z, so
ist bei jeder Lage von I), wenn nur das Zeichen von z be-
achtet wird*),
E=hm4+(a —2)?} BB=10—2°

also

2 =a*+ b — 2azx
und, wenn z = b cos p eingesetzt wird,

¢t = a4 b® — 2ab cos p;

fiir @ und b finden wir zwei analoge Gleichungen.

Nach dieser Formel lifst sich ¢ aus @, b und p berechnen;
die fehlenden Winkel « und B lassen sich nach der Sinus-
regel finden und zwar eindeutig, wenn man nur beachtet,
dafs « + B+ y =2R ist und, falls diese Gleichung zur
Annahme eines stumpfen Winkels notigt, dieser der grofsten
Seite gegeniiber liegen mulfs; andererseits fithrt auch das fol-
gende Verfahren zum Ziele. Wenn die drei Seiten bekannt
sind, so hat man nach dem Kosinussatze

a? 4 b — ¢
2G—E—N—v—> u. s. w.,

cos y =

wodurch die Winkel eindeutig bestimmt sind, da zu einem
positiven oder negativen Kosinus jeweilig ein spitzer oder
stumpfer Winkel gehort. Man vergleiche iibrigens iiber den
fiir cos p gefundenen Wert § 22, 3.

8. Die zur Vereinfachung der Rechnung dienenden trigono-
metrischen Formeln gehdren nicht hierher. Was die Berech-
nung des Flicheninhalts des Dreiecks aus drei bestimmenden
Stiicken anlangt, so haben wir leicht

ab sin
. s _2_7

und
a® sin § sin y _
2sine

e

*) Die Richtung von C nach B ist als die positive anzusehen.
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unter allen Umstinden ist klar, dafs sich der Flicheninhalt
algebraisch durch die Seiten und die trigonometrischen Funk-
tionen der Winkel ausdriickt.

9. Die Méglichkeit, die Funktionen Sinus und Kosinus
selbst analytisch darzustellen, wird durch das Additionstheorem
gegeben, dessen Herleitung lediglich anf

den metrischen Relationen beruht. Am A
einfachsten gelangen wir vielleicht fol- /ﬁ‘”
gendermafsen zum Ziele. A
Sind « und B zwei spitze Winkel, so p{%ﬁ e tenkil )

machen wir (Fig.21)CD =1, BCD=g¢,
X DCA = 4§, XCDB=ADC =1R 2
und setzen BC=a, AC =0, AB =-c. ”\
Dann ist nach der Sinusregel iﬂ

sin (« 4 f) = 9;?".@(?:.@. 281 c_%‘f’_”_‘; %

Fig. 21.

andererseits haben wir

1 1 % :
e b—ggf’ c=asine - bsin f,
also
sin « sin 8
C= Cos e ot cos
und daher
% sin o sin f
sin (« = ( —“—")
( +ﬂ) 0s a cos f cosa+cosﬂ
oder

sin (¢ 4 f) = sin @ cos B + cos « sin f.
Diese Formel gilt auch fiir negative § (es ist dann nur
B in der umgekehrten Richtung an « anzutragen); wir haben
sin (¢ — B) = sin « cos (— ) -+ cos « sin (— f)
oder
sin (¢ — f8) = sin « cos § — cos « sin f.

Die gefundenen Formeln gelten nicht allein fiir spitze,
sondern fiir beliebige Winkel. Ist zuniichst « ein stumpfer
Winkel, so setzen wir « = 2R — «, und haben

sin (« + ) — sin (2R — (& — f)) = sin (&, — f)

= sin @, cos § — cos &, sin # = sin @ cos § 4 cos « sin f;
ist B stumpf, so kann die analoge Transformation vorge-
nommen werden. Auf die entsprechenden negativen Winkel

Rausenberger, Elementargeometrie. 7
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iibertragt sich die Formel ganz von selbst, so dafs sie fiir
—2R<a<2R, —2R<B<2Rgilt. Nimmt man hinzu,
dafs alle tibrigen Winkel auf diese durch Zufiigung von 4% R
zuriickgefiihrt werden konnen und dafs Winkel, die nur um
diese Grofse verschieden sind, als #quivalent betrachtet
werden miissen, so ist das Theorem fiir beliebige Winkel
bewiesen.
Weiter folgt
cos (¢ 4 B) = sin (R — a) — ) = sin (R — «) cos f
— cos (B — &) sin !

oder
cos (& 4 B) = cosa cos f — sin & sin f§

und cos (@ — ) = cos & cos f§ | sin « sin f.
Durch Addition und Subtraktion der ersten und zweiten,
dritten und vierten Gleichung folgt
sin (@ + ) + sin (¢ — ) = 2 sin a cos f3,
sin (¢ 4 ) — sin (¢ — ) = 2 cos a sin f3,
cos (@4 B) 4 cos (e — ) = 2 cos acos f3,
cos (@ + ) — cos (¢ — B)= — 2 sin « sin f
oder, wenn fiir « + f und @ — f# nunmehr « und f gesetzt

wird,

sine 4 sin f =  2sin —*F +6 cos ;ﬁ,
sine —sin = 2cos +ﬁ n‘—!—;—ﬁ
cosa + cosf = 2cos —~+~B cos = 2 ﬂ,
cosoc——cosﬁ=—-28in——-t—€ sin 2—ﬂ-

10. Da die Umkehrungen von sin « und cos @, abge-
sehen von der Periodizitit, noch zweideutig sind, so liegt
es nahe, eine Funktion dieser beiden Grofsen zu bilden,
deren Umkehrung nur einfach unendlich vieldeutig ist. Hierzu
empfiehlt sich die komplexe Funktion

f(e) =cose + ¢sin a.
Es ist /(¢ 4 4% R) = f (), wihrend fiir kein anderes reelles
o, (&) = f(«) ist, wie man durch Verfolgung des Verlaufs
von sin @ und cos « erkennt.
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Es ist
f(a)f(B) = (cos & + i sin &) (cos B + @ sin )

= cos « cos # — sin & sin # - ¢ (sin « cos B 4 cos « sin f)
— cos (¢ + B) + i sin (a + B) — f(« + P).
Hieraus folgt
(cos @ + @ sin @)” = cos ne -+ @ sin ne  oder
(@) = [(ne).
Durch Entwicklung der linken Seite (cos @ - i sin )"
nach dem binomischen Satze und Trennung von Reellem und
Imaginiirem finden wir

n(n—1 :
COS N & = cOos" @ — —(1~ 2—) cos” 2 a sin’ e
nmn—1)(n—2)(n—3) R iy
=+ ST AT cos asin‘e —...,
. n . nn—1)(n—2 :
sinpe=1cos" ' sine— (71—?)%—2 cos" dasina—+ .-,

Formeln, die noch weiteren Umformungen zugiinglich sind.
Speziell ist
sin 2¢ = 2sine cose  und

cos 2¢ = cos’ @ — sin’a = 2cos’e — 1 =1 — 2sin’«;

aus den letzten Formeln folgt

14cos2a o /1 4 cos «
cos o = Vj — oder cos— = E 100 und
2 2 2
L 1—cosa
O 2,

11. Die Anschauung lehrt, dafs fiir verschwindend kleine
« auch sin « verschwindend klein wird, wenn auch (vgl.
§ 14, 3) kein strenger Beweis dafiir erbracht werden kann.
Bezeichet « einen sehr kleinen Winkel derart, dafls auch
ne, worin n eine beliebige ganze Zahl bedeutet, noch unter
jeder Grenze klein gedacht werden kann, so ist
sin n o nn—1)(n—2)

— n—1 Pl
et e 1.2.3

cos” desina—+ .-

oder, da die Potenzen von sin e als verschwindend klein gegen

das erste Glied vernachlissigt werden konnen und cos « der

1 sich unendlich nihert,
sinna
s «

=nN.

7%
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0. A
B 1
Da hiernach ———" = - ist, so folgt weiter
e
sin —
m n
sine  m

Die Grofse % kann aber bei geniigend grofsen »# und m
jedem beliebigen reellen Werte beliebig nahe gebracht wer-
den; setzen wir nun gmv_t = a,, so folgt

sin o,
sin «

sin e, sin «

o
= -t oder .
o A «

worin «, eine beliebige, verschwindend kleine Grofse ist.

. i sine .. 3 £ y :
Die Grofse o e nihert sich daher fiir verschwindende « einer

festen Grenze, deren Wert lediglich von dem Mafse abhiingt,

nach dem die Winkel gemessen werden. — Nehmen wir an,
dafs die Winkel nach Gestreckten gemessen werden, so wollen
wir :

[’sm a} s

I_ e a=0

setzen, so dafs, wenn wir ¢ = a«nx nehmen und dem Aus-
drucke sin ¢ jetzt die Bedeutung von sin & geben,
sin @ —
P

wird.  Wir nehmen von jetzt ab an, dafs die Argumente der
trigonometrischen Funktionen, falls sie mit ¢, ¥ u. s. w. be-
zeichmet werden, derart gemessen sind, dafs 2 R gleich = gerech-
net wird, wo m eine festdefinierte, alsbald zu berechnende Kon-
stante bedeutet.

12. Da es gleichgiltig ist, welchen sehr kleinen Wert
man in —81:—“=n fiir « wihlt, so ist es leicht, = mit be-
liebiger Niherung zu berechnen. Geht man von ¢ = R aus,
so hat man sine =1, cos @« =0 und kann nun der Reihe

. o o . o o . T
nach sin - und cos o, dann sin - und cos -, schliefslich

. o
sin % und cos o berechnen. Man findet
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g o R 2
Sln*‘ —V—:.EV:’ cos _2_=V ;

2
S V,?
R . e Ml 1 fafes =
sing =1/ —5 > =35V2-V2, cosf=1Vo 4V
g ]l' l 02 GRS o 77.‘_‘"7; e ® R PT —" TT Ee m e=
sin s — LV —V2+ V2, cos 2= L1V Voite
R ¢ =

sin iA(;:? 2— VZ—}-VZ—}—VZ
coaié— : V2+V9+V9+1/z

w s, w.

& 5 sin 2 @
Beachtet man, dals wegen sin 2 ¢ = 2sine cos a: S <3

sin o sin 2« n o
v e g ist, so erkennt man, dafls T einen 2u

also

grofsen Wert liefert. Um eine Kontrolle fiir die Rechnung

sin «

zu haben, betrachten wir ——, welches sich derselben

Grenze fiir verschwindende « nihert, aber bestindig einen
2w kleinen Wert liefert, da

cos 2 a = cos® @« — sin*a < cos’e, also

sin 2 sin o cos « o sma,cosa S sin «
2ecos2a  a@cos2a acos?a o COoS
. lll oz
ist. Berechnen wir daher glelchzeltlg ——und ———1" 80
o COS «

liegt m zwischen beiden, wodurch eine Kontrolle fiir die
Genauigkeit der Rechnung geliefert ist. Man findet

— 3,1415926535 . . .,

eine irrationale Zahl, die sich nicht als Losung einer alge-
braischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten dar-
stellen lifst®).

13. Durch Entwickelung nach dem binomischen Satze
finden wir

#) Den Beweis fiir das Letztere erbrachte Lindemann, Math. An-
nalen, XX, p. 213.
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cos @ - ¢ sin @ = l—cosi’l-{—isinE 3
L n n
P b AT 1 i, 9 ~2 n
= [1 -+ (L sin — 2 sin 2n)]
=14 2(isin® —2sin? 2 —|—7M:i) isin? —2gin?? 2+ o
1 n 2n 10 n 2n

Lassen wir n ins Unendliche wachsen, so wird

. q)_—
nsin - =g,

withrend (» — &) durch n ersetzt werden darf und » sin® ;ﬁ
T (1) . @ i, . s .
= - 8in ;— = 0 wird; wir erhalten

2 2n

PP SR S L LML : A
cosg-ising =1+ 12 1TesTizsa T

und durch Trennung von Reellem und Imaginiirem

4 6

PRINTEY. o) . M L
Bt s Lo e i T sks T

5 7

: O s i e AT e e i
sing=——q5 s+ 19345 1234567 T "

wobei die Griofse @ so zu berechnen ist, dals « = 2 R
¢ = = entspricht. Die beiden Reihen konvergieren fiir be-
liebige endliche g.

Mit der analytischen Umkehrung der trigonometrischen
Funktionen und den daraus entspringenden unendlichen Reihen
fiir # wollen wir uns an dieser Stelle nicht befassen. Die
gefundenen Gleichungen liefern zur Geniige die Beziehungen
zwischen Winkeln und linearen Grofsen. Auch die Einfiih-
rung von ¢¢ fiir cos @ -} ¢ sin ¢ braucht nicht weiter be-
handelt zu werden, da die trigonometrischen Rechnungen
durch sie nicht besonders vereinfacht werden.

14. Die Definition des Sinus und Kosinus geschah mit
Hilfe von rechtwinkligen Dreiecken, deren absolute  Dimen-
sionen irrelevant sind, demnach auch als unendlich klein be-
trachtet werden diirfen. Nach § 15, 5 gelten diese Defini-
tionen auch in der nicht-Euklidischen Geometrie, wenn man
nur die definierenden Dreiecke unendlich klein nimmt; die
Gleichungen fiir sin (a + f8) uw. s. w., sowie die Reihenent-
wicklungen fiir sin ¢ und cos ¢ behalten hier ebenfalls ihre
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Giltigkeit. Die trigonometrischen Dreiecksformeln dagegen
bleiben nur fiir unendlich kleine Dreiecke, nicht aber fiir
Dreiecke von endlichen Dimensionen richtig.

§ 27.
Allgemeineres iiber Strecken- und Winkelrelationen.

1. Aus den Formeln des vorigen Paragraphen fiir sin ne
und cos ne folgt, dals die Funktionen von Winkeln, die
ein rationaler Bruchteil eines Winkels sind, sich algebraisch
durch die Funktionen des letzteren ausdriicken. Da nun fiir
« = R Sinus und Kosinus rationale, bekannte Grofsen sind,
so folgt, dafs die Sinus und Kosinus aller Winkel, dic ra-
tionale DBruchteile eines Rechten darstellen, die Lisungen von
algebraischen Gleichungen mit ganezahligen Koeffizienten sind.

2. Ist irgend eine geradlinige Figur durch gewisse
Strecken und Winkel ein- oder mehrdeutig bestimmt, so hat
es keine Schwierigkeit, die zur Berechnung der noch unbe-
kannten Strecken und Winkel ndtigen Gleichungen aufzu-
stellen; man braucht, wie man auch ohne speziellere Durch-
filhrung iibersieht, nur die metrischen Relationen fiir Strecken
und die Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln der
Dreiecke, die immer auftreten, zu benutzen. Das Endresultat
lautet:

Die Bezichungen zwischen Strecken und Winkeln gerad-
liniger Figuren stellen sich als algebraische Gleichungen zwischen
den Seiten selbst und den trigonometrischen Funktionen der
Winkel dar. Treten insbesondere neben Strecken nur Winke
als Bestimmungsstiicke auf, die rationale Bruchteile eines Rech-
len sind, so ergeben sich zwischen den Strecken lediglich alge-
braische Relationen. :

3. Wihrend in einem allgemeinen n-seit die vorkom-
menden Winkel durch (»— 1) von ihen linear bestimmt waren,
stellt sich bei einem n-Eck die Sache anders; es treten hier
auch transcendente Winkelrelationen auf. Es moge die Durch-
fithrung fiir das Viereck geniigen, da die allgemeine Unter-
suchung hierauf zuriickgefiihrt werden kann. Im Viereck
treten in jedem der vier Eckpunkte zwei nicht direkt ab-
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hiingige Winkelgrofsen auf, im ganzen also acht. Die iibri-
gen in der Figur (an den weiteren Schnittpunkten der Seiten)
auftretenden Winkel sind aus diesen linear herleitbar. Da
in jedem der vier Dreiecke, welche je drei der vier Funda-
mentalpunkte zu Eckpunkten haben, die Winkelsumme 2 R
betragen mufs, so sind hierdurch vier lineare Relationen
gegeben, von denen jedoch eine aus den drei andern herleitbar
ist, so dafs noch fiinf von den Winkeln willkiirlich bleiben.
Es ist aber leicht ersichtlich, dafs bereits durch vier Winkel
(z. B. die an zwei Eckpunkten gelegenen) die iibrigen be-
stimmt sind; eine Rela-

/ tion bleibt also noch
/’Y herzuleiten®). Bei der

Bezeichnungsweise  von

i

/ 2 Fig. 22, wo die Winkel
b/ in der Weise festzusetzen
/17\\ sind, dafls zuerst von AC
nach 4D, dann von 4D
2 ' 2 nach AB gedreht und

a, V4] B
A ¢ dabei die Drehungsrich-
it tung von AC nach AD

als die positive genommen wird (ebenso diejenige von B A
nach BC und von CB nach CA4), haben wir bei jeder Lage
des Punktes D
P sin @ = 7 sin p,
g sin 8 = p sin «,
r sin y = ¢ sin 3, ,
also
sin @ . 8in 8. sin y

sinbp .sincq.sinar
REN SV o i bR R
8in e, . sin B, .siny,

sinpc.singa.sinrd
eine Relation, die dem Satze des Menelaos entspricht®¥),
Diese Gleichung ist transcendent.

In derselben Weise liifst sich allgemein erweisen: Die

#) 8. hieriiber auch R. Hoppe, Bestimmung der Vielecke durch die
Winkel zwischen Seiten und Diagonalen; Grunert Arch. B. 61, p. 439.

*#) Wenn wir niimlich uns a, b, ¢ iiber C, 4, B verlingert den-
ken und unter bp den Winkel der Verliingerung von b mit p ver-
stehen u. s. w. <
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Relationen zwischen den Winkeln geradliviger Figuren sind im
allgemeinen transcendent derart, dafs zwischen den trigonome-
trischen  Funktionen der Winkel algebraische Gleichungen be-
stehen; im speziellen Falle kénnen jedoch die transcendenten
Funktionen herausfallen.

4. Hieran ankniipfend behandeln wir die weitere Frage:
Welcher Art sind die Winkelrelationen, falls sie algebraisch
sind? Jeder Winkel einer geradlinigen Figur ist unendlich
vielwertig; denn man kann ihm beliebige Vielfache von 4 R
zufiigen, ohne an der Figur etwas zu #ndern. Besteht daher
zwischen Winkeln eine Gleichung, so muls sie so beschaffen
sein, dafs Anderungen der Winkel um 4% R sie ungeiindert
lassen oder nur bewirken, dafs andere Winkel ebenfalls um
eine solche Grofse geiindert werden miissen. Das erstere tritt
dann und nur dann ein, wenn von den Winkeln lediglich
Funktionen mit der Periode 4 R in die Gleichung eingehen;
im Falle einer algebraischen Winkelrelation kann nur das
letztere zutreffen. Betrachten wir nun in einer solchen alge-
braischen Winkelrelation alle Winkel bis auf zwei als kon-
stant, so dals wir § = f(«) schreiben konnen, so mufs
f(e+ 4 R)=p + 4kR sein; wiire hierin k nicht von 0 ver-
schieden, so wire f(«) der Annahme widersprechend eine
periodische Funktion. Ist umgekehrt ¢« = F'(f), so muls
auch F(B 4+ 4 R) = a + 4%, R sein. Daher ist F (8 4 4kIR)
= o -+ 4 kk, R, wihrend andererseits durch Umkehrung der
ersten Gleichung F'(B + 4%k R) = « 4+ 4R folgt, so dals
kk, =1, also k =k, = 1 ist. Eine Funktion f von der ge-
wiinschten Eigenschaft ist 8 = -+ « 4 Const.; ist f; («) eine
zweite derselben Art, so ist f; (¢) 4 « — Const. eine perio-
dische Funktion oder eine Konstante; da ersteres hier aus-
geschlossen ist, muls § = -+ @ - Const. als die allgemeinste
zuliissige Gleichung betrachtet werden. Da fiir die in Const.
auftretenden Winkel die gleiche Betrachtung anwendbar ist,
so finden wir als allgemeinste algebraische Relation zwischen
den Winkeln «,, @, ... a, einer geradlinigen Figur die
Gleichung

+ e + o0y + a3+ -+ 4 @, = Const.,

worin die Doppelzeichen von einander unabhingig sind.

www.rcin.org.pl



106 Planimetrie.

Das gefundene Resultat steht scheinbar mit der Wirk-
lichkeit nicht immer im Einklang; beim gleichschenkligen
Dreieck mit den Winkeln a, «, § ist z. B. 20 4 g =2FR,
so dafs der eine Winkel mit dem Koeffizienten 2 behaftet
auftritt. Die Sache erklirt sich dahin, dafs die Basiswinkel
des gleichschenkligen Dreiecks nicht im strengsten Sinne als
gleich, sondern nur als bis auf Vielfache von 4% R gleich
(dquivalent) bezeichnet werden konnen; lifst man aber die
hiernach zu unterscheidenden Basiswinkel getrennt in die Glei-
chung eintreten, so ist der Widerspruch gehoben. Wir konnen
daher sagen: Die Winkelrelationen bei geradlinigen IFiguren
sind transcendent, oder linear in der Weise, dafs die Koeffizien-
ten der Winkel 4 1 sind, falls man nuwr dquivalente Winkel
nicht als gleich zusammennimmd.

§ 28.
Die Doppelverhiltnisse.

1. Wir haben im Vorhergehenden willkiirliche Systeme
von n Geraden und 7 Punkten ins Auge gefalst. Genauer
untersucht wurden allerdings nur Systeme von hochstens vier
Geraden oder Punkten; indessen bemerkten wir schon, dals
durch Hinzufiigung weiterer Geraden oder Punkte nichts
wesentlich Neues erzielt wird. Sollen wir daher hiermit die
ebene Elementargeometrie als abgeschlossen betrachten, oder
eroffnet sich die Moglichkeit weiterer Spekulationen? Letztere
konnen nur auf Spezialisierungen beruhen; durch solche kann
man eine unendliche Mannigfaltigkeit von Gebilden erzeugen,
von denen in der gewohnlichen Geometrie zahlreiche behandelt
werden. Man braucht nur Figuren einzufiihren, bei denen
einzelne Strecken in bestimmtem Grolsenverhiltnis stehen,
bei denen Winkel von bestimmter Gréfse und Parallellinien
vorkommen. Es moge nur an die Lehre von den reguliren
Polygonen, den Transversalen u. s. w. erinnert werden. Diese
Spezialitiiten sollen uns hier nicht beschiiftigen, da sie kaum
einer wissenschaftlichen Anordnung fihig sind und trotz
der Merkwiirdigkeit vieler keine tiefergehende Bedeutung
haben. Aber es existiert auch eine Art von Besonderheit, die
einen tieferen Charakter besitzt: eine Figur Lann dadurch
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ausgezeichnet sein, dafs mehr als zwei Gerade durch einen
Punkt gehen oder dafs mehr als zwei Punkte in einer Geraden
liegen. Das Erstere begegnete uns schon bei den Vielecken,
das Zweite bei den Vielseiten, sowie in einigen behandelten
Spezialfillen. In der Folge wollen wir dieser Besonderheit
unser Augenmerk schenken, was sich durch ganz eigenartige
und wichtige Resultate rechtfertigen wird. Es wird niimlich
moglich sein — um das Hauptresultat vorweg zu nehmen —
Gebilde 2w konstruieren, bei denen der Umstand, dafs gewisse
Gerade durch dieselben Punlte gehen oder gewisse Punkte auf
denselben Geraden liegen, die Folge nach sich zieht, dafs auch
andere Gerade durch denselben Punlt gehen oder andere Punlkte
auf derselben Geraden lie-
gen. Wir nennen die Lehre A
von solchen Gebilden die /
Geometrie der Lage®). /
2. Der einfachste noch ;
nicht behandelte Fall eines ; /

n-seits, bei dem mehrere i, D ‘K
Gerade durch denselben v} \
1A ~H

N

Punkt gehen, ist derjenige 2
eines Fiinfseits, bei dem
drei Seiten in dem Punkte

A zusammenlaufen. Der Satz des Menelaos liefert uns bei

Fig. 23 auf A BDG und die Schneidenden A F und A H an-

gewandt:

Fig. 23.

BF.GA.DC= — FG.AD.CB,
BH.GA.DE=— HG.AD.EB,

woraus durch Division folgt

*) Die historische Entwicklung der ,,neueren Geometrie, die recht
eigentlich mit den folgenden Untersuchungen beginnt, findet man in
hochst anregender Weise geschildert in der Einleitung zu H. Hankel's :
Die Elemente der projektivischen Geometrie u. s. w. Das Bestreben, eine
von Malfsverhiltnissen ganz unahhiingige Geometrie zu schaffen, bildet
den Grundgedanken des eigenartigen Werks: v. Staudt, Geometrie der
Lage, an welches sich das gleichnamige Werk Reye's anschliefst. Be-
sonders konsequent und strenge findet man diesen Gedanken durchge-
fiilhrt in dem kleinen Buche von J. Thomae: Ebene geometrische Ge-
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BE DO FG OBy
BH BB HG kR Pt

BP GI_ BO DB

BH GF BE DC

BF GF _ BC DO

BH'GH BE'DE

3. Dieses Resultat lilst sich sofort erweitern, indem

man zu den durch A4 gehenden Geraden eine vierte AUV
hinzufiigt. Wir haben

oder

BF GF _ BC DC
B—V'W=ﬁ'm_f und
BF HF _ BC EC
BV ' HVY BU'EU’

woraus durch Division folgt:
GF HF DC_EC
GV ' HV DU 'EU’
4. Man bezeichnet, wenn A, B, C, D auf derselben
Geraden liegen, die Grofse
CA DA
CB'DB
als das Doppelverhiltnis dieser vier Punkte und schreibt
CA DA <
ﬁ=ﬁ=(/1; B, C, D)%),
wobei genau auf die Stellung der Buchstaben zu achten ist.
Man bildet das Doppelverhiltnis (4, B, C, D) in der Art,
dafs man die Strecken von C und D nach 4 und B ins

Auge fafst, die Quotienten —gi; und %—% bildet und den erste-

ren durch den letzteren dividiert.

Riickt einer der Punkte, etwa D), ins Unendliche, so
werden AD, BD, CD unendlich, wihrend die Quotienten
2-15 u. s. w. der Hinheit gleich werden. Da die folgenden
Untersuchungen in der Theorie der metrischen Relationen

bilde erster und zweiter Ordnung vom Standpunlte der Geometrie der
Lage betrachtet. Ausfiihrlichere historische Erérterungen diirften in
Hinblick auf die Hankel'sche Darstellung entbehrlich sein.

*) Diese Bezeichnung riihrt von Mobius her. Der Fundamentalsatz
iiber die Doppelverhiiltnisse findet sich schon bei Pappus.
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ihre Grundlage haben, bei diesen aber Grenziibergiinge zum
Unendlichen zu richtigen Resultaten fiihren, so werden wir
iiberall, wo nichts Besonderes bemerkt ist, die Zulissigkeit
der Ubertragung auf unendlich ferne Gebilde als selbstver-
stiindlich ansehen (vgl. § 20, 4).

5. Da vier Punkte in 4.3 .2 = 24 verschiedene Reihen-
folgen gebracht werden kénnen, so gehdren zu vier auf einer
Geraden gegebenen Punkten 4, B, C, D 24 Doppelverhilt-
nisse; dieselben sind teils identisch, teils in einfacher Weise
aufeinander zuriickfithrbar. Man kann damit beginnen, dafs
man je zwei der Punkte einander zuordnet, wie oben C' und
D, A und Bj; dabei erweist es sich als gleichgiltig, welches
Paar man als das erste, welches als das zweite nimmt, denn
es ist

G4 24 AL BU

CB" DB AD*® BD’
so dafs wir haben

(ABCP) = (CDAB).
Vertauscht man ¢ mit D oder 4 mit B, so geht das Doppel-
verhiltnis in seinen reciproken Wert iiber, wiihrend die
gleichzeitige Vornahme beider Vertauschungen keine Veriin-
derung hervorruft; wir haben also

1
(BADC) = (DCBA)= (ABCD).
Ferner ist
BA DA BA.DC
(ACBD) =55 555= 50,04
_(BOHOHDALAC) _ | ACDAACBA A0)
LSRRI O Y T S R R B 1)
i A O DY
i i BO D GRS
oder

(ACBD) =1— (ABCD).
Setzen wir (ABCD) = A, so haben wir

i §

(BACD)= 1, (ACBD)=1 — 4,

weiter
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1 1
(4CDB) = gDy = i3
(ADBC) =1—(4BDC)=1— 7 = - 172,
1 1
WECR = e
Schliefslich erhalten wir die folgende Zusammenstellung:
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA4) = 4,
(ABDC)= (BACD) = (DCAB) = (CDBA) = .,

(ACBD) = (CADB) = (BDAC) = (DBCA) = 1—1,

(40D B) = (CABD) = (DBAC) = (BDOA) = =,
(4DBC) = (DACB) = (BCAD) = (CBD4) = — * %,
(ADCB) = (DABC) = (C(BAD) = (BCDA) = — .
Die Transformationen 4" = %, A=1—2, 1V =— 1—1—1
filhren nach einmaliger, die andern A'= ;= , 4'= — 2>°*

nach zweimaliger Wiederholung zum Anfangswerte 4 zuriick *).
Wenn eines der 24 Doppelverhiltnisse bekannt ist, lassen
sich die iibrigen linear aus diesem berechnen; ist (4 BCD)
= (4,B,C, D,), so gilt diese Gleichung auch fiir alle Doppel-
verhiiltnisse, die aus den beiden durch entsprechende Um-
stellungen hervorgehen; es geniigt daher, immer eines der 24
Doppelverhiltnisse ins Auge zu fassen.
Sind drei Punkte 4, B, C einer Geraden festgelegt und
ist das Doppelverhiltnis derselben zu einem vierten Punkte D
bekannt, so ist die Lage des letzteren eindeutiy bestimmt;
setzen wir AB = a, BC =10, D = ¢, so ist aus
a-4b)(b+c
A= (ABCD) — (T%—Jrl,‘){;)’
¢, d. h. der Abstand des Punktes D von C eindeutiy zu be-

rechnen.

*) Die Transformationsgruppe des Doppelverhiiltnisses ist dieselbe,
die von F. Klein als Diédergruppe mit n = 3 bezeichnet wird und
die auch in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen eine Rolle
spielt.
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6. Wir nennen die Gesamtheit der Geraden (Strahlen),
die durch einen Punkt (Mittelpunkt) gehen, einen Strahlen-
biischel®), die Gesamtheit der Punkte, die auf einer Geraden
liegen, eine Punktreihe.

Das Resultat von 3. lafst sich nun so ausdriicken:

Wird eim Strahlenbiischel ~durch beliebige Geraden ge-
schnitten, so sind die Doppelverhilinisse von je wvier Punlkten
dieser Geraden, die durch dieselben Strahlen ausgeschnitten wer-
den, einander gleich.

Ordnen wir die Punkte zweier Punktreihen so einander
zu, dafs je zwei einander entsprechen, die durch denselben
Strahl eines festen Strahlenbiischels aus ihnen ausgeschnitten
werden, so nennen wir diese Zuordnung eine projektivische;
wir behalten diese Bezeichnung auch noch bei, wenn die
beiden Punktreihen nach stattgehabter Zuordnung in eine
beliebige andere Lage gebracht werden; die urspriingliche
Lage heilst die perspeltivische. Die Doppelverhiiltnisse von je
vier entsprechenden Punlkten zweier projelitivischen Punktreihen
sind cinander gleich.

7. Sind zwei Pumktreihen a und a, so zugeordnet, dafs
die Doppelverhiltnisse von je vier entsprechenden Punkten gleich
sind, so ist die Zuordnung projektivisch. Hierbei kinnen drei
Punlte A, B, C der einen Reihe drei ganz beliebigen A,, B,
O, der anderen willkiirlich zugewiesen werden; doch ist hierdwrch
die Zuordnung vollkommen bestimint.

Legen wir niimlich die Punktreihen so, dafs die Punkte
A und A4, zusammenfallen und verbinden dann B mit B,
C mit C;, so werden die beiden Punktreihen durch den
Strahlenbiischel, welcher den Schnittpunkt O von BB, und
CC, zum Mittelpunkte hat, einander projektiv zugeordnet, so
dals 4, B, C und 4,, B, O, einander entsprechen. Ist nun
D ein beliebiger vierter Punkt von @ und schneidet OD a,
in D,, so ist (ABCD) = (4,B,0,D,), d. h. D, ist derselbe
Punkt, der auch durch die Gleichheit der Doppelverhiltnisse
D zugewiesen wird.

*) Riickt der Mittelpunkt des Strahlenbiischels ins Unendliche, so
werden die Strahlen parallel (Parallelstrahlenbiischel).
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8. Sind zwei Punktreihen zu derselben dritten projektivisch,
so sind sie auch zueinander projektivisch; denn die Doppelver-
héltnisse von je vier ihrer entsprechenden Punkte sind dem
entsprechenden der dritten Punktreihe gleich, also unterein-
ander gleich.

Sind zwei Punktreihen projektivisch aufeinander bezogen,
und legt man sie so, dafs irgend zwei entsprechende Punkte
A und 4, zusammenfallen, so sind sie in perspektivischer
Lage. Dies geht aus 7. hervor.

9. Ordnen wir die Strahlen zweier Strahlenbiischel ein-
ander derart zu, dafs die durch dieselben Punkte einer Punkt-
reihe gehenden einander entsprechen, und bringen sie dann
in eine beliebige Lage, so heilst die Zuordnung gleichfalls
projektivisch; die Anfangslage heifst die perspektivische. Fin
Strahlenbiischel heilst endlich einer Punktreihe perspektivisch
zugeordnet, wenn man jedem Strahle des einen den Punkt
der andern zuweist, durch den er geht und dann die Lage,
die zuerst perspektivisch ist, beliebig #ndert.

Projektivische Strahlenbiischel werden durch irgend welche
Gerade derart geschwitten, dafs die Doppelverhiltnisse von je vier
durch entsprechende Strahlen ausgeschnittenen Pumkten gleich
sind; denn sie sind dem durch die entsprechenden Pumkte. der
zuordnenden Punktreihe gebildeten Doppelverhiltnisse gleich. Sind
zwei Strahlenbiischel zu einem dritten oder zu einer Punltreihe
projeltivisch, so sind sie auch unter einander projektivisch u. s. w.,
wie man mit Hilfe schneidender Punktreihen erweist.

10. Ordnet man drei Strahlen eines Biischels drei belie-
bigen eines andern oder drei Punkien einer Punktreihe zu, so
ist damat eine projektivische Zuordnung emdeutig fiziert. Man
braucht im erstern Falle nur die beiden Biischel durch be-
liebige Punktreihen zu schneiden und letztere projektivisch
einander zuzuordnen, so dafs sie durch die drei festen Strahlen-
paare in entsprechenden Punkten geschnitten werden; im
zweiten Falle verfihrt man analog.

Zwei projektivische Strahlenbiischel sind in perspekti-
vischer Lage, wenn sie einen Strahl entsprechend gemein
haben (analog zu 8.).
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11. Gehen (Fig. 24) von O aus nach den Punkten A4,
B, C, D einer Punktreihe die Strahlen @, b, ¢, d, so ist
¢sin CO A ¢sin COB
C4 = sin 0AC ? 0B = sin OBC ’
also
C4 sinCO4 sinOBC

B~ sinCOB sin0OAC
DA sinDOA sinOBC

DB~ snDOB sn0AC
und somit
CA DA_ sinCOA snDOA
CB " DB sinCOB "sinDOB
Ist also ein Strahlenbiischel einer Punktreihe projektivisch
zugeordnet, so st das Doppelverhiltnis von je vier Punkten der
leteteren dem Doppelverhdltnis der Sinus der Winkel gleich,
welche die den vier Punkten zugeordneten Strahlen miteinander
bilden.
Sind zwei Strahlenbiischel projektivisch zueinander, so
sind fiir je vier zuge-

ordnete Strahlen der- 3 ¢
selben die Sinus-Dop- . /
pelverhiltnisse gleich.
Durch diese und die a// b
vorigen Sditze sind Strah- / /
lenbiischel und Punkt- N
A V. [ /]

rethe als dualistisch
entsprechende  Gebilde
nachgewiesen derart, dafs der Strecke zwischen je zwei Pumkten
der Reihe der Sinus des Winkels zwischen zwei Strahlen des
Biischels entspricht.

12. Wir haben die projektivische Verwandtschaft zweier
Geraden in doppelter Weise fixiert: einmal rein geometrisch
durch perspektivische Zuordnung mit nachfolgender Lage-
inderung und dann mit Hilfe der Gleichheit der Doppelver-
hiiltnisse; die letztere Beziehung lifst sich jedoch noch in
eine einfachere und durchsichtigere arithmetische Form klei-
den. Wir denken uns auf jeder von zwei projektivischen
Punktreihen einen Nullpunkt willkiirlich fixiert und die Lage
eines anderen Punktes in ihnen durch seinen Abstand von

Rausenberger, Elementargeometrie. 8

und ebenso

Fig. 24,
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dem Nullpunkte (mit Riicksicht auf die Richtung), jedesmal
nach gleichem Mafse gemessen, festgesetzt. Sind dann z,,
Zy, @y und ¥y, Y, Y, die Abstinde von je drei beliebig zu-
geordneten Punkten von ihren Nullpunkten und bezeichnen
z und y beliebige andere zugeordncte Punkte der Reihen, so
driickt sich die Gleichheit der Doppelverhéltnisse folgender-
malsen aus:

Tt Eers BiyE Y TN Yo Yt

Ty — Ty T— Xy Y Yl
oder

(=n—a=R)o— (wumi—wa=s)r
"(@Z::Z;_xzzj ) +x1?/2y_J g Zylasl"lx:l‘:()
oder, wenn man die konstanten Koefficienten durch einfache
Buchstaben bezeichnet,

azxy + bz +cy+d=0.

Die Beziehung zwischen zwei entsprechenden Punkten z und
y zweier projeltivischen Punltreihen ist durch eime Gleichung
bestimmt, die in x und y (einzeln genommen) vom ersten Grade
ist. Man berechnet

bx+d
Lo ax——i_l—c :

Aber auch umgekehrt bestimmt die letztere Gleichung
fiir beliebige @, b, ¢, d eine projektivische Beziehung; denn
auch nach beliebiger Festsetzung von z,, #,, #; konnen y,
Ys, Y5 S0 bestimmt werden, dafs sie drei Gleichungen genii-

d
gen, also so, dafs %, %, ~ gegebene Werte annehmen.

13, Mittels dieser arithmetischen Beziehung kann man
sich am leichtesten ein Bild von dem Verlaufe zweier pro-
jektivischen Punktreihen verschaffen, namentlich wenn man
die beiden Nullpunkte zweckmifsig wihlt. Entsprechen sich
in den Punktreihen die beiden unendlich fernen Punkte, was
immer und nur der Fall ist, wenn die Reihen in der per-
spektivischen Lage parallel sind (wie unmittelbar zu ersehen),
so mufs
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d. h. @ = 0 sein, so dafs, wenn wir — ¢ in die Konstanten
des Ziihlers eingehen lassen,

y="baz+d

wird. Wihlen wir nun zwei entsprechende Punkte der Reihen
zu Nullpunkten, so mufs fir # = O auch y =0, d.h. d =0
sein, so dals
y=bx

ist. Beide Reihen sind projektivisch dhnlich, d. h. jeder Strecke
der einen entspricht dieselbe mit einer Konstanten multi-
plizierte Strecke bei der andern; ist b positiv, so bewegt
sich Punkt y immer in derselben Richtung wie Punkt z, ist
b negativ, so bewegt er sich in der entgegengesetzten Rich-
tung. Fiir b = 1 sind die Reihen projektivisch gleich.

Entsprechen sich die unendlich fernen Punkte nicht, so
withlen wir die Punkte zu Nullpunkten, welche dem unendlich
fernen Punkte der andern Reihe entsprechen; z = O oder co
entspricht dann y = oo oder 0, was nur zutrifft, wenn die
verbindende Relation die Form

d
Yoo

hat. Nehmen wir zuerst d als positiv an, so bewegt sich,
falls  von O nach 4 oo geht, ¥ von - oo nach O, geht
dann, wenn 2 nach — oo iiberspringt und von hier aus die
negativen Werte durchliuft, ins Negative bis zu — oo u. s. w.
Ist d negativ, so geschieht der Verlauf in umgekehrter Rich-

tung. Die y-Reihe ist der durch y = % fixierten Reihe pro-

jektivisch #@hnlich. Wir konnen also sagen: jede zu ciner
andern Reihe projektivische Reihe ist entweder dieser selbst oder

der durch y = % aus thr hergeleiteten projektivisch dhnlich.

14. Nachdem zwei Punktreihen einander projektivisch
zugeordnet sind, konnen sie ineinander gelegt werden, so
dafs wir in einer Geraden zwei als verschieden zu betrach-
tende Punktreihen vereinigt haben; in beiden moge der Null-

punkt derselbe sein. Durch die Gleichung y = — l;fc_:_dc ist
jedem Punkte der ersten Reihe ein Punkt der zweiten zu-

8#
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gewiesen. Wir fragen: wann entspricht sich derselbe Punkt in
beiden Reihen? Es muls alsdann¥)
batd

Py B B i also
e E S ]g((l: B bt e s PR

Ist (b 4+ ¢)* —4ad >0, so sind zwei solche ,, Doppelpunitc*
vorhanden; ist (b 4 ¢)* — 4ad = 0, so riicken beide in einen
einzigen zusammen; ist endlich (b + ¢)* — 4ad < 0, so sind
reelle Doppelpunkte nicht vorhanden. Der letzte Fall kann
offenbar nur dann eintreten, wenn sich y in der gleichen
Richtung wie z bewegt.

Anm. Die projektivische Zuordnung von Punktreihen
steht im engsten Zusammenhang mit der Theorie der linearen
Transformationen, auf die an dieser Stelle nicht weiter ein-
gegangen werden soll. Damit treten auch die Untersuchun-
gen von § 5, 10 zur Theorie der projektivischen Zuordnung
in Beziehung. Die Doppelpunkte sind reell und verschieden,
zusammenfallend oder imagindr, je nachdem die Transforma-
tion nach der Bezeichnung von F. Klein hyperbolisch, para-
bolisch oder elliptisch ist.

15. Ein bemerkenswerter Spezialfall projektivischer
Punktreihen in derselben Geraden ist der, dafs je zwei Punkte
derart zusammengehoren, dals jedem derselben als Punkt der
ersten Reihe der andere als Punkt der zweiten Reihe ent-
spricht. Die Gleichung

axy +bx +cy+d=0
mufs in diesem Falle so beschaffen sein, dafs sie sich bei
Vertauschung von z und y nicht éndert, so dafs
azy +b(@+y)+d=0
oder
RN £k
Y=~ Tez+d
ist. Man nennt diese Zusammenordnung eine Inwvolution**). Die-
selbe hat zwei reelle Doppelpunkte, wenn 42 — ad > 0, einen,

#) Bei den analogen Untersuchungen von § 5, 10 ist die Bezeich-
nung eine andere.
*#) Diese Bezeichnung riihrt von Desargues her.
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wenn b — ad = 0, und zwei imaginire, wenn b? — ad < 0
ist; sie sind durch die Gleichung

o L aids
a

£ e
gegeben.

Wir untersuchen noch das Doppelverhiiltnis, welches die
beiden Doppelpunkte z, und 2, mit irgend zwei zugeordneten
Punkten z und y bestimmen, d. h. die Grofse

T—x &—@, TY— Ty x— 2, Y+ X, Ty

Y= Y=  TY—Hr— Y+ 5

2b
Da z, + 2, = —
schreiben

7 AT x .
Z, %y, = — ist, so kOnnen wir
&l Soerta ’

xry — EL;*;_Q (@—+y) + 22,=0
oder
22y — (@, + @)z +y) + 222, =0
oder
TY — B % — T Y+ 4, % = — @Y — 2T — %Y + 2, %,),
woraus
T—x T— X
Cretiil AT delle e o
Yy—=2, Y—1Y
folgt.
Wir nennen ein Doppelverhiltnis, dessen Wert gleich
— 1 ist, ein harmonisches und sagen:
Die beiden Doppelpuniite der Involution werden durch je
zwei zugeordnete Punlte der Involution harmonisch getrennt *).

Nehmen wir den Punkt in der Mitte von beiden Doppel-
punkten, also Punkt e , als Mittelpunkt an (derselbe ist

2
auch bei imaginéiren Doppelpunkten reell), so wird jetzt
%, = — @, also b =10, somit
a d
i STLY T T T ety
und
a
y==—— oder zy——=,

#) Der Ausdruck ,,harmonisch getrenmt wird in § 29 genauer er-
ldutert werden.
-
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so dals das Produkt der Abstinde zweier zusammengehirigen
Punkte vom Nullpunkt ein Lonstantes ist. Bei zusammenfal-
lenden Doppelpunkten fillt auch je einer von zwei zugeord-
neten Punkten mit diesen zusammen, wihrend der andere
beliebig ist.

Eine Involution ist vollkommen bestimmt, wenn man
die beiden Doppelpunkte kennt; denn die bestimmende Grofse

V— % ist hierdurch bekannt. Auch zwei beliebige Punkte-

paare bestimmen die Involution (etwa &, .3 &, 7,); denn
aus den Gleichungen

akny + b +1n)+d=0,
akyn, +0E +1n,) +d=0

Y A = b 7 A
lassen sich die Grofsen = und = linear berechnen.

Das Vorkommen der imagindren Doppelpunkte deutet wie-
derum auf eine Geometrie des Imaginiiren hin (vgl. v. Staudt,
Beitrige zur Geometrie der Lage, 1. Heft, p. 76); wir ver-
zichten jedoch auf ein weiteres Eingehen.

16. Die letzten Untersuchungen lassen sich sofort auf
zusammengelegte projektivische Strahlenbiischel iibertragen,
indem man dieselben durch eine Gerade schneidet, welche
als Triger zweier projektivischen Punktreihen fungiert, denen
dann die Strahlenbiischel perspektivisch zugeordnet werden.
Ein genaueres Eingehen auf den gesamten Gegenstand kann
hier unterbleiben, da derselbe schon in die hohere Geometrie
hiniiberleitet.

8120,
Die harmonische Teilung.

1. Wir fithren den Ubergang zur Geometrie der Lage
in der Weise aus, dafs wir uns die Aufgabe stellen: ein
Doppelverhiltnis aufzufinden, welches durch eine Figur bestimmt
ist, i der keine andern DBesonderheiten vorkommen, als dafs
gewisse Gerade durch denselben Punkt gehen und gewisse Punlite
auf derselben Geraden liegen; dabei wollen wir uns bemiihen,
moglichst wenige Gerade in die Figur einzufiihren. Sind auf

&
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§ 29. Die harmonische Teilung. 119

den Geraden BCDE und BF G H (Fig. 25) durch die Strahlen
ADB, AF, AG, A H des Biischels 4 die Punkte B, B; C, F'; D,
G; I, H einander zugeordnet, so wollen wir eine Besonderheit
dadurch einfithren, dafs wir dieselben Punkte durch ein zweites

A

Fig. 25.

passend gewiihltes Strahlenbiindel einander in anderer Reihen-
folge zuordnen. Dies ist durch Zuhilfenahme von nur zwei
neuen Geraden moglich, wenn AG so gewiihlt ist, dafs es
durch den Schnittpunkt J von CH und EF hindurchgeht.
In der so gefundenen, aus sieben Geraden bestehenden Figur
sind die Punkte B, C, D, ¥ uwnd B, F, G, H durch die
Biischel 4 und J in doppelter Weise einander zugeordnet,
so dafs

(BDCE)= (BGFH)
und

(BDOE) = (BGHYF),
also

(BGFH)= (BGHF)
ist. Nun ist aber nach § 28, 5, wenn

(BGFH) =12
gesetzt wird,
(BGHF) =+,
also
int
oder e
d. h. A= 1.
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werden, in welchem eine Diagonale gezogen ist. Man kann
daher, wenn man noch hinzunimmt, dafs jeder Biischel von
vier Strahlen alle ihn schneidenden Geraden in demselben
Doppelverhiiltnis teilt und wenn man zwei Seiten des Vier-
ecks, die keinen Eckpunkt gemein haben, als gegeniiberliegende
bezeichnet, sagen:

Auf jeder Seite eines Vierecks bestimmen die zwei darauf
gelegenen Eckpunkte, der Schwittpunkt mit der gegeniiberliegenden
Seite und der Schnittpunkt mit derjenigen Diagonale, die wicht
durch den letztgenannten Punkt geht, ein harmowisches Doppel-
verhdltnis derart, dafs die Eckpunkte durch die beiden anderen
Punkte harmonisch getrennt werden. Auch die Diagonalen selbst
werden durch die sechs Seiten in wvier harmonischen Pumkten
geschnitten derart, dafs die Punlte, durch welche je zwei dieser
Seiten gehen, zusammengeordnet sind.

Andererseits kann man auch, wenn CF, EH, HF, F'C
als die Seiten eines Vierseits betrachtet werden, den Satz
aussprechen:

Im Vierseit werden auf jeder Diagonale die darauf ge-
legenen Fickpunlte durch die Schwittpunkte mit den beiden anderen
Diagonalen harmonisch getrennt®).

Man sieht also, dafs schon durch vier beliebig gegebene
Gerade oder Punkte harmonische Verhiltnisse indiziert sind.
Man braucht nur die Schnittpunkte der Geraden, resp. die
weiteren Schnittpunkte der verbindenden Geraden durch neue
Gerade zu verbinden.

5. Jeder Biischel von vier Strahlen, der eine Gerade
und somit alle Geraden in vier harmonischen Punkten schneidet,
heilst ein harmonischer Biischel; einander zugeordnet sind in
ihm diejenigen Strahlen, die durch einander zugeordnete
Punkte gehen. Bei jedem harmonischen Biischel ist das
Sinusdoppelverhiiltnis gleich — 1.

Es ist leicht, in jedem Viereck oder Vierseit die har-
monischen Biischel aufzusuchen.

*) Man kann die Herleitung auch sehr einfach mit Hilfe der Sitze
des Menelaos und des Ceva direkt ausfiilhren, indem man beide auf
dasselbe Dreieck mit denselben Teilpunkten bei zwei Seiten anwendet.
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6. Wenn wir die Annahme machen, dafs es moglich
sei, durch zwei gegebene Punkte eine Gerade zu legen (etwa
mittels des Lineals), so ist uns die Moglichkeit zu einer
Anzahl von Konstruktionen gegeben, die man als lineare be-
zeichnet. Die Zahl derselben ist weit beschriinkter, als die
Zahl der mit Lineal und Zirkel ausfiithrbaren der gewohn-
lichen Elementargeometrie. Als einfachste der linear zu
losenden Aufgaben kann die folgende gelten: Zu drei gegebe-
nen Punkten einer Geraden einen vierten zu bestimmen, der mit
thnen zusammen ein harmonisches Verhdltnis liefert.

Sollen 4 und, B zwei zugeordnete Punkte sein, und
wird zu C der zugeordnete D gesucht, so verbindet man A,
B und C durch Gerade mit einem beliebigen Punkte 7, legt
durch einen beliebigen Punkt F' von CE die Geraden AF
und BF, die BE und AE in H und G schneiden; dann trifft
die Gerade G H die Gerade 4 BC in dem gesuchten Punkte D¥).

Wir erkennen nach allem die hervorstechende Eigen-
schaft des harmonischen Doppelverhiltnisses darin, dafls es
im Gegensatz zu anderen Verhilltnissen durch Figuren er-
zeugt wird, die keine anderen Besonderheiten aufweisen, als
dafs gewisse Gerade durch denselben Punkt gehen, gewisse
Punkte auf derselben Geraden liegen.

7. Wenn zwei Punktreihen einander projektivisch zu-
geordnet sind, entsprechen wegen der stattfindenden Gleich-
heit der Doppelverhiiltnisse je vier harmonischen Punkten
der einen auch vier harmonische Punkte der anderen. Wir
konnen aber auch umgekehrt behaupten, da/s eine projek-
tivische Zuordnung zweier Punktreihen hergestellt ist, wenn man
jedem Punkte der einen einen einzigen Pumkt der anderen so
zuweist, dafs je vier beliebigen harmonischen Punkten der einen
vier ebensolche der anderen.entsprechen sollen und wenn gleich-
zeitig die Bedingung zugefiigt wird, dafs eimer stetigen Folge

*) Es muls ausdriicklich betont werden, dals die Moglichkeit einer
linearen Konstruktion aufhort, wenn einer der vorkommenden Punkte
ins Unendliche riickt, also zwei Gerade parallel werden. Man kann
also eine Strecke A B nicht dadurch halbieren, dals man zu 4, B und
dem unendlich fernen Punkte der Geraden AB den vierten harmoni-
schen Punkt sucht.
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von Punkten der einen Reihe eine cbensolche in der anderen
entspricht.
Beweis: Wir ordnen zuerst drei willkiirlichen Punkten
A, B, C der einen Reihe drei willkiirliche 4,, B,, C; der
anderen zu. Bestimmen wir zu denselben bei beliebiger Zu-
ordnung je einen vierten harmonischen Punkt D und D,
und betrachten dieselben auch einander zugeordnet, so ist
das Resultat dasselbe, wie wenn wir die Punktreihen einander
projektivisch so zugeordnet hiitten, dafs 4, B,C und 4,, B,, C,
einander entsprechen; denn wegen der Gleichheit der Doppel-
verhiltnisse miifsten alsdann D und D, einander gleichfalls
entsprechen. Nun kann man z B. zu 4, B, D einerseits und
A,, B, D, andererseits die vierten harmonischen Punkte F
und F, bestimmen und einander zuweisen, und in analoger
Weise fortfahrend (wobei auch die Reihenfolge je dreier
Punkte noch variiert werden darf) kann man unendlich vielen
Punkten der einen Reihe unendlich viele der anderen zu-
weisen derart, dafs das Resultat dasselbe wird, wie wenn
man denselben Punkten der ersten Reihe durch die projek-
tivische Beziehung solche der zweiten zugeordnet hiitte.
Ko6nnen wir nun darthun, dafs die in der ersten Reihe nach
und nach bestimmten Punkte diese Reihe mit beliebiger
Dichtigkeit erfiillen, so dafs also kein noch so kleines Stiick
dieser Reihe angegeben werden kann, auf welchem nicht ein
solcher Punkt lige, so ist wegen der vorausgesetzten Stetig-
keit der Zuordnung der Beweis gefiihrt.
Liegen aber die drei Punkte 4, B, C' in dieser Reihen-
folge und ist D der vierte harmonische Punkt, so haben wir
AB B

Y J R Ry
oder, wenn AB =a, BC =b, CD = z gesetzt wird:
a- .~ a-h-w
§ TR T
oder
a—b

Nehmen wir an, dafs @ > b sei (im umgekehrten Falle
brauchte man nur die positive mit der negativen Seite zu
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vertauschen, withrend fiir @ = b die Sache ohne weiteres er-
ledigt wire), so ist hiernach
2>,

Punkt D ist also, je nachdem er auf die positive oder negative
Seite fillt, von C oder 4 weiter als B entfernt. Sucht man
nun fir 4, C, D, resp. D, A, C den vierten harmonischen
Punkt Z, so ist er von dem ihm benachbarten #ufsersten
Punkte abermals weiter als C, resp. 4 entfernt, d. h. diese
Entfernung ist sicher grifser als die kleinere von den beiden
Grofsen @ und b.

Fihrt man in dieser Weise fort, so kommen immer
weiter entfernte und zwar schliefslich iiber jede Grenze weit
entfernte Punkte hinzu, da die Entfernung des jeweilig
letzten Punktes von einem der #ulsersten der vorhandenen
mehr als eine bestimmte endliche Grifse (a oder-b) betriigt.
Ist P ein solcher, so liegt der vierte harmonische Punkt
zu den zugeordneten Punkten 4 und B sowie dem dritten
Punkte P der Mitte von 4B beliebig nahe; dann findet man
in gleicher Weise Punkte, die den Mitten von A€ und QB
beliebig nahe kommen u. s. w. Man zeigt auf diese Weise,
dafs auf der Strecke 4B — und ebenso auf jeder anderen
zwischen zwei gefundenen Punkten — die fixierten Punkte
beliebig dicht liegen. :

Unter gleicher Bedingung folgt weiter, dals zwei Strahlen-
biischel projektivisch sind, wenn je vier harmonischen Strahlen
des einen je vier harmonische des anderen entsprechen, und
dafs ein Strahlenbiischel und eine Punktreihe projektivisch
sind, wenn je vier harmonischen Strahlen des ersteren je
vier harmonische Punkte der letzteren zugeordnet werden¥).

*) Eine ,Geometrie der Lage*, welche den Malsbegriff ganz aus
ihren Entwickelungen verbannen will, mufs die projektivische Zuord-
nung dem bewiesenen Satze entsprechend durch das Entsprechen von
je vier harmonischen Punkten definieren. Die Litteratur iiber diesen
Gegenstand, die sich mit der Schwierigkeit beschiiftigt, welche durch
die verlangte stetige Aufeinanderfolge involviert wird, findet man an-
gegeben in der Abhandlung: Fr. Schur, Uber den Fundamentalsatz
der projektivischen Geometrie, Math. Ann., B. 18, p. 252. Vgl. auch den
abweichenden Entwickelungsgang in Thomae, ebene geom. Geb. w. s. w.
v. Stdp. der Geometrie der Lage, p. 12.
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§ 30.
Das erste Fundamentalgebilde der Geometrie der Lage.

1. Die harmonische Teilung leitet uns zu einem hochst
merkwiirdigen Gebilde, welches der Geometrie der Lage an-
gehort. Schneiden wir (Fig. 26) die drei durch 4 gehenden

o
(7,_/// /\
| ///-:’/ ;
Al
ol
N 7 @

Fig. 26.

Geraden AF, AG, AH durch die Geraden BCDE und
BIGH und ziehen CG und DF, DH und EG, die sich
in J und K schneiden, so konnen wir CDGF und DEHG
als vollstindige Vierecke auffassen. Ziehen wir BJ, so wird
der Schnittpunkt L derselben mit AG auf letzterer mit A
zusammen D und G harmonisch trennen; ziehen wir dagegen
BK, so wird der Schnittpunkt derselben mit AG dieselbe
Eigenschaft besitzen, daher mit L identisch sein, d. h. B, J
und K liegen auf einer Geraden.

2. Nachdem wir in dieser Weise die Existenz einer
Geometrie der Lage nachgewiesen haben, suchen wir das
gefundene Resultat etwas zu erweitern; in der That ist die
aufgestellte Figur nur ein spezieller Fall der folgenden, zu
der uns direkt der Satz des Menelaos fiihrt.

Seien ABC und A4,B,C, zwei Dreiecke (Fig. 27), die
so beschaffen sind, dafs die Schnittpunkte D, E, F' je zweier
entsprechenden Seiten (CB und C, B, u. s. w.) auf einer Ge-
raden liegen. Dann wenden wir den Satz des Menelaos fiir
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die Dreiecke DBF und DB, F mit den Schneidenden AFE
und 4,F an und finden
DC.BA.FE= —CB.AF.ED

A
//,"‘
/l I
P A
kR
VB
ks
/I /'T\ l\
‘{, 4".\‘(*\‘
/ 1 I \ T ¥
1’/ / : ) NG -
‘\\ /' 1A LAELre 4
AT o s AT
i
5
Fig. 21.
und
DO . BiA,  FE=—CB;. 4 F . ED,
woraus durch Division folgt
PN . OB LAY
D0, B4, CB.AF
oder
DO BA G B4 K= CB sAF DG BiA;
oder

BE.. BA' . FA;. BC, =CB . AEs 4, B;. C.D.

Fafst man also B DB, F als vierseitigen Linienzug, I'D I
als eine Diagonale desselben auf, so kann man vorliufig das
Resultat aussprechen: Schmneidet man je zwei Seiten eines vier-
seitigen  Linienzuges, welche sich wicht auf eimer bestimmten
Diagonale desselben treffen, durch je eine von zwei Geraden, die
durch einen Punkt dieser Diagonale gehen, so sind die Produlte
von je wvier wicht aufeinander folgenden Teilen des Linienzuges
einander gleich. -

Wenn umgekehrt die Seiten eines vierseitigen Linien-
zuges BD B, F so geteilt sind, dafs

DC.BA.FA, .B,C,=CB.AF.A;B,.C.D
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ist, so gehen die Geraden AC und A4,C, durch denselben
Punkt E der Diagonale F'D. Denn wenden wir den Satz
des Menelaos auf die Dreiecke DBF und DB, F mit den
Schneidenden AC und 4,C, an, deren Schnittpunkte mit
FD wir vorliufig als ¥ und I, unterscheiden, so erhalten wir
DC.BA.FE=—CB.AF.ED

und
DC,.B/A .FE= —C,B,.A,F.ED,
also durch Division
DC.BA . FA, .B,C,.ED=CB.AF.AB,.C,D.ED
oder mit Anwendung der vorausgesetzten Gleichung
ED=ED;
E und E, sind also identisch.

3. Aus der letzten Herleitung folgt aber zugleich, dafs
sich auch 44, und CC, in demselben Punkte G der anderen
Diagonale B B, schneiden miissen. Da die drei Geraden 44,,
BB, CC, die Verbindungslinien der entsprechenden Kck-
punkte der Dreiecke ABC und 4, B, C, sind, so haben wir
den ersten Fundamentalsatz der Geometrie der Lage®):

Liegen die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten zweier
Dreiecke auf derselben Geraden, so gehen die Verbindungslinien
ihrer entsprechenden Eckpunkte durch denselben. Punlkt.

Sofort kiénnen wir auch die Umkehrung zufiigen: Schneiden
sich die Verbindungslinien je zweier Fckpunkte zweier Dreiecke
in einem Punkte, so liegen die Schwittpunkte je zweier ent-
sprechenden Seiten auf derselben Geraden. Denn gehen die
Geraden 4,4 und C,C durch den Punkt G von B, B, so ist
die Teilung der Seiten des Vierseits dem Vorigen entsprechend,
woraus dann folgt, dals AC und 4,C, sich in einem Punkte
I von FD schneiden.

Die konstruierte Figur (s. auch Figur 28, in der die
Lage der Dreiecke eine andere ist) besteht aus zehn Geraden,
von denen sich je drei in einem Punkte schneiden, und aus
zehn Punkten, von denen je drei auf derselben Geraden liegen.
Der Satz bleibt vollig ungeiindert, wenn man einerseits die
Worte Gerade und Punkt, andererseits die Worte Schnitt-

*) Der Satz des Desargues.
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punkt und Verbindungsgerade miteinander vertauscht. Wir
kommen auf diesen Dualismus spiter zuriick.

Fig. 28.

Der erste Fundamentalsatz der Geometrie der Lage
wurde auf Grundlage der Theorie der metrischen Relationen
hergeleitet; spiter wird sich jedoch zeigen, dafs er sich
auch durch einen Grenziibergang ganz ohne Rechnung und
ohne Betrachtung von Malsverhéltnissen aus den ersten stereo-
metrischen Grundbegriffen ergiebt. -

4. Ein bemerkenswerter Spezialfall unseres Satzes ist
der folgende.

Legt man (Fig. 29) durch einen Punkt O in der Ebene
eines Dreiecks A BC und die Eckpunkte des Dreiecks drei

Fig. 29.

Gerade 40, BO, CO und verbindet die drei Schnittpunkte
D, I, F dieser mit den Gegenseiten untereinander durch

Rausenberger, Elementargeometrie. 9
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Gerade, so schneiden die letzteren die dritten Dreiecksseiten
in drei Punkten G, H, K einer Geraden, welche nach Salmon
die Harmonikale des Punktes O heilst, und umgekehrt; die
Dreiecke ABC und DEF haben
néimlich zueinander die oben vor-
geschriebene Lage.

5. Falst man dieselbe Figur
etwas anders auf (Fig. 30), so er-
hélt man merkwiirdige Beziehungen
am Vierseit und Viereck.

Wir ziehen in dem Vierseit,
dessen Eckpunkte 4, B, C, D, E, I
sind, die drei Diagonalen, welche das
Dreieck G HK bilden. Auf jeder
Seite dieses Dreiecks liegen zwei
Eckpunkte des Vierseits, und zwar
immer einer auf dem begrenzten
Teile der Dreiecksseiten, einer
aufserhalb desselben®). Verbindet
man die Eckpunkte des Dreiecks
mit den beiden Vierseitseckpunkten
auf der gegeniiberliegenden Seite,
so schuneiden sich von den sechs

Fig. 30. " Verbindungslinien viermal je drei,

die durch verschiedene Dreiecks-

eckpunkte gehen, in einem Punkte; niimlich die drei Geraden

nach den auf den Dreiecksseiten gelegenen Vierseitseckpunkten

B, D, I' im Punkte O und je eine dieser Geraden mit zwei

der Verbindungslinien nach den iufseren Vierseitseckpunkten
A, C; E in den Punkten P, @, R.

A GHK erscheint als das Fundamentaldreieck, wihrend
die Seiten des Vierseits die Harmonikalen zu den Punkten
0,k 0, iR gingd.

Umgekehrt kann man auch von dem Vierecke OPQR
ausgehen, dessen Diagonalpunkte das Dreieck GHK be-

*) Es sind néimlich z B. C, H, F', G harmonische Punkte, von
denen die Paare C und F, H und G sich gegenseitig trennen.
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stimmen. Auf den Seiten desselben werden durch die sechs
Vierecksseiten je zwei Punkte, ein dufserer und ein innerer
ausgeschnitten; von diesen sechs Punkten liegen je drei auf
verschiedenen Dreiecksseiten befindliche, nimlich die drei
fdufseren und je zwei innere und ein dufserer auf einer Ge-
raden. Diese vier Geraden sind die Seiten des Vierseits, von
dem wir bei der Umkehrung ausgingen.

Von dem ganz beliebigen Vierseit oder Viereck aus-
gehend gelangt man also durch |, Vervollstindigung®, d. h.
durch wiederholtes Verbinden von erhaltenen Schnittpunkten
durch Gerade zu ecinem Gebilde der Geometrie der Lage.
Dasselbe enthiilt dreizehn Gerade und dreizehn Punkte; auf
neun der Geraden liegen je vier, auf vier je drei dieser Punkte;
durch neun der Punkte gehen je vier Gerade, durch vier je
drei. Das Gebilde triigt in bezug anf Punkte und Gerade
einen vollkommen dualistischen Charakter.

§ 31.

Das zweite Fundamentalgebilde der Geometrie der Lage.

1. Das im vorigen Paragraphen gefundene System von
zehn Geraden und zehn Punkten ist nicht das einfachste
Gebilde der Geometrie der Lage; es existiert vielmehr ein
solches, bei dem nur neun Gerade auftreten, die sich zu je
drei in einem Punkte schneiden, und neun Punkte, von denen
je drei in einer Geraden liegen. Dasselbe wird durch fol-
genden Satz definiert: Liegen je drei wicht aufeinander folgende
Punlte eines Sechsecks, welches durch einen zusammenhdngenden
Linienzug hergestellt wird, auf je einer von zwei Geraden, so
liegen die Schwittpunkie von je zwei gegeniiberliegenden Seiten
(d. h. von Seiten, die durch zwei andere voneinander getrennt
sind) auf einer dritten Geraden.

Beweis: In der Figur 31 (8. 132) seien 4, B, C, D, E, I
die Eckpunkte des Sechsecks, OA und OB die beiden Geraden,
auf denen 4, C; E und B, D, F liegen; wir wollen nun die
Punkte U, V, W, die Schnittpunkte von 4B und DE, BC
und KF, CD und FA ins Auge fassen. Bezeichnen wir

noch, wie aus der Figur ersichtlich, die Eckpunkte der durch
9*
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die Geraden BC, DFE, FA und AB, CD, EF gebildeten
Dreiseite mit 4,, ¢;, £, und B,, D,, I', und denken wir

4

/

uns die Seiten des Dreiecks 4, C, E, durch A B, CD und EF

geschnitten, so ist

AT O B Bwe—UC AR . B,
C,W.E,C.A,D= —WE,.CA, . DC,,
EV AE CFw~V4d .EC . FE

und aufserdem, wenn wir OA und OB als Schneidende be-
trachten,

BOAR O e - O B0 AF,
7B/ BAj. DO = = EB. 4D.CF.
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Multipliziert man die fiinf Gleichungen miteinander, so folgt
AU.CGCW.EV=—UC, . .WE, .VA,,
woraus hervorgeht, dals U, V, W in einer Geraden liegen.

2. Die Figur kann auch aufgefafst werden als ein
Komplex von drei Dreiecken, nidmlich 4,C, E,, B, D, F, und
OPQ, die in vollséindig symmetrischer Weise auftreten. Auf
jeder Seite irgend eines dieser Dreiecke liegen drei Schnitt-
punkte, gebildet von je zwei Seiten der beiden anderen
Dreiecke.

3. Sind die sechs Punkte 4, C, E und B, D, F' auf 04
und OB gegeben, so kann man sie auf sechs Arten zu
Sechsecken verbinden, deren Eckpunkte abwechselnd auf 04
und OB liegen. Geht man namlich von 4 aus, so kann
man eine Seite nach B, D, F' ziehen, dann hat man eine
zweifache und hierauf nochmals eine zweifache Wahl; die so
gefundene Zahl 12 ist durch 2 zu dividieren, da sich je
zwei Sechsecke nur durch die Richtung des Linienzuges unter-
scheiden. Durch Verbindung dieser sechs Sechsecke erhiilt
man weitere merkwiirdige Beziehungen, auf die hier jedoch
nicht eingegangen werden soll. Sieht man von der Bedingung
ab, dafs die Eckpunkte abwechselnd auf O4 und OB liegen
sollen, so erhiéilt man weitere 54 Sechsecke, im ganzen also
60. Unmittelbar ist aus einer Figur ersichtlich, dafs auch
fiir die letzteren Sechsecke der bewiesene Satz bestehen bleibt,
ohne jedoch ein Gebilde der Geometrie der Lage zu liefern.

4. Das gefundene Aggregat von Punkten und Geraden
erscheint in der hoheren Geometrie als Spezialfall des Satzes
vom Pascal’schen Sechseck (man braucht nimlich in letzterem
als Kegelschnitt nur zwei Gerade anzunehmen) und weiterhin
mit dem genannten Satze zusammen als Spezialfall des Theo-
rems, dals drei Kurven dritter Ordnung, welche durch die-
selben acht Punkte gehen, auch einen neunten Punkt ge-
meinsam haben (jedes der drei oben genannten Dreiecke stellt
eine Kurve dritter Ordnung dar).

5. Wir kniipfen an die gefundenen Resultate die Frage
an: welches sind die einfachsten Gebilde der Geometrie der Lage?
Die allgemeinere Aufgabe, alle Gebilde der Geometrie der
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134 Planimetrie.

Lage aufzustellen, muls unbeantwortet bleiben, da zur Zeit
keine auch nur einigermafsen abschliefsenden Untersuchungen
ither diesen Gegenstand existieren,

Das Charakteristische dieser Gebilde besteht darin, dafls
Punkte vorhanden sind, in denen mindestens drei Gerade
zusammentreffen, und Gerade, auf denen mindestens drei
Punkte liegen. Alle anderen Geraden und” Punkte sind fiir
das Gebilde unwesentlich, da z B. eine nur durch zwei
Punkte fixierte Gerade nicht im Stande ist, weiter bestimmend
zu wirken. Wir wollen Punkte, in denen sich drei Gerade
schneiden, Hauplpunlkte, Gerade, auf denen drei Punkte liegen,
Hauptgerade nennen, und nur diese in Betracht ziehen; Ge-
bilde, bei denen mehr als drei Gerade durch einen Punkt
gehen oder mehr als drei Punkte auf einer Geraden liegen,
mogen hier von der Untersuchung ausgeschlossen bleiben;
es ist klar, dafs sie mehr Punkte oder Geraden erfordern,

als die der zu untersuchenden Art. n Gerade schneiden sich
e it

im allgemeinen in ——— Punkten; gehen indessen m Gerade
durch einen Punkt, so ist derselbe als ﬂ(";;H facher Schnitt-

punkt zu zihlen, da sich andernfalls die m Geraden in eben-
sovielen Punkten schneiden konnten. Analoges gilt fiir die
Verbindungsgeraden von n Punkten. Besteht nun eine Figur
der Geometrie der Lage aus n Hauptgeraden, so miissen auf
jeder drei Hauptpunkte liegen, die wiederum je drei Haupt-
geraden gemeinsam sind, so dafs man die Zahl der Haupt-

punkte = 3% = n findet; die Zahl der Hauptgeraden ist also

derjenigen der Hauptpunkte gleich. Die Zahl der einfachen
Schnittpunkte und Verbindungsgeraden, die aufserdem in dem
Gebilde auftreten, ist

Sk cale! SEL RO

Das Minimum fiir » ist hiernach 7, was auch direkt daraus
hervorgeht, dafs eine Hauptgerade durch die Schnittpunkte
von drei Paaren anderer Geraden hindurch gehen muls.

6. Die Mbglichkeit eines Gebildes der Geometrie der
Lage beruht zunéichst auf kombinatorischen, dann aber auf
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§ 81. Das zweite Fundamentalgebilde der Geometrie der Lage. 135

rein geometrischen Bedingungen. Bezeichnen wir die Haupt-
punkte mit 1, 2, 3, ..., n, so miissen sich dieselben, da
immer drei, nie vier von ihnen auf derselben Geraden liegen
sollen, und immer nur drei Gerade durch einen der Punkte
gehen sollen, derart in » Gruppen von je drei Punkten ordnen
lassen, dals jeder Punkt drei Gruppen angehort und niemals
dieselbe Kombination von zwei Punkten in zwei verschie-
denen Gruppen auftritt. Vertauscht man Gerade und Punkte,
so ist dieselbe Anordnung notwendig. Da es hierbei nur auf
wesentlich verschiedene Arten der Zusammenstellung an-
kommt, so betrachten wir alle, die durch Vertauschung der
Elemente ineinander iibergehen, als identisch. Man iiber-
zeugt sich nun durch wirkliche Bildung der Zusammenstel-
lungen leicht davon, dals es fiir sieben und acht Gerade nur
die folgenden Kombinationstypen giebt.

a. Fiir sieben Punkte*):

0
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~

b. Fiir acht Punkte:
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~
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*) Man braucht hier nur einen beliebigen Puukt 1 an die Spitze
von drei Gruppen zu stellen, in denen dann die tibrigen sechs vor-
kommen miissen; dann 2 und 3 noch zweimal an die Spitze zu stellen
und die Moglichkeit der weiteren Zuordnung zu untersuchen. Ahnlich
wird im folgenden verfahren.
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136 Planimetrie.

Allein diesen Gruppen entsprechen keine wirklichen Ge-
bilde der gesuchten Art. Am leichtesten iiberzeugt man sich
von der Nichtexistenz eines solchen, wenn man von speziellen,
einfachen Figuren ausgeht; ergiebt sich bei dieser Konstruk-
tion kein Gebilde der Geometrie der Lage, so existiert ein
solches iiberhaupt nicht. So kann man bei einem Sieben-
punktgebilde die Punkte 1, 4, 3, 6 als Eckpunkte eines
Parallelogramms annehmen; 2 wird dann der Schnittpunkt
der Diagonalen, wihrend 5 und 7 zwei unendlich ferne
Punkte sind; 2, 5 und 7 liegen nicht in einer Geraden. In
ihnlicher Weise iiberzeugt man sich, dafs auch die Zusammen-
stellung von acht Punkten kein Ergebnis liefert. Man findet:

Ein Gebilde der Geometrie der Lage enthdlt mindestens neun
Hauptgerade oder neun Hawptpunkie.

7. Von der soeben durchgefithrten Untersuchung ist
eine andere wesentlich verschieden. Wenn wir dargethan
haben, dafs ein Gebilde der Geometrie der Lage mit acht
Hauptpunkten und Hauptgeraden nicht existiert, d. h. dafs
bei geeigneter Gruppierung der acht Punkte zu dreien auf
sieben der Geraden nicht notwendigerweise folgt, dafls noch
drei weitere dieser Punkte durch eine Gerade verbunden
werden, so ist hiermit keineswegs die Existenz eines speziellen
Gebildes bestritten, welches diese Eigenschaft besitzt. In
der That existiert ein solches. Man nennt Gebilde dieser
Art Konfigurationen.

Bei neun und zehn Geraden wird die Untersuchung be-
deutend verwickelter. Aufser dem uns bekannt gewordenen
ist kein Gebilde der Geometrie der Lage mit neun Haupt-
punkten und neun Hauptgeraden vorhanden; dagegen existie-
ren noch zwei spezielle Konfigurationen, welche jene Kle-
mente enthalten. :

Bei zehn Hauptpunkten und Hauptgeraden treten noch
neun Konfigurationen auf.

Bei einer grofseren Elementenzahl existieren zahlreiche
Lagengebilde, iiber welche noch keine zusammenfassende
Ubersicht vorhanden ist*).

*) Hierher gehdren die weitergehenden Untersuchungen iiber das
Pascal’sche und Brianchon’sche Sechseck. Von neuesten Abhandlungen
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§ 32. Die Kollineation. 137

Die Beziehungen der Geometrie der Lage zum Parallelen-
axiom werden wir erst in der Stereometrie klarstellen.

§ 32.
Die Kollineation. ™)

1. Die siimtlichen Punkte und Geraden, welche in der-
selben Ebene liegen, bezeichnet man als ein ebenes System.
Man nennt nach Mibius zwei ebene Systeme einander kollinear
zugeordnet, wenn jedem Punkte des einen ein einziger Punkt
des andern zugewiesen ist derart, dafs alle Punkte, die in
dem einen auf einer Geraden liegen, auch in dem andern
diese Kigenschaft haben; es entspricht daher auch jeder
Geraden des einen eine Gerade des anderen Systems und
dem Schnittpunkt zweier Geraden des einen der Schnittpunkt
der entsprechenden Geraden des anderen.

Bei den folgenden Untersuchungen miissen wir die weitere
Bedingung hinzutreten lassen, dafls die Zuordnung eine stetige
ist, d. h. dals zwei unendlich benachbarten Punkten des einen
Systems zwei unendlich benachbarte des anderen entsprechen;
nur in der Umgebung des unendlich fernen Punktes soll eine
Ausnahme zulissig sein. KEs ist bis jetzt nicht gelungen,
diese Bedingung unnotig zu machen, resp. sie aus den iibrigen
Bedingungen der Kollineation herzuleiten.

Dafs solche kollineare Systeme in unendlicher Menge
existieren, ist stereometrisch unmittelbar einzusehen; man

iber Elementargebilde der Geometrie der Lage sind zu erwiihnen:
Hess, Beitrdge zur Theorie der melrfach perspektivischen Dreiecke und
Tetraeder, Math. Ann. B. 28, p. 167 und Schriter, das Clebsch’sche
Sechseck, ebendas., p. 457.

Uber ebene Konfigurationen handeln die Publikationen von .
Kantor: Uber diec Konfigurationen (3, 3) mit den Indices 8, 9 wund
thren Zusammenhang mit den Kurven dritter Ordnumg und Die Kon-
figurationen (3, 3)10, Sitzungsber. der Wiener Akad., B. 94, p. 915—932
und p. 1291— 1314,

*) Vgl. tiber die Darstellung in diesem und dem folgenden Para-
graphen, sowie bei den entsprechenden ritumlichen Untersuchungen:
Reye, Die Geometrie der Lage, 2. Abt. — Poncelet, Mobius, Plicker,
Steiner, Chdsles, v. Staudt verdankt man hauptsiichlich die Entwicke-
lung der folgenden Begriffe.
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138 Planimetrie.

braucht nur immer zwei Punkte zweier beliebig im Raume
gelegenen Ebenen einander zuzuweisen, die von den durch
einen festen Punkt gelegten Geraden ausgeschnitten werden.
Jede ihnliche Abbildung eines ebenen Systems ist zu diesem
kollinear.

2. Jedem Viereck mit seinen Diagonalen des einen von
zweil kollinearen Systemen entspricht ein ebensolches Gebilde
in dem anderen. Da man aber zu irgend drei Punkten einer
Geraden den vierten harmonischen durch Konstruktion eines
Vierecks finden kann (§ 29, 6), so entsprechen irgend welchen
vier harmowischen Punkten des eimen Systems vier harmonische
Punlte des andern®). Aus § 29, 7 folgt weiter, dals jeder
Punktreihe des einen Systems eine ihr projektivisch zugeord-
nete des andern entsprechen mufs. Auch einem Strahlen-
biischel des einen entspricht ein projektivischer Strahlenbiischel
des anderen, da man beide
Biischel auf zwei ent-
sprechende Gerade per-
spektivisch- projektivisch
beziehen kann.

3. Zwei ebene Systeme

eine einzige Weise einander
derart Tollinear zugeord-
net werden, dafs vier Punk-
ten des eimen, von denen
/ Leine drei in einer Geraden

-0,/ liegen, vier beliebige Punltc
o des andern, dic dieselbe Be-
E~—_G ,\D‘ : . ah i
0 Vi o o £ S dingung befriedigen, will-
’\B:\ liirlich — als  entsprechend
// \,\ zugewiesen werden.
3 £ ¥ i O Beweis: Seien (Fig. 32)
7 Gt A, B, ODiands4,, B,

O,, D, die zugeordneten
Punkte. Zieht man die Geraden 4B und CD, 4, B, und C, D,,

#) Zur Anwendung von § 29, 6 ist die gemachte Voraussetzung
der Stetigkeit der Zuordnung notwendig.

www.rcin.org.pl

leiomnen immer und nur auf




§ 32. Die Kollineation. 139

die resp. die Schnittpunkte £ und F, liefern, so miissen die
durch 4B und 4,B,, CD und C, D, bestimmten Punktreihen
einander projektivisch in der Weise zugeordnet werden, dals
die Punkte 4, B, E und C, D, E den Punkten 4,, B,, F,
und Oy, D,, E, entsprechen; diese Zuordnung ist immer und
nur auf eine Art moglich (§ 28, 7). Schneidet nun eine
Gerade des ersten Systems die Geraden AB und CD in F
und G, so mufs ihr in dem andern System die Gerade zu-
geordnet werden, welche durch die entsprechenden Punkte
F, und G, der Punktreihen 4, B, und C, D, fixiert ist. Jeder
Geraden des einen Systems ist also eine Gerade des anderen
eindeutig zugewiesen*). Allen Geraden des ersten Systems,
welche durch denselben Punkt O gehen, entsprechen aber in
dem zweiten Systeme Gerade, welche einen Punkt O, ge-
meinsam haben. Die Strahlen des Biischels O beziehen niim-
lich die Punktreihen 4 B und CD perspektivisch-projektivisch
aufeinander; die zu diesen projektivischen Punktreihen 4, B,
und O, D, sind daher auch projektivisch aufeinander bezogen
und befinden sich, da sie den Punkt F, entsprechend gemein
haben, in perspektivischer Lage (§ 28, §); die Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte beider gehen daher durch
denselben Punkt O,. Auf diese Art ist jedem beliebigen
Punkte O des ersten Systems ein einziger 0, des zweiten als
Schnittpunkt der entsprechenden Strahlen zugewiesen. Somit
ist allen Anforderungen der kollinearen Zuordnung geniigt.

4. Wenn zwei kollineare Gebilde in dieselbe Ebene
verlegt werden, so kann der Fall eintreten, dafs beide simt-
liche Punkte einer Geraden als sich selbst entsprechende
gemeinsam haben; man sagt dann: die kollinearen ebenen
Gebilde befinden sich in perspektivischer Lage.

Ist p die fraglicheGerade und sind 4, B, C... und 4,, B,,
C, ... entsprechende Punkte der kollinearen Gebilde, so muls

*) Diese eindeutige Zuordnung wird zweifelhaft fiir Gerade, welche
durch die Punkte F und E, gehen; wegen der vorausgesetzten Ste-
tigkeit der Zuordnung ist aber hier ein Grenziibergang moglich. Nach-
dem die Zuordnung als moglich nachgewiesen ist, kann man die Kon-
struktion leicht mit Hilfe anderer Geraden, z. B. AD und 4,D,,
ausfihren.
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der Schnittpunkt irgend zweier entsprechenden Verbindungs-
geraden, z. B. AB und 4, B, auf p liegen; denn die Schnitt-
punkte von p und AB, p und 4, B, miissen einander ent-
sprechen, also identisch sein, da jeder Punkt von p sich
selbst entspricht. Da nun die Schnittpunkte der entsprechen-
den Seiten der Dreiecke 4 BC und 4, B, C; auf derselben
Geraden p liegen, so miissen die Verbindungsgeraden ihrer
entsprechenden Eckpunkte 44,, BB,, CC, nach § 30 durch
denselben Punkt P gehen. Lassen wir C alle moglichen
Lagen annehmen, wihrend wir 4 und B beibehalten, so
bleibt der Schnittpunkt immer derselbe. Wir finden den Satz:

DBefinden sich zwei kollineare ebene Gebilde in perspekti-
vischer Lage, so haben sie wicht nur simtliche Punlte p einer
Punktreihe, sondern auch similiche Strahlen eines Biischels P
entsprechend gemein. Je zwei entsprechende Strahlen schnei-
den sich also auf derselben Geraden p, der Achse der Kolli-
neation, und die Verbindungsgeraden je zweier entsprechen-
den Punkte gehen durch denselben Punkt P, das Zentrum
der Kollineation.

Ubrigens beweist man genau in der gleichen Weise, dafs
zwei in derselben Ebene gelegene kollineare Gebilde, welche
einen Strahlenbiischel entsprechend gemein haben, auch eine
gemeinsame Punktreihe besitzen.

5. Mehrere Punktreihen kionnen zwei ebenen kolli-
nearen Gebilden nicht gemeinsam sein, wenn diese nicht iden-
tisch sein sollen. In diesem Falle mufs nidmlich auch jede
Verbindungsgerade zweier Punkte dieser Punktreihen, d. h.
jede beliebige Gerade beiden Gebilden gemeinsam sein. Das
Gleiche gilt, wenn zwei gemeinsame Strahlenbiischel vor-
handen sind. Es konnen daher die beiden nicht identischen
Systeme aufser der Kollineationsachse keine zwei Punkte ent-
sprechend gemein haben; auf der durch beide Punkte fixierten
Punktreihe wiirde niimlich noch ein dritter gemeinsamer Punkt
(ihr Schnittpunkt mit der Kollineationsachse) liegen, so dals
sie beiden Systemen punktweise gemeinsam ware. Hs existiert
aufser der Kollineationsachse nur ein gemeinsamer Punkt:
das Zentrum der Kollineation. Ebenso existiert aufser den
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unendlich vielen durch das letztere gehenden Strahlen nur
noch eine gemeinsame Gerade: die Kollineationsachse*).

Die kollineare Zuordnung in perspektivischer Lage ist
vollkommen bestimmt, wenn aufser der Achse und dem Zen-
trum der Kollineation noch ein entsprechendes Punktepaar,
das natiirlich mit dem Zentrum auf einer Geraden liegt (oder
auch ein Geradenpaar, das sich auf der Achse schneidet), ge-
geben ist. Die lineare Konstruktion der Kollineation ist in
beiden Fillen so unmittelbar einleuchtend, dafs wir sie dem
Leser iiberlassen kionnen.

6. Um nun den Nachweis zu fiihren, dafs zwei gege-
bene kollineare ebene Systeme X und X, (mit gewissen Aus-
nahmen) in perspektivische Lage gebracht werden konnen,
unterscheiden wir zwei Fille: Es konnen sich in beiden
Systemen die unendlich fernen Geraden entsprechen oder
nicht. Wir nehmen zuerst das letztere an. Die Gerade des
einen Systems, welche der unendlich fernen Geraden des
andern entspricht, wird dann die Gegenachse genannt; seien p
und ¢, die Gegenachsen in X und 2. Liegt nun der Mittel-
punkt eines Strahlenbiischels in X auf der unendlich fernen
Greraden, ist letzterer also ein Parallelstrahlenbiischel, so liegt
der Mittelpunkt des entsprechenden Biischels in 2| auf ¢,, und
auf p liegen die Mittelpunkte der Biischel, welchen Parallel-
strahlenbiischel in X, zugeordnet sind. Sind insbesondere
die Strahlen eines Biischels von X der Gegenachse p parallel
(so dals der Mittelpunkt der Schnittpunkt von p und der
unendlich fernen Geraden ist), so werden die Strahlen des
entsprechenden Biischels von X, zu ¢, parallel (weil ihr
Mittelpunkt der Schnittpunkt der unendlich fernen Geraden
und ¢, ist); im Ubrigen entsprechen sich keine Parallelstrahlen-
biischel beider Systeme. Soll nun in beiden Systemen je eine
Grerade vorhanden sein, die sich zur Kollineationsachse eignet,
d. h. eine Gerade, deren Punktreihe der entsprechenden des
andern Systems projektivisch gleich ist, so dafs sie mit ihr
zum Zusammenfallen gebracht werden kamn, so mufs die-

*) Es kann auch das Zentrum der Kollineation auf der Achse der-
selben liegen, ohne “dafs eine besondere Singularitit eintritt.
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der Schnittpunkt irgend zweier entsprechenden Verbindungs-
geraden, z. B. AD und 4, B, auf p liegen; denn die Schnitt-
punkte von p und AB, p und 4, B, miissen einander ent-
sprechen, also identisch sein, da jeder Punkt von p sich
selbst entspricht. Da nun die Schnittpunkte der entsprechen-
den Seiten der Dreiecke 4B C und 4, B, C; auf derselben
Geraden p liegen, so miissen die Verbindungsgeraden ihrer
entsprechenden Eckpunkte 4 A4,, BB,, CC, nach § 30 durch
denselben Punkt P gehen. Lassen wir C alle méglichen
Lagen annehmen, wihrend wir 4 und B beibehalten, so
bleibt der Schnittpunkt immer derselbe. Wir finden den Satz:

DBefinden sich zwei kollineare ebene Gebilde in perspekti-
vischer Lage, so haben sie wicht nur sdmtliche Punkte p einer
Punktreihe, sondern auch simtliche Strahlen eines Biischels P
entsprechend gemein. Je zwei entsprechende Strahlen schnei-
den sich also auf derselben Geraden p, der Achse der Kolli-
neation, und die Verbindungsgeraden je zweier entsprechen-
den Punkte gehen durch denselben Punkt P, das Zentrum
der Kollineation.

Ubrigens beweist man genau in der gleichen Weise, dafs
zwei in derselben Ebene gelegene kollineare Gebilde, welche
einen Strahlenbiischel entsprechend gemein haben, auch eine
gemeinsame Punktreihe besitzen.

5. Mehrere Punktreihen konnen zwei ebenen kolli-
nearen Gebilden nicht gemeinsam sein, wenn diese nicht iden-
tisch sein sollen. Tn diesem Falle mufls niimlich auch jede
Verbindungsgerade zweier Punkte dieser Punktreihen, d. h.
jede beliebige Gerade beiden Gebilden gemeinsam sein. Das
Gleiche gilt, wenn zwei gemeinsame Strahlenbiischel vor-
handen sind. Es konnen daher die beiden nicht identischen
Systeme aulser der Kollineationsachse keine zwei Punkte ent-
sprechend gemein haben; auf der durch beide Punkte fixierten
Punktreihe wiirde niimlich noch ein dritter gemeinsamer Punkt
(ihr Schnittpunkt mit der Kollineationsachse) liegen, so dalfs
sie beiden Systemen punktweise gemeinsam wiire. Es existiert
aufser der Kollineationsachse nur ein gemeinsamer Punkt:
das Zentrum der Kollineation. Ebenso existiert aufser den
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unendlich vielen durch das letztere gehenden Strahlen nur
noch eine gemeinsame Gerade: die Kollineationsachse*).

Die kollineare Zuordnung in perspektivischer Lage ist
vollkommen bestimmt, wenn aufser der Achse und dem Zen-
tram der Kollineation noch ein entsprechendes Punktepaar,
das natiirlich mit dem Zentrum auf einer Geraden liegt (oder
auch ein Geradenpaar, das sich auf der Achse schneidet), ge-
geben ist. Die lineare Konstruktion der Kollineation ist in
beiden Fillen so unmittelbar einleuchtend, dafs wir sie dem
Leser iiberlassen kénnen.

6. Um nun den Nachweis zu fiihren, dafls zwei gege-
bene kollineare ebene Systeme X und X, (mit gewissen Aus-
nahmen) in perspektivische Lage gebracht werden konnen,
unterscheiden wir zwei Fille: Es kiénnen sich in beiden
Systemen die unendlich fernen Geraden entsprechen oder
nicht. Wir nehmen zuerst das letztere an. Die Gerade des
einen Systems, welche der unendlich fernen Geraden des
andern entspricht, wird dann die Gegenachse genannt; seien p
und ¢, die Gegenachsen in ¥ und 2. Liegt nun der Mittel-
punkt eines Strahlenbiischels in X auf der unendlich fernen
Greraden, ist letzterer also ein Parallelstrahlenbiischel, so liegt
der Mittelpunkt des entsprechenden Biischels in 2, auf ¢,, und
auf p liegen die Mittelpunkte der Biischel, welchen Parallel-
strahlenbiischel in X, zugeordnet sind. Sind insbesondere
die Strahlen eines Biischels von X der Gegenachse p parallel
(so dafs der Mittelpunkt der Schnittpunkt von p und der
unendlich fernen Geraden ist), so werden die Strahlen des
entsprechenden Biischels von X, zu ¢, parallel (weil ihr
Mittelpunkt der Schnittpunkt der unendlich fernen Geraden
und g, ist); im Ubrigen entsprechen sich keine Parallelstrahlen-
biischel beider Systeme. Soll nun in beiden Systemen je eine
Gerade vorhanden sein, die sich zur Kollineationsachse eignet,
d. h. eine Gerade, deren Punktreihe der entsprechenden des
andern Systems projektivisch gleich ist, so dafs sie mit ihr
zum Zusammenfallen gebracht werden kann, so mufs die-

*) Es kann auch das Zentrum der Kollineation auf der Achse der-
selben liegen, ohne ‘dafs eine besondere Singularitiit eintritt.
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selbe der Gegenachse parallel laufen; denn beim Zusammen-
legen beider Systeme mit der Kollineationsachse miissen sich
einerseits p und die unendlich ferne Gerade von 2, anderer-
seits ¢, und die unendlich ferne Gerade von X auf ihr schuei-
den, d. h. p und ¢, miissen sie in unendlicher Ferne treffen.
Um in beiden Systemen zur Gegenachse parallele entsprechende
Gerade zu finden, die projektivisch gleich sind, nehmen wir
in X einen beliebigen Parallelstrahlenbiischel an, welcher p
nicht parallel ist und greifen von demselben drei Strahlen
@, b, ¢ heraus, welche auf p, also auch auf jeder zu ihm
parallelen Geraden, zwei gleiche Strecken ausschneiden. Der
vierte harmonische Punkt zu den drei auf p ausgeschnittenen
ist dann der unendlich ferne, der vierte harmonische Strahl
zu a, b, ¢ also die unendlich ferne Gerade (§ 29, 3). Die
entsprechenden Strahlen a,, b,, ¢, schneiden sich auf ¢,; der
vierte harmonische Strahl zu ihnen muls ¢, selbst sein, weil
es der unendlich fernen Geraden entspricht. Auf einer zu ¢,
parallelen Geraden liegt also von den vier durch a,, b, ¢, ¢,
ausgeschnittenen harmonischen Punkten der eine im Unend-
lichen, weshalb die drei iibrigen gleiche Abstinde markieren.
Letztere konnen durch Verschieben der Parallelen beliebig
klein und grofs gemacht werden. Es ist einleuchtend, dafls
sich zu beiden Seiten von ¢, in gleichem Abstand jederseits
eine Gerade m, und », findet, auf welcher die drei Punkte
dieselben Abstiinde haben wie auf den entsprechenden, zu p
parallelen Geraden m und n; die entsprechenden Punktreihen
m, und m, n, und n sind projektivisch gleich, da sie mit
drei Punkten zur Deckung gebracht werden kénnen, und
beide Paare diirfen als Kollineationsachse benutzt werden. Sind
die Kollineationsachsen geeignet ineinander gelegt, so kénnen
die Systeme durch Umklappen des einen um die Kollineations-
achse in eine zweite passende Lage gebracht werden. Die per-
spektivische Anordnung ist also, wenn die beiden unendlich fernen
Geraden sich wicht entsprechen, immer und nur auf vier Arten
moglich.

7. Wenn die unendlich fernen Geraden beider Systeme
einander entsprechen, so ist zuniichst der Fall moglich, dafs
dieselben projektivisch gleich sind, dafs sie also bei geeig-

www.rcin.org.pl




§ 32. Die Kollineation. 143

neter Ineinanderlegung als Kollineationsachse dienen kénnen.
Je zwei entsprechende Gerade der perspektivisch gelegten
Systeme schneiden sich dann auf der unendlich fernen Kolli-
neationsachse, sind also parallel. Infolge dessen sind je zwei
entsprechende Dreiecke winkelgleich, die beiden Systeme also
einander dhnlich, je zwei entsprechende Strecken stehen in
demselben festen Verhiltnis. Legt man umgekehrt zwei &hn-
liche Systeme so, dafs je zwei entsprechende Gerade parallel
werden, so schneiden sich letztere auf der unendlich fernen
Geraden, die Lage ist perspektivisch. Es mufs alsdann ein
Kollineationszentrum existieren, welches man in diesem Falle
Ahnlichkeitspunkt nennt und durch Verbinden von zwei ent-
sprechenden Punktepaaren findet. Die perspektivische Lage
kann in diesem Falle auf unendlich viele Arten erzielt wer-
den. Liegen zwei entsprechende Gerade parallel, so sind ent-
weder, wie unmittelbar nachzuweisen, alle entsprechenden
Geraden parallel oder werden es durch Umklappen des einen
Systems um die zugehorige Parallele; letztere kann aufserdem
um einen ihrer Punkte um 2R gedreht werden. Je zwei
entsprechende Punkte kommen entweder auf dieselbe Seite
oder auf verschiedene Seiten des Ahnlichkeitspunktes zu lie-
gen; durch die erwiihnte Umdrehung lifst sich der eine Fall
in den andern iiberfiilhren. Dafs entsprechende Strecken der
Systeme in gleichem Verhiltnis stehen, ergiebt sich aus der
Ahnlichkeit der entstehenden Dreiecke.

Die gesamte Ahnlichkeitslehre ordnet sich hiermit als
ein Spezialfall in die Lehre von der allgemeinen Kollineation
ein, aber als ein singulirer Spezialfall; denn es sind hier
unendlich viele perspektivische Lagen moglich, was im all-
gemeinen nicht der Fall ist. Auch muls hervorgehoben wer-
den, dafs sich zu einem System ein #hnliches nicht linear
konstruieren lafst.

Ein Spezialfall der Ahnlichkeit ist die Gleichheit, d. h.
die vollige Ubereinstimmung von X und X,. In der per-
spektivischen Lage liegt dann das Kollineationszentrum im
Unendlichen oder in der Mitte zwischen je zwei entspre-
chenden Punkten.

8. Die unendlich fernen Geraden zweier Systeme X und
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2, konnen sich auch einander entsprechen, ohne dafs sie
projektivisch gleich sind; alsdann mufs, falls die Systeme in
perspektivische Lage gebracht werden konnen und gebracht
werden, das Kollineationszentrum in der unendlich fernen
Geraden liegen, withrend die Kollineationsachse eine im End-
lichen gelegene Gerade ist. Da jedem unendlich fernen Punkte
von X ein unendlich ferner Punkt von X, zugeordnet ist,
entspricht einem Biischel paralleler Geraden von X wieder
ein Biischel paralleler Geraden in 2,. Und umgekehrt ist
evident, dals wenn jedem Parallelstrahlenbiischel von X ein
ebensolcher von X zugeordnet ist, die unendlich fernen Ge-
raden beider Systeme sich entsprechen. Wenn aber zwei
Parallelstrahlenbiischel projektivisch sind, so schneiden sie
. aus irgend welchen Geraden projektivisch #hnliche Punkt-
reihen aus, wie man leicht einsieht, wenn man die Biischel
in perspektivische Lage bringt; daher sind alle entsprechen-
den Punktreihen projektivisch #&hnlich. Man nennt solche
Systeme affin*). Um X und X, in der allgemeinsten Weise
einander affin zuzuordnen, weisen wir drei nicht in einer
Geraden gelegene Punkte von X drei ebensolchen von X, zu.
Da in affinen Systemen Parallelogrammen Parallelogramme
entsprechen und durch drei Eckpunkte eines Parallelogram-
mes der vierte bestimmt ist, so ist hierdurch eine kollineare
Verwandtschaft eindeutig festgesetzt, und da die unendlich
fernen Schnittpunkte je zweier Parallelogrammseiten sich
paarweise entsprechen miissen, so entsprechen sich auch die
unendlich fernen Geraden, so dafls die Zuordnung wirklich
affin ist.

Wegen der projektivischen Ahnlichkeit entsprechender
Punktreihen kann man die Konstruktion auch folgendermafsen
ausfithren. Man fixiere in X und 2, durch je zwei nicht
parallele Geraden a, b und a,, b, mit den Schnittpunkten O
und O, je zwei Richtungen willkiirlich und ordne @ und «,,
b und b, einander zu. Den Punkten 4 und B von @ und b

*) Diese Bezeichnung riihrt von Fuler her, der in seiner Intro-
ductio in Anal. Infin., T. 11, Cap. XVIII affine Figuren durch Ande-
derung der Abscissen und Ordinaten nach bestimmten Verhiiltnissen
erzeugt werden lifst.
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ordnet man Punkte 4, und B, von @, und b, in der Weise
zu, dafs man O; 4, = m.04 und O, B, = n.OB macht,
worin m und #» konstante Faktoren bezeichnen. Die Zuord-
nung anderer Punkte geschieht durch Parallelenlegung zu a,
b, a, und b;. Man kann also sagen, dals ein affines Gebilde
aus dem andern dadurch hervorgeht, dafs man das letztere
in zwei Richtungen nach verschiedenem Mafsstabe dehnt oder
verkiirzt und dann noch eine Drehung dieser Richtungen
gegen einander vornimmt. -

9. Affine Systeme kionnen nicht immer in perspektivische
Lage gebracht werden. Um dies zu bewerkstelligen, ist es
néimlich nétig entsprechende Richtungen in beiden Gebilden
aufzufinden, in denen entsprechende Strecken gleich sind;
sind solche Richtungen ausfindig gemacht, so kann jedes
entsprechende Geradenpaar in denselben zur Kollineations-
achse vereinigt werden, worauf noch ein Umklappen statthaft
ist. Allein solche Richtungen brauchen nicht zu existieren;
man erkennt beispielsweise aus der letzten Konstruktion,
dals nach zwei Richtungen eines Gebildes hin derartige Ver-
grofserungen vorgenommen werden konnen, dals tiberhaupt
in allen Richtungen eine Vergrofserung eintreten mufs.

10. Denkt man sich die Ebenen der affinen Systeme
2 und 2, mit je zwei entsprechenden Biischeln von Parallel-
strahlen iiberdeckt, die jeweilig gleichen, beliebig kleinen
Abstand haben, so werden beide Ebenen in unendlich viele,
unendlich kleine Parallelogramme zerlegt, die in einer Ebene
simtlich gleich sind. Entsprechende begrenzte Figuren der
beiden Gebilde enthalten die gleiche Zahl solcher Parallelo-
gramme (fiir die am Rande gelegenen ist eine einfache Grenz-
betrachtung anzustellen, die hier iibergangen werden kann),
ihr Inhalt verhilt sich also wie derjenige zweier dieser. Man
kann daher den Satz aussprechen:

In affinen Systemen stehen die F'licheninhalte entsprechen-
der Figuren in einem konstanten Verhdltnis®).

*) Im speziellen Falle kann der Flicheninhalt der gleiche sein;
die Beziehung wird dann wohl als Affingleichheit bezeichnet. 8. hier-
iber Kruse, Elemente der Geometrie, p. 95.

Rausenberger, Elementargeometrie. 10
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11. Die Untersuchung iiber die Affinitit (und die Ahn-
lichkeit sowie Gleichheit, die als Spezialfille derselben er-
scheinen) zeigt uns, dafs die unendlich fernen Punkte keines-
wegs immer wie endliche behandelt werden diirfen; wenn
wir dies in vielen Fillen thaten, so geschah es doch nur
da, wo durch einen Grenziibergang der Nachweis der Rich-
tigkeit sicher erbracht werden konnte. Im allgemeinen ist
es unerlifslich, bei Operationen mit dem Unendlichen auch
in der Geometrie die Strenge anzuwenden, die bei algebraisch-
analytischen Untersuchungen gegenwiirtig als selbstverstiind-
lich betrachtet wird.

12. Verwandelt man irgend ein ebenes Gebilde in ein
kollineares, so modifiziert diese Umwandlung das iulfsere
Ansehen oft betriichtlich; trotzdem bleibt eine leicht zu um-
grenzende Klasse von Eigenschaften ungeindert; man kann
sagen: Alle Relationen, die auf keinen andern Besonderheiten
beruhen, als dafs gewisse Gerade durch bestimmie Punkte gehen
oder dafs gewisse Pumkte auf bestimmien Geraden liegen, wer-
den durch die Kollineation nicht alteriert. Alle Gebilde der
Geometrie der Lage verlieren also ihren Charakter nicht;
die allgemeinen metrischen Relationen bleiben unveréindert
in Geltung. In diesen Relationen treten nur jeweilig Stiicke
von ecinem der beiden Gebilde auf; aber es giebt auch eine
allgemeine Beziehung zwischen Stiicken der beiden kolli-
nearen Gebilde: die entsprechenden Doppelverhiiltnisse sind ein-
ander gleich.

Gedndert werden dagegen durch die Kollineation im all-
gemeinen nicht nur Strecken und Winkel selbst, sondern
auch deren Verhiiltnisse. Einem gleichseitigen Dreieck kann
ein ungleichseitiges, einem rechtwinkligen Viereck ein ganz
beliebiges entsprechen. Man bezeichnet alle geometrischen
Formeln, die durch Kollineation keine Anderung erfahren
als projektivische.

Besonders auffillig wird die Anderung durch Kollineation,
wenn im Endlichen gelegene Punkte ins Unendliche geriickt
werden und umgekehrt, wie dies immer vorkommt, wenn
die Beziehung keine affine ist.

www.rcin.org.pl

OSERPP—



§ 33. Die Reciprozitit; das Prinzip der Dualitiit. 147

§ 33.
Die Reciprozitit; das Prinzip der Dualitit.

1. War schon die Verwandtschaft der Kollineation
geeignet, den geometrischen Gesichtskreis bedeutend zu er-
weitern, so gilt dies noch in hoherem Mafse von der Ver-
wandtschaft der Reciprozitit, welche uns direkt zu dem schon
ofters angedeuteten Prinzipe der Dualitdt*) fiihrt. Wir nennen
zwei ebene Systeme X und X, reciprok zugeordnet, wenn
jedem Punkte von X eine Gerade von X, jeder Geraden von
2 ein Punkt von X, und somit dem Schnittpunkt zweier
Geraden von X die Verbindungsgerade zweier Punkte von X
und umgekehrt entspricht. Auch hier ist die Bedingung der
Stetigkeit der Zuordnung zuzufiigen; zwei unendlich benach-
barten Punkten des einen Systems sollen zwei Gerade ent-
sprechen, welche einen unendlich kleinen Winkel miteinander
bilden oder im Falle des Parallelseins einen unendlich kleinen
Abstand haben und umgekehrt; bei den unendlich fernen
Punkten und Geraden ist eine Ausnahme zu machen.

Jedem Viereck 4 BCD in X entspricht ein Vierseit
a, b, ¢, d, in X, jeder der sechs Seiten des ersteren einer der
sechs Kckpunkte des letzteren, jedem Diagonalpunkte des
Vierecks eine Diagonale des Vierseits, jeder Diagonale des
Vierecks ein Diagonalpunkt des Vierseits; den vier harmoni-
schen Punkten, die durch die Seiten und Diagonalen des Vier-
ecks auf einer der ersteren ausgeschnitten werden, entsprechen
die vier harmonischen Strahlen, die von einem der Eckpunkte
des entsprechend vervollstindigten Vierseits ausgehen. Je
vier harmonischen Punkten in X entsprechen demnach je
vier harmonische Strahlen in X,. Nach § 29, 7 schlielsen
wir hieraus:

Jeder Punktreihe des einen wvon zwei reciproken Systemen
entspricht e zu ihr projektivischer Strahlenbiischel des andern.

*) Die reciproke Zuordnung wurde von Poncelet in seinem grund-
legenden Werke: Traité des propriétés projectives des figures vielfach
angewandt; das allgemeine Prinzip der Dualitit wurde zuerst von
Gergonne ausgesprochen.

10*
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2. Hiernach kann die Konstruktion reciproker Systeme
ganz analog zu derjenigen kollinearer ausgefithrt werden.
Die Beziehung ist eindeutig festgesetzt, wenn wir vier will-
kiirlichen Punkten 4, B, C, D von X, unter denen keine
drei in einer Geraden liegen, vier Gerade a,, b,, ¢,, d, von
2, unter denen keine drei durch einen Punkt gehen, zuord-
nen. Schneiden sich nimlich die Geraden 4B und CD im
Punkte F, so entspricht letzterem die Gerade e, welche die
Punkte @, b, und ¢, d, verbindet. Durch die drei Punkte A4,
B, E und die drei zugeordneten Strahlen a,, b, ¢, ist die
projektivische Beziehung zwischen der Punktreithe 4B und
dem Strahlenbiischel a, b, eindeutig festgesetzt; das Gleiche
gilt fir CD und ¢, d,. Hierdurch ist aber jeder Geraden in
2 ein Punkt in X, zugewiesen; denn der Verbindungslinie
irgend zweier Punkte von 4B und CD entspricht der Schnitt-
punkt der entsprechenden Strahlen von @, b, und ¢, d;. Allen
Strahlen von X, welche durch denselben Punkt O gehen,
entsprechen in %, die Punkte, welche auf der zugeordneten
Geraden o, liegen. Durch die Strahlen von O werden nim-
lich A B und CD perspektivisch-projektivisch auf einander be-
zogen, weshalb auch die Biischel a, b, und ¢, d, in projektivische
Beziehung gesetzt sind, wenn in ihnen die Strahlen einander
zugeordnet werden, welche den zugeordneten Punkten von
AB und CD entsprechen; da aber die Biischel a, b, und
¢, d, den Strahl ¢, gemeinsam haben, so befinden sie sich in
perspektivischer Lage, und die Schnittpunkte entsprechender
Strahlen liegen auf derselben Geraden o,. Hieraus geht
hervor, dafs die hergestellte Beziehung den Anforderungen
der reciproken Verwandtschaft geniigt.

3. Wenn zwei Systeme zu demselben dritten reciprok
sind, so sind sie zueinander kollinear. Die Untersuchungen
iiber Kollineation, aufser denen iiber die perspektivische Lage,
konnen daher aus denen iiber Reciprozitit abgeleitet werden.

4. Durch den gefiihrten Nachweis, dafs zu jedem ebenen
System unendlich viele reciproke konstruiert werden konnen,
ist das Prinzip der Dualitit begriindet. Wir kénnen den Satz
aussprechen:

Aus jedem Satze der Geometrie der Lage geht ein weiterer
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richtiger Satz dadurch hervor, dafs man die Worte Punkt und
Gerade, Schnittpunkt und Verbindungsgerade vertauscht.

Man braucht eben nur zu dem Gebilde, welches den
ersten Satz darstellt, das reciproke zu konstruieren, um die
Richtigkeit hiervon einzusehen®). Wie verhilt es sich aber
mit den metrischen Relationen? Besteht eine Dualitit zwi-
schen Strecken, die von zwei Punkten eingeschlossen werden
und Winkeln, die durch zwei Gerade bestimmt werden?
Diese Fragen konnen im allgemeinen nicht bejaht werden;
doch findet ein beschrinlter Dualismus allerdings statt.

Betrachten wir zuerst das Dreieck, so steht der Relation
zwischen den drei Winkeln keine Relation zwischen den
Seiten gegeniiber. Dagegen entspricht der Sinussatz:

a b c

sine  sinf  siny

sich selbst in der Art dualistisch, dafs er keine Anderung er-
leidet, weun man die Seiten und die Sinus der gegeniiber-
liegenden Winkel vertauscht. Versucht man dasselbe bei dem
Kosinussatze: a® = b* 4+ ¢ — 2bc )/ 1 — sin® @, so gelangt
man wiederum zu keinem richtigen Resultate. Der Satz des
Menelaos besitzt ein reciprokes Analogon, bei welchem die
Strecken durch die Sinus der entsprechenden Winkel ersetzt
erscheinen (s. § 27, 3). Die dritte Vierseitsrelation dagegen
besitzt kein reciprokes Analogon.

Je vier Punkte einer Geraden und je vier entsprechende
Strahlen eines Biischels besitzen dasselbe Doppelverhiltnis.
Dies alles zusammenfassend kann man sagen:

Die metrischen Relationen zeigen nur teilweise eimen Dua-
lismus, der darin besteht, dafs man Strecken mit den Sinus der
analogen Winkel vertauschen darf.

Der Versuch, direkt mittels der reciproken Zuordnung
derartige dualistische Formeln herzuleiten, fithrt im allge-

#) Die friiher gefundenen Gebilde der Geometrie der Lage ent-
sprechen sich selbst dualistisch; doch braucht dies mit anderen durch-
aus nicht der Fall zu sein.
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meinen auf komplizierte Ausdriicke, aus denen die spe-
ziellen Bestimmungsstiicke der gewihlten Zuordnung nicht
herausfallen *).

Weitere Untersuchungen iiber reciproke ebene Systeme,
namentlich solche, welche ineinander liegen, wiirden iiber
die Grenzen hinausfiihren, die wir unserer Darstellung ge-
steckt haben.

*) Eingehenderes hieriiber findet man bei Hankel, die Elemente der
projektivischen Geomefrie in synthetischer Behandlung (Leipzig 1875),
p. 75 1,
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§ 34.

Fundamentalverhéltnisse.

1. Das Gebiet der Stercometrie, der Lehre von den rium-
lichen Gebilden, ist wegen der grofseren Zahl der auftreten-
den Elemente ein ausgedehnteres als das der Planimetrie,
welche sich als Spezialfall in jenes einreiht. Wenn that-
sichlich die wissenschaftliche Ausbeute den hiernach zu
hegenden Erwartungen nicht ganz entspricht, wenn uns zwar
zahlreiche einfache Sitzchen, aber weit weniger wirklich
interessante Resultate begegnen, so liegt dies hauptsiichlich
in dem Umstande, dafs bei Ebenen keine metrischen Relationen
auftreten, die mit den bei Geraden gefundenen auf gleicher
Stufe stehen. Kein Wunder, dafs infolge dessen die Stereo-
metrie in vielen Biichern nur stiefmiitterlich behandelt wird
und zahlreiche Autoren von Elementarbiichern ihre Darstellung
nicht iiber die Planimetrie hinaus ausdehnen. Wir werden
uns hierdurch nicht abhalten lassen, gerade der Stereometrie
eine eingehende und die fundamentalen Verhiltnisse beleuch-
tenden Darstellung zu teil werden zu lassen. Namentlich die
Stellung zu dem Parallelenaxiom bedarf besonderer Aufmerk-
samkeit; wir werden zuerst nur Sitze bringen, welche von
demselben unabhingig sind und spiter die Abhingigkeit oder
Unabhiingigkeit von ihm immer hervorheben.

2. Die elementar-stereometrischen Untersuchungen haben
es mit der Zusammenstellung von drei Elementargebilden zu
thun: dem Punkt, der Geraden wnd der Ebene. Es erweist
sich jedoch als zweckmiifsig, den Punkt und die Ebene in
die erste Linie zu stellen, wihrend die Geraden von selbst
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in die Untersuchung eintreten. Um eine Direktive fiir die
Anordnung zu haben, legen wir in erster Linie die Zahl der
Ebenen zu Grunde, die ein Gebilde zusammensetzen, ohne
uns jedoch ausschliefslich an diese Einteilung zu halten; in
zweiter Linie denken wir uns ein Gebilde durch eine Anzahl
von Punkten bestimmt®).

3. Wenn zwei Ebenen einen (im Endlichen gelegenen)
Punkt gemeinsam haben, so schneiden sie sich in einer Ge-
raden (§ 3); sie teilen den Raum in vier getrennte Teile,
deren weitere Untersuchung erst an spiiterer Stelle méglich ist.

Haben zwei Ebenen keinen Punkt gemeinsam, so heifsen
sie parallel. Die Existenz paralleler Ebenen wird sich spiiter
ergeben.

Im allgemeinen kann man (wenn man das Parallelsein
ausschlie(st) sagen, dafls zwei Ebenen eine Gerade bestimmen.
Dem steht die Thatsache entsprechend gegeniiber, dafs auch
zwer Punkte eine Gerade bestimmen.

4. Bei einer Zusammenstellung von drei Ebenen sind

folgende Fille denkbar:
a. die drei Ebenen sind paarweise parallel;
b. zwei Ebenen schneiden sich, wihrend die dritte beiden
parallel ist (kann erst nach Einfiithrung des Parallelen-
axioms als unmoglich ausgeschlossen werden);
c. zwei Ebenen sind parallel und werden beide von der
dritten geschnitten;
d. die Ebenen schneiden sich alle in derselben Geraden;
e. die Ebenen schneiden sich in drei verschiedenen
Geraden.
Die Fille a., b. und d. bieten nichts Bemerkenswertes;
c. und e. sind weiter zu untersuchen. Hierbei werden wir
gleichzeitig auf die Betrachtung der Lage einer Ebene zu
einer Geraden, niimlich der Schnittlinie der beiden anderen
Ebenen gefiihrt.

5. Eine Gerade, die mit einer Ebene keinen Puukt ge-

*) Litteraturangaben iiber die folgenden einfachen Definitionen und
Siitzchen, die sich meistens schon bei Fuklid finden, diirften iiber-
fliissig sein.
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meinsam hat, heifst zu ihr parallel. Eine Gerade, die mit
einer Ebene einen Punkt gemeinsam hat, schneidet sie. Eine
Gerade endlich, welche mit einer Ebene zwei gemeinsame
Punkte hat, fallt ganz in dieselbe (§ 3).

6. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten Ebene
geschwitten, so sind die beiden Schnittlinien parallel. Denn andern-
falls miifsten sie sich, da sie in derselben Ebene liegen,
schneiden, was auch ein Schneiden der beiden ersten Ebenen
zur Folge hiitte. Jede der Schnittlinien ist natiirlich der Ebene,
in die sie nicht fillt, parallel®). Uberhaupt ist eine Gerade a
immer einer Fbene o parallel, wenn sie, ohme gamz in die
Lbene zu fallen, einer Geraden b in dieser Ebene parallel ist.
Legt man nimlich durch die beiden parallelen Geraden eine
Ebene B, so miilste ein etwaiger Schnittpunkt von @ und «
auch in 8, d. h. in der Schnittlinie b von « und # liegen,
was unmoglich ist. Da man durch irgend eine Gerade b in
« eine zweite Ebene 8 legen und in dieser eine Parallele a
zu b ziehen kann, so st die wirkliche Existenz von Geraden,
die zu Ibenen parallel sind, dargethan. Durch einen Punkt A
lassen sich umendlich viele parallele Gerade zu einer Ebene o
legen, mag man das Parallelenaxiom annehmen oder nicht;
dies wird klar, wenn man von a eine beliebige Gerade nach
« zieht, durch diese unendlich viele Ebenen legt und in
diesen die Parallelenkonstruktion vornimmt.

Ebenso kann man zu einer gegebenen Geraden durch
einen Punkt aufser ihr unendlich viele parallele Ebenen legen.

7. Wenn sich drei Ebenen «, 8, y der Reihe nach in
den Geraden ¢, @, b schneiden, so sind zwei Fille moglich.
Schneiden sich @ und b in O, so ist O den drei Ebenen e,
B, 7, also auch der Schnittlinie ¢ gemeinsam. Sind @ und b
parallel, so kann auch ¢ keine dieser Geraden schneiden, da
z. B. der Schnittpunkt mit @ allen drei Ebenen gemeinsam
wiire, also auch in ¢ liegen miifste. Also:

Schneiden sich drei Ebenen in drei Geraden, so sind letz-

*) Zugleich ist erwiesen: Wenn eine Gerade in der einen von
zwet sich schneidenden Ebenen liegt und der andern parallel ist, so ist
ste auch der Schwmittlinie parallel.
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tere entweder alle drei paarweise parallel oder schneiden sich
in emem Punkte.

Betrachtet man den letzteren Fall als das gewohnliche
Verhalten dreier Ebenen zueinander, wihrend man alle iibri-
gen als Singularititen ansieht, so gelangt man zu der fol-
genden dualen Gegeniiberstellung:

a. drei Ebenen bestimmen einen Punkt (ihren gemein-
samen Schnittpunkt), in dem drei Gerade zusammen-
laufen;

b. drei Punkte bestimmen eine Ebene, wn der drei Ge-
rade liegen.

Der hierin ausgesprochene Dualismus wird spiter durch
Einfiihrung des Parallelenaxioms vollkommen gemacht wer-
den. Wir konnen bereits an dieser Stelle die Erkenntnis
aussprechen, die erst in der Folge eingehender begriindet
werden soll: Fs besteht in der Stereometrie ein Dualimus, bei
dem sich Tbenen und Punkte als gleichberechtigte Elemente gegen-
iiberstehen. Den Geraden, die in den Figuren auftreten, ent-
sprechen wieder Gerade, namlich der Schnittlinie zweier Ibenen
die Verbindungsgerade zweier Punkte wnd wmgekehrt. Dieser
Dualismus ist von dem aus der Planimetrie bekannten zwi-
schen Punkten und Geraden wesentlich verschieden; der letz-
tere ist kein Spezialfall des ersteren, sondern eine sekundire
Erscheinung.

8. Wenn sich # Ebenen so oft als moglich schneiden
und unter den Schnittlinien keine parallelen auftreten, auch

nirgends mehrere Schnittlinien oder Schnittpunkte in ein-
n(m—1)
1.2

2 Schnittpunkte. Die erste Zahl giebt néimlich

Schnittlinien und

zelne zusammentallen, so entstehen
nmn—1)(n —
2.8
an, wie oft je zwei Ebenen, die zweite, wie oft je drei Ebenen
zusammengestellt werden kénnen. Ebenso sind durch # Punkte

n—1 nkw—1)(n—2 .
! 1.2——) Gerade und fﬂ),(?,—l Ebenen bestimmt, wenn

keine Singularititen eintreten, die diese Zahlen vermindern.

Bevor wir der umfassenden Untersuchung des Haupt-
falles, dafs drei Ebenen sich in drei durch einen Punkt gehen-
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den Geraden schneiden, niiher treten, mufs ein wichtiger
Spezialfall erortert werden: der Fall, dafs zwei der Schmitt-
linien mit der dritten rechte Winkel bilden.

§ 35.
Senkrechte Gerade und Ebenen; Neigungswinkel.

1. Eine Gerade soll auf einer Ebene senkrecht (ein Per-
pendikel u. s. w.) heifsen, wenn sie mit allen durch ihren
Fufspunkt (d. h. Schnittpunkt mit der Ebene) in der Ebene
gezogenen Geraden rechte Winkel bildet. - Diese Definition
wird durch den folgenden Satz ergiinzt, aus dem sich ihre
Moglichkeit erst folgern lalst.

Lehrsatz: Bildet eine Gerade mit zwei dwrch ihwen Fufs-
punkt i einer Ebene gelegten Geraden rechte Winkel, so bildet
sie iberhaupt mit allen solchen Geraden rechte Winkel; sie
steht also auf der Ebene senkrecht.

Beweis: Ist in Fig. 33 <C BAC = BAD = 1R und
liegen AC, AD, AE in der Ebene «, so machen wir 4B,
= ADB und ziehen die Geraden
CFD, dann BC, BD, BF, B,C, J’LK\
B, D, B,F. Wir haben A ABC )
=AB,C und A ABD = AB,D,
also BC = B,C und BD = B, D,
woraus weiter A BCD = B,CD
folgt. Da hiernach < BCF = B,CF
ist, so haben wir auch A BCF
= B,CF, also BF = B,F und
schliefslich A ABF = AB, F, also
X BAF = BiAF = 1R, da
BAB, F eine ebene Figur ist.

Dieser von Cawuchy nach dem
etwas schwerfilligeren Fuklidischen
gebildete Beweis hat vor dem be-
kannten rechnenden Legendre’schen den Vorzug, dals er das
Parallelenaxiom nicht voraussetzt.

2. Umkehrung: Bilden drei (oder mehrere) Gerade AC,
AD, AE, welche durch denselben Punkt A einer Geraden AB

4,

Fig. 33.
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gelegt sind, alle mit der letzteren rechte Winkel, so liegen sie
in eimer I bene.

Beweis: Fiele AE nicht in die Ebene « von AC und
AD, so wiirde eine durch 4B und AF gelegte Ebene
die Ebene o« in einer Geraden AF' schneiden. Nach dem
Vorigen miilste dann T BAF =1 R = B AL sein, was nicht
moglich ist.

Dreht man also einen rechten Winkel um den einen
Schenkel, so beschreibt der andere eine Ebene.

3. Aus den letzten Siitzen geht hervor, dals” man zu
einer Geraden in jedem ihrer Punkte eine senkrechlte Fbene
legen kann. Man braucht nur durch die Gerade zwei belie-
bige Ebenen zu legen, in diesen auf ihr in demselben Punkte
Perpendikel zu errichten und durch diese eine Ebene zu legen.
Hieraus kann man weiter folgern, dafs sich auf jeder Ebene
i jedem Punkte ein Perpendikel errichten ldfst; denn man
braucht nur auf einer Geraden eine senkrechte Ebene zu er-
richten und letztere dann mit der gegebenen Ebene und zwar
in den richtigen Punkten zum Zusammenfallen zu bringen.
Dals nur eine senkrechte Ebene zu einer gegebenen Geraden in
cinem  gegebenen Punlkte derselben existiert, folgt unmittelbar
aus der Konstruktion. Auch ist auf eimer Ebene in einem
Punkte nur ein Perpendikel miglich, da eine durch zwei etwa
mogliche Perpendikel gelegte Ebene zwei verschiedene rechte
Winkel ausschneiden wiirde.

4. Von einem Punkte aufserhalb eimer Ebene lifst sich
auf diese nur ein Perpendikel fillen; denn wiren zwei solche
moglich, so wiirde in einer durch beide gelegten Ebene ein
Dreieck mit zwei rechten Winkeln entstehen. Dafs ein Per-
pendikel sich wirklich fillen lifst, wird weiter unten gezeigt.
Dasselbe ist die Fiirzeste Verbindungsgerade zwischen dem Punkte
und der Ebene; denn in einer durch das Perpendikel und
eine andere Verbindungsgerade gelegten Ebene entsteht ein
rechtwinkliges Dreieck, in dem dem rechten Winkel die grofste
Seite gegeniiberliegt. Von zwei solechen Verbindungsgeraden
ist diejenige die kiirzere, deren Fulspunkt dem Fulspunkte
des Perpendikels niher liegt, und beide sind gleich, wenn ihre

www.rcin.org.pl




§ 35. Senkrechte Gerade und Ebenen; Neigungswinkel. 157

Fulspunkte gleichweit von demselben entfernt sind; beides ist
aufs Hinfachste zu beweisen.

5. Die beiden Teile, in die eine Ebene durch eine in
ihr gelegene Gerade geteilt wird, nennen wir Halbebenen.
Zwei Halbebenen, &« und 8, die in der begrenzenden Geraden
a (Scheitelgeraden) aneinanderstofsen, bilden einen Fldchen-
winkel. Wir verzichten darauf, denselben weiter zu charak-
terisieren und beschriinken uns, genau wie bei dem ebenen
Winkel, auf den Nachweis, dafls Fldachenwinkel gleich sein
und addiert werden kinnen, woraus folgt, dals sie der Grofse
nach verglichen, dafs sie gemessen werden konnen. Zu diesem
Zwecke errichten wir in einem Punkte A4 von @ auf diesem
in « und B die Perpendikel 4B und AC; den Winkel BAC,
den dieselben einschliefsen, nennen wir den Neigungswinkel
der beiden Ebenen fiir den Punkt A4; ob derselbe fiir alle
Punkte der Schuittlinie der gleiche ist, bleibt noch dahin-
gestellt. Die Ebene dieses Winkels heiflst Neigungsebene; sie
ist senkrecht zur Scheitelgeraden, weil es zwei ihrer Geraden
sind. Sollen zwei Fliichenwinkel gleich sein, d. h. zum Decken
gebracht werden kionnen, so miissen selbstverstéindlich an
entsprechenden Stellen der Scheitelgeraden die Neigungswinkel
gleich sein. Umgekehrt sind aber auch die Flichenwinkel
gleich, wenn an je einer Stelle der Scheitelgeraden die Neigungs-
winkel gleich sind. Legt man némlich die gleichen Neigungs-
winkel aufeinander, so fallen auch die Scheitelgeraden als
Senkrechte zu der Neigungsebene ineinander; infolge dessen
fallen aber die betreffenden Ebenen zusammen, da deren Lage
durch zwei sich schneidende Gerade vollstindig bestimmt ist
Setzt man zwei Flichenwinkel mit der Scheitelgeraden und
einer der Halbebenen aneinander, so ist an irgend eimer Stelle
der Neigungswinkel der Summe der Flichenwinkel gleich der
Summe der Neigungswinkel der einzelnen F'ldchenwinkel; denn
die Schenkel dieser Neigungswinkel stehen alle auf der Scheitel-
geraden senkrecht, fallen also alle in eine gemeinsame Nei-
gungsebene. Ist ein Flichenwinkel das mfache oder der nte
Teil eines andern, so stehen auch die Neigungswinkel an
einer entsprechenden Stelle in demselben Verhiltnis. Das
Gleiche gilt infolge dessen auch, wenn ein Flichenwinkel
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m . m . . .
das - fache des andern ist, wo = auch jedem irrationalen

Werte beliebig nahe gebracht werden kann. Die Neigungs-
winkel verhalten sich also wie die F'lichenwinkel, konnen also
geradezn als Grofsenmals der letzteren dienen. Nunmehr er-
kennt man auch, dals der Neigungswinkel fiir alle Punkte der
Scheitelgeraden der gleiche sein mufs. Erginzen sich nidmlich die
Halbebenen eines Flichenwinkels zu einer vollstindigen Ebene,
so ist der Neigungswinkel an allen Stellen der Scheitelge-

raden ein Gestreckter; ist nun ein Flichenwinkel das' %fache
eines solchen, so mufls auch der Neigungswinkél tiberall
% eines Gestreckten sein. Gleiche Flichenwinkel sind daher

zur Deckung zu bringen, wenn man ilwe Scheitelgeraden irgend-
wie ineinander legt. Als Mals des Flichenwinkels dient immer
der hiernach eindeutig bestimmte Neigungswinkel desselben.

Dals dasselbe Gebilde unendlich viele verschiedene Flii-
chenwinkel reprisentiert, braucht kaum erwiihnt zu werden;
diese Verhiiltnisse sind genau dieselben wie beim ebenen
Winkel. Es ist unmoglich, dafs zwei zusammenstofsende
Halbebenen, die irgendwo um eine endliche Streeke vonein-
ander entfernt sind, einen verschwindend kleinen Flichen-
winkel einschliefsen.

Schneiden sich zwei vollstiindige Ebenen, so entstehen
vier konkave Flichenwinkel, von denen die gegeniiberliegen-
den (Scheitelwinkel) gleich, dle nebeneinander hegenden (Neben-
winkel) supplementir sind.

6. Zwei Ebenen heifsen aufeinander senkrecht, wenn
ihr Neigungswinkel ein rechter ist. In einer Geraden einer
Ebene kann man auf ihr nur eine senkrechte Ebene errichten, da
sonst verschiedene rechte Neigungswinkel existieren miifsten.
Steht eine Gerade auf emer Ibene senkrecht, so stehen auch
alle durch diese Gerade gelegten Ebenen auf ihr senkrecht; denn
die im Fufspunkte der Geraden konstruierten Neigungswinkel
sind Rechte. Hiernach steht die Neigungsebene eines Fliichen-
winkels auf den beiden Halbebenen, welche den Winkel bil-
den, senkrecht.

Stehen zwei Ebenen aufeinander senkrecht und errichtet
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man auf ihrer Schwittlinie eine senkrechte Gerade in der einen
der Ebenen, so steht sie auf der andern senkrecht; sie bildet
namlich mit zwei Geraden in derselben, der Schnittlinie und
dem in ihrem Fufspunkte zu konstruierenden zweiten Schenkel
des Neigungswinkels rechte Winkel.

Stehen zwei FEbenen aufeinander senkrecht und errichtet
man auf emer derselben in der Schwittlinie ein Perpendikel,
so fallt dieses in die andere; denn eine durch die Schnittlinie
und das Perpendikel gelegte Ebene steht auf der ersten Ebene
senkrecht®und mufs daher mit der andern zusammenfallen.

Fiillt: man von einem Punkte der einen zweier aufeinander
senkrechten Ebenen auf die andere ein Perpendikel, so fallt es
in die erstere; denn andernfalls konnte man von demselben
Punkte noch ein zweites Perpendikel auf die zweite Ebene
fiillen, néimlich das Perpendikel auf die Durchschnittslinie.

Stehen zwei sich schneidende Ebenen auf derselben Ebene
senkrecht, so steht auch ihre Schwittlinie auf ihr senkrecht; denn
das in dem gemeinsamen Schnittpunkte auf der dritten Ebene
~ errichtete Perpendikel mufs in die beiden ersten Ebenen fallen,
also mit ihrer Schnittlinie identisch sein.

1. Zuwei Perpendikel auf derselben Ebene sind parallel.
Errichtet man nimlich in der Verbindungsgeraden ihrer Fufs-
punkte auf der Ebene eine zu ihr senkrechte Ebene, so
miissen beide Perpendikel in sie fallen; aulserdem kiénnen
sie sich nicht schneiden.

8. Wir sind jetzt in den Stand gesetzt nachzuweisen,
dafs von einem gegebenen Punkie A awfserhalb einer Ebene «
auf diese ein Perpendikel gefdallt werden kanm. Nimmt man in
« eine beliebige Gerade @ an, so kann man durch sie und
A eine Ebene f# legen; in dieser fiillt man von A4 ein Per-
pendikel A B auf @ und errichtet in B auf @ in « ein Per-
pendikel BC; durch dieses und A legt man eine dritte Ebene
7, und in dieser fillt man von A4 auf BC. das Perpendikel
ADj; dieses steht auf a senkrecht. Die Ebene p ist niimlich
die Neigungsebene zu « und B, steht also auf « senkrecht,
woraus das Weitere nach 6. folgt.

9. Zwei Ebenen, welche auf derselben Geraden senkrecht
stchen, sind parallel; denn andernfalls wiirde in einer durch
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die Gerade und einen Punkt der Schnittlinie der beiden
Ebenen gelegten Ebene ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln
ausgeschnitten. Da man durch jeden Punkt einer Geraden
eine zu ihr senkrechte Ebene legen kann, so ist hiermit die
Existenz paralleler Ebenen dargetham.

10. Eine Halbgerade a (4 B), welche eine Ebene « trifft,
aber nicht auf ihr senkrecht steht, heilst schief zu ihr. Wir
untersuchen die Winkel, welche sie mit den verschiedenen
durch ihren Fufspunkt in der Ebene gelegten Geraden bildet.

Fiillen wir zuniichst von einem beliebigen Punkte B der
Halbgeraden @ ein Perpendikel auf die Ebene a und ver-
binden seinen Fufspunkt ' mit dem Fufspunkte 4 von a, so
heifst die Halbgerade AC =0b die Projektion (im engeren
Sinne) von a auf @« Hitten wir anstatt B einen anderen
Punkt B, gew#hlt, so miilste das Perpendikel B,C, mit BC
in einer Ebene liegen (7.), in die auch ¢ und somit 4 fillt;
das Resultat wiire also das gleiche. Der Winkel, den die Halb-
gerade a mit ihrer Projektion b auf « bildet, heifst ihr
Neigungswinkel zu der Ebene a, die Ebene B desselben ihre
Neigungsebene. Die Neigungsebene f8 steht auf der Ebene «
senkrecht (6.). Man ersieht zugleich, dafs man durch eine
die Ebene « schneidende Gerade @ immer eine zu « senk-
rechte Ebene f legen kann, aber nicht mehrere, da sich
sonst in jeder derselben von demselben Punkte B aus Per-
pendikel auf e fdllen lassen miifsten. Legen wir durch 4
in « eine andere Halbgerade 4D, wobei wir AD = AC
machen, und ziehen aufser BC noch BD und CD, so ist in
dem rechtwinkligen Dreieck BCD BD > BC; da die Drei-
ecke ABC und ABD in den beiden anderen Seiten {iiber-
einstimmen, so ist ST BAD > BAC. Der Neigungswinkel ist
also von den Winkeln, welche a mit den verschiedenen dwrch A
in a gezogenen Geraden bildet, der Lleinste.

Sein Nebenwinkel mufs demnach der grofste dieser
Winkel sein. Nimmt man 4D | AC, so wird << BAD
= 1R, da « senkrecht auf f steht und daher auch AD (als
in a auf AC senkrechte Gerade) auf B senkrecht sein mufs
u. 8. w. Dreht man 4D von AB ausgehend nach der einen
oder anderen Richtung weiter, so nimmt 5 BAD bestindig
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zu, bis AD mit der Verlingerung von AC zusammenfillt;
der Beweis ist leicht zu erbringen, ergiebt sich aber auch
aus den spiteren metrischen Relationen.

11. Aus der vorigen Nummer geht hervor, dals die auf
einer Ebene senkrechte Gerade die einzige ist, welche mit
allen durch ihren Fufspunkt in der Ebene gezogenen Geraden
den gleichen Winkel bildet; ihre Stellung zu der Ebene
triigt also einen singuldren Charakter, was fiir spitere Unter-
suchungen mafsgebend ist. In der Planimetrie haben wir
nichts Analoges; denn der rechte Winkel kann keine andere
Besonderheit fiir sich in Anspruch nehmen, als dafls er
der - einfachste aliquote Teil, nimlich die Hiilfte, eines Ge-
streckten ist.

§ 36.

Einfiihrung des Parallelenaxioms.

Wir ergiinzen die bisherigen Untersuchungen durch eine
Reihe von Sitzen, welche das Parallelenaxiom zur Grund-
lage haben.

1. Wenn eine Gerade n auf der eimen (&) von zwei
parallelen. Ebenen senkrecht steht, so steht sie auch auf der
anderen (f8) senkrecht. Legt man niimlich durch » zwei be-
liebige Ebenen y und 0, so schneiden diese « und # in
Paaren paralleler Geraden: @, und b,, a, und b, (§ 34, 6);
da nun die korrespondierenden Winkel gleich sind, so bilden
nicht nur @, und a,, sondern auch b, und b, mit » rechte
Winkel, weshalb nach § 35 » auf 8 senkrecht ist. Hieraus
folgt, dafls man durch einen Punkt A zu eimer Ebene o« nur
eine parallele Ebene legen kann. Fillt man néimlich von A
auf @ ein Perpendikel @, so ist die in 4 zu a senkrechte
Ebene die einzige parallele zu ea.

Nimmt man das Parallelenaxiom nicht an, so ist es
denkbar, dafs man nicht nur durch einen Punkt, sondern
sogar durch eine Gerade unendlich viele parallele Ebenen
zu einer gegebenen Ebene legen kann; die Sache ist ganz
analog zu dem Verhalten von parallelen Geraden (vgl. § 15).

Der Fall § 34, 4, b ist jetzt auszuschliefsen.

Rausenberger, Elementargeometrie. 11
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2. Ist die eine (@) von zwei parallelen Geraden auf einer
Ebene () senkrecht, so ist es auch die andere (b). Denn zu-
néichst mufs b die Ebene « schneiden, wie man sofort er-
kennt, wenn man durch @ und b eine Ebene f legt, und
dann mufs b senkrecht auf « sein, weil sonst in dem gleichen
Fufspunkte eine andere Senkrechte moglich wire, die gleich-
falls zu a parallel liefe (§ 35, 7). Durch einen Punkt ist
aber zu einer Geraden nur eine Parallele moglich (néamlich
in der Ebene, welche durch Punkt und Gerade bestimmt ist).

Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind sie auch
untereinander parallel; denn ein Perpendikel auf der dritten
FEbene steht auch auf den beiden anderen senkrechi.

3. Sind zwei Gerade a und b einer dritten ¢ parallel, so
sind sie untereinander parallel, auch wenn nicht alle drei in
einer Ebene liegen. Legt man niimlich zu ¢ eine senkrechte
Ebene, so stehen auch @ und b auf ihr senkrecht, sind also
parallel.

4. Winkel mit paarweise parallelen Schenkeln sind gleich
oder supplementiir; ihwve Ebenen sind, wenn sie wicht zusammen-
fallen, parallel.

Beweis: Sind 4, 4,4, und B, B, B, die beiden Winkel,
a und B ihre Ebenen, 4,4, &= B,B;, 4,4, & B;B;, so
machen wir, falls @« und B nicht identisch sind, 4,C, senk-
recht auf g und C,C, == B, B, &= 4, 4,, C,C,== B, B; == 4, 4;.
Da ¢ 4,C,0, = A,C,C; = 1R, so folgt auch << Gy 4,4,
= (0,4, 4, = 1R, also 4,0, senkrecht auf « und somit «
parallel . 8. Ferner ist < 4,4,4; oder sein Nebenwinkel
gleich 9C C,C,C;, da beide Neigungswinkel der Ebenen von
A; A,C,C, und A4,4,C,C; sind; aufserdem ist 9C C,C,C; oder
sein Nebenwinkel gleich B, B, B; (§ 15, 2).

b. Wenn die eine (a) von zwei parallelen Geraden einer
Ebene (&) parallel ist, so ist es auch die andere (b). Legt
man durch ¢ und b eine Ebene 8, so ist diese entweder «
parallel oder schneidet «; im ersten Falle kann b selbst-
verstindlich « nicht schneiden, im zweiten ist a (§ 34, 6
Anm.), also auch b parallel zur Schnittlinie und infolge
dessen b auch parallel zu « (§ 34, 6).

6. Zwei parallele Ebenen sind iiberall gleichweit vonein-
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ander entfernt, d. h. die zwischen ihnen gelegenen Teile von
irgend welchen gemeinsamen Perpendikeln sind gleich. Denn
legt man durch irgend zwei dieser Perpendikel eine Ebene,
so wird in dieser ein Parallelogramm ausgeschnitten, dessen
gegeniiberliegende Seiten gleich sind. Ebenso dst auch eine
Gerade iberall gleichweit von einer zu thr parallelen FEbene
entfernt, d. h. die von ihr auf die Ebene gefillten Perpen-
dikel sind gleich. Umgekehrt ist eime Gerade einer Ebene
parallel, wenn zwei von ihr auf die Ebene gefillte Perpendikel
(auch dem Zeichen nach) gleich sind. Denn alsdann wird in
einer durch die Perpendikel gelegten Ebene nach § 18, 2, e
ein Parallelogramm gebildet, worauf § 34, 6 angewandt
werden kann. Zwei Ebenen sind parallel, wenn die auf einer
von ihnen in drei Punlten, welche nicht in einer Geraden liegen,
errichteten Perpendikel, soweit sie zwischen beiden liegen, gleich
sind. Legt man nimlich durch zwei Paare dieser Perpendikel
Ebenen, so entstehen in diesen wieder nach § 18, 2, e Parallelo-
gramme; infolge dessen liegen in beiden Ebenen Winkel mit
paarweise parallelen Schenkeln. Nebenbei folgt, dafs eine
Gerade, welche zu einer von zwei parallelen Ebenen parallel
ist, es auch zu der amderen ist; man braucht nur von zwei
ihrer Punkte Perpendikel auf beide Ebenen zu fillen u. s. w.
Schneidet daher eine Gerade die eine von zwei parallelen
Ebenen, so schneidet sie auch die andere.

7. Werden zwei parallele Ebenen durch eine dritte Ebene
geschwitten, so sind die acht entstehenden konkaven Flichenwinkel
paarweise gleich oder supplementdr, analog zu den entsprechen-
den Winkelpaaren an parallelen Geraden, die von einer
dritten Geraden durchschnitten werden. Legt man niimlich
eine vierte Ebene senkrecht zu den beiden parallelen Schnitt-
linien, so erhiélt man die entsprechende ebene Figur, deren
Winkel die Neigungswinkel der drei Ebenen sind. In gleicher
Weise ergiebt sich, dals eine Gerade, welche zwei parallele
Ebenen schneidet, mit beiden gleiche Neigungswinkel bildet.

8. Duwrch zwei sich kreuzende Gerade a und b lifst sich
immer ein Paar und nur ein Paar paralleler Ebenen legen. Zieht
man durch irgend einen Punkt von a eine Parallele ¢ zu b,
durch einen Punkt von b eine Parallele d zu a, so sind die

1%
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durch @ und ¢, b und d gelegten Ebenen « und g parallel
(4.); die Wahl der Scheitelpunkte auf @ und b ist gleichgiltig.
Umgekehrt ist klar, dals z. B. durch b nur die eine Ebene
gelegt werden kann, welche @ nicht schneidet; denn eine be-
liebige andere durch b gelegte Ebene muls die Ebene e in
einer Parallelen zu b schneiden, welche wieder @ schneidet.
Der senkrechte Abstand von e und B ist auch der FLiirzeste Abstand
zwischen zwei Punkten von @ und b. Man findet die kiirzeste
Verbindungsgerade von beiden, indem man in @ und b auf
« und f8 senkrechte Ebenen errichtet; ihre Schnittlinie ist
die gesuchte Gerade.

9. Sowie man parallelen Geraden gleiche Richtung zu-
schreibt, so sagt man von parallelen Ebenen, dals sie gleiche
Stellung haben.

§ 37.

Die unendlich ferne Ebene.

1. In § 16 gelangten wir zu dem Resultate, dals es
zweckmiifsig ist, in der Ebene unendlich viele unendlich ferne
Punkte anzunehmen, die zusammen die unendlich ferne Gerade
bilden. Da sich zwei Ebenen nur in einer einzigen Geraden
schneiden konnen, miissen wir sich schneidenden Ebenen
verschiedene unendlich ferne Gerade zuschreiben, wiihrend
parallele Ebenen dieselbe unendlich ferne Gerade besitzen.
Sémtliche unendlich ferne Gerade bilden zusammen eine
Fliiche, die wir als Ebene betrachten miissen, da jede end-
liche Gerade mit ihr nur eimen Punkt gemeinsam hat. Kine
Fliiche, welche mit jeder Geraden, die nicht ganz in sie fillt,
nur emen Punkt gemeinsam hat, mufs nimlich eine Ebene
sein, weil alle Gerade, die durch zwei beliebige von ihren
Punkten gelegt werden, ganz in sie fallen miissen, so dals
sich in der Fliche nach allen Richtungen hin Gerade ziehen
lassen. Die séimtlichen unendlich fernen Punkte des Raumes
bilden also zusammen die unendlich ferne Ebene.

Nach dieser Auffassung bestimmen drei Ebenen immer
einen im Endlichen oder Unendlichen gelegenen Punkt.
Parallele Gerade gehen alle durch denselben unendlich fernen
Punkt u. s. w.
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2. Die entwickelte Auffassung der unendlich fernen
Punkte ist wiederum keine notwendige, sondern nur eine wider-
spruchsfreie. Auch fiir den Raum (vgl. § 16) kann man die
Annahme eines einzigen unendlich fernen Punktes durch-
fiihren; man mufs nur die Ebene als einen Spezialfall der
Kugel, niimlich als eine Kugel mit unendlich grofsem Radius
ansehen. Alle Kugeln schneiden sich in Kreisen oder be-
riithren sich in einem Punkte oder haben iiberhaupt keinen
Punkt gemeinsam. Stellt man eine Ebene mit einer Kugel
zusammen, so trifft das Gleiche zu. Zwei Ebenen schneiden
sich entweder in einer Geraden, d. h. einem Kreise mit un-
endlichem Radius, oder sie beriihren sich in dem unendlich
fernen Punkte.

Wir werden nur von der ersten Auffassungsweise weiter-
hin Gebrauch machen.

§ 38.
Der Strahlenbiindel.

1. Durch die soeben auseinandergesetzte Anschauungs-
weise wird der Dualismus zwischen Punkt und Ebene ein
vollstindiger; denn drei Ebenen, die nicht eine Gerade ge-
meinsam haben, bestimmen ebenso immer einen Punkt, wie
drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte eine Ebene be-
stimmen. Der Punktreihe entspricht der Ebenenbiischel, d. h.
der Inbegriff der Ebenen, welche durch dieselbe Gerade
(Achse) gehen. Der ebene Strahlenbiischel, der alle Geraden
umfalst, welche in derselben Ebene liegen und durch den-
selben Punkt gehen, entspricht sich selbst dualistisch. Dem
ebenen Systeme, der Gesamtheit von Punkten und Geraden,
die in einer Ebene enthalten sind, steht der Strahlenbiindel*)
gegeniiber, die Gesamtheit von Ebenen und Geraden, die
durch denselben Punkt gehen. Punktreihe, Strahlenbiischel
und Ebenenbiischel werden als Grundgebilde der ersten Stufe,
ebenes System und Strahlenbiindel als Grundgebilde der
zweiten Stufe bezeichnet.

*) Die Unterscheidung von Biischel und Biindel, wie sie hier durch-
gefiihrt wird, entspricht dem Sprachgebrauche von ». Staudt und Reye.
Bei manchen Autoren ist der Gebrauch dieser Bezeichnungen ein anderer.
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2. Die Zusammenstellung dreier sich schneidenden Ebe-
nen inshesondere, die uns noch weiterhin zu beschiiftigen hat,
ist das Gegenstiick des ebenen Dreiecks und mufs zu diesem
analoge Kigenschaften zeigen. KEs erscheint naturgemiils,
hieran sofort die Untersuchung der Systeme von n Ebenen
oder n Strahlen zu schlie(sen, die durch denselben Punkt
gehen, also demselben Strahlenbiindel angehoren; dieselben
sind das Gegenstiick zu dem ebenen n-eck und n-seit. Wir
nennen ein System von # durch denselben Punkt gehenden
Ebenen nebst ihren Durchschnittsstrahlen ein n-flach, ein
System von # durch denselben Punkt gehenden Strahlen nebst
den verbindenden Ebenen ein n-kant®). Betrachtet man nur
die Winkelteile der Ebenen, welche » aufeinander folgende
Strahlen verbinden, so bezeichnet man das Gebilde, das so-
wohl als n-kant wie n-flach angesehen werden kann, als eine
n-seitige Fcke, das Gegenstiick des ebenen Polygons.

3. Nach dem Vorhergehenden entsprechen sich n-kant
und n-seit, n-flach und n-eck gegenseitig dualistisch; aber
wir konnen auch die umgekehrte Zuordnung herstellen.
Denken wir uns einen Strahlenbiindel durch eine beliebige,
nicht durch den Mittelpunkt gehende Ebene geschnitten oder,
was auf dasselbe hinausliuft, durch die Geraden und Punkte
eines ebenen Systems einerseits und durch einen auflserhalb
gelegenen Punkt andererseits Ebenen und Strahlen gelegt
und den Elementen des ebenen Systems, durch die sie gehen,
zugeordnet, so ist zwischen einem ebenen Systeme und einem
Strahlenbiindel eine Beziehung hergestellt, die man als kollincar
bezeichnet; man schreibt ferner beiden Gebilden bei dieser
Anordnung eine perspektivische Lage zu, die aufhort, wenn
man die Systeme nach geschehener Zuordnung in eine be-
liebige andere Lage bringt. Jetzt entsprechen den Punkten
und Geraden des ebenen Systems Strahlen und Ebenen, also
dem n-seit und dem #n-eck das n-flach und das n-kant.

4. Bei den ebenen Figuren treten Strecken und Winkel
als Bestimmungsstiicke auf; bei den Gebilden im Strahlen-
biindel treten an ihre Stelle die Winkel zwischen zwei Strahlen

¥) Nach der Bezeichnungsweise von v. Staudt.
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(Kantenwinkel) und die Flichenwinkel (Neigungswinkel) zweier
Ebenen zueinander, oder umgekehrt, je nachdem man die
Art der Zuordnung wihlt. Die mebrischen Relationen im
Strahlenbiindel sind also lediglich Relationen zwischen Winkeln ;
da sie ungedndert bleiben miissen, wenn man die Winkel einzeln
um 4ER dndert, so werden trigonometrische Funltionen der
Winkel in die Gleichungen eintreten.

Sowie bei dem ebenen Systeme die sekundire Dualitiit
zwischen Punkt und Gerade besteht, so ist bei dem Strahlen-
biindel eine solche zwischen Strahl und Ebene vorhanden,
und zwar macht sich dieselbe aus zwei Griinden auch bei
den metrischen Relationen viel deutlicher geltend als in der
Planimetrie. Erstens sind die gegeniiberstehenden Grifsen,
Winkel und Neigungswinkel, gleichartiger als Winkel und
Strecken. Zweitens aber lifst sich in dem Strahlenbiindel
viel einfacher eine reciproke Zuordnung®) herstellen wie in
dem ebenen Systeme, eine Zuordnung, die eine direkte Uber-
fiithrung von Winkeln in Flichenwinkel und umgekehrt ge-
stattet. Wihrend n#dmlich in einem ebenen Systeme kein
Punkt zu einer Geraden eine singulire Lage hat, steht in
dem Strahlenbiindel jede Ebene zu dem auf ihr senkrechten
Strahle in besonderer Bezichung. Hierauf beruht die folgende
wichtige reciproke Zuordnung.

5. Wir denken uns durch das Zentrum O zwei Strahlen-
biindel S, und S, gelegt, die wir dadurch aufeinander be-
ziehen, dals wir jeder Ebene von S den zu ihr senkrechten
Strahl in S; zuordnen. Schneiden sich die Ebenen «, 8, » . ..
von S in demselben Strahle », so sind die ihnen in S, zu-
geordneten Strahlen a,, b, ¢, ... alle auf » senkrecht, liegen
also alle in derselben Ebene g,, welche zu » senkrecht ist.
Jedem Strahle » von S entspricht also in S, die auf ihm
senkrechte Ebene g,. Hieraus ist nicht nur ersichtlich, dals
die Zuordnung der beiden Biindel eine reciproke ist, sondern
dafs auch durch eine Vertauschung von S und S die Art

#) Wir nennen zwei Strahlenbiindel Zollinear aufeinander bezogen,
wenn jedem Strahle und jeder Ebene des einen ein Strahl und eine
Ebene des anderen, 7reciprok, wenn ihnen eine Ebene und ein Strahl
entspricht.
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der Beziehung in keiner Weise geiindert wird. Wir bezeich-
nen die hier gegebene reciproke Beziehung eines Strahlen-
biindels auf sich selbst, die durchaus nicht die einzig mog-
liche ist, als die polare; eine Ebene und ein Strahl in ihm,
die aufeinander senkrecht stehen, heilsen Polarcbene und
Polargerade.

6. Um die polare Zuordnung auf metrische Verhiiltnisse
anwenden zu konnen, ist noch eine weitergehende Festsetzung
notig; denn zwei Ebenen und zwei Strahlen bilden zwei
Winkelpaare miteinander, und es ist fraglich, welche von
diesen sich entsprechen sollen. Zwei Halbebenen « und g
von S, die im Strahle ¢ zusammenstofsen, bilden zwei Winkel
miteinander, einen konkaven und einen konvexen; wir wollen
die Seiten der Halbebenen, welche dem Winkel zugekehrt
sind, den wir gerade betrachten, als die nneren, die beiden
anderen als die du/seren bezeichnen. Auf den beiden dufseren
Seiten errichten wir die senkrechten Halbstrahlen; den von
ihnen eingeschlossenen konkaven Winkel ordnen wir dem
Flichenwinkel von « und 8 zu, und zwar betrachten wir ihn
als positiv, wenn der Flichenwinkel konkav, als negativ, wenn
der Flichenwinkel konvez ist. Im letzteren Falle konnen wir
uns jedoch auch den negativen Winkel um 4 R vermehrt, ihn
also durch den konvexen Winkel der beiden Perpendikel er-
setzt denken; doch mufs dann die folgende Formel modi-
fiziert werden.

Legen wir nach dieser Festsetzung eine Ebene durch
a, und by, so steht diese auf ¢ senkrecht, ist also die Nei-
gungsebene von « und f. Bezeichnen wir den Neigungs-
winkel von « und g mit («, §), den Winkel zwischen q,
und b, mit (a,, b,), so liegen in dieser Neigungsebene die
beiden Winkel (¢, f) und (a,, b,), sowie noch zwei Rechte.
Hieraus folgt, dafs in jedem Falle
4 (ar, b) + (o, f) = 2R
ist.

Jedem Flichenwinkel in S entspricht i S, ein zu ihm
supplementirer Kantenwinkel. Wegen der Vertauschbarkeit
von S und S, entspricht auch jedem Kantenwinkel in S ein zu
ik supplementiirer Flichenwinkel in S,.
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7. Durch die polare Zuordnung ist ein Dualititsgesetz
fiir Strahlenbiindel begriindet, welches sich nicht nur auf
Nitze der Geometrie der Lage, sondern auch auf metrische
Relationen erstreckt. Dasselbe lautet: Jedem Gebilde im
Strahlenbiindel entspricht ein anderes dualistisch in der Art, dafs
Lbenen und Strahlen vertauscht erscheinen; aus jeder metrischen
Relation, die sich auf Gebilde im Strahlenbiindel bezieht, erhdlt
man eine zweite fiir das dualistisch entsprechende Gebilde, indem
man an Stelle der Kanten- und Flichenwinkel des ersten die
Supplemente der Flichen- und Kantenwinkel des zweiten setzt.

Mittels dieses Satzes konnen wir aus jeder metrischen
Relation beim Strahlenbiindel eine dualistisch entsprechende
herleiten, was in der Planimetrie nicht moglich war.

8. Die Untersuchungen iiber Strahlenbiindel werden zum
grofsen Teile in den Lehrbiichern in ganz anderem Gewande
vorgetragen. DBeschreibt man niéimlich um den Mittelpunkt
eines Strahlenbiindels eine beliebige Kugelfliiche, so schneiden
die Strahlen des Biindels aus derselben Punkte, die Ebenen
aber grofste Kreise aus; jedem Kantenwinkel des Biindels
entspricht ein Bogen eines griofsten Kreises, jedem Flichen-
winkel der Winkel zweier solcher Kreisbogen; einer n-seitigen
Ecke entspricht ein spirisches n-eck u. s. w. Kurz, die
Lehre von den Strahlenbiindeln ist wesentlich identisch mit
der sog. Sphdrik. Wir iiberlassen es dem Leser, die folgen-
den Sitze auf die Kugel zu iibertragen, wodurch sie meistens
an Anschaulichkeit gewinnen. Auf der anderen Seite bietet
die hier gewihlte Darstellung den grofsen Vorteil, dals die
Wechselbeziehungen zwischen Planimetrie und Sphirik in
das hellste Licht geriickt werden.

Die einfachsten Siitze iiber Ecken finden sich bei FEullid.
Die Sphirik wurde bearbeitet von T'heodosius von Tripolis,
ferner, besonders nach der trigonometrischen Seite hin, von
Menclaos und Ptolemdos. Die dualistischen Beziehungen
wurden erst spiiter erkannt (Vieta, Snellius u. a.). Tm Ubrigen
sei auf die Litteraturangaben in Baltzer's Stereometrie und
Trigonometrie verwiesen.
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8 39,
Die dreiseitige Ecke.

1. Werden drei ebene Winkelriiume mit ihren Schenkeln
paarweise aneinandergesetzt, so dafs der Scheitel gemein-
schaftlich wird, so entsteht die dreiseitige Ecke; sie besitzt
die Winkelriiume als Seitenflichen, die in den Kanfen zu-
sammenstofsen. - Bei der dreiseitigen Ecke kommen sechs
Bestimmungsstiicke in Betracht: die drei Winkelgrifsen der
Seitenflidchen und die drei inneren®) Neigungswinkel zwischen
je zwei aufeinander folgenden Seitenfliichen. Wie beim ebenen
Dreieck bezeichnen wir in der Folge die Mafse der drei Seiten
der Ecke mit a, b, ¢, die Malse der gegeniiberliegenden
Winkel mit e, 8, y.

Eine Ecke, deren Seiten und Winkel siimtlich einzeln
kleiner als 2R sind, nennt man eine konvexe Kcke.

2. Drei Ebenen, die sich in einem im Endlichen ge-
legenen Punkte schneiden, teilen den Raum in acht Teile,
deren jedem eine konvexe Ecke entspricht. Greifen wir
eine beliebige unter diesen acht konvexen Ecken heraus, so
heifst die ihr gegeniiberliegende die Gegenecke, die drei an
ihre Seiten angrenzenden heilsen Nebenecken, die drei Gegen-
ecken der Nebenecken, die an die Kanten der Ecke anstofsen,
heifsen Scheitelecken. Die Seiten und Winkel der Gegenecke
sind Scheitelwinkel zu den Seiten und Winkeln der Ecke,
also ihnen gleich. Trotzdem ist die Gegenecke der Ecke im
allgemeinen nicht gleich, da man beide nicht ineinander
legen kann; bringt man sie so ineinander, dafs sie sich mit
einer Seite decken, so kommen nicht die entsprechenden
Winkel aufeinander. Man nennt zwei raumliche Gebilde, die
in allen einzelnen Teilen der Reihe nach iibereinstimmen olme
gleich 2w sein, symmetrisch. In der ebenen Geometrie tritt
der Begriff der Symmetrie nicht auf, weil die Ebene um-
kehrbar ist. Zwei Gegenecken sind also symmetrisch. Die
Nebenecken und Scheitelecken stimmen mit der Ecke in

*) Jedes Gebilde der beschriebenen Art repriisentiert zwei Ecken,
je nachdem man die eine oder die andere Seite der Gesamtheit der
Seitenfliichen als innere oder #ufsere festsetzt, was willkiirlich ist.
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einer Seite und dem ihr gegeniiberliegenden Winkel iiberein,
wiihrend die beiden anderen Seiten und Winkel denen der
Ecke supplementiir sind. Jede Nebenecke ist zu der gegen-
iiberliegenden Scheitelecke symmetrisch.

Zu jeder Ecke erhiilt man die Polarecke, indem man im
Scheitelpunkt auf den drei Seitenflichen nach aulsen Perpen-
dikel errichtet und durch Ebenen verbindet; sie ist bei jeder
konvexen Kcke wieder konvex, wie aus § 38, 7 folgt.

3. In jeder Fkonvexen
dreiseitigen Fcke sind zwes
Seiten  zusammen  inmer
grofser als die dritte.

Beweis. (Fig. 34.) Seien
O der Scheitel, 40, BO, CO
die Kanten der Ecke und
KL AO0C «die grofste Seite
derselben (nur fiir diese als
dritte Seite braucht der Be-
weis gefiihrt zu werden).
Wir ziehen dann AC,
machen C 40D = AO0B
auf 40C, ferner OF = 0D
auf OB und ziehen AF Fig. 34,
und CE. Dann ist A A0D
= AOL, also AD = AE. Da andererseits AF + EC
> AD + DC ist, so folgt EC> DC. Da A EOC und DOC
in zwei Seiten iibereinstimmen, so folgt weiter (§ 13, 4)
L EOC> DOC, also sc AOB + BOC> AO0C.

Ist 32 A0C> 2R, so ergiebt die Konstruktion eine
wesentlich andere Figur; der Satz gilt, wie die einfachsten
Beispiele zeigen, nicht fiir Ecken mit einer iiberstumpfen Seite.

4. Wendet man diesen Satz auf die Polarecke an, so folgt

2R a< IR“ 2R <y

B+ y—a<2R

5. Wendet man andererseits den Satz auf eine Neben-
ecke an, so erhilt man

2R —a+2R —b>c¢

oder
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oder
AR>a + b+ c.

Dies giebt den Satz: Dic Summe der Seiten einer konvexen
dreiseitigen Fcke betriigt weniger als vier Rechte.

Fiir nicht konvexe Ecken wird auch dieser Satz, wie
der folgende, hinfillig.

Die untere Grenze fiir die Summe der Seiten ist 0, wie
die einfachste Anschauung zeigt, aber auch aus den spiteren
metrischen Relationen ersichtlich ist. Der gewthnliche Be-
weis des obigen Satzes, der fiir beliebige vielseitige konvexe
Ecken gemeinsam gefithrt wird, nimmt das Parallelenaxiom
zu Hilfe und entbehrt der nodtigen Strenge.

6. Ubertriigt man die Resultate der letzten Nummer
auf die Polarecke, so folgt

AR>2R—a+2R—B+2R—p>0

2R<a-+ B+ y<6R.

Also: die Winkelsumme der konvexen dreiseitigen Ecke be-
trigt mehr als zwei und weniger als sechs Rechle.

Der Uberschufls der Winkelsumme der dreiseitigen Ecke
iiber zwei Rechte heilst der sphdrische Exzefs (nach der Be-
zeichnungsweise der Sphiirik).

Y. Zwei dreiseitige Ecken sind gleich oder symmelrisch,
wenn sie in einer Seite und den beiden anlicgenden Winkeln
oder in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel iiberein-
stimmen.

In beiden Fillen kann man némlich entweder die Ecken
selbst (Gleichheit) oder die eine Ecke mit der Gegenecke
der andern (Symmetrie) zum Zusammenfallen bringen. Der
eine Satz folgt aufserdem aus dem anderen durch Anwendung
auf die Polarecke.

8. Gleichen Seiten der dreiseitigen Fcle liegen gleiche
Winkel gegeniiber und wmgekelrt.

Solche (gleichschenklige und gleichseitige) Ecken sind nach
der vorigen Nummer ihrer Gegenecke gleich.

In der gleichseitigen Ecke sind alle drei Winkel gleich
und umgekehrt.

Sind zwei Seiten der Fcke Rechte, so sind es auch die

oder
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gegeniiberlicgenden Winkel und wmgekehrt. Im ersten Falle
steht nimlich die den beiden gleichen Seiten gemeinsame
Kante auf der dritten Seitenfliche senkrecht, also thun dies
auch die durch sie gehenden Seitenflichen; im zweiten Falle
wird umgekehrt geschlossen. Die dritte Seite ist dann jedesmal
dem dritten Winkel gleich, da sie den Neigungswinkel der
beiden anderen Seitenflichen darstellt.

9. Zwer dreiseitige Fcken sind gleich oder symmetrisch,
wenn sic i den drei Seilen oder in den drei Winkeln iiberein-
stimmen. Im ersten Falle legt man beide Ecken oder die
eine und die Gegenecke der anderen aneinander, so dafs die
Lage eine symmetrische wird; alsdann verbindet man die
gegeniiberliegenden Kanten durch eine Ebene und schlielst
wie in § 11, 1 weiter. Der zweite Fall reduziert sich auf
den ersten, wenn man an Stelle der Ecken ihre Polarecken
betrachtet.

Die beiden Fille, dafs zwei dreiseitige Ecken in zwei
Seiten und einem nicht eingeschlossenen Winkel oder in
einer Seite, einem anliegenden und dem gegeniiberliegenden
Winkel iibereinstimmen, behandeln wir am einfachsten bei
den metrischen Relationen der Kcken. —

Die Sitze dieses Paragraphen sind simtlich vom
Parallelenaxiom unabhingig.

§ 40.

Metrische Relationen bei der dreiseitigen Ecke.

1. Aus dem Vorhergehenden ist schon ersichtlich, dafs
eine dreiseitige Ecke (abgesehen von der Reihenfolge der
Stiicke) durch drei Stiicke ein- oder mehrdeutig bestimmt
sein wird, dals also drei unabhdngige Relationen zwischen den
sechs Stiicken der Ecke existieren. Die Behandlung dieser
Relationen wird als die sphdarische Trigonometrie bezeichnet.

Ist in Fig. 35 (S.174) OABC die zunichst als konvex
vorausgesetzte Ecke, in der die Winkel «, 8,  an den Kanten
04, 0B, 0C, die Seiten a, b, ¢ diesen gegeniiber liegen, so
machen wir in den Ebenen AOB und AOC die Geraden
ED und FD senkrecht auf OA und ziehen FFE; es ist
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dann X EDF = ¢*). Wir haben nun, wenn 0D = r,
EF = z gesetzt wird,

v SRl BUE . el i et

cosic? cos b’ cos ¢’ cos b

7/

Tig. 85.

und nach § 26, 7 durch Behandlung der Dreiecke DEF

und OEF

ool sin? b 4 sin® ¢ 27*gin b sin ¢ cos @
=" cos?d cos® ¢ cos b cos ¢
und
25 5 27% cos a
a* cos2 b 4 cos’c  cosbcosc’

woraus durch Gleichsetzen der rechten Seiten folgt

sin? b sin? ¢ 2 sm bsinccosa .. 2 cos a

cos®bh cos?¢ “cosbcosc cos‘ b

cos’c ~ cesbeosc
oder nach Umstellung und geeigneter Zusammenfassung

2 cos a 2 sin b sin ¢ cos «

—— 2
cos b cos ¢ % cos b cos ¢

oder
cos @ = cos b cos ¢ - sin b sin ¢ cos «

*) Die Figur bekommt nur dann das gezeichnete Aussehen, wenn
b und ¢ spitze Winkel sind; andernfalls bleibt jedoch die Schlufsweise
dieselbe.

www.rcin.org.pl



§ 40. Metrische Relationen bei der dreiseitigen Ecke. 175

und ebenso
cos b = cos ¢ cos @ - sin ¢ sin a cos f,
cos ¢ = cos a cos b - sin a sin b cos .

Diese drei Formeln, welche den sphirischen Kosinussatz dar-
stellen, sind voneinander unabhingig, da die Gréfsen cos e,
cos 3, cos y immer nur in einer von ihnen vorkommen; sie
liefern die metrischen Relationen der dreiseitigen Ecke voll-
stindig.

2. Die gegebene Entwicklung ist von der absoluten
Grofse der Hilfsdreiecke vollkommen unabhingig; dieselben
konnen auch als verschwindend klein angenommen werden.
Da nun nach § 26, 14 die ebene Trigonometrie auch bei
Nichtannahme des Parallelenaxioms fiir unendlich kleine Drei-
ecke gilt, so sind der sphirische Kosinussatz und damit die
ganze sphdrische Trigonometrie wie diberhaupt simitliche metrische
Relationen i Strahlenbiindel vom Parallelenaziom unabhingig.

3. Wendet man den Kosinussatz auf die Polarecke an,
so findet man

cos (2R — «) =cos (2R — f) cos 2R — y)
4+ sin(2R — ) sin 2R — p) cos 2R — )
oder nach Umkehrung der Zeichen

cos @ = — ¢os f3 cos y -} sin f sin y cos @,
ferner

cos 3 = — cos y cos & + sin p sin « cos b,

cos y = — ¢0s & cos 8 -} sin « sin f cos c.

Diese Formeln hitten auch auf algebraischem Wege aus den
vorhergehenden abgeleitet werden konnen.

4. Wir hgben nach dem Kosinussatze

cosa — cos b cos ¢
COs @ — —
sin b sin ¢
also

. (cos @ — cos b cos ¢)*
8in o = 1— 3
sin? b sin ¢

Vsin?b sin? ¢ — cos? b cos? ¢ — cos? a + 2 cos a cos b cos ¢
sin b sin ¢

oder nach Ersetzung der Sinus im Zihler durch die Kosinus
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V1 —cos®a — cos*b — cos® ¢ | cos a cos b cos ¢
s8in b sin ¢ ¢

sin @ =

worin der Zihler in @, b und ¢ symmetrisch ist*). Daher

haben wir
sin o sin¢sina sin @

sin'p 7" - ginbsine —gin'd

Weil bei der konvexen Ecke alle auftretenden Sinus positiv
sind, ist das Pluszeichen zu wihlen. Durch Umstellung und
Buchstabenvertauschung finden wir den sphdrischen Sinussatz:

sina _ sinbd sin ¢

sine  sinf  siny

Derselbe entspricht sich selbst polar; er liefert nur zwei
Gleichungen und geniigt daher allein nicht zur vollstiindigen
Bestimmung der Ecke. Fiir séimtliche acht Ecken, welche
durch drei Ebenen bestimmt werden, gelten dieselben Sinus-
formeln.

5. Aus
cos @ — cOs8 b cos ¢
GRS ==
sin b sin ¢
folgt

o 14 cos « sin b sin ¢ - cos @ — cos b cos ¢
COS — = == i # v i

2 2 2 sin bsin ¢

..at+b+c . —a+b-+c
§ R T TN TR
b 2 sin b sin ¢ sin b sin ¢

und ebenso

« l—cosa ‘l/cos(b—c)—cosa
sin — = |/ — =
2 sin b sin ¢
g, a b—ec
sin & +—-— sl .
o i 2
sin b sin ¢

Da —;— < 1R, so ist fiir die Wurzelgréfsen der positive Wert

zu withlen. Mit Hilfe dieser und der entsprechenden Formeln
haben wir

*) Dieser Zihler wird von ». Staudt als der Sinus der Fcke be-
zeichnet.

-
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o1 g B S i R
sin —5—- == 8In o €08 ~-cos g SIn g
¥ —b . - 7 ]
sin?% +csma+b csma+ v aky
i s 2 y
s sin @ sin b sin? ¢
i TR A e R S PR
s1na+ +—fsm‘ ocr +°sm—+ g
_{j 2 2 2
—— sin a sin b sin* ¢
K9P SR e T SO
1 L RIEE B il SRR (Sina—b+c+ e ——a+b+c>
T sine 8in a@ sin b 2 —— 2
i
cos 5

:

g ; (sina—z_{—c_—tsin:ﬁ—»atbj——c)
2sin - cos o
also nach ausgefiihrter Faktorenzerlegung auf der rechten
Seite :

2cos L sin < cos 222  cos ¥ cos A0
. a+4p 2 2 2 R 2
sin = — — = ——,
2 2 sin — cos — cos —
2 2 2
cos ¥ gin © 70
T Cal SR okl
" sin —
2
Multiplizieren wir die Nenner weg und machen die analo-
s e o . . .
gen Entwicklungen fiir cos ,7%19 , 80 erhalten wir die vier
Gauss’schen Formeln *):
sin 278 o & — cos 22 cos L
2 [ Whoedh e /o 27
gin 28 gin £ — gin 2= P cos 2
Sk vk 5 R b S
o ¢ a+b . vy
€08 —5— €08 - = €08 —,— s8in
o= Bt e v e DR ey
b8 o in o i oo B 2,

die sich gegenseitig polar entsprechen.

*) Gleichzeitig mit Gauss leiteten Delambre und Mollweide diese
Gleichungen ab.

Rausenberger, Elementargeometrie. 12
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178 Stereometrie.

6. Die Gauss'schen Formeln sind das bequemste Mittel,
um einige bemerkenswerte Sitze iiber konvexe dreiseitige
Ecken zu finden.
(4
i 3
der dritten Formel cos Li_;;g und cos (L_;lé dasselbe Zeichen
haben, resp. gleichzeitig verschwinden. FEs sind daher a 4 f
und a -+ b gleichzeitig %23. Ist a + 0> 2R, so ist die
grofsere von beiden Seiten stumpf, ist @ 4+ b <2 R, so ist
die kleinere Seite spitz; dasselbe gilt fir ¢ und g.

a. Da cos - und sin % positiv sind, so miissen nach

b. Da auch sin % und cos % positiv sind und a; 4
und a;b nicht iiber 1 R betragen, so folgt aus der zweiten

Formel, dafs fiir « % B auch a%b ist; also:

In der konvexen dreiseitigen Ecke liegt der grifseren won
zwei Seiten auch der grifsere Winkel gegeniiber und umgekehrt;
gleichen Seiten liegen gleiche Winkel gegeniiber und umge-
kehrt, wie schon § 39, 8 bewiesen wurde.’

7. Wir haben noch kurz zu zeigen, wie man mittels
der aufgestellten Formeln aus drei gegebenen Stiicken einer
konvexen dreiseitigen Ecke die iibrigen berechnet, und dabei zu
entscheiden, wann sich iiberhaupt aus drei gegebenen Stiicken
Ecken bilden lassen, resp. wie viele solche moglich sind.
Direkt klar ist nur, dafs man aus drei nebeneinander liegenden
Stiicken (zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder
einer Seite und den beiden -anliegenden Winkeln) immer eine
Ecke (und die zu ihr symmetrische) bilden kann; sind wir aber
im Stande zu irgend drei Stiicken die iibrigen als reelle Grofsen
zu berechnen, so ist hiernach die Ecke auch konstruierbar.

Sind b, ¢ und « gegeben, so berechnen wir nach dem
Kosinussatze ¢ und zwar in eindeutiger Weise; die Umkeh-

rung des Kosinussatzes liefert dann auch g und p eindeutig:
cosb —cosccos a

e U B W)
8ln ¢ 8In @

cos f§ =

B p

*) Die Formeln fiir cos = und sin g sind zweckmiilsiger fiir die
Rechnung, doch befassen wir uns hier grundsiitzlich nicht mit Auf-
stellung der bequemsten Formeln.
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§ 40. Metrische Relationen bei der dreiseitigen Ecke. 179

Auch der Sinussatz kann zur Berechnung von f und yp
benutzt werden; da indessen zu demselben Sinus ein spitzer
und ein stumpfer Winkel gehirt, so miissen die Sitze der
vorigen Nummer zur Entscheidung herangezogen werden.

Sind B, y und a gegeben, so fiihrt der polare Kosinus-
satz in gleicher Weise zum Ziele.

Sind die drei Seiten @, b, ¢ gegeben, so haben wir

cosa — cos b cosc

Cos @ = - <
sin b sin ¢

0.8 W,

woraus die Winkel eindeutig gefunden werden. Soll die Rech-
nung ein reelles, brauchbares Resultat liefern, so muls

cosa — cos b cos ¢
sin b sin ¢

< =t

oder
— sin b sin ¢ < cos @ — cos b cos ¢ < sin b sin¢

oder
cos b cos ¢ — sinbsinc<cosa<cosbcosc—|—sinbéinc
oder
cos (b + ¢) < cos a < cos (b — ¢)
sein, d. h. es mufs fir b + ¢ <2 R
bte>a>4(b—o
sein. Ist b4 ¢ > 2 R, so betrachten wir die an @ angelegte
Nebenecke, fiir die
cos(4R—b—c)<cosa<cos (b —c),

also

4R —b—c>a>+4(b—c)
4R>a+b+4c¢, a>+ (b —c¢)

sein mufls. Die Ecke ist also immer dann und nur dann mig-
lich, wenn je zwei Seiten zusammen grifser sind als die dritte
und die Swmme der drei Seiten weniger als vier Rechte betriigt.
Die Berechnung der drei Seiten aus den drei Winkeln
«, 3, y ergiebt sich in gleicher Weise aus dem polaren
Kosinussatz. Die Winkel diirfen beliebig gewiihlt werden,
wenn nur die Ungleichheiten, die aus den vorhergehenden
durch polare Umformung hervorgehen, gewahrt bleiben:

2R<a+4+p+y<G6R,

«a+p<2R4+y, B+ y<2R-+a, p+a<2R+ 8;
12%

oder
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180 Stereometrie.

aus den drei letzten Ungleichheiten folgt der zweite Teil
der ersten.
Sind @, b und « gegeben, so findet man nach dem

Sinussatze
sin f — sin?) sincx,
sin @
wodurch f zweideutig bestimmt ist. Diese Gleichung giebt
als notwendige Bedingung fiir die Existenz der Ecke
sin b sin 1

sing =

oder
sind sine < sina.

Die Bestimmung von B wird eindeutig, falls sin g = 1,
B = 1R ist; aber auch sonst sind nicht immer beide Werte
fiir B zulissig:

a. Ist @ + b = 2R, also auch @« + f = 2R, so ist
schon durch die letztere Gleichung f eindeutig bestimmt.

b. Ista 4+ b < 2R, also @ 4 < 2 R, so muls im Falle
a>b, also « > 8, der Winkel f spitz sein, wihrend er fiir
a <b, «a <p sowohl spitz wie stumpf sein kann.

c. Ista+4b>2R, also e+ f>2R, so mufls fiir a <0,
« < f sicher B stumpf sein, withrend fiir @ > b beide Werte
zuliissig sind. ;

d. Fir a =0 wird a=§.

Nachdem f bestimmt ist, lifst sich ¢ und damit auch
y auf eindeutige Weise finden, z. B. in der folgenden Art.
Wir eliminieren aus

cosc= cosacosb -+ sinasinbcosy und
€08 p = — cos & cos - sin « sin 3 cos ¢
die Grofse cos p und finden

cosa cos b — sin @ sin b cos « cos f§
CO8 C = — T s : : .
1 — sina sin b sin « sin f§

Damit diese Bestimmung moglich sei, mufs die Bedingung

cos @ cos b — sin @ sin b cos @ cos
- —— - - <1
1 — sina sin b sin « sin f§

s e

erfiillt sein, die sich nach Wegschaffung des positiven Nenners
in die beiden Ungleichheiten
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— 1 < cosacosh — sina sinb cos (¢« — f)
und

1> cosacosb — sina sinb cos (e + f)
umgestaltet. Die Werte der rechtsstehenden Grofsen liegen
zwischen

cosa cosb — sina sin b = cos (@ + b)
und

cos @ cosb -+ sina sinb = cos (@ — b),
geniigen den Bedingungen daher immer.

Vollstiindig parallel hierzu ist die Untersuchung, wenn
@, « und f gegeben sind; wir brauchen nur Seiten und Winkel
zu vertauschen. Wir konnen schliefslich noch die beiden
Gleichheitssitze aussprechen:

Zwei konvexe dreiseitige Ecken sind gleich oder symme-
trisch, wenn sie ibereinstimmen in zwei Seiten und dem der
grifseren oder kleineren derselben gegeniiberliegenden Winkel,
Je nachdem die Summe der beiden Seiten < 2R oder > 2 R
ist. Auch sind sie gleich oder symmetrisch, wenn sie iiberein-
stimmen in einer Seite, eimem anliegenden und dem gegeniiber-
liegenden Winkel, wenn der gegeniiberliegende Winkel der grifsere
oder kleinere ist, je nuchdem die Summe der beiden Winkel
< 2R oder > 2R ist.

8. Wenn die Seiten oder Winkel der dreiseitigen Fcke
teilweise grofser als zwei Rechle sind, so bleiben die gefundenen
Formeln der sphdrischen Trigonometrie in Giiltigkeit™).

Beweis: Es geniigt, Elemente in betracht zu ziehen, die
vier Rechte nicht erreichen, da grofsere ohne Weiteres durch
kleinere ersetzt werden konnen. Denkt man sich die drei
Ebenen, welche die nicht konvexe KEcke bilden, zu ihrem
ganzen Umfange ausgedehnt, so erhilt man wieder acht kon-
vexe Kcken, von denen mehrere zusammengenommen die zu
untersuchende Ecke geben. Im einfachsten Falle besteht die
Ecke aus drei konvexen Ecken, die sich aber auf doppelte
Art zusammensetzen konnen: entweder sind an eine konvexe

#) In voller Allgemeinheit wurden die Formeln der sphiirischen
Trigonometrie zuerst von Mdbius begriindet (Uber eine mewe Behand-
lungsweise der amalytischen Sphirik, Ges. Werke, B. II, p. 1). Die
hier gewiithlte Darstellung ist von der Mobius’schen verschieden.
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182 Stereometrie.

Ecke zwei Nebenecken, oder es ist eine Nebenecke und die
gegeniiberliegende Scheitelecke angesetzt. Im ersten Falle
wird die Ecke durch Zufiigung einer konvexen KEcke zum
Halbraume, im zweiten zu einem doppelten Flichenwinkel
ergiinzt. Im ersten Falle hat sie eine konvexe und zwei kon-
kave Seiten, denen gleichartige Winkel gegeniiber liegen; im
zweiten sind zwei Seiten konvex, eine ist konkav, und die
Winkel sind zu den gegeniiberliegenden Seiten gleichartig.
Bezeichnen wir die sechs Stiicke der Ecke wie friiher, die ent-
sprechenden der ergiinzenden konvexen KEcke mit a,, b, ¢;
a,;, By, 71, so haben wir im ersten Falle

a,=4R—a, bj=0b, ¢, =c,

o,=4R—ea, B=2R—f, p,=2R —y,
im zweiten

@, —a;) b= bhviepe=d R —+le,

o, =a, Bj=2R—fB, pb,=2R— y.
Fiithrt man diese Werte in die verschiedenen Gleichungen
(Kosinussatz, polarer Kosinussatz, Sinussatz, Gauss’'sche Glei-
chungen) ein, so nehmen diese fiir @, @ w s. w. die gleiche
Form an (die Gauss’schen Gleichungen vertauschen sich unter-
einander).

Die weiteren moglichen Ecken setzen sich aus fiinf oder
sieben konvexen zusammen; ihre Erginzungen zum Gesamt-
raum bestehen aus drei konvexen KEcken oder aus einer.
Thre Seiten stimmen mit denen der erginzenden Ecke iiber-
ein; ihre Winkel betragen mit den entsprechenden der Er-
ginzungsecke zusammen vier Rechte. Krsetzt man aber in
den Formeln die Winkel durch ihre Ergéinzungen zu vier
Rechten, so erleiden sie ebenfalls keine Veréinderung.

§ 41.
Der Inhalt der Ecken.

1. Fassen wir die Ecke als ein durch aneinanderstofsende
Winkelriume, die sich zunichst nicht gegenseitig durchsetzen
mdgen, umgrenztes Gebilde auf, so konnen wir derselben einen
Inhalt beimessen. Wir werden denselben ebensowenig defi-
nieren wie den Flicheninhalt einer ebenen Figur; wir werden
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§ 41. Der Inhalt der Ecken. 183

nur zu zeigen haben, dafs Ecken als gleich erkannt und
addiert werden kionnen. Das erstere leuchtet unmittelbar
ein; das letztere ist auch moglich, da man durch Aneinander-
setzen zweier Ecken wieder eine neue Kcke erhilt. Das Wei-
tere ist analog dem iiber den Flicheninhalt Gesagten (§ 24).
Auch hier kommen wir ohne ein Axiom nicht aus: Zwei
Ecken, welche durch eine Art der Zusammensetzung — additiver
oder subtraktiver — aus einzelnen, gleichen Ecken als inhaltsgleich
erkamnt sind, erweisen sich auch bei jeder andern Zerschneidung
und Zusammensetzung als inhaltsgleich.

Wir bezeichnen die Inhaltsgleichheit zweier Ecken mit
demselben Zeichen = wie die Flichengleichheit ebener Ge-
bilde. — Ubrigens ist zu bemerken, dafs eine Ecke auch
mehrfach den Gesamtraum umfassen kann, fihnlich wie man
bei einem Winkel ein beliebiges Vielfache von vier Rechtlen zu-
fiigen darf; wir brauchen hierauf wohl nicht weiter einzugehen.

2. Zwei symmetrische dreiseitige Ficken sind inhaltsgleich.

Beweis: Man errichte bei beiden in den Mitten je zweier
Seiten senkrechte Ebenen und lege je drei Ebenen durch die
Schnittlinie derselben und die drei Kanten. Durch diese Ebenen
werden die beiden Kcken in je drei gleichschenklige Ecken
zerlegt, die einzeln einander gleich sind.

Da man irgend welche Ecken in dreiseitige zerlegen
kann, so folgt, dals diberhaupt symmetrische Iicken inhalts-
gleich sind.

3. Da der gesamte Raum als Ecke mit beliebigem
Scheitel gedacht werden kann, so kann man ihn als Mals-
einheit der Ecken benutzen. Die Flichenwinkel kénnen eben-
falls mit in Vergleich gezogen werden; ist die Grilse eines
solchen, in Rechten ausgedriickt, «, so ist sein Inhalt

. o
gleich &=

4. Tst eine konvexe dreiseitige Ecke mit den Winkeln
«, B, y vorgelegt, so erzeugen wir durch Erweiterung ihrer
Ebenen die Nebenecken, Scheitelecken und die Gegenecke.
Der Inhalt der letzteren ist demjenigen, o/, der Ecke selbst
gleich. Die Ecke bildet mit jeder Nebenecke zusammen einen
Flichenwinkel, ebenso die Gegenecke mit jeder Scheitelecke;
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die letzteren Flichenwinkel sind den ersteren einzeln gleich.
Diese Flichenwinkel haben die Gréfse «, f8, p, also den Inhalt
o S y
AR’ AR’ 4R’
den ganzen Raum und aufserdem die Ecke und ihre Gegen-
ecke noch doppelt. Wir haben also die Gleichung

2a 28 2y °
igtmmtm=1+47%

Die sechs Flichenwinkel zusammen bedecken

woraus

J:__a-{-ﬁ—{-y——?R___ E

8R T 8R

folgt, wenn F den sphiirischen Exzels der Ecke bezeichnet.
Bei einer nicht konvexen Kcke, welche aus drei konvexen
zusammengesetzt ist, und deren Seitenebenen sich gegenseitig
nicht durchsetzen, die also dem ersten Falle von § 40, 8 an-
gehort, bestimme man den Inhalt der ergiinzenden konvexen
Ecke und ziehe ihn von dem Halbraume ab. Analog ver-
fahre man, wenn die Ecke aus fiinf oder sieben konvexen
zusammengesetzt ist. Immer erhilt man die gleiche Formel
‘B

I=ga

Dieses Resultat ist streng analog dem Satze iiber den
Flicheninhalt ebener Dreiecke bei Verwerfung des Parallelen-
axioms (§ 15, 5.b). Es braucht kaum hinzugefiigt zu wer-
den, dals die Lehre vom Inhalte der Ecken von diesem Axiom
unabhiingig ist.

5. Eine konvexe n-seitige Ecke mit sich nicht durch-
setzenden Seitenebenen lafst sich durch » — 3 Diagonalebenen
(die durch zwei Kanten gehen, welche noch nicht durch
Ebenen der Ecke verbunden sind) in n — 2 dreiseitige Ecken
zerlegen. Daher ist die Winkelsumme der #-seitigen Ecke
grofser als (n — 2) 2R = 2n R — 4 R. Da kein Winkel
2 R erreicht, so ist sie kleiner als 2n R.

6. Fiir den Inhalt der n-seitigen Ecke, deren Winkel
«, B, y,...v sind, finden wir durch dieselbe Zerlegung

Jetbtr+--+v—Q@uE—4E)
8 R
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oder, wenn wir hier mit F, den Uberschufs der Winkelsumme
iiber diejenige des ebenen 7-ecks bezeichnen:
L
el 5
7. Den Inhalt einer Ecke mit sich durchschneidenden
Seitenebenen konnen wir nunmehr als durch die letzte Formel
definiert ansehen; die Ecke erhiilt einen verschiedenen Inhalt,
je nachdem man sich ihre Umgrenzung auf der einen oder
der anderen Seite durchlaufen denkt; bei Messung der Winkel
muls ein bestimmter Drehungssinn als der positive festgesetzt
werden.

§ 42.

Vier und mehr Ebenen oder Strahlen im Strahlenbiindel.

1. Schneiden sich vier Ebenen eines Strahlenbiindels,
ohne dafs drei einen Strahl gemeinsam haben, so werden in
jeder durch die drei andern zwei Kantenwinkel bestimmt,
die nicht linear voneinander abhiingig sind. Von den acht
auf diese Weise in den vier Ebenen bestimmten Kanten-
winkeln sind fiinf voneinander unabhingig; denn man kann
zuniichst drei Ebenen dadurch zueinander festlegen, dafs man
die drei Seiten einer der dreiseitigen Ecken bestimmt, welche
sie bilden, und kann dann die Lage der vierten Ebene durch
Angabe von zwei weiteren Winkeln, die sie in zwei der
ersten Ebenen ausschneidet, fixieren. Zwischen jenen acht
Kantenwinkeln bestehen daher drei Relationen. Um dieselben
herzuleiten, denken wir uns eine der dreiseitigen KEcken
OABC, welche die drei ersten Ebenen bilden, durch die
vierte Ebene geschnitten, und bezeichnen je eine der Hilften
ihrer Schnittlinien mit den Ebenen BOC, COA4, AOD durch
0D, OFE, OF. Die Kantenwinkel AOB u. s. w. bezeichnen
wir mit AB u. s. w. und betrachten hierbei die Winkel 413
und BA als entgegengesetzt. Den Umlauf um die Umgren-
zung der Ecke in der Richtung 4 B C betrachten wir als
den positiven, den umgekehrten als den negativen. Analog
bezeichnen wir den Neigungswinkel von BOC und COA4 mit
BCA u.s. w. Nun ist nach dem Sinussatze, wenn wir zu-
nichst auf die Zeichen keine Riicksicht nehmen,
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sin AF _ sin ABF

simEA = sinBFD’

sinBD _ sin BF'D

sin ¥B~ sin BDF?

sinCE _ snEDC _ sinBDF

sin DC~ sinCED~ sin AEF
Multiplizieren wir diese drei Gleichungen und beachten in
bezug auf das Vorzeichen, dals die vierte Ebene entweder
von einer oder von drei Seiten der Ecke nur die Verlinge-
rung trifft, wodurch jedesmal je zwei Kantenwinkel entgegen-

gesetztes Zeichen annehmen, so erhalten wir die Gleichung
sin AFsin BDeinCE __ 4
sin F'B sin DCsin KA E
Dieselbe ist von Menelaos (in anderer Form) gefunden und
entspricht dem Satze desselben fiir das Vierseit vollkommen;
an die Stelle von Strecken treten hier die Sinus der ent-
sprechenden Kantenwinkel.

Welche der beiden Halbschnittgeraden, die die vierte
Ebene mit einer der ersten bildet, man wihlt, ist gleich-
giltig, da die fraglichen Winkel um 2 R verschieden sind,
ihre Sinus also das entgegengesetzte Zeichen haben; da diese
Zeicheniinderung immer bei zwei der Sinus eintritt, ist sie
ohne Einflufs.

Die Umkehrung des Satzes ist leicht zu erweisen.

2. Der Satz des Menelaos liefert, da man jede der vier
Ebenen als die Schneidende der drei andern ansehen kann,
vier Relationen, von denen jede die Folge der drei andern
ist. Dagegen lassen sich die Relationen nicht, wie in der
Planimetrie, auf zwei reduzieren, wie man bei dem Versuche,
die analoge Reduktion wie in § 20, 3 durchzufiihren, erkennt.
Der dritten metrischen Relation (§ 22, 2) lifst sich allerdings
eine analoge an die Seite setzen; wendet man den Kosinus-
satz auf die Ecken OCDFE und OCAB, welche den Winkel
DCE = ACDB gemeinsam haben, an und setzt die Ausdriicke
fiir cos DCE gleich, so findet man

cos AB —cos ACcos BC __ cos DI — cos DCcos EC
sin ACsin BC sin DCsin 5C
Diese Gleichung kann jedoch auch aus dem Satze des Mene-
laos abgeleitet werden.
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3. Infolge der Analogie der beiden Siitze des Menelaos
lifst sich eine Reihe von Siitzen, die fiir ebene Figuren gel-
ten, direkt auf die analogen Gebilde des Strahlenbiindels
iibertragen; alle planimetrischen Sitze, die aus dem des Mene-
laos folgen, ohne dafs Strecken aus einzelnen Teilen zusammen-
zusetzen wdren (man vgl. die dritte metrische Relation — es
ist eben sin (4B 4 BC) nicht gleich sin 4B -+ sin BC),
gelten in der Weise fiir den Strahlenbiindel, dafs an Stelle von
Strecken die Sinus der entsprechenden Kantenwinkel treten, wdih-
rend die cbenen Winkel durch Flichenwinkel ersetzt werden. Es
moge dem Leser iiberlassen bleiben, diese Sitze eingehend
zu entwickeln; hier mag eine kurze Ubersicht geniigen. Es
lassen sich auf den Strahlenbiindel iibertragen:

a. der Satz des Ceva (§ 23);

b. der reciproke Satz zum Satze des Menelaos (§ 27, 3);

c. die meisten Siitze iiber Doppelverhiltnisse und pro-

jektivische Zuordnung;

d. die beiden Fundamentalsitze der Geometrie der Lage;

e. die Siitze iiber Kollineation und Reciprozitit, soweit

sie von den Besonderheiten der unendlich fernen
Punkte nicht beeinflufst sind. Von Ahnlichkeit und
Affinitit kann hier keine Rede sein.

4. Die gefundenen Resultate der Geometrie der Lage
im Strahlenbiindel sind vom Parallelenaxiom vollkommen
unabhiingig, falls man nur den Mittelpunkt des Biindéls als
im Endlichen gelegen annimmt. Wir gelangen von hier aus
zu einem wichtigen Riickblick auf die Sitze der ebenen Geo-
metrie der Lage, die nur unter der Voraussetzung des Paral-
lelenaxioms bewiesen wurden. Hat man irgend einen solchen
Satz fiir das Strahlenbiindel begriindet (also z. B. den Satz,
dafs wenn die Verbindungsebenen je zweier entsprechenden
Kanten zweier dreiseitigen Kcken durch denselben Strahl
gehen, die Schnittlinien der entsprechenden Seitenebenen
dieser Ecken in derselben Ebene liegen), so braucht man das
Strahlenbiindel nur durch eine beliebige, nicht durch seinen
Mittelpunkt gehende Ebene zu schneiden, um in derselben
ein entsprechendes Gebilde ausgeschnitten zu erhalten, vor-
ausgesetzt, dafs die in Frage kommenden Strahlen des Biindels
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188 Stereometrie.

auch wirklich die Ebene treffen; das letztere ist aber bei
Verwerfung des Parallelenaxioms nicht notwendig. Hieraus
folgt das Resultat:

Die ebene Geometrie der Lage bleibt auch bei Nichtannahme
des Parallelenaxioms bestehen mit der Beschrinkung, dafs an
Stelle des Vorhandenscins eines gemeinsamen Schnittpunktes von
mehr als zwei Geraden auch das Nichtschneiden (Parallelsein)
derselben treten kann.

Mit den Hilfsmitteln der nicht-Euklidischen Geometrie
kann das Resultat auch planimetrisch abgeleitet werden.

§ 43.
Vier Ebenen und Punkte; die Pyramide.

1. Vier Ebenen schneiden sich bei Annahme des Paral-
lelenaxioms im allgemeinen Falle in sechs Geraden und vier
Punkten und ebenso bestimmen vier Punkte sechs Gerade
und vier Ebenen; beide Gebilde sind identisch. Liegen die
vier nicht einer Ebene angehorigen Punkte 4, B, C, D im
Endlichen, so wird der Raum durch die vier Ebenen BCD
CDA, DAB, ABC in 15 Teile zerlegt, von denen einer
allseitig begrenzt ist; letzteren nennt man ein Telraéder oder
eine dreiseitige Pyramide. Das Tetraéder hat also vier Flichen,
welche Dreiecke sind, vier dreiseitige Ecken und acht Kanten.
Die iibrigen 14 Raumteile haben mit dem Tetraéder entweder
je eine Fliche, oder nur eine Kante, oder nur einen Eck-
punkt gemeinsam. Wir bezeichnen das Tetraéder mit (4 BCD),
die vier erstgenannten Raumteile mit (4ABC) u. s. w., je
nach der Fliche ABC u. s. w., an welche sie anstolsen, die
folgenden sechs mit (4 B) u. s. w., die letzten vier mit A4
u, 8. w,, je nach der Kante, resp. dem KEckpunkte, welche sie
mit dem Tetraéder gemeinsam haben.

Liegen die vier Punkte nicht alle im Endlichen oder
zum Teil in einer Geraden u. s. w., so tritt ein allseitig be-
grenzter Raumteil tiberhaupt nicht auf.

2. Das Tetraéder entspricht in vieler Hinsicht dem Dreieck
der Planimetric: es ist sich selbst reciprok, es ist der ein-
fachste begrenzte Korper, wie das Dreieck der einfachste be-
grenzte Flichenteil u.s. w. Man kann daher iiber das Tetraéder
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analoge Sitze wie iiber das Dreieck erwarten, vor allen Dingen
Gleichheitssiitze. Man kann bei dem Tetraéder von 24 Be-
stimmungsstiicken sprechen, néimlich den sechs Kanten, den
sechs Flichenwinkeln zwischen je zwei Ebenen und den zwdlf
Winkeln der begrenzenden Dreiecke. Von diesen Bestimmungs-
stiicken sind im allgemeinen sechs, deren Wahl nur durch
gewisse Ungleichheiten beschriinkt ist, willkiirlich. Man kann
niimlich z B. drei Kantenwinkel, welche in einer Kcke 4
zusammenstofsen, beliebig annehmen, wodurch diese Ecke
bestimmt ist; dann kann man den drei Kanten dieser Ecke
noch beliebige Liingen geben und hat dann das Tetraéder in-
sofern eindeutig bestimmt, als irgend zwei Tetraéder (A BCD
und 4, B,C, D,) mit diesen Bestimmungsstiicken gleich oder
symmetrisch sind. Die Ecken A4 und 4, sind nimlich gleich
oder symmetrisch; im ersten Falle kann man die Tetraéder zum
Zusammenfallen bringen, im zweiten kann man nur ihr Uber-
einstimmen in den entsprechenden Stiicken nachweisen. Aus
den Siitzen der ebenen und sphirischen Trigonometrie ist un-
mittelbar zu erkennen®), wie man aus den sechs gegebenen
Stiicken die iibrigen berechnet. Zugleich ergiebt sich hieraus,
dals wherhaupt zwischen den 24 Bestimmungsstiicken 18 Gleichun-
gen bestehen, die in den Strecken wnd den Sinus der auftretenden
Winkel algebraisch sind, so dafs durch sechs voneinander unabhéin-
gige Stiicke die iibrigen mit endlicher Vieldeutigkeit bestimmt sind.

Insbesondere ist ein Tetraéder durch die Linge seiner
sechs Kanten eindeutig bestimmt; denn durch diese sind die
Winkel der vier Dreiecke und hierdurch wieder die Winkel
der vier Ecken eindeutig gegeben.

3. Aus sechs gegebenen Kanten lifst sich nur unter
gewissen Bedingungen ein Tetraéder bilden. Selbstverstiind-
lich miissen je zwei zusammenstofsende Kanten griofser sein
als die dritte in derselben Ebene gelegene. Aufserdem kommt
noch die Bedingung hinzu, dafs bei einer der Kcken, z. B.
D, zwei Seiten grofser sein miissen als die dritte. Sind die
hieraus folgenden Ungleichheiten befriedigt, so ist das Tetracder
konstruierbar, wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist.

*) Hier tritt natiirlich Abhiingigkeit vom Parallelenaxiom ein,
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Setzen wir BC=a, CA=0b, AB=¢, AD=d, BD
=¢, CD=f, L BDC=a, <LCDA =B, L ADB =y,
so haben wir in drei Ungleichheiten, deren eine

at+pg>y
ist, die Grofsen a, b, ¢, d, e, f einzufiihren. Wir schreiben
dafiir

et+f_ v
2 >2
oder
a4 B ¥ o E_ 2 CSdbiehs E y
cos ) <cos2 oder cos2cos2 sm2sm2<cos—2~-
Da
v ei+/‘2_a2
COS(X—-—*—?“‘C‘f—‘g,
PP s rh ok
COSﬁ——-ﬂ.d——,
d2+ez_c2
sk RIS, © ol

also (die Wurzelgrofsen sind alle mit dem positiven Zeichen
zu nehmen)

1tcosa  1/(+7)—a*
gt V—-r‘ ot s " aef

R

cos g == (f+f};_ bz;
und

in + o /IR Y ERT s a1

oin g ai *7(;(1 d_)z’

ist, so wird aus der obigen Bedingung

VW + N — @[+ aF —b*] _ V [6® — (e —P1[P* — (F—a)*]
16def* 16def?

(d—+ e)* — c*
<V 4dde

oder
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Vie+MN—a[f+d? =] <V[a* —e— 1 [V*— (f — )]
N T ACETr
Durch Quadrieren folgt
[le+1* — @ ((F+ 4 — V] <[a* — (e — fF)[0* — (/ — ]
+ 4P+ o~ ¢
+ 4fV[a* — e— P10 — (f—d*] [+ 0* —¢']
oder nach einigen Vereinfachungen
(@4+e)(f—d)(f—e)—a’d—Dbe4f
<V&— -0 —(— a?][d+ e — ¢*]
und durch nochmaliges Quadrieren und nach leichten Ver-
einfachungen

a2 4 ad (o — b2 — ¢) + b2 (— a4+ 1 — )
+ 02](2 (__ a? — b2 + 62) <a? (dz e 02) (fz s (F)
+ b2 (e‘l Ll ]('2) (d? oo 02) + 02 (f? AR d2) (02 = f2)
oder

a2d2(b2+c2+ eZ_l_fz) +b2e2 (a2+c2+ d? +f2)
4 c2f2(a2+b2 4 d2+62)—a,262f2 —Bfd—d e — a2b2ct
— P — aPdt — bt — bt — tfE — > 0.
Die Symmetrie dieser Ungleichheit zeigt, dals aufser den
Relationen @ + b > ¢ u. s. w., durch welche das Reellwerden

der Winkel bedingt ist, sie die einzige zu befriedigende Be-
dingung ist.

4. Fiir den Neigungswinkel 2 an der Kante d haben wir

cos @ — ¢Os f§ cos
G0 3 w SR8 008 F CONY

sin f§ sin y
oder
s i M@ ) (B @ =)
VA d* — (4 d* — b*)F] [adPe® — (@ F € — c%)?)
oder
d?(b2+c2+f2+e2)_2a2d2__d4__(b2 f‘?)(c?__e2)

Cvozs'f1 T /GO AF O — T DT+
: @d@tetg(—d+etod—ete)dte—o
5 Da man sich das Tetraéder durch Abgrenzung einer
dreiseitigen Kcke vermittelst einer vierten Ebene entstanden
‘ﬁ: denken kann, so liegt die Verallgemeinerung nahe, ein Strahlen-
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biindel durch eine nicht durch das Zentrum gehende Ebene
zu schneiden. Schneidet man insbesondere eine n-seitige Ecke
im engeren Sinne durch eine solche Ebene, so wird im allge-
meinen ein begrenzter Korper erzeugt, welchen man als n-sei-
tige Pyramide bezeichnet.

Das in dieser Ebene ausgeschnittene n-Eck heilst die
Grundfliche (Basis), die n begrenzenden Dreiecke heifsen die
Seitenflichen der Pyramide. "An der Grundfliche liegen die
Grundkanten, je zwei Seitenfliichen bilden eine Seitenkante.

§ 44.

Fiinf sich schneidende Ebenen und fiinf Plinkte.
1. Fiinf Ebenen schneiden sich, wenn keine SinO‘ulari-

.. % b .
tiaten eintreten, in W 3 = 10 Punkten und in -1—2 =10

Geraden; auf jeder der Geraden liegen drei Punkte, durch
jeden der Punkte gehen drei Gerade. Bei jeder Lage der
Ebenen werden vier begrenzte, einander nicht durchsetzende
Réume ausgeschnitten: zwei Pentaider, die von zwei Dreiecken
und drei Vierecken begrenzt werden, und zwei Zelraéder,
welche sich an eine Seite je eines Pentaiders anfiigen. Die
Pentaéder mogen mit 4 und B, die an sie angesetzten
Tetraéder resp. mit ¢ und D bezeichnet werden. Die beiden
Tetraéder A und B konnen so entstanden gedacht werden,
dafs man von den Tetraédern 4 4+ C und B + D die Te-
traéder C und D durch Ebenen, welche drei Kanten treffen,
abgeschnitten denkt. Beide Pentaéder haben eine vierseitige
Fliche gemeinsam, wihrend die beiden andern Vierecksflichen
in die Ebenen der Dreiecksfliichen des anderen fallen. 4 4+ B
ist ein Tetraéder, welches durch eine Ebene, dle vier Kanten
trifft, in die beiden Pentaéder zerlegt w1rd C+D kann
als ein Pentaéder (im weiteren Sinne) betrachtet werden,
welches durch Abgrenzung zweier dreiseitigen Geg
durch Ebenen entsteht. Endlich sind A 4 B~
A + B 4 D Pentaéder, welche je zwei Vierecke it
konvexen Winkel entha]ten Man iiberzeugt sich leicht durch -

die Anschauung, dafs bei jedem Schneiden eines Tetraeder@
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durch eine Ebene eine der drei Arten von Pentaedern ent-
steht und dafs das Gesamtgebilde (ein wollstindiges Pentaeder)
immer denselben Charakter triigt.

2. In jeder der fiinf Ebenen wird durch die vier andern
ein Vierseit ausgeschnitten, welches acht Strecken enthilt;

im ganzen treten §—2—§ = 20 Strecken auf. Von diesen sind

nur neun unabhiingig. Man kann nidmlich aus sechs will-
kiirlichen Strecken ein Tetraeder formieren und auf drei zu-
sammenstofsenden Kanten desselben durch Fixierung von drei
weiteren Strecken drei Punkte festsetzen, welche die Lage
der fiinften Ebene bestimmen. In drei Ebenen des Tetraeders
sind hierdurch je fiinf Strecken der - Vierseite bestimmt, aus
denen sich die iibrigen berechnen lassen; hierdurch sind aber
wieder in den beiden andern Ebenen fiinf Strecken bekannt,
welche die noch fehlenden liefern. Die fiinf Vierseite liefern
im ganzen 15 metrische Relationen, von denen jedoch nur
20 — 9 = 11 unabhiingig sind. Das Resultat lautet:

- Die elf metrischen Relationen zwischen den 20 Strecken
eines wollstindigen Pentaeders sind durch diejenigen des Vier-
seits gegeben.

Die Zusammenstellung von beliebig vielen Ebenen fiihrt
infolge dessen zu keinen metrischen Relationen, die von den
planimetrischen wesentlich verschieden sind.

3. Die zehn Geraden des vollstiindigen Pentaeders schnei-
den sich zu je drei in zehn Punkten, von denen wiederum
je drei auf einer Geraden liegen. Es ist dies genau dieselbe
Anordnung wie bei dem ersten planimetrischen Fundamental-
gebilde der Geometrie der Lage (§ 30). Denkt man sich
zwei Dreiecke im Raume, deren Ebenen « und g sind, so
gelegen, dals sich je zwei entsprechende Seiten derselben
schneiden, d. h. je in einer Ebene yp, 0, & liegen, so liegen
einerseits die drei Schnittpunkte in einer Geraden, nimlich
der Schnittlinie von « und B, wiihrend andererseits die Ver-
bindungs@eradén je zweier entsprechenden KEckpunkte der
Drejecke durch denselben Bunkt, den Schnittpunkt von y,
0 und & gehen; die Umkehrung ist ebenso einfach ersichtlich.

*g‘hen wir die Ebene 8 um ihre Schnittlinie mit &, so gehen

Jausenberger, Elementargeometrie. 13

.
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die Verbindungsgeraden je zweier entsprechenden Eckpunkte
der Dreiecke fortwihrend durch denselben Punkt, auch wenn
sich 8 der Ebene « beliebig nihert; durch einen Grenziiber-
gang, der allerdings der strengen Beweiskraft entbehrt, ge-
langt man so zur Figur von § 30.

Ubrigens kann man auch mit Poncelet das ridumliche
Gebilde mittels eines beliebigen Strahlenbiindels auf eine
Ebene projizieren und so ohne jede Rechnung den Satz von
§ 30 nachweisen.

4. Von Spezialfillen ist zuniichst der zu erwihnen, dafs
zwei der Ebenen parallel sind; allgemeiner der Fall, dafs
eine beliebige Pyramide durch eine zur Grundfliche parallele
Ebene geschnitten wird; der zwischen den parallelen Ebenen
gelegene Teil der Pyramide heilst ein Pyramidenstumpf, mag
nun die Spitze der Pyramide innerhalb oder aufserhalb der
parallelen Ebenen fallen. Es ist leicht zu erweisen, dafs die
gleichzeitig entstehenden beiden Pyramiden, welche dieselbe
Spitze und je eine der parallelen Ebenen zur Grundfliche
haben, in allen homologen Kanten- und Flichenwinkeln iiber-
einstimmen und dafs die homologen Kanten in Proportion
stehen. Nennen wir zwei Korper, wenn ihre Kanten in dem-
selben Verhiiltnis stehen und ihre Kanten- und Flichen-
winkel‘ entsprechend gleich sind, dhnlich, falls entsprechende
Ecken gleich sind, symmetrisch dhnlich, wenn letatere
symmetrisch sind, so konnen wir sagen, dals die fraglichen
Pyramiden dhmlich oder symmetrisch dhmlich sind, je nachdem
die Spitze aufserhalb oder innerhalb der parallelen Ebenen liegt.

6. Riickt die Spitze eines Pyramidenstumpfs ins Un-
endliche, werden also die Seitenkanten parallel, so geht er
in ein Prisma iiber. Mit Leichtigkeit beweist man, dafs die
beiden Grundflichen des Prismas gleiche Figuren und die
Seitenflichen Parallelogramme darstellen. Sind auch die Grund-
flichen Parallelogramme, so heifst der von sechs Parallelo-
grammen begrenzte Korper ein Parallelepipedon; man weist
ohne Schwierigkeit nach, dafs in demselben je zwei gegen-
iiberliegende Flichen und je vier Kanten parallel sind, dafs
also je zwei gegeniiberliegende Flichen als Grundfliichen,
die iibrigen als Seitenflichen angesehen werden kénnen. .

b e

!
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Sind alle Flichen gleiche Quadrate, so heifst das Prisma
ein Wiirfel. Dals wirklich Wiirfel moglich sind, erkennt man,
indem man auf einem Quadrate in dessen Eckpunkten Per-
pendikel von der gleichen Linge der Seiten errichtet; die-
selben bestimmen einen Wiirfel, weil die vier an das gege-
bene Quadrat angrenzenden Flichen auch Quadrate werden,
withrend von der sechsten Fliche dasselbe unschwer zu er-
weisen ist.

Die Resultate dieser Nummer hiingen vom Parallelen-
axiom ab, die iibrigen des Parapraphen nur soweit, als sie
sich auf metrische Relationen beziehen.

6. Da jedes Punktgebilde auch als Ebenengebilde, nim-
lich als Zusammenstellung der Ebenen, die durch je drei
seiner Punkte bestimmt sind, betrachtet werden kann, so
werden auch Punktegebilde keine metrischen Relationen auf-
weisen, welche nicht auf planimetrische zuriickfiihrbar wiiren.
Trotzdem verdienen gewisse Beziehungen dieser Art Beach-
tung. Verbindet man je zwei von » Punkten, von denen
keine drei in einer Geraden, keine vier in einer Ebene liegen,
durch eine Gerade, so schneiden sich diese Geraden nur in

den Fundamentalpunkten; auf jeder wird nur eine Strecke
nn—1

begrenzt, so dafs die n Punkte ——; D Strecken, ihre Ent-

fernungen voneinander, bestimmen. Zwischen diesen Ent-
fernungen bestehen Relationen, falls die Zahl der Punkte
vier iiberschreitet. Die gegenseitige Lage von drei Punkten
ist niimlich durch drei Strecken, die jedes weiteren durch
drei Strecken — seine Abstiinde von den drei erstem Punkten
— mit endlicher Vieldeutigkeit bég,t,immt._ Daher geniigen
343n—3)=3n—6
Strecken zur Bestimmung des Punktegebildes, wiihrend
oD (3n— gy O BET0
Relationen zwischen simtlichen Strecken auftreten.

Bei fiinf Punkten ist eine solche Relation zwischen zehn
Strecken vorhanden, mit deren Aufstellung wir uns hier be-
schiiftigen wollen. Durch Legen von Ebenen durch je drei
der Punkte konnten wir natiirlich die Untersuchung auf

18*
4
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planimetrische metrische Relationen zuriickfiihren; doch wol-
len wir lieber trigonometrische Hilfsmittel in Anwendung
bringen.

Wir bezeichnen die fiinf Punkte durch 1, 2,3, 4,5, den
Abstand von « und # durch a.s. Der Anschaulichkeit halber
konnen wir uns das ganze Gebilde aus zwei Tetraedern,
1,2,3,4 und 2,3,4,5, zusammengesetzt denken, die durch
neun Kanten zweideutig bestimmt sind; es handelt sich dann
darum, aus diesen die Diagonale @, zu berechnen, resp.
zwischen den zehn Grofsen a.s eine Gleichung herzustellen.

Zu diesem Zwecke wollen wir das Gebilde in drei
Tetraeder, 1, 5, 2,3; 1,5, 3, 4; 1,5, 4, 2 zerlegt denken,
welche die Strecke a,; gemeinsam haben. Die Neigungs-
winkel 4, u, v an dieser gemeinsamen Strecke lassen sich nach
§ 43, 4 durch die a,s ausdriicken. Fiir diese drei Neigungs-
winkel gilt aber bei jeder Lage die Relation

cos v = cos (4 + w)
oder
cos v = cos A cos u — sin A sin
oder, wenn die Sinus durch die Kosinus ersetzt und die
Waurzeln beseitigt werden,

cos’ 4 4 cos® u + cos? v — 2 cos 4 cos u cos v = 1.

Fiigt man hierin die gefundenen Werte fiir cos 4, cos w,
cos v ein, so ergiebt sich eine algebraische Gleichung zwischen
den @z, freilich in sehr verwickelter Gestalt. Cayley hat
dieselbe durch Entwickelungen, die man bei Baltzer, Theorie
und Anwendung der Determinanten findet, in die sehr ele-
gante Form

2 2 9 2
Ag" Ay’ 0 g’ ag

1102211 1 1 1 1354
1 0 ay ay a a |‘
1 ay,’ 0 ay' ay’ ay’ g 7
1
1

gt ) 2
Oyy [ Qo Ogy 0 ay

2 ) 2 2
1 a5’ ay® ag® a° 0 |

gesetzt. Lagrange und Carnot behandelten die Aufgabe ohne
Determinanten.

www.rcin.org.pl



§ 45. Die Polyeder. 197

§ 45.
Die Polyeder.

1. Wenn sich mehr als fiinf Ebenen durchschneiden,
so entstehen Gebilde von grofser Mannigfaltigkeit, ohne dafls
im allgemeinen neue metrische Relationen hinzukiimen.
Einiges Interesse nehmen bei diesen Gebilden diejenigen
Ebenenteile in Anspruch, welche zusammen eine iiberall zu-
sammenhdngende, nirgends begrenste, aber in sich selbst zuriick-
laufende Fliche bilden. Wir wollen eine Fliche dieser Art
eine Polyederfliche nennen. Wenn sich diese Fliche nirgends
selbst durchschneidet, so umgrenzt sie einen Korper, der als
ein Polyeder bezeichnet wird. Die Ebenenteile, welche eine
Polyederfliche bilden, heifsen ihre Flichen, deren Grenz-
linien und Eckpunkte ihre Kanten und Ecken.

Wir dehnen den Begriff des Polyeders auch auf solche
Korper aus, welche von mehreren Polyederflichen, die sich
nicht selbst oder einander durchschneiden, begrenzt sind.

2. Es ist hier die geeignete Stelle, um einige kurze
Betrachtungen aus der sogen. analysis situs anzustellen, die
sich auf den Zusammenhang von Flichen und Korpern be-
ziehen.

Wir nennen eine allseitig begrenzte oder in sich selbst
abgeschlossene Fliche einfach zusammenhiingend, wenn jede
in ihr gezogene Linie (Querschnitt), welche zwei Punkte der
Umgrenzung verbindet oder in sich selbst zuriickliuft, die
Fliiche in zwei Teile zerlegt, aus deren einem man auf keinem
~ Wege in den anderen (natiirlich nur in der Fliche fort-
schreitend) gelangen kann, ohne den Querschnitt zu iiber-
schreiten. Eine Kreisfliche, ein gewthnliches Polygon, die
Oberfliche einer Kugel, eines Wiirfels sind Beispiele hierfiir.

Wir nennen eine Fliche zweifach susammenhingend, wenn
sie durch einen geeigneten Querschnitt in eine einfach zu-
sammenhiingende verwandelt werden kann. Ein Kreisring
z. B. wird durch jede Gerade, welche je einen Punkt des
inneren und des #ufseren Kreises verbindet, in eine einfach
zusammenhiingende Fliche verwandelt, welche durch jeden
weiteren Querschnitt zerstiickelt wird. Dagegen giebt es

¢
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198 Stereometrie.

auch Querschnitte, welche den Ring sofort zerstiickeln, z. B.
eine Gerade, welche zwei Punkte desselben Kreises verbindet,
oder ein konzentrischer Kreis, welcher zwischen den beiden
begrenzenden liegt.

Eine Fliche heifst n-fach zusammenhingend, wenn sie
durch einen Querschmitt in eine (n — 1)-fach zusammenhingende
verwandelt werden kann™). Eine beliebige, einfach begrenzte
Figur, aus der (n — 1) ebensolche ausgeschnitten sind, bietet
ein Beispiel hierfiir. Die Oberfliche eines korperlichen Ringes
ist dreifach zusammenhingend; sie wird durch einen quer
und einen der Liinge nach um den Ring laufenden, in sich
selbst zuriickkehrenden Querschnitt in eine einfach zusammen-
hiingende Fliche verwandelt.

Diese ganze Darstellung entbehrt freilich vielfach der
vollen KEvidenz; es ist nicht so ohne weiteres klar, dafs z B.
eine Fliche, die durch einen Querschnitt in eine (n — 1)-fach
zusammenhiingende verwandelt werden kann, nicht durch
eine andere in eine (n — 2)-fach zusammenhiingende iiber-
gefithrt wird. Dieser Mangel an Evidenz liegt in dem hochst
abstrakten und von jeder Besonderheit absehenden Charakter
des Problems; es ist eben nicht moglich, alle sich darbieten-
den Eventualitiiten mit Sicherheit zu iiberblicken.

Zu eingehenderem Studium dieses von Riemann zu grofser
Wichtigkeit erhobenen Wissenszweiges sei namentlich auf die
sehr austiihrliche, iibrigens in den Definitionen etwas von
der hier gegebenen abweichende Darstellung bei Newmann,
,, Vorlesungen iiber Riemanns Theorie der Abel'schen Integrale‘
verwiesen *¥),

Bei begrenzten Kirpern lassen sich ganz analoge Be-
trachtungen anstellen. Wir nennen einen Korper n-fach zu-

#) Die Zahl n wird als die Grundzahl der Fliche bezeichnet.

*#) Als grundlegende Arbeit iiber die Lehre vom Zusammenhang
ist die Riemann’sche Inauguraldissertation (Gottingen 1851): Grund-
lagen fiir eine allgemeine Theorie der Fumlitionen einer wverdnderlichen
komplexen Grifse anzusehen; dieselbe wird ergiinzt durch die weitere
Abhandlung: T'heorie der Abel’schen Funltionen (Gesammelte Werke,
p- 3 und 81). Sehr bemerkenswert ist der Abschnitt: ,, Zur T heoric
der Polyeder und der Elementarverwandtschaft in den Mitteilungen
aus Mobius Nachlafs, Ges. W. B. 2, p. 515.
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sammenhéngend, wenn er durch einen Querschnitt (hier eine
Fliche, welche in sich iiberall abgeschlossen ist oder ringsum
durch die Grenzfliche des Korpers begrenzt wird) in einen
(n — 1)-fach zusammenhingenden verwandelt werden kann;
einfach zusammenhéngend ist er, wenn er durch jeden Quer-
schnitt zerstiickelt wird. KEine Kugel ist ein einfach, ein
Ring ein zweifach zusammenhingender Korper.

3. Um in der Folge keine listigen Unterscheidungen
machen zun miissen, denken wir uns eine nirgends begrenzte,
also iiberall in sich zuriicklaufende Fliche durch Ausschnei-
den eines beliebig kleinen, einfach zusammenhingenden, be-
grenzten Stiickes in eine begrenzte Fliche verwandelt; die
letztere hat noch denselben Zusammenhang wie die unbe-
grenzte Fliche. Man kann sich das ausgeschnittene Stiick
in einen Punkt zusammengezogen denken.

Wir erlangen so den Vorteil, dals wir den Begriff des
Querschnitts etwas beschrinken konnen. Wihrend bei der
Uberfithrung einer unbegrenzten, mehrfach zusammenhingen-
den Fliche in eine einfach zusammenhingende mindestens
e in sich selbst zuriicklaufender Querschnitt benutzt werden
mufs, kommt man bei Flichen, welche begrenzt sind, mit
Querschnitten aus, welche zwei Punkte der Grenze mitein-
ander verbinden. Kin strikter Beweis fiir diese Behauptung
kann kaum erbracht werden; man vergegenwirtige sich den
Vorgang an moglichst mannigfaltigen Beispielen. Ist die
Oberfliche eines ringformigen Korpers vorgelegt, so trenne
man von dieser zunichst einen beliebigen Punkt oder kleinen
Flichenteil ab. Zwei Punkte der Umgrenzung desselben, die
auch in einen zusammenfallen diirfen, verbinde man durch
einen Querschnitt, der sich quer um den Ring schlingt; der-
selbe gehort jetzt mit zur Begrenzung. Dann lege man
einen zweiten Querschnitt zwischen zwei Punkten des letzte-
ren, der etwa den inneren Umkreis des Ringes umzieht. Diese
beiden Querschnitte verwandeln die Oberfliche des Ringes in
eine einfach zusammenhingende Fliche, wie dies in analoger
Weise bereits oben gezeigt wurde. A

Von den Linien, welche eine Fliche begrenzen, wird im
allgemeinen nur die eine Seite an die Fliche anstofsen und
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daher im engeren Sinne als Grenze bezeichnet werden konnen,
Doch kiénnen auch beide Seiten der Linie als Grenzen auf-
treten, wie dies namentlich bei allen Querschnitten der Fall
ist. Geht man von einem Punkte der Grenze aus immer an
dieser entlang, so mufs man wieder zum Ausgangspunkte
zuriickgelangen. Das durchlaufene Stiick der Grenze heilst
dann ein selbstindiger Begrenzungsteil.

Die Grenze einer einfach zusammenhingenden Fliche
kann nur aus eimem solchen Teile bestehen. Denn wiiren
deren etwa zwei vorhanden, so konnte man sie durch einen
Querschnitt in Verbindung setzen und dann beide zusammen
nebst den beiden Seiten des Querschnittes in einem Zuge
durchlaufen; die Fliche wiirde also durch den Querschnitt
nicht zerstiickelt, wiire also nicht einfach zusammenhingend
gewesen.

Wir suchen jetzt eine Beziehung zwischen der Anzahl »
der selbstiindigen Begrenzungsteile und der Grundzahl » einer
beliebigen begrenzten Fliche. Jeder Querschnitt, welcher
zwei Punkte desselben Begrenzungsteiles verbindet, erhoht die
Zahl der Begrenzungsstiicke um 1; denn an Stelle des einen
treten jetzt zwei selbstiindige Begrenzungsteile. Jeder Quer-
schnitt, welcher zwei selbstéindige Begrenzungsstiicke ver-
bindet, vermindert die Zahl der Begrenzungsstiicke um 1.

Unter den (n — 1) Querschnitten, welche zusammen die
n-fach zusammenhiingende Fliche in eine einfach zusammen-
hiingende verwandeln, modgen sich m befinden, welche die
Zahl der Begrenzungsstiicke um 1 erhdhen, also n —m — 1
solche, welche sie um 1 vermindern. Da die schliefslich
erzielte einfach zusammenhingende Fliche nur eine einzige
Grenzlinie besitzt, so gilt die Gleichung

r4+m—m—m—1)=1
oder
r -+ 2m = n.

Die Grundzahl der Fliche unterscheidet sich also von der
(im allgemeinen kleineren) Zahl der Degrenzungsstiicke wm
eime gerade Zahl®). Da man nun einer nirgends begrenzten

%) Bei den weiterhin vorkommenden mehrfach zusammenhingenden
Polygonen ist die Zahl der Begrenzungsstiicke der Grundzahl gleich.
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Fliche zunichst eine einfache Grenzlinie verleihen kann, ohne
ihre Grundzahl zu &ndern, so folgt der bemerkenswerte Satz,
dafs diec Grundzahl einer wirgends begrenzten Fliche immer
ungerade ist. Insbesondere ist also die Grundzahl einer jeden
Polyederfliche ungerade.

4. Fiir einfach zusammenhiingende Polyederfliichen, welche
wirklich einen Korper begrenzen, gilt der folgende merk-
wiirdige, von L. Fuler*) gefundene Satz (Fuler’scher Satz),
falls auch die einzelnen Flichen einfach zusammenhingend
und die Ecken einfach sind: Bezeichnet man die Zahl der
Ecken, Kanten wnd Flichen einer solchen Polyederfliiche resp.
mit e, k, [, so ist

e+ f—k=2

Beweis: Wir wollen die Polyederfliche nach und nach
aus ihren einzelnen Flichen zusammensetzen und in jedem
Stadium der Konstruktion die Zahl ¢ - f — & bestimmen.
Sei zuniichst eine n-seitige Fliche gegeben, so ist ¢ = n,
k=mn, f=1, also e 4+ f — k =1. Setzen wir an eine Kante
der ersten Fliche eine zweite, m-seitige an, so kommen eine
Flache, m — 2 Kcken und m — 1 Kanten neu hinzu; es
bleibt also e + f— &k = 1. Setzen wir eine dritte Fliiche
an, sei es mit einer oder mit zwei Kanten, so kommt wieder
eine Kante mehr hinzu als Ecken, so dals e+ f—F%k =1
bleibt. Man sieht leicht ein, dals auch weiterhin immer
die Zahl der hinzutretenden Kanten die der hinzutretenden
Ecken um 1 iibertrifft, wenn man es nur vermeidet, die zu-
sammengesetzte Fliche mehrfach zusammenhiingend werden
zu lassen. So fahren wir fort, bis alle Flichen mit Aus-
nahme einer angelegt sind. Beim Ansetzen dieser letzten
kommen keine Kcken und Kanten hinzu, wohl aber eine
Fliche, so dafs ¢ 4+ f — &k = 2 wird.

Polyederflichen, welche dem Euler'schen Satze geniigen,

*) Nov. Comment. Petropol. B. 4, p. 109; 1752. —

Eine Ecke soll als einfach angesehen werden, wenn ihre Seiten
der Reihe nach in einem Umgange durchlaufen werden koénnen. Durch
Zusammenfiigen mehrerer solcher Ecken mit dem Scheitelpunkte er-
hiilt man eine zusammengesetzte Ecke.
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sollen Fuler’sche - Polyederflichen heifsen, die Korper, welche
sie begrenzen, Fuler'sche Polyeder.

5. Der Euler'sche Satz hat bis in die neueste Zeit viel-
fache Neubehandlungen erfahren®). Dieselben beziehen sich
teils auf den Beweisgang — vielfach wird der Satz durch
Projektion der Polyederfliche auf eine Kugelfliiche oder Ebene
bewiesen, wodurch jedoch unnétige Beschriinkungen einge-
filhrt werden —, teils auf die Ausdehnung des Satzes. Is
ist ganz irrelevant, ob das Polyeder einspringende Ecken
hat oder nicht. Dafls die Fliche nicht aus unzusammen-
hiingenden Teilen bestehen darf, ist einleuchtend; in diesem
Falle sind die Flichenteile einzeln zu untersuchen. Die
Hauptfrage, welche wir jetzt beantworten wollen, ist die:
welchen Einflufs hat ein mehrfacher Zusammenhang der ge-
samten Polyederfliiche oder der einzelnen F'liichen auf die Euler’sche
Gleichung **) 2

Es sei hierbei vorausbemerkt, dals eine Polyederfliche
einfach zusammenhiingend sein kann, wiihrend einzelne ihrer
Fliichen mehrfachen Zusammenhang besitzen. Man schneide
z. B. aus der Fliche eines Polygons ein zweites aus und
errichte auf dem inneren und #ufseren Polygon eine Pyra-
mide, so hat man ein Beispiel dieser Art. Eine Polyeder-

#) Uber die iltere Litteratur des Satzes nebst Folgerungen findet
man zahlreiche Angaben bei Baltzer, Stereometrie p. 218, ferner in der
Steiner’schen. Abhandlung: Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes
von BEuler u.s.w., Ges. W., B.I, p. 95. — Von anderen Abhandlungen
seien besonders erwithnt: die Becker’schen Abhandlungen in Schlo-
milch’s Zeitschrift, B. 14, p. 66 und 337 und B. 18, p. 828; R. Hoppe,
Eyrginzung des Euler’schen Satzes von den Polyedern, Grunerts Arch.
B. 63, p. 100; Godt, Untersuchungen iiber Polyeder von mehrfachem
Zusammenhang, Progr., Liibeck; F. Lippich, Zur Theorie der Polyeder,
Wien. Ber. B. 84, p. 20. Die letztere Abhandlung giebt das hier ab-
geleitete Resultat. Dasselbe findet sich schon fiir Polyeder mit ein-
fach zusammenhiingenden Einzelflichen in dem erwithnten Teile von
Mobius Nachlals. Auch Jordan (Borchardts Journ. B. 66, p. 35) be-
handelt das Problem in diesem Umfange.

#¥) Auszuschliefsen von der Betrachtung sind solche Flichen, deren
beide Seiten miteinander in Verbindung stehen, denen daher, wie
weiter unten angegeben werden wird, kein Rauminhalt zugeschrieben
werden kann,
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fliche kann aber auch mehrfach zusammenhiingend sein,
withrend die Flichen, welche sie zusammensetzen, einzeln
betrachtet, alle einfach zusammenhiingend sind. Die Bildung
solcher Polyeder liegt auf der Hand.

Wir untersuchen zuerst den Einflufs des Vorhandenseins
einer mehrfach zusammenhingenden Einzelfliche auf die
Grofse e+ f— k. Jede solche Fliche kann man durch
Querschnitte, welche zu den Kanten hinzutreten, in eine ein-
fach zusammenhiingende verwandeln. Durch das Anlegen
eines Querschnittes wird aber immer eine Kante mehr er-
zeugt als Ecken hinzukommen. Fithrt man den Querschnitt
namlich zwischen zwei Kcken gerade, so tritt eine Kante,
aber keine Ecke hinzu. Stofst der Querschnitt an eine Kante
an, so erzeugt er an dieser Stelle eine Kcke, zerlegt aber
jene Kante in zwei w. s. w.; immer wird das erwihnte Re-
sultat erzielt. Die Grofse e 4 /' — & wird also durch Anlegen
eines jeden Querschnitts um 1 vermindert. Ist p die Anzahl
der Querschnitte, welche notig sind, um simtliche KEinzel-
fliichen in einfach zusammenhingende zu verwandeln, so wird
¢ + f— k durch diese Querschnitte um p vermindert. Um-
gekehrt ist bei der unveriinderten Fliche ¢ 4+ f— %k um p
grofser, als bei derjenigen, deren Einzelflichen einfach zu-
sammenhiingend gemacht wurden.

Es sei nun eine nm-fach zusammenhiingende Polyeder-
fliche vorgelegt, deren Einzelflichen und Ecken jedoch durch
Querschnitte bereits einfach zusammenhiingend gemacht
wurden. Wir nehmen aus ihr eine beliebige der Fliichen
heraus und haben sie nun in dem Stadium, in welchem sich
beim Beweise des Euler’schen Satzes die Polyederfliche vor
dem Kinsetzen der Endfliche befand; die Zahl ¢ 4 f — F ist
daher jetzt um 1 kleiner als vor dem Ausschneiden. Die
Fliche ist noch #-fach zusammenhiingend, aber mit einer
einzigen Grenzlinie versehen. Durch ¢ = # — 1 Querschnitte
wollen wir nun die Polyederfliche in eine einfach zusammen-
hiingende verwandeln. Dabei diirfen wir uns ohne Be-
schriinkung der Allgemeinheit die Querschnitte mit den schon
vorhandenen Kanten zusammenfallend denken. Legen wir
nimlich einen Querschnitt durch eine der einfach zusammen-
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hiingenden Einzelflichen, so kommt allerdings wie oben eine
Kante mehr hinzu als Ecken hinzutreten, aber die Zahl der
Flichen wird durch die stattfindende Trennung um eine er-
hoht; e 4 f— & bleibt daher ungeéindert. Es macht also
nichts aus, wenn man auf diese Art beliebig viele Kanten
neu erzeugt.

Wir beginnen die Reduktion der Polyederfliche mit
dem Legen eines Querschnittes iiber vorhandene Kanten von
einem Eckpunkte der Grenzfliche bis zu einem anderen; in
diesem Querschnitte durchschneiden wir die Fliche. Hier-
durch treten an Stelle je einer Ecke oder Kante des Schnittes
je zwei. Da aber der Schnitt beiderseits durch Ecken be-
grenzt ist, so wird die Zahl der Ecken um 1 stirker ver-
mehrt als diejenige der Kanten; e 4 f — & erfihrt also eine
Vermehrung um 1. Das Gleiche wiederholt sich beim Durch-
schneiden in jedem weiteren Querschnitte, wobei es notig
ist, jeden solchen in zwei Punkten der schon vorhandenen
Grenzlinie endigen zu lassen. Beim Einfachwerden des Zu-
sammenhangs hat sich ¢ 4+ f — % um ¢ vermehrt. Wir
schliefsen hieraus, dals bei einer Polyederfliiche, welche durch
¢ Querschnitte in eine einfach zusammenhingende verwan-
delt wird und nur einfach zusammenhingende Einzelflichen
besitzt,

B fiwn b e b
ist.

Fassen wir unsere beiden gewonnenen Resultate zu-
sammen, so gelangen wir zu dem Ergebnis, dals fiir jede
nicht in getrennte Teile zerfallende Polyederfliche, welche gecignet
ist, einen Korper zu begrenzen,

e+f—k=2+p—g
ist, worin p und q die Zahlen der Querschwitte bezeichnen, welche
resp. erforderlich sind, wm die Finzelflichen und die Gesamt-
fliche einfach zusammenhingend zw machen.

Ist n die Grundzahl der Polyederfliche und enthilt
letztere my,, mg, m, u. s. w. Flichen mit den Grundzahlen
2, 3, 4 u. s. w., so kann man hierfiir auch schreiben

e+f—k=3—n+my+ 2mg 4 3my 4 ---.
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Bisher wurden die siimtlichen Ecken des Polyeders als
einfach vorausgesetzt. Kommen zusammengesetzte Ecken vor,
so kann man sich das Polyeder so deformiert denken, dals
die einzelnen Bestandteile dieser Ecken auseinander riicken.
Man erkennt hieraus, dafls die hergeleiteten Formeln ihre
Giiltigkeit behalten, wenn man fiir jede n-fach zusammen-
gesetzte Ecke n einfache Ecken in Rechnung bringt. Analog
kann man Kanten behandeln, in denen mehr als zwei Flichen
zusammenstolsen.

Das Auftreten einer n-fach zusammengesetzten Kcke —
die man auch als eine n-fach zusammenhingende bezeichnen
kann — ist in bezug auf die Grofse ¢ + f— & von der um-
gekehrten Wirkung, wie das Vorkommen einer n-fach zu-
sammenhiingenden Fliche.

6. Unter Voraussetzung des Parallelenaxioms gilt der
weitere Satz: Die Summe der Kantemwinkel einer Polyeder-
fliiche betragt 4 (k — [) R oder, wenn ¢ + f— k = 2 1ist,

4(e — 2)R.

Beweis: Ist die Polyederfliche aus f; Dreiecken, f, Vier-
ecken, f; Fiinfecken u. s. w. zusammengesetzt, so betrigt
jene Summe

AERT 4L+t ) B—4(h Lt Lt )R
=4k —/)R,
da jede Kante zwei Flichen gemeinsam, also 3f; 4 4/,
+5f+ =2k ist, wihrvend =/, + /., + f; + - - - ist.
7. Bei eimem Fuler’'schen Polyeder mit komvexen IFicken

betrigt die Summe der F'lichemwinkel, vermindert wm den mit
4 R multiplizierten Inhalt seiner Ecken, 2 (f — 2) R.

Beweis: Ist die Winkelsumme einer p;-seitigen Ecke des
Polyeders ¢, so ist nach § 41, 6 der Inhalt derselben

qk—(21’k—4)R

8 I 3
so dals der Inhalt der séimtlichen Ecken des Polyeders
Jan Ottt - — B4t -)EB 4 LeB
8 R

betrigt. Nun ist aber ¢, + ¢, + - - - die doppelte Summe 26
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der Flichenwinkel des Polyeders und p, 4+ p, 4 --- = 21,
so dafls wir
L il 26 — 4k R + 4eR iR —= 4(f—2)R
8R 8 R
oder
6 —4JR=2(f—2)R
haben.

8. Da an jeder Kante vier Polygonwinkel liegen, jeder
Polygonwinkel aber von zwei Kanten gebildet wird, ist, wie
schon bemerkt, die Zahl der Polygonwinkel die doppelte der
Kanten, also gerade. Polygone von ungerader Seitenzahl wnd
Fcken von ungerader Seitenzahl kimnen daher nur in gerader
Ziahl auftreten.

Da jedes Polygon und jede Ecke mindestens drei Kanten
enthilt, wihrend jede Kante zwei Polygonen, resp. zwei
Ecken gemeinsam ist, so hat man

3f<2k und 3e<2E.
Setzt man hierin f=Fk —e¢ + 2, e=Fk — {4 2, so er-
hiillt man fiir ein Euler’sches Polyeder

64+%k<3e und 64 k<3f,
also
6 +5<3f<2k, 64+k<3e<2k.
Eliminiert man % mittels k = ¢ + /' — 2, so folgt
44+ e<2f<4e—8, 44+f<2e<4f— 8.
Ferner ist 6 4 &£ <2k oder 6 <k, was auch unmittelbar
klar ist. Da fiir k=T
13<3f< 14

sein miilste, so ist ein Fuler'sches Polyeder mit sicben Kanten
unmaglich. Die Flichen eines Polyeders kimmen nicht alle melr
als fiinfeckig sein; denn sonst wire die Zahl der Polygon-
winkel > 6/, also & > 3f, wihrend 6 4 £ <3f ist. Das
Entsprechende gilt fiir die Ecken, wie iiberhaupt fiir Ecken
nnd Flichen dieselben Relationen auftreten.

9. Wenn ein Euler’sches Polyeder f; dreieckige, f; vier-
eckige, . . . Flichen, ¢, ¢, . .. dreiseitige, vierseitige, . .. Ecken
besitzt, so ist
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f=fi + i+ fo o)
et s s, il 0 GRS
2k =8+ 46+ 5h+ -,
2k =3e; + 4e¢, + He; + - - -.
Mit Hilfe von 2% = 2+ 2¢ — 4 wird hieraus
(a) {2(72«1+f4+f:5+"')=4+03+2e4+3e5+"':
2 t+eat+ea+-)=4+f+20L+3F+ -
Die Addition beider Gleichungen (a) giebt

hite=8+(fit+ea)+2(fte+

woraus der Schluls zu ziehen, dafls kein Polyeder™) existiert,
welches gleichzeitig von dreiseitigen Ilichen und Ecken frei ist;
die Summe beider Anzahlen betrigt mindestens acht.

Addiert man die Gleichungen (a), nachdem man die eine
mit 2 multipliziert hat, so erhilt man

Bk 2fitfi=12+ 20+ A+ fi+2h 4
3e;+2¢,+e=1242f, +4f;+ -+ e+ 26+ .

Ein Polyeder ohne dreieckige und wiereckige F'lichen hat
hiernach wenigstens zwilf finfeckige I'lichen.

Ein Polyeder ohme dreieckige und fiinfeckige F'lichen hat
mindestens sechs viereckige Iliichen.

Ein Polyeder ohme viereckige und fiinfeckige I'ldchen hat
mindestens vier dreieckige I'lichen.

Sind die Ecken eines Polyeders alle dreiseitig, die Flichen
hichstens sechseckig, so ist

3fs+ 20+ f; =12

Soll awfser beliebig wvielen sechseckigen F'lichen nur eine
der drei Gattungen von Flichen mil weniger Seiten auftreten,
so miissen es wvier Dreiecke, sechs Vierecke oder zwolf Iiinf-
ecke sein.

Multipliziert man die Gleichungen (a) mit 3 und 2 oder
2 und 3 und addiert, so folgt noch

Af; + 2+ 6, =20+ 26, - Beg - Beg o 426 +-4fs+ -+,
46,4 2o, f, =20+ 2f, + Bfy+8fy 20, +-dey o,

*) Hier und in den folgenden Sitzezl sind immer Fuler'sche Polyeder
gemeint.
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woraus u. a. hervorgeht, dals ein Polyeder ohne dreieckige und
viereckige F'liichen mindestens 20 dreiseitige Ecken hat.

Alle diese Sditze bleiben richtig, wenn man in ihnen die
Worte Fliche und Ecke u. s. w. vertauscht; zwischen Flichen
und Ecken herrscht fast durchgehends Dualismus, wie spiiter
aus dem Reciprozititsgesetz folgen wird.

10. Hat ein Euler’sches Polyeder lauter m-seitige Fliichen,
resp. n-seitige KEcken, so ist

mf=2k e—2=k—f=%f(m—2),
resp.
ne=2"k f—2=Fk—e=%e(mn— 2).
Sollen beide Bedingungen gleichzeitig statthaben, so ist
m—2)(n—2 e=2)([==2
( l( ¥k o )e(,f N
Die einzigen diesen Bedingungen geniigenden Werte fiir m, n
und die daraus folgenden fiir /, e, & sind
m=3, 3, 3 4. 5
gy mmdg e v D e el
f=4, 8 20, 6 12
Oy B 20 B )
k=6, 12, 30, 12, 30.
Spezialfille dieser fiinf Polyedertypen mit lauter gleichartigen
Flichen und Ecken sind die bekannten fiinf regelmdifsigen
Korper, die ihrer speziellen Eigenschaften wegen hier nicht
weiter untersucht werden sollen.

Setzt man nur fest, dals alle Ecken n-seitig sein sollen,
so gelangt man zu Korpertypen, welche die Verallgemeinerung
der Archimedischen Korper bilden.

11. Um zu einer Klassifizierung simtlicher Polyeder zu
gelangen, die jedoch wegen der bald eintretenden Kompli-
kation nicht durchgefiihrt ist, wird man nach dem Friiheren
entweder von einer Zusammenstellung von 4, 5, 6, 7 u. s. w.
Ebenen ausgehen und zusehen, welche Polyederflichen hier-
durch erzeugt werden, oder man geht von einer analogen
Zusammenstellung von Punkten aus, durch welche Ebenen
gelegt werden. Bei dem ersten Verfahren werden im all-
gemeinen nur je drei Ebenen durch denselben Punkt gehen,
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also nur dreiseitige Ecken auftreten; alle mehrseitigen Ecken
sind als Singularititen aufzufassen. Analog liefert das zweite
Verfahren im allgemeinen nur dreieckige Flichen, wihrend
mehrseitige Flichen als Singularititen erscheinen. In beiden
Kategorien zugleich erscheint nur das Tetraéder allein als
Normal-Polyeder. Wir wollen nach dem ersten Verfahren
die einfachsten Fille zusammenstellen, zu denen das zweite
dualistisch entsprechende Gebilde liefert. Aufser den friiheren
Relationen ist zu beachten, dafs die grofstmogliche Seiten-
zahl eines Polygons und einer Ecke im Polyeder /' — 1 ist.

a. f=4: Das Tetraéder.

b. f=05. Im Normalfalle (alle Ecken dreiseitig) ist

2k = 3e, k=%e, e+5—§29=2,

also e=06, k=29. Da hier f=f, 4 f, ist, so folgt weiter
fs + e =28, f; =2, somit f = 3. Dies entspricht dem
Pentaéder. Treten auch vierseitige Ecken auf, so ist nach (a)
2(h+1) =4+ ¢+ 2¢
oder 6 = ¢ | 2e¢,,
woraus ¢, = 1 folgt, da 4 4 f<2¢, also ¢e>5 ist. Wir
haben also ¢, =1, ¢; =4, und aus
2(e, 4 0) = 4+ f, + 2, wird
Gk i) B odl Tl
Der Korper ist von einem Viereck und vier Dreiecken be-
grenzt, ist also die vierseitige Pyramide. Dieselbe entspricht
sich, wie alle Pyramiden, selbst dualistisch, wiihrend dem
Pentaéder ein aus zwei dreiseitigen Pyramiden zusammen-
gesetzter Korper gegeniibersteht.
c. Ist /=0, so haben wir fiir den Normalfall
8 =¢ und
2e,= 4+ fy + 2/, + 3 =10+ i + 21,

also 6 =1+ 2f.
Die hieraus folgenden Moglichkeiten sind

fs=0, 1, 2, 3

fu=26, 4, 2, 0

fo=e0; 1,52, 3

Rausenberger, Elementargeometrie. 14
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Von diesen Typen kommt jedoch nur der erste und dritte
wirklich vor; man erhilt sie, indem man vom Pentaéder
durch eine sechste Ebene zwei Ecken oder eine abschneidet.

Fiir die singuliren Fille hat man

8 =¢; + 2¢, + 3¢,

2 tate)=4+f+20+3=10+/+2f;
und 10 < 2¢ < 16 oder 5 <e < 8. Nach der ersten Glei-
chung sind die Fille
% = M Sl s bk

: LS e o) Py

e U R A |

denkbar. Die weitere Diskussion zeigt, dafs der erste Fall
fir f; = 2, f, = 4, der zweite fiir f; = 4, f, = 2, der dritte
fir f; = 6, der fiinfte fiir f; =5, f; = 1 moglich ist. Bei
dem ersten dieser Polyeder werden in der vierseitigen Ecke
die beiden Dreiecke durch zwei Vierecke getrennt. Das
zweite erhélt man durch Aneinandersetzen zweier Vierecke
mit einer Kante, mit welcher die gegeniiberliegenden Kanten
nicht beide parallel sein diirfen und Vervollstindigung durch
vier Dreiecke. Das dritte wird durch Aneinanderfiigen zweier
Tetraéder mit einer gleichen Fliche erzeugt; das vierte ist
die fiinfseitige Pyramide.

12. Da man die gegenseitige Lage von drei Eckpunkten
eines Polyeders durch drei Angaben, die der iibrigen aber
durch je drei Angaben (zweideutig) bestimmen kann, so ge-
niigen 3(¢ — 3) + 3 = 3¢ — 6 Angaben zur Bestimmung
eines Polyeders. Doch ist diese Zahl im allgemeinen noch
. zu grols; denn wenn mehr als drei KEckpunkte, etwa =, in
einer Fliche liegen, so werden hierdurch » — 3 Bestimmungen
ersetzt. Hierdurch vermindert sich die Zahl der Bestimmungs-
stiicke um

s 1 4f g o 1o — B = 2k + B,
so dafs sie sich beim Kuler’schen Polyeder auf
3¢—6—2k4+3f=3Fk+2)—6—2k=1Fk
reduziert (Legendre). Das Polyeder ist also im allgemeinen
durch die Angabe seiner Kantenlingen (mehrdeutig) bestimmt.
Doch giebt es hiervon Ausnahmen, da diese Kanten nicht
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immer voneinander unabhingig sind. Ein Prisma ist z B.
nicht durch seine Kanten bestimmt; die noch mogliche Ver-
schiebbarkeit bei unverinderlichen Kanten ist einleuchtend.

Eine der interessantesten, aber auch schwierigsten Fragen
der Polyedertheorie ist die, ob durch Festsetzung der einzelnen
Flichen wnd deren Zusammenordnung ein Polyeder mit end-
licher Vieldeutigkeit bestimmt ist. Dals dies im allgemeinen
zutrifft, geht aus dem soeben Behandelten hervor; aber es
ist schlechterdings nicht ersichtlich, ob nicht auch hier eine
so grofse Zahl von Bestimmungsgleichungen identisch werden
kann, dals das Problem unbestimmt bleibt. Dals eine ein-
deutige Bestimmung nicht stattfindet, zeigen die einfachsten
Beispiele; man braucht nur auf einer Fliche eines Polyeders
dieselbe Pyramide einmal nach aufsen, einmal nach innen zu
errichten, um zwei verschiedene Polyeder mit derselben Ober-
fliche (demselben , Netz“) zu erhalten.

Cauchy hat zuerst den Beweis erbracht, dafs Polyeder
mit lauter konvexen Ecken (konvexe Polyeder) durch ihr Netz
eindeutig bestimmt sind; hiermit ist aber nicht ausgeschlossen,
dafs mit demselben Netz auch nicht-konvexe Polyeder ge-
bildet werden konnen. Dieser Beweis, den wir nach der
Legendre’schen  Darstellung geben, erfordert einige Hilfs-
betrachtungen.

13. Lehrsatz: Bleiben in einer konvexen Ecke OABCD...
alle Seiten aufser AODB und alle Winkel aufser den beiden an-
liegenden und einem belicbigen andern & (an der Kante OE)
konstant, so wimmt AODB mit & zu und ab, so lange dic Fcke
nicht den Charalter der Konvexitit verliert.

Beweis: Legen wir die Diagonalebenen AOF und BOE,
so sind die Seiten AOE und BOE fest bestimmte, unver-
inderliche Grofsen und ebenso die beiden #ulseren von den
drei Teilen, in welche & zerlegt wird; die Anderung des
inneren Teiles % ist mit derjenigen von & identisch. In der
konvexen dreiseitigen Ecke O A B E sind also die beiden Seiten
AOEFE und BOE konstant, wihrend sich 405 und der gegen-
iiberliegende Winkel 5 gleichzeitig #indern. Aus dem sphi-
rischen Kosinussatze folgt aber, dals 4 0B mit 5, also auch
mit & zu- und abnimmt.

14 %
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Durch wiederholte Anwendung derselben Schlulweise ge-
langt man zu dem erweiterten Resultate: Wenn wn der kon-
vexen Eicke OABCD . . . alle Seiten aufser AOB ungedndert
bleiben, die Winkel aber aufser den beiden anliegenden simtlich
oder teilweise zunchmen, wihrend keiner abnimmt, so wird A 0D
grafser; nehmen die genannten Winkel alle oder teilweise ab, ohne
dafs emer zunimmt, so nimmt auch AOB ab. Alles dies gilt
nur so lange, als die FEcke Lonvex bleibt.

14. Lehrsatz: Bleiben die Seiten einer mehr als dreisei-
tigen konvexen Ecke ungedndert, wihrend sich die Winkel be-
liebig dndern, ohne dafs jedoch einer 2R iiberschreitet, und
bezeichnet man die Kanten, deren Winkel eine Vergrifserung,
resp. eine Verkleinerung erlitten haben, mit -, resp. —, wih-
rend man die unverdndert geblicbenen aufser betracht lifst, so
erhdlt man bei einem vollstindigen Umlauf wm die Ecke min-
destens einen vierfachen Zeichemwechsel.

Beweis: Da man von - ausgehend nach einem vollstiin-
digen Umlauf wieder zu - gelangt, so mufls die Zahl der
Zeichenwechsel eine gerade sein. Dals nur Vergrofserungen
oder nur Verkleinerungen von Winkeln vorkommen, ist nicht
moglich; denn aus dem vorigen Satze ist zu schlielsen, dafs
sich dann mindestens eine Seite vergrofsern oder verkleinern
miifste. Hierdurch ist ein zweifacher Zeichenwechsel nach-
gewiesen. Gesetzt nun, es kiimen keine weiteren Zeichen-
wechsel vor, so konnte man die Ecke durch eine Diagonal-
ebene derart in zwei zerlegen, dals die Winkel einer jeden, die
an der Diagonalebene anliegenden ausgenommen, nur Ver-
grofserungen, resp. nur Verkleinerungen erfahren. Aus dem
vorigen Satze schliefsen wir dann, dals die Diagonalebene
als Seite der einen Ecke sich vergrofsern, als Seite der andern
sich verkleinern miilste, was einen Widerspruch enthiilt. Hier-
aus folgt unser Satz.

15. Es sei nun ein konvexes Polyeder mit bestimmter
Oberfliche vorgelegt; wir untersuchen, ob es eine Verschie-
bung zulifst, ohne den Charakter der Konvexitit zu verlieren.
Bei der Verschiebung kinnen alle Ecken oder nur ein Teil
derselben Anderungen erleiden; wir untersuchen zuniichst den
ersten Fall. Behalten wir siimtliche eingefiihrten Notationen
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bei, so werden bei jeder Ecke mindestens vier Zeichenwechsel,
in dem eben besprochenen Sinne, stattfinden; die Summe Z
aller dieser Zeichenwechsel beim Umkreisen der einzelnen
Kcken ist also Z > 4e oder
Z>8 4 4k — 4f.

Statt die Ecken zu umkreisen, wollen wir jetzt den Umfang
irgend einer Fliche vollstéindig durchlaufen und die Zahl der
Zeichenwechsel bei den anliegenden Flichenwinkeln in be-
tracht ziehen. Bedenken wir, dals irgend zwei Fliichenwinkel,
welche in einer Hcke aufeinander folgen, auch in einer der
Flichen nebeneinander liegen und umgekehrt (man betrachte
nur die Fliche als eine der Seitenflichen jener Ecke), so ge-
langen wir zu dem Resultate, dals die Summe aller Zeichen-
wechsel, welche man beim Durchlaufen der Umringe simt-
licher Flichen des Polyeders erhiilt, derjenigen gleich ist,
welche sich beim Umkreisen siimtlicher Ecken ergiebt; denn
jedem Zeichenwechsel bei einer Fliche entspricht ein solcher
bei einer Ecke. Die grofstmogliche Zahl von Zeichenwechseln,
welche bei einem 3, 4, 5, 6, 7...2n, (2n 4 1)-Eck mog-
lich ist, betrigt 2, 4, 4, 6, 6 ... 2n, 2n, da eine ungerade
Anzahl nicht vorkommen kann. Demgemils ist die Gesamt-
zahl der Zeichenwechsel

ZL2fy+4fi+ 46+ 66+ 64 .
Hiermit stellen wir das vorhin gefundene Resultat zusammen,
welches wir durch die Bemerkung, dafs

2k =3f, + 4fi + 5fi+ -+,
f=f:°.+f4+f5+

Z28+42f+4fi+6f+ -
umgestalten. Beide Resultate widersprechen aber einander,
da der gefundene obere Grenzwert kleiner ist als der untere.

Ein Variieren séimtlicher Ecken eines konvexen Polyeders
bei bestimmter Oberfliiche ist daher nicht mdglich.

16. Die Moglichkeit, dafs nur ein Teil der Ecken variiert,
withrend die iibrigen fest bleiben, mufs besonders untersucht
werden. Denken wir uns sédmtliche Kanten, an denen un-
veriinderliche Winkel liegen, und alle Ecken, in denen nur

ist, zu
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solche Kanten zusammenstolsen, beseitigt, so geht die Polyeder-
oberfliiche in ein Konglomerat von Einzelflichen iiber, welche
nicht mehr eben sind, aber aus ebenen Teilen bestehen,
und deren Winkel an den iibrighleibenden Kanten siimtlich
variieren. Fiir diese neue Fliche gilt noch, wenn nicht ge-
rade simtliche Flichen sich in eine einzige vereinigen, was
natiirlich nicht in betracht kommt, der Euler’sche Satz; denn
bei dem Beweise desselben wurde in keiner Weise voraus-
gesetzt, dafs die Flichen eben sein miilsten.

Die Betrachtungen der vorigen Nummer bleiben daher,
wie man sich leicht tiberzeugt, bei der neuen Fliche voll-
kommen bestehen.

Das Resultat lautet: Durch die gegebene Oberfliche ist ein
konvexes Polyeder eindeutig bestimmd.

§ 46.
Der Rauminhalt.

1. Bei einem Polyeder im gewohnlichen Sinune kann
man in gleicher Weise von einem Rauminhalte sprechen, wie
bei einer ebenen Figur vom I'licheninhalte. Man kann meh-
rere Polyeder zu einem einzigen vereinigen, sie also addieren,
und ebenso subtrahieren, und zwei Polyeder als inhaltsgleich
bezeichnen, wenn sie sich aus vollkommen gleichen Teilen
zusammensetzen lassen; hierbei wird wiederum das Axiom
benutzt, dals zwei Polyeder, die bei irgend einer Zerschneidung
in entsprechend gleiche Teile sich als inhallsgleich erweisen, wicht
bei einer anderen ungleich erscheinen kimnen. Im Anschluls
an das iibliche Flichenmafs, das Quadrat, benutzt man als
Korpermals den Wiirfel, dessen Kanten der Lingencinheit
gleich sind.

Auch die Raumgleichheit soll durch das Zeichen = aus-
gedriickt werden. Der Kiirze wegen sollen Raumvergleichung
und Raumvermessung im folgenden gemeinsam durchgefiihrt
werden. Im Gegensatze zu den Siitzen der Flichenverglei-
chung (§ 24) st es nicht gelungen — und diirfte daher auch
kaum gelingen — beliebige inhaltsgleiche zwei Polyeder durch
Zerschneidung in eime endliche Anzahl gleicher Teile ineinander
tiberzufiihren.
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Alle hierher gehorenden Untersuchungen sind vom Paral-
lelenaxiom abhiingig *).

2. Der am einfachsten zu vermessende Korper ist das
Larallelepipedon, dessen Flichen Rechtecke sind (das recht-
winklige Parallelepipedon). Betragen drei anstofsende Seiten
desselben @, b und ¢ Lingeneinheiten, so lifst es sich in
a.b.c Wiirfel, welche die Raumeinheit darstellen, zerlegen.
Falls die Seiten die Lingeneinheit nicht ganzzahlig enthalten,
so sind die zu § 25, 2 analogen Betrachtungen auszufiihren.
In jedem Falle ist J = abe.

3. Der Gesamtrawm lifst sich dwrch gleiche Wiirfel aus-
fiillen; man braucht ihn zu diesem Zwecke nur durch drei
zueinander senkrechte Systeme #quidistanter Parallelebenen
zu zerschneiden. Denkt man sich in dem Raume einen be-
liebigen begrenzten Korper (mit gewissen Ausnahmen) ent-
halten, so wird ein Teil der Wiirfel innerhalb, ein Teil aulser-
halb des Korpers liegen, wihrend noch andere von der
Oberfliche des Korpers durchschnitten werden. Lifst man
die fraglichen Wiirfel zu unendlicher Kleinheit abnehmen, so
wird der durch die durchschnittenen Wiirfel ausgefiillte Rawm
unendlich klein gegen die Swmme der innerhalb gelegenen Wiirfel
werden. Um dies einzusehen, denken wir uns die Wiirfel
zunichst in Schichten, die von je zwei Parallelebenen ein-
geschlossen sind, gruppiert, in einer Schicht gruppieren wir
sie wieder durch ein zweites System von Parallelebenen in
Reihen. In jeder Reihe einer Schicht, einzelne ausgenommen,
wird nur eine endliche Zahl der Wiirfel von der Oberfliche
durchschnitten, wihrend unendlich viele innerhalb liegen;
die Zahl der Reihen, bei denen ein endlicher Bruchteil der
Wiirfel von der Oberfliche getroffen wird, verschwindet wieder
gegen die Zahl der iibrigen. In jeder Schicht, einzelne aus-

. *) Im ganzen haben wir in der Elementargeometrie fiinf melsbare
Grofsen kennen gelernt. Von einer Dimension sind Strecken und
Winkel, von zwei Dimensionen der Flichen- und der Eckeninhalt, von
drei Dimensionen ist der Rauminhalt.

Die Euklidischen Sitze, welche sich mit dem Rauminhalte be-
schiftigen, geben nur Inhaltsvergleichungen, keine Inhaltsberechnungen
(vgl. § 24).
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genommen, ist daher die Zahl der durchschnittenen Wiirfel
verschwindend klein gegen die Zahl der innerhalb gelegenen.
Da ferner die Zahl der Schichten, in denen ein endlicher
Bruchteil der Wiirfel durchschnitten wird, gegen die iibrigen
verschwindet, so ergiebt sich das behauptete Resultat®).

Man kann dasselbe bei der Vermessung irgend eines
Korpers in der Weise benutzen, dafs man die Zerlegung in
bebiebig kleine Wiirfel vorgenommen und die iin Innern des
Korpers gelegenen Wiirfel abgeziihlt denkt; man kann deren
Inhalt mit dem Inhalt des gesamten Korpers identifizieren,
gleichgiltig ob die von der Oberfliche durchschnittenen Wiirfel
ganz oder teilweise zugerechnet werden oder nicht. Wir wer-
den von diesem Prinzip ausgiebigen Gebrauch machen, da
mit einer Zerlegung in endliche Teile wohl bei den Prismen,
aber schon nicht mehr bei den Pyramiden auszukommen ist.

Vorliufig konstatieren wir noch, dafs symmetrische. Korper
inhaltsgleich sind, da bei einer symmetrischen Zerlegung beider
in Wiirfel die Zahl der innen gelegenen die gleiche ist.

4. Bei einem Prisma, dessen Grundfliche G Fliichen-
einheiten, dessen Hohe™) / Lingeneinheiten enthilt, denken
wir uns die Zerlegung in Wiirfel derart vorgenommen, dafs

das eine System von Parallelebenen mit dem Abstande %

den Grundflichen parallel wird. In jeder Schicht sind dann
offenbar, von verschwindenden Zahlen abgesehen, n*¢¢, im

ganzen Korper hn.n* G Wiirfel enthalten, so dafs wir fiir das

Prisma den Rauminhalt J = nigh = G'h finden.

5. Legen wir bei einer Pyramide von der Grundfliche G
und der Hohe & das erste System der Parallelebenen eben-

*) Diese auf Anschauung beruhende Darstellung moge hier ge-
niigen; fiir jeden in der Folge vorkommenden Fall lifst sie sich leicht
strenger fassen. Eine vollstindige Erledigung wiirde auf Infinitesimal-
betrachtungen fiihren. Korper, deren Oberfliche unendlich vielfach
gefaltet ist, konnen eine Ausnahme bilden.

#¥) Beim Prisma versteht man unter Hohe den senkrechten Ab-
stand der beiden Grundflichen, bei der Pyramide den der Spitze von
der Grundfliche; die Perpendikel, welche diesen Abstand bestimmen,
heilsen Hohenperpendikel.
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falls parallel zur Grundfliche, so werden durch diese Ebenen
Figuren ausgeschnitten, welche der Grundfliche @hnlich sind.
Bezeichnet G, den Flicheninhalt der im Abstande %, von der

Spitze befindlichen Figur, so ist G, = G hh‘,, die Zahl der

auf ihr gelegenen Wiirfel kann mit #n*G - ngegeben werden.

h’ -2
Hieraus folgt

Jm GHR VR 1 gy PO 0
n® h n
_ g et DeEnt
6n
oder
Gh
e

Prismen und Pyramiden von flichengleicher Grundfliche
und gleicher Hohe sind resp. inhaltsgleich. Jede Pyramide ist der
dritte Teil eines Prismas von (flichengleicher Grundfliche und
gleicher Hohe.

6. Jeder geschlossene Korper lilst sich, wie auch ohne
weitere Beschreibung einleuchtet, in Pyramiden, diese lassen
sich in dreiseitige Pyramiden (Tetraéder) zerlegen®). Es wird
daher geniigen an Stelle der Aufgabe: den Rawminhall cines
Karpers aus den ihn bestimmenden Strecken (Kanten) zu be-
rechnen, die einfachere zu setzen:

Den Rawminhalt eines Tetraéders aus seinen sechs Kanten
zu berechnen. B

Die Losung dieser von Jumgius und Fuler behandelten
Aufgabe gelingt am bequemsten mit Hilfe von trigonometri-
schen Siitzen, weshalb wir letztere bei der Rechnung nicht aus-
schliefsen. Setzen wir wie frither bei dem Tetraéder A BCD

BC=a, CA=0b, AB=¢, AD=d, BD =,
CD=f,
so handelt es sich darum die Lénge % des von D auf ABC
gefillten Hohenperpendikels D E zu berechnen. Die Ebene

*) Es ist dies auch auf additivem und subtraktivem Wege lediglich
durch Ausdehnung der vorhandenen Flichen zu erreichen; freilich
konnen hierbei unendliche Pyramiden auftreten, deren Differenzen je-
doch berechenbare Prismen sind.
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ADE steht auf 4 BC senkrecht und zerlegt die dreiseitige
Ecke 4 in zwei rechtwinklige. Wir setzen SC BAD = p,
X DAC=p, x CAB =0, st DAE = ¢ und bezeichnen
die inneren Neigungswinkel an den Kanten b und ¢ mit u

und ». Dann ist
cos y — cos ff cos &
sin § sin & ?

cos u =

. . . in? in2 i3 s A e XY
sin & = sin B sin p = Vsm B sin® 0 (‘-:oig cos f§ cos 9)
sin

L6 V 1 — cos? B— cos’y“— cos? d +2 cos ﬁﬂcos y cos d
R sin? o (SR

Ferner ist

h = dsin ¢;
der Flicheninhalt von A A BC ist F =
der Inhalt J der Pyramide

be sin :
—— und somit

r4

J =" Py cos?p—cosy — costd | 2cosBeosycos .
Hierin ist einzusetzen:

cos ff = bz—+2~d;0i——’w :

cos y= SHEZC

cos 0 = § s +2clj: o7 .

wodurch wir erhalten
T= L V[AP @ — (0 + @ —*) — 1 (¢ + & — )
— @ (B4 — @) (P & — 1) (&) (V- —a)|.

Durch Ausmultiplizieren der Klammern und symmetrische
Anordnung der Glieder erhalten wir

J= L V[a@ @@ 44 ) v+ a4 1)
(@ B+ @+ 6% — a?f? — B — e
— @b — o d® — At — b — bt —chf? — szq]'

@ und d u. s. w. sind gegeniiberliegende, @, ¢, f u. s. w. in
einer Ebene liegende Kanten; die Symmetrie des Ausdrucks
ist hiernach einleuchtend.
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Nach v. Staudt und Sylvester kann die gefundene Formel
mit Hilfe einer Determinante folgendermalsen ausgedriickt
werden:

R B e
! 1 [E T A R B
2887 =1 a® O d& &
1@ o
BRIy BAT LA
S. hieriiber Baltzer, Determinanten, p. 215 und Salmon-Fiedler,
Analytische Geometrie des Rawmes, 1. Teil, p. 69.

Die- Bedingungen fiir das Reellwerden des Tetraéder-
inhalts sind identisch mit den § 43, 3 fiir die Existenz des
Tetraéders gegebenen.

Da sich die Berechnungen der Inhalte beliebiger Polyeder
auf diejenigen von Tetraédern reduzieren lassen, so konnen
wir den Satz aussprechen: ;

Der Inhalt eines Polyeders ist algebraisch ausdriickbar
durch die bestimmenden Strecken (Kanten).

Der Ausdruck fiir den Inhalt irgend eines Korpers ist in
den bestimmenden Strecken von der dritten Dimension (wie § 25, 8
zu begriinden).

7. Entsprechend den Untersuchungen von § 24, 7 ist
auch denjenigen Polyederflichen, welche kein Polyeder im
gewohnlichen Sinne begrenzen, ein Rauminhalt zuzuerkennen,
soweit dies iiberhaupt moglich ist. Bei der Begrenzung der
eigentlichen Polyeder sind zwei Seiten, eine ¢nnere, dem be-
grenzten Korper zugewandte, und eine dufsere zu unterschei-
den; man kann von keiner derselben zu der anderen auf
kontinuierlichem Wege gelangen, ohne durch die Fliche
selbst hindurchzudringen. Bei den Polyederflichen, welche
sich selbst durchdringen, kann dieselbe Unterscheidung mog-
lich sein, und dann lilst sich ein bestimmter Rauminhalt
festsetzen. Dies ist aber nicht thunlich bei Flichen — und
solche existieren nach den Mobius'schen Untersuchungen *)

*) Die simtlichen folgenden Untersuchungen riihren von Mdbius

her (Uber die Bestimmumgen des Inhalls eimes Polyeders, Ges. Werke
B. 2, p. 473).
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wirklich —, deren beide Seiten in Zusammenhang stehen
(Mobius’sche Fliichen). '

Bei den Polyederflichen der ersten Art, die fiir uns
allein in betracht kommen, gilt ein einfaches Kanfengesetz.
Bezeichnet man die eine Seite einer solchen Fliche willkiirlich
als die d@ufsere, so kann man von den beiden Richtungen, in
denen der Umfang (oder ein in sich zuriickkehrender Teil
desselben) einer der Polyederflichen durchlaufen werden kaun,
die eine als die nach rechfs, die andere als die nach links
gehende bezeichnen. Die erstere soll diejenige sein, die den
Drehungssinn eines Uhrzeigers besitzt, falls man sich das
Zifferblatt auf der #ufseren Polyederseite in der betreffenden
Polygonfliche angebracht denkt. Jede Kante ist nun zwei
Polygonen gemeinsam. Die Anschauung zeigt, dafls jede Kante
in entgegengesetztem Sinme durchlaufen wird, wenn die Um-
ringe der beiden Polygone, denen sie angehort, in gleichem
Sinne durchlaufen werden.

In der Folge wollen wir den nach rechls gehenden Um-
lauf als den positiven bezeichnen.

8. Der Inhalt eines Tetraéders A BCD, den wir durch
diesen Ausdruck bezeichnen, soll als positiv oder negativ be-
trachtet werden, wenn von 4 aus gesehen der Umlauf 5CD B
als nach rechts oder links gehend erscheint. Mit Ae bezeich-
nen wir den Inhalt einer Pyramide, deren Grundfliche ein
Polygon « ist, wobei wir iiber die Zeichenbestimmung die-
selbe Festsetzung treffen. Unter diesen Voraussetzungen gilt
folgender Satz:

Errichtet man auf den Flichen eines Polyeders, welches
dem Kantengesetze geniigt, Pyramiden, welche alle die Spitze O
besitzen, so ist die algebraische Summe dieser Pyramiden von
der Lage des Punltes O unabhdngig.

Beweis: Wir vergleichen die Inhalte jener Pyramiden
fiir zwel verschiedene Punkte O und O, als Spitzen. Ist
a = ABCD ... eine Seite des Polyeders, so ist fiir den Fall,
dafs 00, der Fliche a parallel liuft, Oa = O,a. Andern-
falls schneidet O O, die Fliche « in einem Punkte P und
wir haben nach § 24, 7

«a =PAB + PBC+ PCD + - -,

www.rcin.org.pl




§ 47. Die riiumliche Geometrie der Lage. 221

folglich
O« = OPAB + OPBC + OPCD +---,
0,a = 0,PAB + 0,PBC + 0,PCD + - - -,
und da offenbar
OPAB — O,PAB=00,AB
ist u s w,

Oa« — O,a = 00,AB + 00,BC + 00,CD + - - -.
Den ersten Fall kénnen wir fiir die Folge unberiicksichtigt
lassen, da wir einen Hilfspunkt O, so bestimmen konnen,
dals weder 00, noch O, 0, einer der Flichen des Polyeders
parallel wird, worauf dann durch doppelte Umformung das
gleiche Resultat erzielt wird.

Summieren wir die gefundenen Differenzen fiir alle Flichen
o, ¢ ... des Polyeders, so erhalten wir

Oe,+ Oy + Oy + -+ — Oy, — Oy — Oyg — - -+
= 200,4B.

Bei der Summierung auf der rechten Seite tritt jede
Kante A B doppelt auf, niimlich als Seite je zweier Polygone,
und zwar infolge des Kantengesetzes mit entgegengesetztem
Zeichen. Daher ist

Oo; + Oy + Oy + -+ — (O, + Oy 0, + 405 +--) =0.

Die fiir beliebige Punkte O hiernach konstante Summe

Oa, + Oy + Oy + - - -
wird als der Inhalt des Polyeders bezeichnet; man iiberzeugt
sich leicht davon, dafs er bei gewthnlichen Polyedern mit
dem frither so genannten Rauminhalte identisch ist.

§ 47.
Die rdumliche Geometrie der Lage.

1. In der raumlichen Geometrie der Lage treten mannig-
faltigere Verhiiltnisse auf als in der ebenen, ein Umstand,
durch den eine iibersichtliche Untersuchung sehr erschwert
wird. Als Besonderheiten, die von Mafsverhiltnissen unab-
hiingig sind, konnen wir die folgenden bezeichnen *):

*) Wir setzen in der Folge das Parallelenaxiom als eingefiihrt
voraus und behandeln demgemiils unendlich ferne Gebilde wie die im
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a. wenn Sich zwer Gerade schneiden oder, was dasselbe
ist, wn eimer Ebene liegen;

b. wenn mehr als zwei Ebenen durch dieselbe Gerade
gehen oder mehr als zwei Punkte in derselben Geraden
liegen ;

c. wenn mehr als drei Ebenen durch denselben Punkt gehen
oder mehr als drei Punkle in derselben Ebene liegen.

Man kann diese Besonderheiten auf die erste reduzieren,
da das Vorkommen der beiden letzten Fille in einem Gebilde
auch das sich Schneiden von Geraden zur Folge hat, die sich
im allgemeinen kreuzen wiirden; doch ist dabei nicht aulser
acht zu lassen, dafs auch die allgemeinen Ebenen- oder Punkte-
gebilde sich schneidende Gerade aufweisen und infolge dessen
schon im weiteren Sinne zur Geometrie der Lage gerechnet
werden konnen. Wir weisen der Geometrie der Lage im
allgemeinen die Gebilde zu, bei denen das Vorhandensein einer
Anzahl der angefiihrten Besonderheiten andere Besonderheiten
dieser Art mach sich zieht.

Abschliefsende Untersuchungen iiber die Grundgebilde
der Geometrie der Lage im Raume sind nicht vorhanden;
wir beschrinken uns daher auf das Vorfithren von zwei ein-
fachen und charakteristischen Fillen, nachdem einige vorbe-
reitende Sitze vorausgeschickt wurden.

2. Durch cinen Iibenenbiischel werden aus belicbigen Ge-
raden, welche nicht zu seiner Achse parallel sind, gleiche
Doppelverhiiltwisse ausgeschnitten.

Beweis: Schneiden zwei sich schneidende Gerade den
Ebenenbiischel, so braucht man nur eine Ebene durch sie
zu legen, die den Ebenenbiischel in einem Strahlenbiischel
schneidet; aus § 28, 6 folgt dann das Behauptete. Durch-
dringen zwei in verschiedenen Ebenen gelegene Gerade ¢ und
b den Ebenenbiischel, so kann man eine dritte Gerade ¢ durch
je einen Punkt von a und b legen; auf @ und ¢, sowie auf

Endlichen gelegenen. Da jedoch in der nicht-Euklidischen Geometrie
die Doppelverhiltnisse denen in der Euklidischen Geometrie ganz analog
sind, so bestehen die Gebilde der Geometrie der Lage mit der Be-
schriimkung von § 42, 4 unabhiingig vom Parallelenaxiom.
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b und ¢, also auch auf @ und b werden dann gleiche Doppel-
verhiiltnisse ausgeschnitten. Irgend zwei Pumltreihen werden
also durch die Ebenen eines Ebenenbiischels projektivisch auf-
einander bezogen.

Vier Ebenen eines Strahlenbiischels heilsen harmonisch,
wenn sie aus irgend einer Geraden vier harmonische Punkte
ausschneiden. :

Zwei Ebenenbiischel heifsen einander projektivisch zuge-
ordnet, wenn irgend zwei durch sie ausgeschnittene Punkt-
reihen projektiv aufeinander bezogen sind.

3. Drei Gerade a,, a,, a;, von denen keine zwei derselben
FEbene angehiren, werden gleichzeitig durch unendlich viele Ge-
rade geschnitten derart, dafs durch jeden Punkt dieser drei
Geraden eine und nur eine der schneidenden Geraden hindurch-
geht. Man kann némlich durch @, und einen Punkt 4, von
a, eine Ebene legen, welche von @, in A4, geschnitten wird;
A, A, ist die einzige a,, a, und a; schneidende Gerade, welche
durch A, geht. Durch die drei Geraden a,, a,, ag ist also
ein System von unendlich vielen Geraden, d. h. eine gerad-
linige F'liche bestimmt®).

Durch je wvier dieser Geraden by, by, by, by werden aus
a,, ay, as gleiche Doppelverhiltnisse ausgeschnitten. Durch die
Gerade @, und je eine der Geraden b,, by, by, b, ist eine
Ebene bestimmt; die vier Ebenen bilden ein Biischel mit
der Achse @,. Durch dieses Biischel, also auch durch b, b,,
by, by, werden aus @, und a, gleiche Doppelverhiiltnisse ausge-
schnitten. Ebenso beweist man die Gleichheit der Doppel-
verhiiltnisse auf a, und a;. Vier Gerade des Systems b, welche
aus den Geraden a harmonische Punkte ausschneiden, kénnen
als harmonische Gerade bezeichnet werden.

4. Schneiden die vier Geraden by, by, by, b, die drei Ge-
raden a,, ay, a,, so schneidet jede weitere Gerade a,, welche
durch by, b, und by hindurchgeht, auch b,.

Beweis: Die Schnittpunkte B,, B,, By von a, auf b,
by, by bilden mit den Schnittpunkten von a,, a,, a, auf

*) Dieselbe ist ein einschaliges Hyperboloid oder ein hyperbolisches
Paraboloid; eine eingehendere Untersuchung dieser Fliche gehort
nicht hierher.
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denselben Geraden gleiche Doppelverhiiltnisse. Legt man
weiter eine Gerade a, durch B,, welche b, b, und b, in
B,, By und B, schneidet, so werden durch a,, a,, as, a,
auf b;, b, und b, ebenfalls gleiche Doppelverhiiltnisse ausge-
schnitten. B, ist daher mit B,, folglich a,” mit a, identisch.

Dieser Satz ist das einfachste Resultat der riumlichen
Geometrie der Lage*); es treten in ihm acht Gerade auf, die
sich in zwei Systeme von je vier Geraden gliedern; jede
Gerade des einen Systems schneidet jede des andern Systems.
Das Gebilde entspricht sich selbst dualistisch.

Wir ziehen aus diesem Satze die weitere Folgerung,
dals die Gerade a, das gesamte System der wnendlich vielen
Geraden b, welche durch a,, a,, a, bestimmt sind, dwrch-
schneidet. Hs existieren daher zwei Systeme @ und b von
unendlich vielen Geraden, wo jede Gerade des einen Systems
jede des anderen durchschneidet.

5. Wihrend die planimetrischen Gebilde der Geometrie
der Lage ihre Grundlage in den metrischen Relationen be-
sitzen, treten in der Stereometrie solche auf, dic lediglich
auf den Fundamentalgesetzen des Schneidens von IEbenen be-
ruhen. Hierher gehort schon das Gebilde von zehn Geraden
mit zehn Schnittpunkten, welches durch fiinf sich schneidende
Ebenen erzeugt wird (§ 44). Von derselben Art ist das
durch den folgenden Satz begriindete, welches dem von § 30
durchaus analog erscheint:

Gehen die Verbindungsgeraden entsprechender Eckpunkte
zweier  Tetraéder ABCD -und A, B,C,D, durch denselben
Punkt O, so liegen die Schwittgeraden entsprechender I'lichen
derselben in einer Ebene @ und wmgekehrt (Poncelet).

Beweis: Aus der gemachten Voraussetzung geht hervor,
dafs je zwei entsprechende Kanten der Tetraéder in derselben
Ebene liegen (z. B. AB und A4,B, in der Ebene von 044,

*) Wenn man von rein ebenen Gebilden absieht. Schon der Satz:
,» Wenn drei Gerade sich gegenseitig schneiden und eime vierte schneidet
zwei derselben, so schmeidet sie auch die dritte’ kann als ein Resultat
der riumlichen Geometrie der Lage bezeichnet werden. —

Der oben entwickelte Satz wurde von Steiner gefunden (Systema-
tische Entwickelung w. s. w., Ges. W. B. 1, p. 369 ff.).
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und OBB,) und sich also schneiden. Von diesen sechs
Schnittpunkten liegen je drei in der Schnittgeraden eines der
Flichenpaare (z. B. liegen in der Schnittgeraden von ABC
und A4, B,C; die Schnittpunkte von BC und B,C,, C4 und
C,A,, AB und A, B)); infolge dessen hat jede der vier
Schnittgeraden mit jeder anderen einen Punkt gemein (z. B.
hat die Schnittgerade von ABC und 4, B,C, mit derjenigen
von ABD und A4, B, D, den Schnittpunkt von 458 und 4, B,
gemein); diese vier Geraden liegen also in einer Ebene. Die
Umkehrung wird in derselben Weise bewiesen, wobei die
Worte Punkt und Ebene u. s. w. zu vertauschen sind.

Vollstiindigere Untersuchungen der elementaren rium-
lichen Geometrie der Lage miissen der Zukunft iiberlassen
bleiben. ‘

Uber Konfigurationen im Raume handeln:

Reye, das Problem der Konfigurationen, Acta math., B. I,
p- 93; dic Hexaider- und Oktaéder-Konfigurationen (124, 16s),
ebendas. p. 97, und mehrere andere Abhandlungen.

§ 48.

Die Kollineation rdumlicher Systeme.

1. Die Gesamtheit von Punkten, Geraden und Ebenen,
welche in dem ganzen Raume enthalten sind — derselbe
kann als beliebig vielfach vorgestellt werden —, soll als ein
raumliches System bezeichnet werden. Dasselbe ist das einzige
Grundgebilde dritter Stufe (vgl. § 38, 1). '

Zwer riwmliche Systeme heifsen kollinear verwandt, wenn
jedem Punkt, jeder Geraden und jeder Ebene des einen resp.
cin Punkt, eine Gerade und eine Ebene des anderen entspricht,
so dafs also der Schnittlinie zweier FEbenen des einen die Schnitt-
linie der entsprechenden Ebenen des anderen zugeordnet ist w. s. w.
Die Stetigkeit der Zuordnung soll auch hier stets vorausgesetst

2. Aus dieser Definition geht unmittelbar hervor, dafs
jedes entsprechende Paar von ebenen Systemen oder Strahlen-
biindeln, welche in den kollinearen riumlichen Systemen ent-
halten sind, in kollinearer Beziehung steht (§§ 32 und 42).

Rausenberger, Elementargeometrie. 15
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Entsprechende Punktreihen und Strahlenbiischel beider Systeme
stehen daher in projelitivischer Beziehung; dasselbe folgt hiernach
auch fiir Ebenenbiischel.

3. Zwei raumliche Systeme X und 2, kinnen immer und
nmur auf eine Art so in kollineare Beziehung gesetzt werden,
dafs je fiinf Punlkten des einen, von denen keine wier in der-
selben Ebene liegen, oder finf Ebenen, von denen Teine wvier
durch denselben Punkt gehen, fiinf ebensolche Elemente des an-
deren entsprechen.

Beweis: Die beiden Fille der Zuordnung lassen eine so
analoge Behandlung zu, dafs es geniigt, sich auf den einen
zu beschriinken. Seien den Ebenen «, 8, p, 0, ¢ von X die
Ebenen o, B, 7, 0;, & von X, zugeordnet. Jede der fiinf
Ebenen eines Systems wird durch die vier anderen in vier
Geraden geschnitten, die den entsprechenden Geraden des
anderen Systems zuzuordnen sind; hierdurch sind aber nach
§ 32 die ebenen Systeme « und «,, # und g, u. s. w. kollinear
aufeinander bezogen. Da jede Gerade, welche nicht durch
die Schnittlinie von « und $ geht, durch die beiden Punkte
bestimmt ist, in denen sie @« und 3 schneidet, so ist jeder
Geraden in X eine einzige Gerade in X, dadurch zugewiesen,
dals den Schnittpunkten der ersten mit « und  die Schnitt-
punkte der zweiten mit «, und f; entsprechend zugeordnet
sind. Gehen die beiden entsprechenden Geraden durch die
Schnittpunkte von « und B, &, und f,, so ist wieder infolge
der Stetigkeit der Zuordnung ein Grenziibergang moglich
(vgl. § 32, 2). Auch jeder Ebene w von X ist hierdurch
eine Ebene y, von X, eindeutig zugewiesen. Die siimtlichen
Gieraden nimlich, welche w enthilt, schneiden « und g in
zwei Geraden @ und b, die sich auf der Schnittlinie von «
und B treffen; @ und b entsprechen aber in «, und B, zwei
Gerade @, und b, die sich auf der Schnittlinie von «, und g,
treffen, also eine Ebene w, bestimmen. Wir haben nun noch
zu zeigen, dafs siimtlichen Geraden von X, welche durch
einen Punkt O gehen, in X, Gerade entsprechen, welche alle
durch einen Punkt O, gehen, d. h. dafs jedem Punkte O in X
ein Punkt O, in X, eindeutig zugewiesen ist. Durch das
Strahlenbiindel O sind die beiden Ebenen « und 8 kollinear
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aufeinander bezogen®) und zwar derart, dals die Punkte der
Schnittlinie von « und p sich selbst entsprechen. Wir
schreiben den beiden in dieser Weise kollinear bezogenen
ebenen Systemen « und 3, obgleich sie nicht in eine Ebene
fallen, perspektivische Lage zu. Nun sind bereits die ebenen
Systeme « und e, # und B, kollinear aufeinander bezogen;
also ist auch kollineare Beziehung zwischen &, und B, her-
gestellt und zwar so, dals die Punkte der Schnittlinie von
«, und B, sich selbst entsprechen. Sind nun 4, und B,
A, und B,, A, und B, drei Paare entsprechender Punkte in
«, und B,, so schneiden sich 4,4, und BB, u. s. w. in
jener Schnittlinie von , und f@;; hieraus folgt aber (§ 44, 3),
dals A, B,, 4,B,, A;B; durch denselben Punkt O, gehen.
Durch Wiederholung desselben Schlusses finden wir, dals die
Verbindungsgeraden von irgend zwei entsprechenden Punkten
von «, und B, durch denselben Punkt O, gehen, dafs also
den Geraden von X, welche sich im Punkte O schneiden, in
2, Gerade entsprechen, welche O, zum Schnittpunkte haben;
dem Punkte O in X ist somit O, in X eindeutig zuge-
wiesen.

4. Zwei kollineare riiumliche Systeme heifsen affin, wenn
sich ihre unendlich fernen Ebenen entsprechen; sie heilsen
dhnlich (vesp. symmetrisch dhnlick), wenn die unendlich fernen
Ebenen entsprechend gleich sind. In beiden Fillen ergeben
sich #hnliche Beziehungen, wie bei den entsprechenden Zu-
ordnungen ebener Systeme; wir gehen darauf nicht weiter ein.

5. Wir sagen von zwei kollinearen riiumlichen Systemen
Y und X, dals sie sich in perspektivischer Lage befinden,
wenn sie ein ebenes System ¢ entsprechend gemein haben.
Entsprechende Ebenen beider Systeme miissen sich in der
Ebene von o, der Kollineationsebene schueiden. Sind 4, B,C, D
vier Punkte von X, 4,, B, C,, D, die entsprechenden von
Z,, so liegen die Schnittlinien entsprechender Ebenen der
beiden hierdurch fixierten Tetraéder in der Kollineationsebene.
Nach § 47, 5 gehen daher die Verbindungsgeraden ent-

#) Jedem Punkte von « entspricht derjenige von f, welcher auf
demselben Strahle von O liegt; eine Ebene von O schneidet « und f
in entsprechenden Geraden.

15%
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sprechender Punkte 4 und 4, u.s. w. durch denselben Punkt S,
Nimmt man nach und nach noch andere Punktepaare hinzu,
so gelangt man zu dem Satze: Zwei Fkollincare riumliche
Systeme in  perspektivischer Lage haben aufser cinem cbenen
Systeme 6 auch einen Strahlenbiindel S (Zentrum der Kollinea-
tion) entsprechend gemein. Die Umkehrung ist in analoger
Art nachzuweisen.

Kollineare Systeme konnen im allgemeinen nicht in
perspektivische Lage gebracht werden.

6. Was die Anderung eines riiumlichen Gebildes durch
Kollineation anlangt, so gelten genau dieselben Bemerkungen
wie fiir die Kollineation ebener Systeme (§ 32, 12).

§ 49.

Die Reciprozitit rdumlicher Systeme; das Prinzip der
Dualitit,

1. Ein rdumliches System X heifst eimem anderen X,
reciprok zugeordnet, wenn jedem Punkte des einen cine Iibene
des anderen entspricht und wmgekehrt; die Zuordnung wird als
stetig angenommen.

Der Verbindungsgeraden zweier Punkte des einen Systems
entspricht die Schnittgerade der entsprechenden Ebenen des
anderen. Den Punkten des einen Systemes, welche auf einer
Geraden liegen, entsprechen Ebenen des anderen, welche
durch dieselbe Gerade gehen. Einem ebenen Systeme des
einen entspricht ein Strahlenbiindel des anderen u. s. w.

Ehe wir zar Konstruktion reciproker Systeme iibergehen,
schicken wir eine Hilfsbetrachtung voraus.

2. In § 38, 4 wurde die kollineare und reciproke Be-
ziehung eines Strahlenbiindels zu einem ebenen Systeme de-
finiert. Fin Strahlenbiindel S 1ifst sich immer auf eine und
nur auf eine Art reciprok auf ein cbenes System 6, so bezichen,
dafs vier Strahlen von S, von denen keine drei in einer Ibene
liegen, vier beliebigen Geraden in 6,, von denen keine drei durch
denselben Punkt gehen, entsprechen; oder auch so, dafs vier
Ebenen von S, von denen keine drei sich in derselben Geraden
schneiden, vier Punkte von 6,, von denen leine drei in derselben
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Geraden licgen, zugeordnet sind. Man braucht zu diesem
Zwecke den Strahlenbiindel S nur durch eine Ebene o zu
schneiden, welche nicht durch seinen Mittelpunkt geht, und
das in a durch die Elemente des Biindels ausgeschnittene,
zu ihm kollineare System mit ¢, nach § 33 in reciproke
Beziehung zu setzen.

3. Zwei raumliche Systeme X und X, konnen immer auf
eine einzige Art so zueinander in reciproke DBeziehung gesetat
werden, dafs fimf Punkten A, B, C, D, E von X, von denen
keine vier in emer Ebene liegen, fiinf Ebenen ey, B, 7y, 01, &
von 2, von denen keine wier durch denselben Punkt gehen,
willkiirlich zugeordnet werden.

Beweis: Da den vier Strahlen AB, AC, AD, AE des
Strahlenbiindels A von X, von denen keine drei in einer
Ebene liegen, vier Gerade des ebenen Systems «, in X, von
denen keine drei durch denselben Punkt gehen, niimlich die
Schnittgeraden von e, mit g, 9, 0y, & zugewiesen sind, so
sind der Strahlenbiindel 4 und das ebene System e, einander
in eindeutiger Weise reciprok zugeordnet; das Gleiche gilt
fir B und g, u.s. w. Jede Gerade von X ist als Schnitt-
linie zweier Ebenen der Strahlenbiindel 4 und B eindeutig
bestimmt (mit der analogen Ausnahme wie in § 48, 3, die
in derselben Weise erledigt wird) und so der Geraden von
3, zugewiesen, welche durch die entsprechenden Punkte in
«, und B, bestimmt ist. Jeder Ebene, welche durch 4 geht,
welche also beiden Biindeln angehort, entspricht ein Punkt,
welcher der Schnittlinie von «; und 8, angehort. Ein Punkt
in X ist bestimmt durch zwei sich schneidende Strahlen von
A und B, die also in einer durch 4B gehenden Kbene
liegen; ihm entspricht eine Ebene in 6,, welche durch ihre
Schnittlinien mit e, und B,, die sich auf der Schnittlinie dieser
Ebenen treffen, bestimmt ist. Es fragt sich nur, ob allen
Punkten und Geraden von X, welche in einer Ebene liegen,
in 6, Ebenen und Gerade entsprechen, welche durch den-
selben Punkt gehen, ob also einer Ebene von X ein Punkt
von ¢, hestimmt und eindeutig zugeordnet ist. Nun werden
die Biindel 4 und B durch irgend eine Ebene y von X
kollinear aufeinander bezogen derart, dafs je zwei Strahlen
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oder Ebenen einander zugeordnet werden, welche sich in
einem Punkte oder einer Geraden von w schneiden. Da aber
A4 und B zu « und ¢, in reciproker Beziehung stehen, so
werden hierdurch auch o und «, kollinear aufeinander be-
zogen. Die kollinearen Biindel haben aber den Ebenenbiischel
A B entsprechend gemein; daher haben &, und f, eine Punkt-
reihe, nimlich in ihrer Schnittlinie, entsprechend gemein.
Hieraus folgt (§ 48, 3, Beweis), dals die beiden ebenen
Systeme «, und B, in perspektivischer Lage sind, dals also
die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte durch den-
selben Punkt M, gehen, welcher hierdurch der Ebene w
eindeutig zugeordnet ist.

4. Durch die nachgewiesene Moglichkeit reciproker rium-
licher Systeme ist das oft erwiihnte Dualititsprinzip bewiesen.
Jedem riumlichen Gebilde der Geometrie der Lage entspricht ein
anderes in der Art, dafs Punkte wund Fbenen vertauscht er-
scheinen, wihrend Gerade Geraden entsprechen. Metrische Re-
lationen entprechen sich nur unvollstindig.
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Gergonne 147.

Gleichheitssiitze 84, 35, 42.

Gleichschenklig (Dreieck) 40, (Ecke)
172.

Gleichseitig (Dreieck) 41, (Ecke)
L2

Godt 202.

Graflsmann 8, 27.

Grundfliche 192.

Grundgebilde der ersten u. zweiten
Stufe 165, der dritten Stufe 225.

Gruondkante 192.

Grundlinie 89.

Grundsatz 6.

Grundzahl 198.

Halbebene 157.

Halbgerade 17.

Hankel 150.

Harmonischer Biischel 122, h.
Doppelverhiiltnis 117, 118 ff,, 223,
h. getrennt 117, 121, h. Teilung
118 ff, 138, 223.

Hauptgerade 134.

Hauptpunkt 134.

v. Helmholtz 6, 235.

Heron’sche Dreiecksformel 90.

Hels 137.

Hohe, Hohenperpendikel 89, 216.

Homogenitit 21.

Homolog 36.

Hoppe 104, 202.

Hoiiel 235.

Hyperboloid, einschaliges 223.

Hyperbolische Geometrie 55.

Hyperbolische Transformation 26,
116.

Hypotenuse 75.

Imaginiires in der Geometrie 41,
118.

Indirekter Beweis 40.

Inhalt der Ecken 182 ff.

Involution 116 ff., 121.

Jordan 202.

Jungius 217.

n-kant 166.

Kante 170.

Kantengesetz 220.

Kantenwinkel 167.

Kantor 137.

Kathete 75.

Klein, F. 25, 55, 110, 116.

Kollineation, kollinear 137 ff., 225 ff. ;
Achse der K. 140, Ebene der K.
224, Zentrum der K. 140, 238.

Komplementiir 37.

Konfiguration 136, 137, 225.

Konforme Abbildung 58.

Kongruent 34.

Kongruenz, Axiom der 6.

Konkav 30, 235.

Konstruktion (der Dreiecke) 47,
(lineare) 123.

Konvex 30, 176, 211, 235.

Korper 5.

Korrespondierende Winkel 37.

Kosinus 93.

Kosinussatz 96, 149, (sphiirischer)
175.
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Kreis 13.

Kreuzen 236.

Kruse 9, 66, 92, 145.

Kugel 13, 169.

Kurve (Liingenmessung) 23.
Kiirzeste Verbindungslinie 41.

Lage, Geometrie der 1, 3, 126 ff,
131 ff,, 148, 187, 221.

Lagrange 196.

Liinge, Lingeneinheit 20.

Legendre 38, 55, 155, 210, 211.

Lindemann 101,

Lineare Konstruktion 123.

Lineare Transformation 25, 113 ff.

Linie 5.

Linienzug, geschlossener 64, 86.

Lippich 202.

Lobatschewsky 13, 51 ff.

Lot 30.

Maier, F. L. 9.

Malsbestimmungen, allgemeine 25.

Malseinheit 19.

Meister 88.

Menelaos 71, 169, 186.

Messen 20.

Metrische Relationen 63, 71, 76,
78, 149, 151, 173, 187, 219, 235.

Mittelpunkt (des Strahlenbiindels)
111,

Mobius 22, 81, 87, 137, 181, 198,
202, 219.

Mobius’sche Flichen 220.

Mollweide 177.

Monodromie 235.

Nebenecke 170.

Nebenwinkel 32, 158.

Neigungsebene 157.

Neigungswinkel 155 ff,

Netz 211.

Neumann, C. 198.

Nicht-Euklidische Geometrie 51 ff,,
102, 235.
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Oblongum 67.

Parabolische Geometrie 55.

Parabolische Transformation 26.

Paraboloid, hyperbolisches 223.

Parallele 27, 36; parallele Ebenen
152, parallele Gerade zu einer
Ebene 152.

Parallelenaxiom 48 ff., 161, 173.

Parallelepipedon 194.

Parallelogramm 61, 66.

Parallelstrahlenbiischel 111.

Paralleltrapez 61, 67 ff.

Pascal’sches Sechseck 133, 136.

Pasch 10.

Pentaéder 192, 209, vollstiindiges
P 198,

Periodische Funktionen 92.

Perpendikel 30, 43, 155 ff.

Perspektivische Lage 111ff, 139,
166, 227.

Petersen 54.

7 100.

Planimetrie 15, 236.

Plicker 137.

Polar, Polarebene, Polargerade 168.

Polarecke 171.

Polyeder, Polyederfliche 197 ff.

Polygon 85, 89.

Poncelet 137, 147, 194.

Porphyrius 120.

Prisma 194, 217.

Projektion 160.

Projektivisch (Zuordnung) 111 ff,
187.

Projektivisch iihnlich 115.

Projektivisch gleich 115.

Ptolemiios 37, 120, 169.

Punkt 5.

Punktreihe 111.

Pyramide 188 ff., 217.

Pyramidenstumpf 194.

Pythagoreischer Lehrsatz 75

Quadrat 67, 83.
Querschnitt 198.
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Raum 5.

Rauminhalt 214 ff.

Rausenberger 18, 26.

Raute 67.

Rechteck 67.

Reciprozitit, reciprok 147 ff., 167,
187, 238 ff.

Regelmiifsige Korper 208.

Reye 137, 225.

Rhomboid 67.

Rhombus 67.

Richtung 22.

Riemann 8, 198, R.sche Fliche
32.

Ringférmiger Korper 199.

Salmon-Fiedler,  Analytische
Geometrie der Kegelschnitte und
des Raumes 25, 219.

Scheitel 29.

Scheitelecke 170.

Scheitelgerade 157.

Scheitelwinkel 32, 158.

Schenkel 29.

Schroter 137.

Schwerpunkt 81.

Seitenfliiche, Scitenkante 192.

Sekante 36.

Senkrechte 30, 43, 155 ff.

Sinus 92, einer Ecke 176.

Sinussatz (Sinusregel) 95, 149; 176.

Snellius 169.

Sphirik 169.

Sphiirischer Exzels 172.

v. Staudt 28, 118, 137, 166, 176,
219.

Steiner 137, 202, 224.

Stellung 164.

Stereometrie 15, 151 ff.

Stetigkeit 8, 138, 147.

Stewart 77.

Stolz 24.

Strahl 111,

Strahlenbiindel 165 ff., 236.

Strahlenbiischel 111.

Strecke 17.

Strecken- und Winkelrelationen 103,

Supplementiir 37.

Sylvester 219,

Symmetrie, symmetrisch 170, 172,
173, 216, 227.

Tetraéder 188, 209, 217.

Theodosius von Tripolis 169.

Tilly, de 235.

Trigonometrie, ebene 91 ff., sphii-
rische 173 ff.

Umklappen 35.

Unendlich ferne Punkte und Gerade
56 ff., Ebene 164 ff.

Unendlichkeit 10.

Unendlich Kleines 82.

Vervollstiindigung einer Figur 131.
Viereck 59.
Vierseit 59.
Vieta 169.

Wechselwinkel 387, korrespondie-
rende W. 37.

Winkel 27 ff.

Winkelrelationen 64 ff., 103 ff.

Winkelsumme des Dreiecks 38, eines
Linienzugs 64 ff.

Wiirfel 195.

Zsllner 53.
Zusammenhang von Flichen und
Korpern 197 ff., von Ecken 205.
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Berichtigungen und Zusitze.

Durch ein Versehen wurden die Bezeichnungen konkav und konvex
mehrere Male vertauscht; dies-ist der Fall: p. 30, Z. 3 u. 1 von unten,
p.- 81, 2 11 u 10%v. w.; p::32, Z. 5,°p: 38, 4. Bv. 0.5 D 86,75 F v.iuy
p. 65, Z. 7.

p. 27 ist in § 6 einzuschalten: Das Parallelsein zweier Geraden
wird durch + bezeichnet.

p- 29. Zusatz: Die der Anschauung entlehnte Thatsache, dals
eine Gerade durch Umdrehung in einer Ebene um einen ihrer Punkte
wieder in ihre friihere Lage zuriickgelangt, fillt wesentlich zusammen
mit der von v. Helmholtz als Axiom ausgesprochenen Thatsache, dafs
ein Korper bei einer Drehung um zwei feste Punkte einmal wieder in
seine Anfangslage zuriickgelangt (Monodromie).

Zu p. 54 a. Es wurde ofters versucht, den Beweis der Unbeweis-
barkeit des Parallelenaxioms zu erbringen (Hoiiel, de Tilly); doch sind
diese Versuche nicht einwandsfrei. Wenn auch eine Geometrie, welche
mit der nicht-Euklidischen wesentlich iibereinstimmt, auf einer gewissen
Fliche moglich ist, so ist damit noch nicht ihre Existenzberechtigung
in der Epggg*q%gg_t_hajl_;« da letztere ganz bestimmte, nur ihr zukom-
mende Eigenschaften besitat. TSy

Nach der Ansicht von Donadt (Das mathematische Raumproblem
und die gcometrischen Axiome) ist das Parallelenaxiom zur logischen
Verkniipfung der Leiden qualitativ verschiedenen Elementarmalsgrofsen

" der Geometrie, der Strecke und des Winkels, notig.

~ Zu p. 178, §22. Sind beliebig viele (w) Gerade in einer Ebene
vorhanden, so kann man je vier unter ihnen als Vierseit betrachten
und die drei Vierseitsrelationen fiir dasselbe aufstellen; dieselben sind
in den auftretenden Strecken algebraisch. Man iiberzeugt sich un-
mittelbar davon, dals alle Relationen zwischen Strecken im n-seit
duarch Elimination aus den Vierseitsrelationen abgeleitet werden konnen.
Da aber durch solche Eliminationen aus algebraischen Gleichungen
wieder algebraische hervorgehen, so gelangen wir zu dem wichtigen
Resultate:

Die Relationen zwischen den Strecken eines m-seits sind durchaus
algebraisch.
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236 - Berichtigungen und Zusiitze.

Zu p. 113, §§8, 11. Wegen der bewiesenen Beziehung zwischen
dem Sinusdoppelverhiiltnis von vier Strahlen und dem Doppelverhiiltnis
von vier Punkten einer Geraden erfihrt das erstere bei Umordnung
der Strahlen dieselben Anderungen wie das letztere bei entsprechender
Umordnung der Punkte.

Zu p. 139, § 32, 3. In analoger Weise beweist man, dals auch
die Kollineation zweier ebenen Systeme durch entsprechende Zuordnung
von je vier Geraden, von denen keine drei durch denselben Punkt
gehen, eindeutig festgesetzt wird.

Zu p. 155, § 34. Von Geraden, welche nicht in derselben Ebene
liegen, welche sich also auch nic¢ht schneiden, sagt man, dafs sie
sich krewzen.

Zu p. 165, § 38, 1. An dieser Stelle wird die Planimetrie der
Stereometrie als Spezialgebiet eingereiht; sie steht der Geometrie des
Strahlenbiindels dualistisch gegeniiber.
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