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v ,
VORREDE.

Oie Ideen zur Differentialrechnung, welche Leibnitz am Ende des siebzehnten Jahrhunderts bekannt machte, beschäftigen die Mathematiker noch immer. — Viele Meinungen, nur eine Wahrheit. — Jene gehören den Personen, die zeitlich sind, diese der Sache, die ewig ist; jene der Geschichte, die über ihren Werth oder Unwerth abspricht, diese der Wissenschaft, die leidenschaftlos und dankbar gegen ihre Erweiterer ist. — Hier wird nur die Wissenschaft gegeben.
Diese besteht in Geschäften geleitet von Ideen; sie lehrt, wie solche auszuführen, welche Ordnung dabei zu befolgen, wann Freiheit in der Wahl der Ordnung ist, und wann Geschäfte durch andere ersetzt werden können.

(0)*
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IVDieser Grundsatz bestimmt die ganze Behandlungsweise der Differenzen- und Differential - Rechnung. Daher liier die Differenzen in dem grossen Umfange und mit dem Ueberblicke über das grosse Feld der Wahrheiten, der gewonnen; daher das Zerlegen der Differenzen in Fac- toren, welches nie geschehen, obgleich es die Grundlage der Differentiale ist; daher das mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren; daher überhaupt die vielen neuen Untersuchungen in der Differenzen - und Differential-Rechnung. Seite 1—296.Dieselben Geschäfte oft wiederholt erzeugen immer Verbindungen der Elemente, die denselben Gesetzen huldigen. Zwei Verbindungsweisen behandelt die sechste Abhandlung meiner Analysis; zwei andere werden hier ifeseben: beide sind schon bekannt, aber noch nie untersucht. S. 297—432.Diese Untersuchung ist die Grundlage der Theorie der Entwickelung in Reihen, die hier gegeben wird. Seite 433—548.Geschäfte nach einer Idee ausgeführt erzeugen einen Algorithmus. Hat jene Gehalt, so wird dieser ihn bewähren; er ist der Ausdruck der Idee. Leibnitz machte den Anfang mit dem Algorithmus der Differenzen und Differentiale. — Mit f(x + h) wird ein Vielfaches von fx vereinigt, und es wird ein höherer Algorithmus hervorgebracht. — Mehrere Functionen, in welchen x verschiedene Zunahmen erhalten, werden mit einander verbunden, — und der Algorithmus wird zur höchsten Allgemeinheit erhoben.
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VDie Idee wird erweitert. Die Function nimmt die Stelle ihres Elements ein __  und erzeugt oft nach mehrmahliger Wiederholung das ursprüngliche Element.Diese Ideen leiten durch die Theorie der wiederholenden Functionen. Seite 549—610.Der einfache Algorithmus des Vervielfachens mit gleichen Factoren entstand in der letzten Hälfte des sechszehnten Jahrhunderts. Welche Ideen seit jener Zeit an den Buchstaben geknüpft sind, zeigen die vier ersten Abhandlungen der Analysis.Die Factoren sind nicht mehr gleich, und wachsen um dieselbe Grösse — die erste Erweiterung der Idee und des Algorithmus des Ver- vielfachens — die einfachen Facultaten, welche in der fünften Abhandlung der Analysis untersucht sind.Nicht die Factoren, sondern die Exponenten des Elements in den Factoren nehmen um gleichviel zu — die zweite Erweiterung der Idee — die Exponentialfacultäten in der achten Abhandlung der Analysis.
Allgemeine Functionen, deren Elemente um gleichviel zunehmen, werden vervielfacht — und der Algorithmus wird zur höchsten Allgemeinheit gesteigert — die allgemeinsten Facultaten. Seite 614.Elemente können auf verschiedene Weise verbunden werden; eine einfache Vorschrift erzeugt einen einfachen, eine zusammengesetzte einen

www.rcin.org.pl



VIzusammengesetzteren Algorithmus. Hier ist eine Vorschrift gewählt, die jener in der sechsten Abhandlung der Analysis ähnlich ist, und mit ihr unter ein allgemeines Gesetz gestellt werden kann. Dieselben Methoden, welche dort und hier gegeben, sind bei allgemeineren Vorschriften zu wählen. Das Ziel war ein allgemeiner Algorithmus der fortlaufenden Brüche, welcher allen Forderungen genügt. Seite 629.
Dieses sind die Ideen, die ich Jahre lang genährt, und in diesemWerke bearbeitet mittheile.*
Heidelberg den 15 August 1825.

Schwein s.
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THEORIE
DER

UNTERSCHIEDE.

Erste Abtheilung.

UNTERSCHIEDE ÜBERHAUPT.

Eine Reihe von Elementen in unbestimmter Anzahl, welche nichts Ge- meinsames haben, wird vorgestellt durchu_,, U.2 , U.1, Uo, Ul, U2, ü,,..........Das Mittelglied ist Uo oder U, und die angehängte Zahl zeigt bei den übrigen Gliedern an, das wievielte jedes ist, und auf welcher Seite des Mittelgliedes solches steht.Werden jede zwei auf einander folgende Glieder von einander ab<*e-σ O
zählt, und

1.
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u.3 - u.3 
u.1 - u.3 
u0 -u.1 
u1 - u0 
u3 - u1 
u3 - u2

= ULY = ULY 
= UL? 
= uγ, 
= u,γ, 
≈ UY,

gesetzt, so entstellt eine zweite Reihe
. ♦ • • ULY, ULY, ULY, uγ,, uY,, UY,, uγ,,Aus dieser Reihe wird eine dritte gebildet, indem jede zwei auf ein«

U
(2) γτ(2>
2 > V3 > * * * * *ander folgende Glieder von einander abgezählt werden:

ULY, ULY, u: UY , U.so dass
ULY - ULY = ULY 

ULY - ULY = ULY 

uγ, - ULY = ULY 

uγ, - uγ, = uγ, 
uγ, - uγ, = uγ, 
uγ, - uγ, = uγ,

Aus dieser kann wieder durch Abzählen je zweier auf einander folgenden Glieder eine vierte und auf gleiche Weise aus jeder vorhergehenden eine folgende neue Reihe gebildet werden.Wir kehren zu der ersten Reihe zurück. Jede Zahl oder Grosse kann
9als Unterschied zweier anderer Zahlen betrachtet werden; jedes Glied in ihr lässt sich also ansehcn als entstanden durch Abzählen je zweier auf einander folgenden Glieder einer vorhergehenden Reihe
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5

<-l>3 > C', • ∙ ∙so dass
uL7’ - cn = U.1
u,γ, - ul;1’ = U.1
u,0",s - ul;1> = u.4
u<-.> - Vo-' = U„
ur - ur = ul
ur - uΓ = u,

Die Glieder dieser R,eihe seien eben so gebildet durch Abzählen der Glieder einer vorhergehenden Reihe
U(-2J TTt"i* TT*“25 TT*“25 TT*“25 TT*“25 TT*“25-3 5 LL2 > U-1 ) Uo , U1 , tl2 > U3 , . .Hiedurch entstehen mehrere Reihen, welche folgendes Schema in sich begreift:

u<-4>— 4 u^-4) U<-4)
-2

u<-4, u,.., U<-4) U<-4)
2 d

w
 j 4» u,-4,

u<-3.— 4 u,-,, uc-3, U(-3)-1 u,-3, U<-3» u<-3) U-3)3 U<-3)
u<-2,— 4 ul;2’ U<→>

— 2
u*γ, υ,-3, U<-3) u∙-≈' u<-2, U*-3>

vγ, ul;1’ u<γ, ul;1’ u,-., U-> U”1’2
U<-»53 u*-χ>

u,o, u<o, u<o>
-2 u<0>-1 U(o>

0 U<0>1 U<°»
2

u,., u<o>

U∞ u,,, utn
-2

u<n-»1 uu>0 Utn1 u,7, uι*,3 UL1’4
U<2)^4 ul;’ u<2>

-2
U<3>-1 u,≈, U(I)1 U<3>

2
u;2’ UL2’4

u(J?•4 U<3>-31 U(3>— 2
U*3»-1 U<3,

0 ü‘”1 U<3>
2

u,,, u;3’
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6Jede Horizontalrcilie ist durch. Abzählen der Glieder der vorhergehendenαReihe entstanden. Wird dieses Geschäft durch ein besonderes Zeichen ∆ angekündigt, so sind die Zeichen für die obigen Reihen folgende:
• • • • • • • • • • • • • • • • • ♦∆-<Us ∆-u1 ∆-u, *∙,u. A-U„ ∆-4U

+ 2 a-*U,j*^jU., Γ,U., ∆"3u-1 λ^sU0 *'sU.,*-≈u., ∆-=U2 A∙1U, ∆-≈u., a^'U,, a^ju.sa-u, ‘-v, ∆-1U
-1 Λ^'Uθ ∆^1U+ 1 ∆"ιu+ 2 *"U,,∆βUs ∆θ U 2 δ0 u
-1

A“ U„ A»ü„ Δ° u÷3 *°u„∆∙'Us ∆+1U.2 δ+,U
-1

δ+1U
0 A-U„ δ+1U+2 a-U„∆+2U

-3
δ+⅛2 δ+2U

- 1
∆+2U

0
∆+2U

÷ 1
∆+2U+ 2

Γ=U,j∆+3U
-3

δ+3U,2 δ+3U
- 1 δ+3U0 ∆+3U+1 δ+3U

+ 2 a*∙U,3δ+4U,3 δ+4U- 2 δ+4U-1 ∆+4U
0

A*∙σt, ∆+4U+ 2• • • • • • • • • • • • • • • • • t

Dieses Schema stellt deutlich den Gegenstand vor Augen, womit sich σθσenwartige Abhandlung beschäftigen soll. Vor allem muss hiebei be- merkt werden:α. dass nur die Glieder verschiedener Reihen von einander abhängig sind, und/3» dass die Glieder einer und derselben Reihe keinen Zusammenhang haben oder nicht von einander abhängig sind.Nur das er Stere ist der Gegenstand dieser Abhandlung; das zweite gestattet eine grosse Freiheit und Mannigfaltigkeit bei den spätem Untersuchungen, und eröffnet ein unendliches Feld für die Anwendung.Das Gesetz der Bildung jeder Horizontalrcilie aus der unmittelbar vorhergehenden Reihe ist gegeben. Nach diesem einfachen Gesetze kann
www.rcin.org.pl



7ein Glied A einer Ilorizontalreilie aus zweien Gliedern a und b der vorhergehenden Reihe, und jedes dieser Glieder a, b aus zweien Gliedern 
<x, & und /3, y einer zweit vorhergehenden Reihe, also A aus dreien Gliedern #, /3, y einer zweit vorhergehenden Reihe gebildet werden. Dieses Wiederholen des gegebenen einfachen Gesetzes führt zwar zu einer zusammengesetzteren Bildungsweise eines Gliedes aus Gliedern entfernter Reihen, lässt aber den Zusammenhang erkennen, in welchem die Glieder entfernter Reihen stehen, und ist zugleich das Mittel, um nachzuspüren, wie irgend ein Glied im Schema aus seinen Elementen, welche entfernt liegen, wieder gebildet werden kann.W ird hiebei ein gemeinsamer Beziehungspunkt im Schema und zwar Uo öder U angenommen, und die Horizontalreihe, worin ∆oUo vorkommt, die Haupthorizontalreihe und die Scheitel reihe von Uo die Hauptscheitelreihe genannt, so wird das ganze Schema in vier Theile zerlegt, und dadurch zu folgenden Fragen Veranlassung gegeben:I. wie wird ∆4nU und ∆'"U aus den Gliedern der Haupthorizontalreihe und aus anderen Reihen, undII. wie wird U+B und U_n aus den Gliedern der Hauptscheitelreihe und wie aus anderen Reihen gebildet?
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Es ist
$. 2.

I, Bildung von Δ+"U und ∆',,U∆*U0 = u1 - uβ ∆2U0 = δ,Uλ - ∆,uo= u2 - u1 - ul + u0= U3 - 2 . U1 + u„ferner ist δ∙5Uj =' δ2U1 - δ2U0= U3 - 2 . u2 + u1
U2 + 2 . u1 - uβ= Uj - 3 . U, + 3 . Uj - U, Der Uebergang von dem vorhergehenden

δ-,u. = u..l -¾>- . u„, + ⅛⅛2. u.„ 
zu dem folgenden ∆n(J0 besteht in der Vereinigung der ReihenδbU0 = ∆n-*Uι - ∆,",U0

= U„-(n-i),.U„.,+(n-i)>.U„!-(n-i),.U..J + . . . -..........U... + (n-ι)1. U„_, - (n-ι),. U,_, + . . . -.............wo wegen der Kürze
gesetzt ist. Wird hiebei berücksichtiget, dass (11-1), + (n-ι)1,.. = (ii),so entstellt durch diese Vereinigung die Eiidgleicliuiig

(n-ι)"--i"^∏---- = (n-1λ
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nll^l n2l'1 nnl~*1) δ"U =Uu-,2-j- . Uu 1 + " . U.., . u
J o ∏ . ιlι u-ι 2I1 n - ’ V ∕ ulι11 1nach welcher ∆+nU0 aus den Gliedern der Haupthorizontalreihe gebildetw ird.Die Bildungsweise von ∆'nU0 wird dadurch gewonnen, dass die Gleichungen

δ'1U0 = U ι + ∆-1U ι 

∆-1U.1 = U.2 + ∆-1U 2 

∆-1U.2 = U.3 + ∆-1U.3 

∆-1U.3 = U 4 + ∆-2U 4

zusammengezählt werden; es entsteht die Reihe
∆-*U0 = u x + u.2 + u 3 + u 4 +. . . . . . . . . . . . . .Nach demselben Gesetze wird ∆^2{J0 aus den Gliedern der nächsten .Horizontalreihe gebildet,

δ^2U0 = δ"1U.j + δ"1U.2 + δ^,U.3 + ∆"1U.4 +...................und so auch wieder jedes Glied dieser Reihe durch die Glieder der Haupthorizontalreihe , nämlich
∆-2U0 = u 2 + u 3 + u 4 + u 5 +. . . . . . . . . . . . . . . .

+ u.3 + ü 4 + u.5 +.......................+ U 4 + U s +.............................+ U 5 +.............................+............................oder
δ^2U0 = i . U.2 + 2 . U.3 + 3 . U_4 + 4 . U.5 +...............So wie ∆^2U0 aus ∆'*U0 so wird auch jedes folgende Glied ∆"πU0 aus seinem unmittelbar vorhergehenden Gliede ∆^,n'1,U0 hergeleitet; ist die Reihe

2
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δ-,"-,u0=u. ,-Lι÷1)^'".u + (~n+ι)il^ι,u — + ...(α 1 1∖.gewonnen, so bestellt der Uebergang zu ∆^nU0 darin, dass die Glieder der Reihe ∆",,U0 = ∆-cn-1,U.ι + ∆-'n-1,U.2 + ∆∙'n-1,U.3 +.................durch Reihen ersetzt werden, welche auf dieselbe Weise gebildet sind, als die schon gefundene Reihe Es wird hiedurch∆^nU0 = U_„ - (-H+l), . U + (-11+1), • U - (-ll+l)j . U + . . .+ U.d.i - (-11+1),. U ... + (-11+1),. U .+ u-, - (-n+1), • ü—, + • • •+ U - . . .
+ . . . .1 ,

oder, da allgemein1 _ (-n+ι)ι + (-n÷ι)2 - (-n+ι)3 + . . . (-)p (-n+ι)p = (-)r (-∏)p 
so wird2) ∆^"U,, = U -t≤2l.U +<∑")..'i.U -⅛1f'^l..U , ,+________

/ 0 -n .1, -n-i 2I1 -u-2 3I1 -n-3111Die Glieder ∆+nUa und ∆"1,U0 der Hauptscheitelreihe werden also nach einem und demselben Gesetze aus den Gliedern der Ilauptliorizontalreihe gebildet.
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∆-,lU
0

. . . ∆θu-3 ∆°U.2 ∆°U,1 ∆ouo ∆ouι ∆ou2 ∆°u, | . . .

∆+nU0

$. 3.Das Glied ∆+nU0 der Hauptscheitelreihe kann auch aus Gliedern des Schemas, welche nach einer andern Richtung liegen, gebildet werden. Es ist nämlich ∆*uθ = - Uo + U1 Aδ2U0 = + Uθ - U1 + ∆1uι BDen Uebergang zu dem folgenden Gliede giebt die Gleichung ∆3U0 = - δ2U0 + ∆2U1an; aber dadurch, dass der erste Theil ∆2U0 nach der Gleichung ß und der zweite Theil ∆2Ul nach der Gleichung A gebildet wird, entsteht eine Bildungsweise, welche von der früheren verschieden ist2*
www.rcin.org.pl



12√U0 = - Uo + U1 - δ,Ui- δ'U, + ∆'U,= -U0 + U,-2.∆,U1 + ∆,uoder √U0 = - ∆ouo -2.∆*U1
+ ∆ou + ∆ιu,1 2Dieselbe Gestalt erhalten die Reihen für die Glieder ∆4(Jo, ∆s{J0, Sind nun die Reihen∆n"2U0 = (-)n^2 ∕ (n-2,0) . ∆0U0+(11-2,1) . ∆*U1 + (11-2,2) . δ2U2 +.......... \∖-(n-2,0),. ∆0Ui-(n-2,1)*. ∆*U2-(11-2,2)*. ∆2U3-........../ Cund∆n-Uu = (-Γ'∕ (n-1,0) . ∆0U0" +(11—1,1) . ∆*U1 + (11-1,2) . ∆2U2 +......... v∖-(n-j,o)*. ∆∙U,-(n-ι,ι)'. ∆'U1-(11-1,2)'. δ'Uj-.......... ) Dgefunden, so crgiebt sich die Reihe für ∆nUo durch die Gleichung ∆uuo = - ∆n-1Uθ + Δn-*U1v enn in der Reibe C sowohl die Stellenzahl von ∆ als von U um 1 erhöhet, und hievon die Reihe D abgezählt wird; hiedurch entsteht die Reihe∆nG0 = (-)n"2 ∕ (∏-bθ) ∙ ∆βUβ+(11-1,1) . δ*Uj +(11-1,2) . δ2U2+............. \Z -(u-ι,o)*. ∆0Ul-(n-1,1)*. Δ*U2-(n-1,2)*. ∆2U3 -............ \

I +(n-2,0). δ,ui+(n-2,1). ∆2u2+(n-2,2). ∆3u3 +............ I\_(n—2,0)*. ∆*U2-(n-2,1)*. δ2U3-(n-2,2)*. δ3U4-............. /Die Reihe für ∆,,U0 erhält also wieder dieselbe Gestalt :∆nU = (-)"/ (n,θ) ∙ ∆0U0 + (11,1) . ∆*U1 + (11,2) . δ2U2 + . . . .\ '-(n,o)l. ∆0U1 - (n,ι)l. ∆,U2 - (11,2)*. ∆2U3 -....'und die Vorzahlen ihrer Glieder werden nach folgenden Gleichungen gebildet :
www.rcin.org.pl
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(n,o) = (n-ι,o)
(n,ι) = (n-ιμ) + (n-2,0) 
(n,2) = (n-1,2) + (n-2,1) 
(n,3) = (n-l,3) + (n-2,2)

(njo),= (n-ι,o)1 

(n,ι)*= (n-ι,ι)1 + (n-2,θ)* 

(n,2)1= (n-l,2)*+ (n-2,t), 

(n,3)1= (n-i,3)1+ (n-2,2)1

Diese zurücklaufenden führen zu folgenden unabhängigen Bestim
mungen : (n,o) ~ l und (n,o)1 — iz (n—l),l*, (n-2V1-t(n,i) = l-÷- (∏√)1 = -⅛-

1 1, „ (n—2)^1~1 (n—3)'l^,
(1>,-') = .,ι,- (n,2)' =1 1, x (n-3)*1" , (n-4),1^,<,ι,3) = —(n,3)* = —

Es ist also3) a∙U=(-)" 4oUo+O^O^i.Ui+(n^.vül+^p.i’UJ+..\
4'U,-2!ς^ √u1-⅛⅛l, A’U-.J

Die Glieder, aus welchen nach vorstehender Vorschrift ∆nUθ gebildet werden kann, liegen in der Mitte der Haupthorizontal- uud der Hauptscheitelreihe. Bei dieser Gleichung ist zu bemerken, dass alle Vorzahlen, welche auf eine, die o ist, folgen, auch =: o gesetzt λverden müssen.

und
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4"U0 ∣δ°U,∆'U, ∆*U2δ2U2 δ2U3|a’Ü, δ∙u4

δ,,uλ

∣δ∙u4 δ4us

4./7. Bildung von U+n und U_„Nach dem angenommenen Gesetze istU - U = ∆,uu n-i u-
oder u, = u... + ∆'U,,.Diese Gleichung gieht an, dass jedes Glied der Haupthorizontalreihe aus zweien Gliedern gebildet werden kann, welche der Hauptscheitelreihe näher liegen. Wird dieser Weg weiter verfolgt, so ergiebt sich Folgendes für li = 1
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für n = 2:

für n = 3:

uι = uo + ∆1U0
u2 = U1 + ∆1U1= u0 + ∆'U0+ ∆τuo + ∆2U0= Uθ+2.∆1U0+ δ2U0
U3 = U, + ∆ιu2= U0+2.∆1U0+ ∆2Uθ+ ∆,uo +2.δ2U0 + ∆3uo= Un +3.Δ1U +3 . ∆2u + Δ3UDer Fortgang der Rechnung bleibt unverändert, mithin auch das Gesetz der Vorzahlen; ist nämlich für Uιι,ι gefunden, dass

u„-, =uθ+ ⅛p. ∆∙uo + ⅛=⅛1'. ∆≈u, + Ql∑⅛2 . ∆>uo + . . ..
so gibt die Gleichung U = u + ∆1Un n-1 , n-1den Uebergang von dieser zur folgenden Reihe an. Wird nach dieser Vorschrift zu der vorstehenden folgende Reihe gezählt

ττ Λ*ττ (n-1)ll^1 2TT (n-1)2l^1 3TT∆Ua.1 = ∆1 U + i---- z--- . ∆2∏+ i----- <--- 4 U. +...............
“ * 0 . lll o . 2ll o

und berücksichtiget, dass
(n-ι)pl^1 (n-ι)p-11-1 _ n1p-ιl-ι pl-i

,r-ι∏
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16so ergibt sicli folgendes allgemeine Gesetz für das bejahte n:
4) u4,,=u0 + ,≤ . ∆∙u0 + ≤2 . √U0 + ,-C . √Ua +.............111Das Gesetz für das verneinte n wird dadurch herbeigeführt, dass die Gleichungen

u 1 = u0 - ∆-U ι- ∆1U.1 — - δ1U0 + ∆2U ι + ∆2U,1 — + ∆2Uθ - ∆3U.1
- ∆3u. = - ∆3u + ∆4u .

zusammengezählt werden,U l = Uo - ∆1U0 + ∆2U0 - ∆3U0 + ∆4U0 -...................So wie U-ι aus der nächsten Scheitelreihe zur Rechten dieses Gliedes, so wird auch U_2 aus der nächsten Scheitelreihe zur Rechten desselben gebildet, nämlich
U.2 = U.1 - ∆,u.1 + ∆2u.1 - ∆3u.1 + ∆4u.1 -. . . . . . . . . . . .Nach demselben Gesetze wird wieder statt jedes Gliedes seine nächste Scheitelreihe mit abwechselnden Zeichen eingeführtU 2 = ü. - δ1U0 + δ≈U0 - δ,U0 +- δ,U0 + ∆-U, - δ,Uo + ..... .+ ∆∙U0 - ∆∙U0 +...................................- 4∙u0 +..................................+ ••••••oder U_2 = 1 . Uo - 2 . ∆*U0 + 3 . ∆2U0 - 4 . δ3U0 +...................Der Weg von dem vorhergehenden zu dem folgenden Gliede ist vorgezeichnet; ist die Reihe für
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17i u.,a.,,=u0÷⅛⅛22. λ'u0 + ⅛⅛2l. √u0+ .... (e
gewonnen, so bestellt der Uebergang zu U.n darin, dass die Glieder der 

. ReiheU.„ = U.,..1, - ∆,U.,,.,, + δ,U.,i.u - ∆∙U.,,.1, +durch Reihen ersetzt werden, welche auf dieselbe Weise gebildet sind als die Reihe E. Es entsteht durch ein gleiches Verfahren wie in §.2 folgende allgemeine Reihe:5) u.. = √u. ÷ h⅛2 ∙ ∆∙u0 + t⅞l^. i∙u0 + h⅛±l. i∙us +....
Diese beiden Gleichungen 4 und 5 geben das Gesetz an, nach welchem ein Glied der Haupthorizontalreihe aus den Gliedern der Hauptscheitelreihe gebildet werden kann; dieses Gesetz kann auch in folgenden Zeichen vorgelegt werden:6) Ua = (i + ∆)" Uo

∆ou.n∣ ∆ou0 pü?A1U0A*U0
A3U0∏ζ
AsU0

3
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18

$• 5.Eine zweite Bildungsweise aus Gliedern, welche nach einer andern Richtung im Schema liegen, ist folgende: Es istU1 = Uo + ∆'U0 ∆ιuo = δ1U.j + ∆2U.1 ∆2U.1 = δ2U.2 + δ3U.2 δ3U.2 = δ3U.3 + δ4U.3
Durch Zusammenzählen dieser Gleichungen entsteht die ReiheU1 = Uo + ∆1U.1 + δ2U.2 ÷ δ3U.3 + δ4U,4 +...........................sie zeigt, dass ein Glied Uι durch eine Reihe gebildet werden kann, welche in der Mitte der Haupthorizontal - und der Hauptscheitel-Reihe liegt. Nach demselben Gesetze wird das folgende Glied U2 gebildet
u2 = uι ÷ ∆1U0 + ∆2u.1 + δ3U.2'÷ δ4U,3 +......................und so auch nach demselben Gesetze jedes Glied dieser Reihe,U2 = Uθ + ∆,u.1 + δ2U,2 + δ3U.3 + δ4U.4 +................+ ∆1U.1 + δ2U,2 + δ3U,3 + δ4U.4 +................+ δ2U^ + δ3U.3 + δ4U.4 +.................+ δ3U.3 + δ4U.4 +................+ δ4U.4 +.................K + •••••oder U2 = 1 . Uo + 2 . Δ1U.1 ÷ 3 . Δ2U., + 4 . Δ3U,, +...................Ist nach diesem \ erfahren U1.1 in eine Reihe entwickelt
U... =U,-¾^' .√D,, t '-,1+1∕l. A’U.,- (F1 1
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19so wird das folgende Glied Uu gefunden, wenn in der ReilieUu = Ull.1 + ∆1Uu.2 + ∆2un,3 + δ3Uu.4 + . . . .
für jedes Glied eine Reihe eingeführt wird, welche nach demselben Gesetze wie F gebildet ist, nämlich :

Uu=U0-(-n+ι)1. ∆1U.ι + (-n+ι)2. δ2U.2- (-n+ι)3. δ3U,3 +.................+ ∆,U.1-(-n+ι)1. Δ2U,2+(-n+ι)2. ∆3U.3 -..................+ ∆2U.2-(-n+ι)ι.∆3U.3 +.................+ δ3U.3 -.................
Es entsteht, wenn die Vorzahlen wie in §. 2 vereinigt werden, die Reihe

7) uι =u0-h⅛22. ∆∙u.. + ⅛p. ∆≈u.i - ⅛,)12. δ>u.j +.......
Nach dieser Gleichung wird ein Glied Uu der Haupthorizontalreihe auf der rechten Seite aus den GliedernUθ , ∆*U.1 , δ2U,2 , δ3U.3 , . . . .welche auf der linken Seite liegen, gebildet. Es ist noch übrig, das Gesetz für U_a aufzusuchen. Es ist

u l = uβ - ∆*U.t

3 *
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20ferner ist U, = u.1 - Λ∙u.1
= U. - Δ>U,- Δ*U.1 + 4≈U.s= U, -2.∆,U1 + ∆,U.,eben so ist 'u 3 = u 2 - ∆1U-3= Uβ -2.∆1u.1 + ∆iu.2- δ,U-i +2.δ2U.2 - δ3U.3 = Uo -3.∆1U.x +3.δjU2 - ∆su.3Ist die Reihe für U.<n.n gefunden

U 1,-U -∕n-.1)u"..∆tU ÷ (πT1)- . ∆2U 2 ~.................-(n-l> 0 .1. -1 1 , 2ll -21 1so besteht der Uebergang zu U_n in der Vereinigung der beiden Reihenun = ucn.n - ∆*ua= Uo-(n-ι)1. ∆1U 1 + (n-ι)2. ∆2U a - (n-ι)i. ∆3U , + . . . -.................- δ,U,j + (11~1)1. δ2U.2 - (n-ι)2. δ3U,3 +wodurch folgende Reihe gewonnen wird
z8) u n=u0-!p.∆-u 1÷≤ζl. ∆∙u.,-!p. ∆*U.,+ ........

Beide Reihen 7 und 8 sind denselben Gesetzen unterworfen; sie geben vereint die Entwickelung eines Gliedes der Haupthorizontalreihe aus Gliedern, welche zur Linken in der Mitte der Horizontal- und der Scheitelreihe liegen.
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δou ∆ouo ∣δ u+n___   _______——--------------------------------------- ----------------------------------- ——Δ1U.lδtΓ^
•2________

A,U-,

$. 6.Die Glieder U+u und U_n können auch durch Glieder gebildet werden, welche der Scheitelreihe näher liegen, als die vorigen. Es istuι = Uo + ∆,Uo (Aund auch U1=Uβ+ ∆,U1+∆iU1 (BFerner ist U-5 = U1 + ∆*uιDer erste Theil U1 kann nach A und der zweite ∆,Ul kann nach B gebildet werden; hiedurch entsteht
u2 = uo + δ1Uo+ ∆,U0 + δ^U-i + ∆,U-ι= Uo ÷2.∆,U0 + ∆lU.ι + ∆3u.1 (cDer erste Theil U1 kann auch nach B und der zweite Theil ∆,Ut nachC gebildet werden; es wird hiedurch

Ua = uo + ∆ιu,1+ δ2U.1+ δ*U,1 + 2.δ2U.i + δ3U.2 + δ4U.j= Uo +2.∆1U.i + 3.∆TJ,1 ÷ ∆,U.2 + ∆TJ.1 (DFerner ist
U3 = U2 + ∆1Ur
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20ferner ist U., = U., - ∆'U.1= uo - ∆1U.,- ∆1U.3 ÷ δ2U,2= Uo -2.∆1U 1 + δ2U.2eben so ist '
u 3 = u 2 - ∆*u.3

= Uo -2.∆1u.1+ ∆2u.1- δ,U,1 +2.δ2U.2 - δ3U.3
= Uo -3.Δ,U.1 ÷3.Δ2U.2 - ΔsU.3Ist die Reihe für U.,n.1, gefunden

u V.-^≠. ∆∙u, + ⅛=⅛7. i’u 1 -.................
1 1so besteht der Uehergang zu U_n in der Vereinigung der beiden Reihen 

u. = u.- δ∙u „= U.-(n-ι),. ∆'U., + (n-ι),. ∆∙U . i'U, + . . . -.................— ∆ U.ι + (n—ι)i. δ U_2 — (u—1)2. δ3U-3 +wodurch folgende Reihe gewonnen wird /8) un=u0-,2ll.4>u.ι+!C.∆≈u,-⅛l.∆∙u.,+ . . ......
Beide Reihen 7 und 8 sind denselben Gesetzen unterworfen; sie geben vereint die Entwickelung eines Gliedes der Haupthorizontalreihe aus Gliedern, welche zur Linken in der Mitte der Horizontal- und der Scheitelreihe liegen.
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21δ°u-u | I δ°u° I Ia°u÷∏ ∆21Γ
-2

—∆3U ,____________________ΛiU.s
— . .

6.Die Glieder U+n und U_n können auch durch Glieder gebildet werden, welche der Scheitelreihe näher liegen, als die vorigen. Es istuι = uo + ∆'Uα (Aund auch Ui=Uβ+ ∆1U.1+∆1U1 (BFerner ist U? = U1 + δ,U1Der erste Theil U1 kann nach Ä und der zweite ∆*Uι kann nach B gebildet werden; hiedurch entsteht
u2 = uo + δ1Uo+ δ'U0 + δ^U-i + ∆3U 1= Uo +2.∆1U0 + ∆1U.1 + δ3U.1 (CDer erste Theil Ux kann auch nach B und der zweite Theil ∆'U1 nachC gebildet werden; es wird hiedurchu2 = Uo + ∆*uι+ ∆2Ux+ δ,U.i + 2.δ2U.i + ∆su.2 + ∆4u.i= Uo +2.∆,U.1+3.∆iU.1 ÷ ∆,u.2 + δ4U.j (DFerner ist

U3 = Ua + ∆,U
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24Es ist folMich
9) U,=U.+⅛1. ∆'U0 + ,p.A,U ,√2±⅛^ . a’U. ,+≥⅛2l. a*u.,111 1 +<"+^1-,√u ,+⅜" .√u,÷....................

pll -2 *6U -3

und

10) u =u.+I^.λ'u., + ⅛⅛1'. A≈u .+⅛⅛± .λ∙u. ,+<2i⅛ll. √u ,i (ι⅛2),ι2. ,p +(,)≤)2l.√u s+...................
’ . 51 I “3 . Oll ~31 1

Diese Reihen gelten nicht allein für das bejahte n, sondern auch für das verneinte n; denn es istU = U - ∆ιu (A-1 0 -1 Vvιund U , = U. - a'U. + A’U. (B.Ferner ist U 2 - U 1 - ∆*u.lDieses Glied U_2 wird nun auf zwei verschiedene Weisen gebildet, und zwar entweder der erste Theil U_, nach A1 und der zweite Theil ∆,th2 nach B1
U., = U. - a'U,- A'U., + A'U., - A’U.,= U. -2. A,U., + A,U., - A'U., (C.oder der erste Theil U-. nach ß, und der zweite Theil A'U., nach C,
u., = U. - a’U. + a’U.,- A'u„ + 2. A’U., - A’U., + A4U.,= U„ -2. A'U. + 3. A’U., - A,U., + A,U.s (β1
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25Ferner ist nach C, und DlU.,= u.,- ∆'U-,= U, -2.∆,u.,+ ∆,U-, - δ'U.,- ∆*u.,+2.∆,U., -3.∆,u.1 + ∆*u., - ∆su.,= Uo -3.∆'U.,+ 3.∆,U., -i,∙∆,U., + ∆,u.ι - ∆,U., (E,und nach D, und E,u.,= Uo -2.∆,U0 +3.∆,u.1 - ∆'LI,, + ∆,u.,- ∆,u, ÷3.∆1u., -3.∆,U., +*.∆4u., - ∆*u., + ∆tU.j= Uo -3.∆,U0 +6.∆≈u., - + .∆,U.1 +5.∆4u.1 - ∆su.1 + ∆4u., (F,Durch ein gleiches Verfahren, welches oben vorgelegt ist, ergeben sich folgende Gesetze für die Bildung des Gliedes U.o:11) U..=ll.÷⅛t' . . ι1u.1÷,⅛⅛2l. 1,∙u.,
÷ 1≠∙⅛,,⅛f. *u,*⅛Γ..∙o.,÷...

und12) U.. = l,.÷⅛p.Cu..ψ⅛⅛2l.i.u.,t⅛⅛r.ιu,
Die obigen Reihen 9 und 10 sind also ganz allgemein, und gelten sowohl für das bejahte als verneinte n. Vorzüglich merkwürdig ist bei ihnen die ganz besondere Eigenschaft, dass keine der Reihen unendlich ist, welche Eigenschaft keine von den Reihen, die in dieser Untersuchung Vorkommen, besitzt.

4
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A°u.,|__________________________________ ∆0u,,∣____________________________________ ∣a°u,la^U.1δ*U-,δ,U.iZeZ
δsU2δ,U.3

Tpj I ∆ouo | ∣∆out.
- . - . . ■■ — -■ ... ................. ............................................................................... .............................................. ' ----------------------------—...................■ ■ —

A‘ü,A’P-δ'P.,i*P∑
δ,U.ja‘P-»

$. 7.Die Glieder U+n und U_n können auch durch Reihen gebildet werden welche auf der rechten Seite in der Mitte der Horizontal- und der Scheitelreihe liegen. Wird nämlich in der Gleichung 6∏qi-ι
P = ∑σ -T— ■ δ,P.n <1 qli 0nach N 3 statt ∆qU0 gesetztδ"U. = ςp (-)’ (-∙ft~'p∏ ■ .∆"Up---lpl*A~∙δ'Uγ., )

www.rcin.org.pl



27so entsteht die zusammengesetztere ReiheU _2 , f_r ∕n,1^1. (⅞ ~ P),1^, . Λ-u ∙ <3∑p∑1tl λγtj \
n <i p ∖ ) ξ ι<1∏ jp∏ p 1<lll ∣p∏ * P+l jwelche der Forderung Genüge leistet; ihr kann eine einfachere Gestalt gegeben werden; denn, da der erste Theil verschwindet, so lange q kleiner als 2p, und der zweite Theil Null wird, so lange q kleiner als 2p+1 ist, so ist nach Analysis Seite 207 N. 317w-vnαl'1 <q-p∕"1 ~ll21"t 5∙<-γ <11-0dC1. (p+i)511 ^(∏-p-ι)p'11∙1 A > 1<ln 1pn 1u>n , A > pn (2p+l)sb ~ iτ'l11und

y<.v∙∙",1^, (q-p->)tl-,-n,t*,1-, v f_v (n-2p-ι)∙,-' (p+ι)∙u _(n-p-i)rl-‘ 
’ 1,∏ 1pi. —1.,÷.1. ∙ .u l,1, (2p+2)∙'∙- 1l,1τ -Das allgemeine Glied der neuen Reihe ist also (n-p-ιy-,- λ,tt +(n-iw)'1-

mithin die Reihe selbst
13) ∏.=⅛<∖pvi+M^,,1∙V,+M^,4∙∏i +...........

+⅛Γ • *‘ü. ÷⅛Γ. λ∙u,+⅛)T . i=u, +...........
Diese Reihe ist ganz allgemein, sie gilt sowohl für das bejahte als verneinte n.⅜ houj 1aou∑A1Ux ∣a,U2 |

puap*u3____A3U3 | δ3U4 δ4U ∆4u4 6
"~4* -
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28Diese Reihe geht in eine andere über, wenn in ihr ∆rU„ = ∆1U + δγ+1U’-'p+l P pgesetzt wird, es entsteht folgende:ui tι.=^-*χw⅛∖,1-.∙∙".÷⅛c.,∙v,.⅛gr.,.1,∙,÷....
welche auch sowohl für +n als für -n gilt.
∣7iΓ∣ ’ | δ°uo~∣ j∆outn,

∆2U1 | δ2U2δ3U2 | δ3U3δ*U3 1 ∆4U,
$• 8.Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass Uu durch Reihen gebildet werden kann, welche nach jeder Richtung im Schema hin liegen. Stirling hat folgende Reihe gefunden:15) Uh = A0∆0U0 + A∕1U0 + A2∆*U-1+ Ai∆iU.1+ A4∆3U.i+ Asδ3U.2 + A6δ4U.2÷ A7∆sU.2+ Asδ5U.j.. .............................................................  •+ Ajλδ5bU.o
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δ°u δouo δou I
-n o +nj

. i,u^ i,u°•_____ 7IΓ
δsU δsU -2 -1a7u∑δsU,3 δ5U-2 δ6U,3 ~

Es bleibt hier dem Leser überlassen, ob er zur Auffindung der Vorzahlen diese oder eine andere Methode wählen, oder ob er noch nach andern Richtungen, welche oben angegeben sind, U-n entwickeln will.
9.Das Zeichen ∆ zeigt den Uebergang von einer Horizontalreihe zu der nächstfolgenden Horizontalreihe an; führen wir für den Uebergang von einem Gliede zu dem nächstfolgenden Gliede derselben Horizontalreihe das Zeichen □ ein, so dass

o‘U„ = u., □≈u. = vt, □∙u0 = u , . . . .und
□ -u0 = u ,, o-ü. = u 1, □-u. = u, , . . . .so können wir alle gefundenen Wahrheiten durch folgende einfache Gleichungen bemerkbar machen16) ' ∆±nU = (□ - ι)+-"Uund17) ∙ □ i"U = (l +∆)-+nUdenn die Gleichungen 1, 2, 4, 5 werden durch das Binomium in gewöhnlicher Form dargestellt, die Gleichungen 7 und 8 entspringen aus dem Binomium

/
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30

_i_ ___ □-! _ ι___£oder
18) □"U = (ι--±fu

und

19) □-u=^ι-A)"u

die Gleichungen 9 und 11 sind die Entwicklung des Binomiums in fol gcnder Form:
20) (ι+x)n = Ao + A1 • x1

*a∙(⅛)'x'*a' (⅛)'x' 
-a∙(⅛)'*∙*a∙u)^'∙
+ A, ) x’ + A, (—) x4 

'ι+x∕ ’l+x/

...................................................................................

10 und 12 in folgender

21) (ι+x)* = A„ + A, (-i√

∙<'∙*⅜,'

-a4⅛p÷a.(,⅛p
.........................................................

und 13 in folgender Form

22) (ι+x)' = Ao (ι+x),x" + A, (ι+x),x,

+ A, (ι+x)sx* + A1 (i+x)5x4 

+ A, (ι+x),x' + A, (ι+x),x*
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31und von derselben Form ist die Gleichung 3, welche entsteht, wenn in 
22 gesetzt wird n + 1 statt n und durch 1+ x geniessen wird. Später bei der Theorie der Reihen und bei den wiederholenden Functionen werden wir auf diesen Gegenstand wieder zurückkommen.Verschieden von diesen Entwickelungen ist jene, welche aus der allgemeinsten Entwickelung des Binomiums *)
(a+bx)n = - .an 

nn n+h t.1 1 xl+ —7* • ----  • a . j) . —-------- —
n+h ι (a+bx),u

n (n+2h) (n+2h-1) ,, x’+---- • ——----------------- - • a . i»  ---------- -
n+sh ι . 2 (a+bx)lk+ n . (11+3h) (n+3⅛-ι) (n+3lι-2) _ l, x∙n+3h i : 2 : 3 ‘ (a+bx)'k+..................................................................................................................entspringt, wenn a = b = ι, x = ∆ also a+bx = ι+∆=□ und= ∆∙'(1+∆)-" = ∆Γ0 -P"U = Δ1'U,rkgesetzt wird; es ist23) Q’ü = Uπ = _.u n 0. 11 n+h a.tt+ --- 7 • ----- ∙ Δ U _h

n+h l+ 11 . (n+gh) (n+2h-ι) _ δ,u 11+2h 1.2 ’ -2h
, n (n+3h) (n+3h-1) (n+3h-2)+ lTt⅛--------1.2.3-------- δ+...............................................................................................wo h sowohl bejaht als verneint sein kann.

*) Diese Reihe kann aus Ser Gleichung 48 Analysis Seite 66 hergeleitet werden.
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32Wird aber a = -ι , b=ι , x = □ alsoa+bx = — ι + □ = Δund x'' — ∏'√□-I)*1'h = □fδ*p,' = i',l'U(a+bx)’1'1gesetzt, so -wird
24) ∆"U0 = (-)" i*. U„+ (-y-κ-ι 11 . n~h . δ1-,1Uin-h l+ (_y-2h-2 U (n—2h) (n—2h-1) . δjhu11—2h 1 . 2, λn.3h,j 11 (11-3h) (n-3h-1) (n-3h-2) 3l,ττ+ ---- r • ------------------- ~11—3h 1.2.3
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Zweite Abtheilung.

UNTERSCHIEDE DER PRODUCTE.

10.Statt der Reihe• • • • • U-3 , H-j } U-i > Uq) Ui j U2 , U3 , • • • • werde die Reihe der Producte
...p_3.q_3> P-2∙Q.2> P-√Q-x> p0.q0> Pi∙<λ> p2∙Q2, p3∙Q3,zu Grunde gelegt, und das Schema aller der Reihen, sowohl jener, welche durch Abzählen je zweier auf einander folgenden Glieder entstehen, als auch derjenigen Reihen, aus welchen die vorgegebene Reihe durch Abzählen je zweier auf einander folgenden Glieder entstanden ist, sei folgendes:

5
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35Die vorgegebene Reihe mit allen ihren abgeleiteten Reihen kann als ein besonderer Fall von der ersterenU0, U1, U,, . . . angesehen werden, in so fern ihre Glieder die bestimmte Eigenschaft haben, dass sie Pro- ducte sind. Sie kann aber auch zugleich als eine viel allgemeinere Reihe betrachtet werden, indem aus ihr die erstere Reihe U, . . .. entspringt, wenn einer ihrer Factoren z. B. . ..Q, = O — O — 0 = O = ... — 1 gesetzt wird.In ersterer Hinsicht, wo sie als eine besondere Reihe erscheint, unterwirft sie sich auch allen Wahrheiten, welche in der ersten Abtheilung gefunden worden; es ist nämlich nach N 1 und 225) ∆" (p.Q) = P1,. Qll -≤'λ . Q.,"1 +'⅛- ∙ P..2 • Q„_, - . . ." / 1 1und26) ∆-" (P.Q) = P.„. Q.. - t≤ll. p_ . Q.„_1+(r2⅛l,. Γ.,.j. Q.,.t -..
1 1so wie auch nach 4 und 527) P..Q,, = ∆"(P0.Q0) + !≤l.∆'(P0.Q0)+12ll.∆∙(P0.Q0)+ . . . .

und nach N 728) p„. Q„ = Δ- (Γ0. Q„) - L∆>22. ∆'(p.l. o.,) + tl⅛ll. ∆-(p.,. Q„)-. +.
sowohl für das + n als - n; und so auch nach den übrigen Reihen ....In allen diesen Wahrheiten kommen P und Q immer vereint mit denselben Stellenzahlen vor; der Zweck dieser Untersuchung ist, sowohl ∆11 (P.Q) als auch Pu.Qu aus Gliedern zu bilden, welche in den beiden Schemas 
a und /3 nach verschiedenen Richtungen liegen.

5*
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36α)
∆'2P0A"1P0a°P_2 ∆°P.1 ∆θP0 ∆0pι ∆°P2Δ1PoA2 Po

/3)

i'sQ.i',Q.• • λ°Q-≈ ∆oOV-i Q. ∆0O1V 1 δ0Q2 ♦ •∆1 Oo ¾ θ4'^Q∙ \
11.

statt Pu.s die Reihep — ∑,1 — . ∆llp . wo h = o , l j 2 ,
i n-s U lili 0 ? 7 7 71eingeführt; dadurch entsteht die Reihe

Zuerst werde in der Gleichung∏5l~1i''(P<,∙Q.)= 2,(-)∙ -.pιι.ι.Q,,.,, WOS = 0, 1, 2, . . ...
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∆"(P0.Q0) = ∑.¾(-)⅛ ^^.λ"Ps.Q,,s

oder, weil
n,1^* (n-s)l'^* _ nu^, (n-h),'-
^sli ’ ~hll ~~, 1hli ’ 1slιdie Reihe ∆∖p0. qj) = ¾, fp. ∆'p0.s, ((-)■ ) j

Wird zuletzt nach IV 1
_ f v (n-h) l ∩ _____ An^h∏2.(-) -1,u.. ‘ Vu-e ~ λ V+hgesetzt, so wird

∆n(Po∙Qo) = ⅛∆hPχhQ,1 
1oder29) ∆7P . Qj — ≤r2 . λ0P . ∆uO +⅛1.4,p .∆n-1O

/ × 0 κ o/ - θll 0 * 0 ~ a 1 ll o * 11 1

+^.4t..δ-=qs÷. • • •
1Diese Reihe gilt nicht allein für das bejahte sondern auch für das verneinte n, denn die Reihe N 1, welche liier zu Grunde gelegt ist, ist ganz allgemein.

$. 12.Dieselbe Reihe lässt sich auch durch ein ganz anderes Verfahren aufsuchen. Es ist nämlich
∆(P . Q ) = P . Q - P . O

V 0 * 0/ 1*1 0*0und, wenn Pθ.Q1 ab- und zugezählt wirdδ(Γ.0Q,) = Γ1∙Q1 - F0.Q, + P0.Q1 - P„.Q„

www.rcin.org.pl



38oder30) ∆(Po.Qo) = Po.∆'Q0 + ∆T0.QlDiese Gleichung enthält das Gesetz, nach welchem die Entwicklung von ∆n(Pθ.Qo) verfolgt werden soll.Wird von dieser Gleichung der Unterschied genommena,(P0∙Q,) = ∆(Po.∆'Qo + ∆Po.Qι) = δ(Po.δ,Qo) + δ(δPo.Qj)so müssen die Unterschiede dieser Producte nach der ehen erwähnten Vorschrift 30 gebildet werden;δ(P0.δ*Ωo) = P0.∆≈Q0 + δ'Po.δ'Qi δ(δP0.Qi)= δ'Po.δ,Qi + ∆=Po.Q,wodurch folgende Gleichung entsteht:∆2(P0.Q0) = ∆oPo.∆2Qθ + 2.∆lP0.∆,O1 + δ3Po.δ002Der Uehergang von der vorhergehenden zur nachfolgenden Gleichung bleibt unverändert; ist∆-∙ (P,.Q0) = δ°P0. ∆"-'∩0 + δ'P0 . ∆-≈Q, + ⅛Σ⅛L ∆∙P0. ∆"->Q, +...
gewonnen, so entsteht dadurch, wenn jedem Producte ∆ vorgesetzt, und nach der Vorschrift 30δ(δ"P0.δ-'-'Qp) = ∆,,P0. ∆"^rQp + δ-'P0.δ">-‰ eingeführt wird, die nächstfolgende Reiheδi*(P .o ) = δop .∆no +⅛⅛H ∆ιpo.∆n-jo +⅛∑⅛lll ∆2p .∆n-w+...

V 0 * 0/ 0 » 0 .oll o '1 . lil. 0 x 2‘ 1 1
(n-l)',- (lχ-ι)≈1-

+ —TTÜ ÷ pü1 1
oder da (n-ι)m"ll-1 . (n—ι)ml"1 __ nml^1

Tm-ill . ml i .mir1 11
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39die Reihe31) δ"(P0.Q0) = ∆0Pβ.∆"Q0 + ≤1 .δTo.δ"-,Qi +.....................1Dass diese Reihe auch für das verneinte n gilt, kann auf folgende Weise dargetlian werden: In der Gleichung 30, aus welcher die vorstehende Reihe entsprangen ist, werde jedem Producte ∆^1 vorgesetzt; es wird, da ∆1∆"1 = ∆o ist,P0.Q0 = ∆-(Pβ.∆'Q0) + δ^1(δ'P0.Qi) oder wenn ∆"1Q statt Q gesetzt wird,32) ∆-(P0. O ) = 1∖. ∆-Qo - δ-'(δT. . ∆-Qι)Nach dem Gesetze, welches diese Gleichung ausspricht, lassen sich nun mehrere Gleichungen bilden:δ-(P0.QJ = P0.δ-Qo - δ-'(δ'Po.δ-'Qi)-- δ"(δ'P..δ"Q,) = - ∆T .δ-≈Q, + δ-(δ∙P .δ-≈Q2)+ ∆-*(∆-Pσ. δ-Qs) = δ=Po . δ-Qi - δ-(δ∙Po . δ-jQ3)- δ-(δ∙P0.δ-Qj)= _ δ≈Po.δ"Qj + δ-(δ4P .δ-4∩,)*∙∙∙∙∙∙∙∙∙⅜∙∙∙⅜β>ewelche durch Zuzählen folgende Reihe erzeugen:∆"(P0.Q0) =Po.∆-Qo - ∆'Po.∆-Q, + δ≈Po.δ^j∩, - ∆sPo.δ-*0i+..-...Der Uehergang von ∆^, zu ∆^, besteht darin, dass jedem Producte ∆^, vorgesetzt, und jedes Product nach demselben Gesetze, welches in tlieser Gleichung liegt, in eine Reihe entwickelt wird, nämlich4'2(P.∙<λ) = P0.∆-=Qβ - δ,Po.δ^'Qi + δiP0.δ-1∩2-................- ∆,p .δ^3∩, + ∆≈p .∆-,∩ -.................0 * 1 0 »2+ ∆2P . δ"4O -.................
— P.δ^O -2.∆,P .δ'3O +3.δ2Po.δ-4Q -.................■Q κ 0 ’ 0 Kl 0 *2
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40Das Verfahren bleibt unverändert, und führt zuletzt zu der allgemeinen Gleichung33) a-"(I∖.()0, = a'Ts + +1 1welche auch in der obigen N 29, die auf einem andern Wege gefunden worden, enthalten ist.Diese Reibe gibt zuerst Taylor; den speciellen Fall, wenn n — ι ist, gibt, nur in anderer Form, Condorcet in seinem Essai sur VApplication 
de l’Änalyse ä la probabilite des decisions p. 163.

$. 13.Die Gleichung 32 ist noch einer andern Umformung fähig: wenn nämlich ∆"jP0 statt P und ∆,Q.1 statt Q gesetzt wird, so geht die Gleichung 32 über in34) δ-(Po . Qo) = δ-P0 . ∩., - δ-(δ-Po . δ,Q.,)Nach dieser Gleichung können mehrere gebildet werden:
δ"(P0 • 0.) = i^,p.

- δ-(δ-po.δ-().,) = - δ-po 
+ ∆-(∆-≈Po.∆∙o.j = + δ-*p0- ∆-(∆-P0. ∆∙Q.j) - - ∆-P0+........................... =Ξ + . .

Q_, - δ-(δ-Po.δ'0.,)δ,Q., + δ-(δ-≈Po . δjQ.,) δ,P.1 - δ^,(δ^jPo , δ,Q.,) ∆,Q.t + δ-(δ-4P0.δ∙Q.,)
welche durch .Zuzählen zu folgender Reihe führen:∆1(Pυ .Qo) = ∆"1Pυ∙Q.1-∆^2P0.∆1Q 2 + ∆"3Pθ.∆2Q-j~r4P0.∆sQ.4+ ......Auf gleiche Weise wie im vorigen §. wird diese Wahrheit zu einer grösseren Allgemeinheit erhoben; die Reihe, die entsteht, ist
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4135)δ-∖Po.QJ=4-To.Q.-+L⅛22.4-∙--Po.4'0^i+L⅛11.4---≈Po.4≈q,ii ∙+...
welche auch schon in der allgemeinen Gleichung 31 enthalten ist; denn sie entsteht, wenn in jener das letzte Glied zu dem ersten gemacht und - n statt n gesetzt wird. 14.Die sämmtlichen hier gefundenen Wahrheiten entspringen aus dem Binomium, und es ist, wenn sich π , ∆ auf den Factor P, und ∏ , ∆ auf Q beziehen, nach N 25 und 2636) i"(p∙Q) = (□, 1)’ PQ
und nach 27 und 2837) □"(P.Q) = (ι + ∆mypoIund da
δγ∙<i = 0 p 01 -1 = (1+δ,) (1+∖) -1 = ∆p∆,ι + ∆p + ∆q = ∆p (∆q+l) + ∆q = ∆r □ q+∆q so ist38) > δ∖p.Q) = (∆p□q + ∆qypQwelches auch mit den Reihen 29, 31, 33, 35 übereinstimmt.$. 15.Ausser diesen allgemeinen Reihen, welche für jedes n gelten, lassen sich füi ein bestimmtes n und zwar für n ~~ — i besondere Reihen entwickeln. Das Verfahren ist ganz eigenthümlicher Art, und besteht in Folgendem. Es sei ∆~*(Pθ.Qo) = P0.A

6
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42gleich einem Producte, wovon ein Factor Po angenommen und der andere Factor A gesucht wird. Wird ∆^1 durch ∆1 aufgehoben, so ist nach 30
P.Q = ∆(A.P) = A∙∆P + ∆A∙P1Es wird

■ - p∙Φ+ PA----- zf+Bangenommen, und B Bestimmt durch die Gleichung 
o = B.aP + P,.∆ + P,.∆B

Es wird
P ∕P∙O∖ , r. b = --⅛-∙4⅛) +C •

angenommen, und C Bestimmt durch die Gleichungo = c.δP-P1.a(⅛.δ^+Pi.λc
Ferner wird

c-⅞∙*(⅛-©))*■>

angenommen, und D Bestimmt durch die Gleichungo=D.ΛP÷P,.i(⅞.A (⅛.λ(^))÷P,.δd
Wird wiederd=-⅛∙δ (⅛∙δ (⅛∙δ(⅞^))) +e

angenommen, so ist E durch eine neue Gleichung zu Bestimmen. Die Gleichungen, durch welche A,B,C,D,E,.... Bestimmt werden, Befolgen ein gemeinsames Gesetz, und erzeugen folgende Reihe:
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39, ."(P.® = p∕ ∑jji
-⅛∙*(⅛)
÷⅛->α)

-⅛∙*(hmp4)
: : : : : : : : : : : : :)

Diese Reihe würde Euler (Differentialrechnung 2r Th. 7s Cap. §.190 —196, Uehersetzung Seite 223 — 229) durch sein Verfahren erhalten haben, wenn er die Idee der Annäherung nicht zu Grunde ^e- legt hätte. Die folgenden Reihen erscheinen hier zuerst.
16.Die Gestalt der Reihe hängt von der Gestalt der Gleichung ab, welche unmittelbar aus der Grundgleichun<>-Ö ö •δ-(P.Q) = P.A .hergeleitet wird. Wird, nachdem ∆"l durch ∆, aufgehoben ist, der Gleichung folgende Gestalt gegeben

P.Q = ∆(P.A) = P.δA + ∆P.A1so wird auch, obgleich das Verfahren der flerleitung dasselbe bleibt, die daraus entspringende Reihe eine andere Gestalt gewinnen. Wird
P.Q

A1 — + B 6*
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also * __  P-1∙Q-1 . TΓ>a--zp-+B.,angenommen, so wird B Bestimmt durch die Gleichung 
0 = P . ∆B., + P . ∆( pζj<-- j + ä1> • B

und wird B __ JL.δ(Lii2-j + c B — ∆P ∖ ∆P.1 /also "-∙=-⅛∙*(⅛)--' 
angenommen, so wird C Bestimmt durch die Gleichung

o = P∙4C--γ∙δ(⅛∙δ(⅛l)) +λp∙c

Wird ferner
c = ÷⅜∙*(⅛∙δ(⅛T1)) •"

also ?̂ iH⅛∙∙∣⅛h
gesetzt, so wird D wieder durch eine Gleichung Bestimmt, welche dieselbe Gestalt hat, als die vorigen für B und C. Der UeBergang vom vorhergehenden zum folgenden Befolgt ein unveränderliches Gesetz, woraus folgende Reihe hervorgeht:
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40) ∆',(P,Q) s= P. f-- l'√1 '

-⅛*(⅛)
÷⅛∙*(⅛-(⅛i)-⅞⅜∙⅜∙*(⅛)))

.... )17. ς^-Diese beiden Reihen sind aus der Gleichung∆"1(P.Q) = P.A entsprungen. Wird statt dieser die Gleichung∆^1(P.Q) = δ^1P.Azu Grunde gelegt, so ergehen sich durch ein gleiches Verfahren zwei andere Reihen.Durch das Aufheben des ∆^1 vermittelst ∆1 entsteht die Gleichung P.Q == δ(δ^1P.a) = A.P + δA.δ'1Pi
Wird A = Q + Bangenommen, so wird B bestimmt durch die Gleichungo = B.P + ∆Q.∆^1Pι + ∆B.∆"1P1 Die Annahme von B = - ≤2ZδQ + C
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∖

zieht die Gleichung
o = C.P - ∆-,Pl.∆^J-i.∆Q j + ∆C.Δ"Pl 

nach sich; die Annahme vonc = + ≤2...δJ≤2...λo) + d
die Gleichung

o = D.P + ∆',P1. δ . ∆ (≤Z∙ . ∆Q j j + ∆D . ∆-P,

und die Annahme vond = -⅛p-'∙δ(⅛∙δ(⅛l∙δq ))+e 
eine ähnliche Gleichung nach sich. Die Rechnung hehält den einmal angenommenen Charakter, und die Reihe, welche sie erzeugt, ist
41) δ"(P.Q) = ∆-P.f+ 0

_ ≤J-ι.∆Q P
÷≠∙*KM

...................................................................)
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$. 18.Eine zweite Reihe entsteht, wenn der ersten Gleichung eine andere Gestalt gegeben wird; denn wrirdr.Q = ∆(∆-'P.A) = ∆-'P.∆A + P.A, gesetzt, so entsteht durch die Annahme von
A1 = 0 + Boder A = Q.1 + B.1die Gleichung o = B.P + ∆",P.∆Q.ι + δ'1P.δB.i durch die Annahme von

δ^'B mB = - — .∆Q-, + Coder B-, = - ∙ ^Q-≈ + C.,die Gleichungo = c.P - δ^,γ.δ (LZ∑2 .δq ∖ + δ-p.δc.,und durch die Annahme von∆^,P ∕∆'1PZL.δ(ZL1.δo.j)÷dC =oder
c-=⅞l∙'∙δ(⅛∙δ^> + d-die Gleichung ©o = D.P + ∆"P.∆ ^L‰.4(λ-L>.δQ. U + ∆^,P.∆D.,

u. s. w. Die Reihe, welche hiedurch erzeugt wird, ist
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42) r*(P.Q) = ∆-P.f+Q.1

- . ∆ Qp V-2
A -1∆-,P., ∕∆-P., n ∖+ -p7∙4(t7'∙λ9-)

δ-P , ∕∆-P , ∕∆-'P , „ ∖∖-τ⅛∙⅛a∙*~))
+ ∙∙∙~............................ y

$. 19.

Andere Reihen entstehen, wenn

∆A = £2 + B in §. 15

∆A = Q + B in §. 16

∆A = r2- + B in §. 17 und∆"1Pι
∆ A = ÷ B in §. 18gesetzt werden.

$. 20.In besonderen Fällen erhalten diese Reihen eine einfachere Gestalt; ist z. B.

. . ∙ Q.a = Q.x = Oo = 0x = Qj =••••= 1 

so wird aus N. 39
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7

») .T = r7 i
' -⅜∙*(⅛ 

÷⅛∙⅜-(⅛) 
-⅛√⅛∙∙(⅛O))

+ . . . -..................................
und aus N. 40

44) δ,P = P.∣ -?-l.
Λ *p- 

-⅛*⅛> 
÷⅜H⅛√⅛)) 
................... )
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Dritte Abtheilung.

UNTERSCHIEDE AUF GLEICHE WEISE GEBILDETER 

FUNCTIONEN.

Zerlegen der Unterschiede in Factoren überhaupt.
21.Die Untersuchung, welche in den beiden ersten Abtheilungen in der grössten Allgemeinheit erhalten wurde, gehe jetzt über zu Functionen, die auf gleiche λVeise gebildet sind, und sich nur durch verschiedene GrundgrÖssen unterscheiden. Diese sind, wie bekannt, die Grundlage der Differentialrechnung; aber bevor wir zu dieser merkwürdigen Rechnung übergehen, wollen wir diese Functionen einer Untersuchung unterwerfen, welche bisher die Mathematiker ganz übergangen haben.Der Gegenstand der Untersuchung ist die Reihe . . . f(x-sh) , f(x-2l1), f(x-h) , fx , f(x+h) , f(x+2h) , f(x+3h) , . . . oder, wenn die Zunahme der Grundgrösse durch ∆ x nezeich.net wird . . . f(x — 2 Δ x) , f(x — 1 ∆ x) , f x J f(x + ∆ x) , f(x + 2 ∆ x) , . . .

www.rcin.org.pl
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51Die Untersuchung bleibt nicht bei dem einzelnen Falle stehen, wo die Function nur aus einer Grundgrosse gebildet wird; sie dehnt sich auf Functionen von mehreren Grundgrössen aus, als...f(x-2∆xl,xa-2∆x,), f(xl-∆x1,x2-∆xj, f<X.,X,), f(x1+∆x1,xl+∆xa),... und. . . f(xι - ΔX1,xa - ΔX1,X, - ∆x,), f(x1, x2,x,), f(x, + ∆xl,xa + ∆xj, X1 + δxj), . . .u. s. w.Wird die Zunahme der Grundgrösse durch □ angekündigt, so ist die Bezeichnung der Glieder der Hauptreihe folgende:. . . □'3fs, □'1fx, □^1fx, □ °fx, □1fx, □.2fx, □ 3fχ, . . .und sind in der Function mehrere Grundgrössen,- □u∏x7(χljχ2),o∏Dχ!f(χΛV(χ1⅛ □χ1∏χ2f(χ∆,χΛoder auch∙∙∙ 0χx,X2f(x∆Jx2λ □Z12χJ(xχ,xΛ f(xpxJ, □χ1,X2f(xi>x2λ □xi,X2f(xΛ>x2)>∙∙∙und so auch, wenn mehrere Grundgrössen vorhanden sind.
22.Der Unterschied f(x + h) - f x lasst sich immer in zwei Factoren zerlegen, wovon der eine Factor h die Zunahme von der Grundgrösse x, und der andere Factor eine Function von x und h ist, so dass45) ∆fx = ⅛-x+hJ ~ fκ, h oder = f<x+^ ,~J⅛ . 4xoder = . ∆x

h ∆x ∆xDiese Behauptung bewährt sich bei allen einfachen Functionen, deren Begriffe die Analysis entwickelt hat, und auch bei allen Functionen ,welche aus diesen einfachen Functionen zusammen gesetzt sind.Diese Wahrheit ist die Grundlage dieser Untersuchung über Unterschiede und der spätem über Differentiale, oder vielmehr die ganze
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52Untersuchung besteht in einem stäten Zerlegen der Unterschiede in zwei Factoren, wovon immer ein Factor die Zunahme der Grundgrösse ist.Bei einer Grundgrösse und hei einer einfachen Function ist dieses Zerlegen des Unterschiedes in Factoren keinen Schwierigkeiten unterworfen. Kommen aber mehrere Grundgrossen, sogar doppelte, drei und mehrfache Functionen, oder Functionen von Functionen vor, so sind hei diesem Zerlegen in Factoren gewisse Gesetze zu befolgen. Unsere Aufgabe besteht jetzt darin:dass wir die Gesetze oder Vorschriften aufsuchen, welche angeben, wie ein oder wie mehrere Geschäfte auszufiihren sind,/3) dass wir untersuchen, ob vorgeschriebene Geschäfte in einer andern Ordnung vorgenommen, undγ) ob sie sogar durch andere Geschäfte ersetzt werden können.
23.Wenn die Function zwei oder mehrere Grundgrossen x, y, • • . enthält, und wenn von ihr zuerst der Unterschied in Hinsicht x und dann in Hinsicht y genommen werden soll, so sind die Geschäfte und die Zeichen folgende.Der Unterschied in Hinsicht x istf(x + ∆x, y) - f(x, y)wird hierin der Factor ax gesondert,f(x ÷ Ax, y) - f(x, y) .δx Axso muss, wenn in diesem y um Ay wächst, λ orsteliendes abgezählt, und der Factor Ay gesondert werden

f(x+∆x,y + ∆y) - f x,y + ∆y) . δ^ _ f(x + Ax, y) - f(*1y) . δx

∆x Ax __  p_________________________________________________________________________________ . Ay = 1
W
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53oder in Zeichen ∕M(*,y). 4x ∖.....ax_____________∕.iy = pδywo das Ganze durch P vorgestellt wird.Da das Abzählen, Vervielfachen und Messen in willkührliclier Ordnung vorgenommen werden können, so kann auch bei den Geschäften, welche durch P vorgestellt sind, folgende Ordnung gewählt werdenf(x + Ax,y + ∆y) - f(x, y ÷ ∆y) - f(x + ∆x,y) ÷ f(x, y) . χχ . = p∆x. ∆yoder auch folgende:f(x + Ax, y + Ay) - f(x + Ax,y) _ f(x,y + Ay) - f(x,y)------------------ £1__________________ 1______Z____________ . AX = P
∆Xoder in andern Zeichen dargestelltAtf(χ + Ax,y) A,,Γ(x,y)

—- -------------- λ> ■' - . AX = P∆x
oder

----------- 2------------- -  δx = P∆xEs ist also√i-⅛0∙")------------ - ----------- - . ∆y = -------- —--------------  . ∆x∆y δxOder in Morten: Bei dem Zerlegen der Unterschiede in Factoren ist es gleichgültig, ob zuerst der Unterschied in Hinsicht x und dann in Hinsicht y, oder zuerst in Hinsicht y und dann in Hinsicht x genommen wird. λVir wollen diese Wahrheit durch folgende Zeichen festhalten:
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5446) ∆ ∆f(x.y) ∆ ∆ f(x, y)' .—ι —LZ√ , ∆x . ∆y = ——z—-——' . ∆y. ∆x∆y . ∆x ∆x. ∆yDiese Wahrheit ist ganz allgemein, und erstreckt sich auf jede Anzahl veränderlicher Grundgrössen.
24.Diese Freiheit in der Wahl der Ordnung der Geschäfte musste vor allem festgestellt werden, denn sie bringt Beweglichkeit und Lehen in die Untersuchung, welche ohne sie bald in einigen unabänderlichen Vorschriften erstarren würde.Diese Aufeinanderfolge der Geschäfte ist nicht zu verwechseln mit dem Falle, wo in Hinsicht der beiden Grundgrössen x und y zu gleicher Zeit der Unterschied genommen, oder was dasselbe ist, wenn x und y zu gleicher Zeit wachsen, und davon die ursprüngliche Function abgezählt, und wenn dann dieser Unterschied∆f(x, y) = f(x + ∆x, y+∆y) - f(x, y) in Factoren zerlegt werden soll.Bei dieser Zerlegung ist eine HülfsgrÖsse f(x, y + ∆y) nothwendig, wird diese zu und abgezählt ,∆f (x, y) = f(x + ∆x, y + ∆y) - f(x, y + ∆y) + f(x> y + W) “ f(x> y) so ist eine Trennung des Factors ∆x und ∆y möglich, nämlich:47) Ä f(x, y) = √(×>y÷*y). 4x +. VLw∑>. iy .' k ?, ∆x ∆yDieses B,esultat ist in zweifacher Beziehung zu beachten; erstens dass der Unterschied auch theilweise, nämlich zuerst bei f(x, y + ∆y) in Hinsicht x und dann bei f(x,y) in Hinsicht y genommen, und zweitens, dass durch dieses theilweise Verfahren eine Trennung der Factoren bewirkt werden kann,
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55Wäre f(x + ∆x, y) zu- und abgezählt, so würde
48) f(s, y) = ⅛¾⅛¾ . iy + M⅛∑). ax k j ∆y ∆xentstanden sein, welches von dem vorigen nicht verschieden ist.

$. 25.Ehe wir zu Functionen mehrerer veränderlicher Grundgrössen übergehen, verfolgen wir vorerst die höheren Unterschiede der Function mit zweien veränderlichen Grundgrössen. Der zweite Unterschied ist eigentlich nach 1 der ersten Abtheilung∆2f(x,y) = f(x + 2∆x, y + 2∆y) - 2 f(x + ∆x, y + ∆y) + f(x, y)'Da aber die Trennung der Factoren ∆x und ∆y sowohl bei dem ∆2 und noch mehr bei ∆3, . . . ∆n grosse Weitläufigkeiten veranlassen würde, so wählen wir einen andern Weg; wir nehmen den Unterschied von dem ersten Unterschiede, und erhalten dadurchΔ≈ f(x, y) = A ( ½yjM∑). Ax + ⅛∑) . 4y \ (Q
Hiebei müssen wir die Vorschrift befolgen, welche die Gleichung 47 angiebt, nämlich y uni ∆y wachsen lassen, und in Hinsicht x den Unterschied nehmen

∆(δ1⅛-±^L>.λx} A/Af(x,y + Ay) <y\
—--------— --------L. δx + Δ----- Z2--------- Z. δx∆x ∆xoder 4J⅛±^ .χ4χy + *ff*, y÷Ay)(Ax)’ Δy.Ax 1und dann wieder von der ungeänderten Function Q den Unterschied in Hinsicht y nehmen
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56i(,itl'x'iV^y''∙ai ∆(-f<M.∆yj-----------—-------------'- . ∆y + --------- —----------- ∆y∆y ∆y joder ,⅛y + Λy). iχ _ ∆⅝y)δx . ∆y (∆y)*und zuletzt albs durch Zuzählen vereinigen; es entsteht, da nach 46∆2f(x, y + ∆y) ∆2f(x, y+∆y)—— -----— . ∆y . δx = —— —----— . ∆x . ∆y∆y. ∆x ∆x . ∆ydie Gleichung∕)∩> ->r∕ ' ∆if(x,y+2∆y-) ,ι λ, n ∆2f(x,y+∆y) 1 , ∆2ffx,y) . ,2 49) Hx, y; = —⅛,j---<-< (∆x)-+2. _VJ2—∏. δx . ∆y+ / .22. (∆y)-(∆x)- ∆x.∆y (∆y)2worin die Trennung der Factoren ∆x und ∆y vollendet ist. Der Ueber- gang von dem vorhergehenden zum nächsten Unterschiede besteht überhaupt in Folgendem. Ist der (n-i)te Unterschied gefunden∆-f(x,y)= ≤⅛∑±⅞≠y).(∆x)-
(n-,)"2 .C<⅛,y+C→∑).(∆x)"-=.(∆y)∙ ι,1* (∆xy^≈.(∆v),.. ..................................................................................................(11-17l'l ∆^^if(x,y+(n-p—ι)Ay) ,iχy-p-. (i y+ i>“ ' (∆x)"∙p-,. (∆y)p.. ...........................................................................................................(∏→Γll^1 A-f(x,y)+ ιn-1,i ’ (∆y)n∙1so wird von jedem Theile der vorstehenden Gleichung der Unterschied in Hinsisht x und y nach der Vorschrift 47 genommen; nach dieser ist ∆f(x,y+(n-p-ι)∆y) = ⅛⅛>. δx+ Af⅛y÷(n-P-Ψy).,y
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8

also√A*^,f(x,y+(n-p—l)∆y) ,iχγ-l.1, z y∖∆"f(x,y + (u-p)∆y)∖ (∆x)"^p^*. (∆y)t- ~- k 7 J (∆x)u^1'. (∆y)p l j V y)+ ∙ f(x,y + (∏-p-ι)Ay) ,,(∆x)u-p-1.(∆y)p+1 . 77Wird nun in dieser Gleichung p = o, l, 2, . . , n - l gesetzt} so entsteht eine Reihe, deren allgemeines Glied∕(n-1),'" j,("-,Γ,''∖ ∆"f(χ,y+(∏-s)Ay) fA .\ Γ" /----- (K)"-(4y)∙ ’(iX)11*'^* A''f(x,y+ (n-s)∆y) . .... fι∙ι. ∙ (ixχ-.(4y)∙ ∙v > ∙ >,
ist; die Reihe seihst ist50) ∆∙f(x,y)=g∕⅛,÷≠-^.(∆x)∙

+ ≤1 . AΓl ςf(x,y+(n-ι)∆y)Tu (∆x)u-1. (∆y)l k y+ ^2l'∖ <2^f(x√ + (∏-2) Ay) zAxy-2zA y- 12U (∆x)n^2. (∆y)2 ‘ k 7
+...........................................................................................................................................................................+ ≤2 . <S ⅛ . (∆x)0. (∆y)*Tli (∆x)0. (∆y)n v >In dieser Gleichung ist die Trennung der Factoren vollendet; soll diese nicht vorgenommen werden, so sind die Zeichen folgende:51) A"f(x,y) = ^jπ-.∆"1∆Jf(x,y + U∆y) .

+ ^7π- . ∆"^, ∆) f(x,y + (11-1) ∆y)
1+...........................................................................+ f(x>y)oder auch
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58•52) rf(x,y) = (≤ζl.iχ[^+ ^.∆rχ□-∙+12ζl.∆7χ□- +
oder53)

Lιr.^ Δ) f(x,y)
∆nf(x,y) = (∆x □ y + ∆y)nf(x,y)

{. 26.Wir gehen zu einer Function mehrerer veränderlicher Grundgrössen x x0, x3, . . . , xm über, welche sich zu gleicher Zeit verändern, vorgestellt durch f(xι, x2, x3, . ∙ . , xιn) und nehmen hievon den Unterschied∆f(xι, x2,...,xj = f(xi + ∆xι,x2 + ∆x2, ... ,xm+∆xj-f(xι,xi,...,xm)Wir wollen dieses Geschäft theilweise vornehmen, und zählen dess- halb mehrere Hiilfsgrossen zu und ab, wodurch der Werth des Ganzen nicht gestört wird, nämlich:∆ f(xj , x2, ...xj == f (x1+∆x1, x2 + ∆x2,..., xnι +∆xm)-f (x1,x2+ΔX2', X3 + ∆X3,. ..,Xra÷∆Xm) + f (xι , X2 + ∆X2, x3 + ∆x3 , . . . , xra+ ∆Xπι) - f (xι, Xj} X3 + ∆X3J ∙ ∙ ∙> x∏> + ∆X111) + f (xι, X2, X3 + ∆x3,. . ., xιn + ∆x7n) - f (xj, x2, x3 J x4 + ∆X4,..., xιn + ΔXm)+ .
÷ 1 (xι 3 X2 3 X3 3 , , 3 X∏ι-1 3 ⅜n 3 ∆X,,,) f (x3 3 X3 3 X3 3 • • 3 Xm)Durch Trennung der Factoren erhalten wir die Gleichung
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54) A∙f (x1 ,..., xιn) _ A f (xι, X2 ÷ ΔX2 ? X3 + ∆X3,.. . , X,,t + AX,,,) δxΔX1 ' ‘ ∖ '+ AfCXl> x2, x3 + AX3 >................ >.x,n ÷ A*j ι δxax2
+ ∆f(x,, Xi,X,, X, ÷ ⅛ , ■ ■ ■ , X. ÷ AxJ _ 4χ 

∆X3+.........................................................................................................
A fYx , . . . , X, , x t + ∆X , , . . . , x + Ax )I v ι ×__________ " p " P+1 _________ p÷ l ?__________ / m_________ m/ *

+.........................................................................................................
A ffx ,.............................. ..  χ , χ + AX )

_ i - \ i √ 7 m -1 ? m m∕ 4 γ
-r---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------∙ ajSn-i∆f(x, , ■■■_■■..................... , O . δx

. m AX,„

welche zeigt, wie zu verfahren ist, wenn der oben bemerkte Unterschied theilweise genommen werden soll, und wenn zugleich die Factoren ∆xι , ∆x,, . . . ∆xuι gesondert sein sollen. *)
Der zweite Unterschied von f(x1, . . . , xjn) wird eben so aus dem ersten Unterschiede gebildet, wie der erste Unterschied aus der ursprünglichen Function selbst; wir finden allgemein, dass
Die Formel, welche Wronski in seiner Philosophie der Mathematik Seite 116 gibt, 

ist unrichtig, denn nach ihm soll sein , wennf (xι,x2,..,xm) = f
gesetzt wird,Λf⅛x,,..jxJ = (11) • A X. + • A X, +∙∙∙(⅛)∙A X.

8*
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und also

⅛CΛ p, X“UΔ £ (xι } Xj , , . . , xj   Σ 1J/111 1^r2lι ~rΠT" 1>'mll *
A"f(x,,X1+Jl.AXi,X,+fe.AX,,...,X,,,+ J(∞-i)∙Axm) z „(Ax,)-.(AXιy≈.(AXsΓ....(AXιnΓ ( J J ""( J

wo yi, y2, . . . ., ym alle mögliche Werthe o, i, 2, 3,.............., n erhalten, jedoch so, dassy 1 + v 2 + y 3 + . . . • + y Hl --  11und dl = V1J 2 v 1 + V 2^3 = V1 + y 2 + y 3
d(∏l-l) = yl + y2 + y3 + . . . . + V (lll-l)Die Gründe für diese Gesetze liegen in 54; ihre Entwieldung soll hier dem Leser überlassen bleiben.Ist z. B. n — 2, und m = 4 2 = ι∕l+ v 2 + y 3 + y 4 Ulld0 0 0 2 Jl = 0 , d'2 = 0 , d 3 = 00 0 1 1 0 0 10 0 2 0 0 0 20 10 1 0 1 1 0 110 0 1 2 0 2 0 0 0 210 0 1 1 1 1 10 10 1 1 2110 0 1 2 2

2 0 0 0 2 2 2
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Biese Bildungsweise 55 ist ganz vollständig, denn sie beziehet sich aul jedes einzelne Element, welches in der Function vorkommt. Wir gehen zu einer Bildungsweise über, welche vermeidet, bis zu den einzelnen Elementen hinabzusteigen, und grösseren Spielraum in Hinsicht der ferneren Ausführung gestattet. Es istΔ f (xι ,...., xj = f(□X1, □X2,.. .., □Xm) - f(xt, X2,. . .,Xm) und wenn die Hülfsgrösse
f(χ1 >∙∙∙∙> xp > □ xp+x > □ xp+2 ;........> □χm)zu- und abgezählt wird

a' f(x,, χ,, x,, x4) - 1- f—⅞ *χ, *3’ xλ(∆X,)i
l Δ2 f(χ X X χ + ∆x.)
+ ---- *’ ,.---- ,-4--- i—---- ∆i.∆x,.∆x.

1'“. l'1,.ΔX . ∆X3 4
Δ≈ f(x,, Xj, Xj, x4 + 2AX,) v
-------- ------------------- cδ'x∙)+ ∆2f(x,,x,,x,÷∆x,,xj÷∆xJ χ iχ ιlll.ιlll.∆x ,.∆xi2 4

∆2f(xι, X . X,+∆X,, X + 2∆xj 1 l ___ v 1 '___ 2 2 3___ 3 " 4 _____4/ ∆X ∆xιllj. ι,u. ∆x2. ∆X3
+ 4'^f(x,, x,>x, +2AX,,X4+ 2AX,) .

l∙1*.(∆X,)≈

+ ⅝,*,∙*⅞,*, + ⅛*,÷⅛X,) iχ δx 
Γ1,.√1,.∆X1.ΔX4 ‘ '' ' *+ A’f(X.»X. + AX.4X.+AX.’X.+ 2AxJ δx iχ ιu,.ι"*. ∆X1 .axj ‘

A'f(xι,X,+AX,,X,+2AX,,Xt+2AX,)
11 i 11 i 2

1 . 1 .∆x .∆X,1 2 \

Δ2f(Xι,X2+2ΔXi,X3÷2∆X3,X4+2∆X4) <Av y \

1≈'∙.(∆X1)* λ J I
$. 27.
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62Af(χ1,..., χ,,,) = f(□x*,∙∙∙> αχ,,,) - f(χ,>∙∙∙> χr, □ χ1,÷,>∙∙∙> □χ,,,) + f(χ.)∙∙∙,χp, □χ,,>∙∙∙> □χJ - f(χ,>∙∙∙jχJoder in andern Zeichen •56) ∆ f (xι,..., xm) =δ1,2...,p f(xι>∙∙∙>xr> □xi,+ r>∙∙∙> □xJ + ∖÷x,...,χ∏ f<X,∙∙∙>xJ wo ∆j ' p den Unterschied voii der vorgesetzten Function Bedeutet, wenn in ihr die p ersten Elemente sich verändern, und ∆p+1 m den Unterschied in Hinsicht der übrigen Elemente; hingegen ∆j 2 m oder ∆ denUnterschied in Hinsicht aller Grundgrössen.Wird nach dieser Vorschrift von der vorstehenden Gleichung der Unterschied in Hinsicht aller Elemente genommen, undΔ f(x1 } ∙ ∙ ∙ y xr> ∏ xp+ι ? • • ’ j D Xm) — ∖ ,..., ι> f (x1 » ’ , ‘ > Xr ’ xι*+i 5 * , , □ x*n^+ \+l , .. ., m ^(Xl > , , ’ > XP > □ Xp+ l > , ’ ’ > □ x∞)gesetzt, so wird57) ∆* if(x1,...,xm) = ∆ι3....... p f(x1,...,xp, □‰,.∙-.,α2χJ+2A*,...,p δ1*÷,.......mf(xt>∙∙∙>xr> □lχp+1>∙∙∙> α*xm)
+ δp+1,..., m f (Xi >...................................................................... .... X“)

Allgemein ergiebt sich auf diesem Wege folgende Bildungsw,eise.58) ∆nf(xι,...,xm) = ∆J,^,p ∆p°+1,^., J^,..j,,χr^q25r^2JJA^2S2
ön 1nl* 1°l1. <γ,.,1 ⅛,.......,,f(χ,>∙∙,χr> α-^⅛<->α^"x∙)

*•“ " 7n-ιlι . ili1 • 1

Λn^a ∖' ffX.,..,X_, □ "^1X1,+ ∣ J • • > 0 1χm)i i p i>+>>•••» m χ i ' ' P’ ______LI------------------+ — 1u-<1n . 1<1u

A« 4’ ffx.......... X-, □°X,,,,>∙∙∙> D’x.). aι,...j⅞⅛u∙∙n" . /___ ET------- -------- -----------
*r oii Tön1 . 1
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Summe der Reihen bestehend aus Unterschieden 
v e r h u n den mit willkürlichen F a c t o r e n.

6. 28.Bevor wir in dieser Untersuchung weiter gehen, wollen wir die Unterschiede mit Factoren verbinden, und hiebei eben so verfahren, wie es in der neunten Abhandlung meiner Analysis geschehen ist; setzen wir nämlich in vorstehender Gleichung n-i statt n, nehmen von dieser Gleichung den Unterschied ∆p+l m in Hinsicht der m-p letzten Elemente, vervielfachen die Gleichung 58 mit aι, und die neue Gleichung mit bι, und zählen beide Gleichungen zusammen, so entsteht die Gleichung
5θ) a.∙ Ti.*t.i. ∙aλ..„....... .*(*, >...>*t-> ∏^X1,,,+ <A +1 j>.) ∙ 1.∣.∙<1∙-. >∙ δ.'*.........O. > ∙ ∙ . χ1∙> o. • •. □ ,,-,χ,,)

÷ (a, + 2b1) . - -2,1 • ∖ ,..,p aι, + . , . ,n f(X. ) • • J Xr ) 0 Xp+, } ∙ ∙ , □ Xm)+........................................................................................................................................+ (a,+11b1). .......f(xι-,..,χp, □°χpw,.., n’xj
— 1A<,..,., f(χ1>∙∙>χj + b, ∙p4πτ A'............f(x.,∙∙>O

Bei dieser Reihe wiederholen wir dasselbe Geschäft, setzen n-i statt n, und aι + b1 statt aι, nehmen von dieser Reihe den Unterschied 
δp+i,...,vervielfachen die Reihe, welche hiedurch entsteht, mit b2 und die Reihe 59 mit a2 und zählen beide Reihen zusammen; wir erhalten
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60) (a, + ob ) (at+obj).-πi-γ-.∆),.,,p ∖∖1,.,λ f(x,, ∙∙, xp, 0∖,,.., □"O
1 .1÷(aι + ιbι) (a2 + 1¼)∙ -7τ7∏—7i7,AiJ..,pAp+i.-Mm^(x15‘«>xp>D lχp+j>∙∙>□ xm)
1 .1+ (a, + 2J>,) (a1 + 2b,) . ι,,.,n 1,1, ∙ a>÷.,-,. f(x.> ■ ∙)xr> ∏",χ,÷,>∙∙,0"jχ.. ..............................................................................................................................................................+ (a +nb) (a2 + nb2). —-—j∏7∙ δ1j..,p 4p+∣,..,mf(xι)∙∙jχ1,> 0 xp+ι > • • ? 0 χm) 

1 .1

+ (a, + ob,) bl C)'...,,λ,',i.......... ,f(x, ,∙.∙,X,)(», + ιb,)b, 1""1' .1 1 ∆~u2 ∆l f(x , . . . J X ).1. 1, lι *, ∙∙∙."> p+l,...,m V
÷ j∖ , 2 --------------------------------------- n-2∏

1Wir setzen wieder in dieser Reihe 11-1 statt n aι + bj statt aι a2 + b2 statt a2nehmen von der Reihe, welche hiedurch entsteht, den Unterschied ∆ , vervielfachen diese Reihe mit b, und die Reihe 60 mit a ,und vereinigen beide durch Zuzählen; wir erhalten
61) (aι+obJ(a2+ob2)(a3+ob3).-12-τπ.∆"jι.jp∆ι≈+iι finf(xj,..,xι,□nxf+ιr.,□,'xuι)

+ (aι+ιbι)(a,+ιb2)(a3+ιb3).-77τ—∏-1∙41,..iγλph>∙.,i"^x^",xPxr+*,,' xm)1 .1+ Ca1+2b1)(a2+2b2)(a3+2b3). .∆"j 2ιi∆p+lι tιinf(xi,..,xp, 0 Xp+1r∙ ∏ xuι)
1 .1.. ..............................................................................................................................................................

+ Cax+n]b)(a2+nlb)(a3+u}b)-nj7^r/^.-..PAr+1,., J(xι>∙,>xr>-α ‰>∙υθ °xj 
1 .1
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9

= (ai + obι) (a2 + ob2) (a3 + ob3) Λ-∙∙-"t ,,>∖j+ (a. + oi>,) («, + °j>,) j>, a,∖,.... ..f (χ.,∙∙∙,χj, , ' ^τττ∏(a, + ιb,) (a, + ob,) b,(a, + ιb,) (ai + ιb,) b1+ (a, + oh,) 1>T b, C..,,,⅛........mf(x,,..., x,„)(a, + ιb,) b, b,(a1 + 2b,) b/b,
4. b b b . ^.<∙ \+J» m ∙∙ ∙J ×m )l 2 i ^U-3llDas gleiche Verfa⅛reιι führt zu folgender Reihe62) (aχ+obι)(a2+ob2)(a3j+ob3)(a4+ob4). S>-r A^1>->TO^Xl’2?Xl,?0?1 Λ÷>>,'> D”xn.)ι . 1+ (a1+ιbι)(a2+ιb2)(a 3+1b3)(a4+1b4) . χp÷1j∙∙)□ x,„)ι 1. ι1 1÷∙∙∙∙. ......+ (a1÷llb1)(a2+nb2)(a3+nb3)(a +llb ) . A*.-,PAp+i,-.,m^(Xi?“JXP? D xr÷ι>∙,>□ Xιn) 1θl1. ιnl*■ Ca1+θb1)(a2+θb2)(a3+θb3)(a4+θb4 ) . A*»",™ j (Xi }' •) Xm)∣"ll÷ a2 + 0b2 | a + ob | a + 0b41 b ∆n'1 δ, ffx x)3,4 4| 1 1 , . . ,m up+ι , . . , m γ<λ1 ) ∙ ∙ J -vm>aι + 1b1 ∣a3 + 0b3 ∣a4 + 0b4∣b2 ιn'l11aι + 1K ∣a2 + 1K | a4 + 0b41 b3aι + ib | a2 + 1b2 | a3 + 1b3 ∣ b4+ a3 + 0b3 ∣a4 + 0b4∣b1b, δu-2 δi ffx x∆ 

a≈ + *l>,∣a4 + 0b4∣b,b, i"-“‘a. + 2l<1 I a, + 0b41 b, b,a≈ + 1bs∣a, + «B. ∣b,b4 a, + 2b, ∣a, + ιb, ∣b,b4 a. + 2\ | as + 2b, ∣b, b4
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66+ a4 + ob41 b1 b2 b3 ∆ι, tn Ap+11.,, nι f<χ,> ■ ∙»? ×,,,)
u-3ij ^ja, + 1 bj | b1 bs b4 ∙‰ + 2,,. lh.1b1,.a1 + 3b1 ∣b, b4b4

+ ⅛,b,⅜⅛∙^∙-^,∙∙y,.^∙,xj

so wie aucli zu der Reibe63) (a1 + 0b4) (a2 + ob,) (a3 + 0b3) (a4 +-θb4) (as + obs) .
C,Λ,..√⅛> ∙∙Λ>d‰>">∏⅛)

“ ^ ^ ul 1 1011+ («, + ιb,) (a, + lbs) (a3 + ιb3) (a, + ιb4) (a, + ιbs).C.. ,4λ....... m f(x,,.x„, □ -'xp.,,.., □ -,x,,,), ~ ~———— u-ιl, . 1111 . 1+ ............................................................................................................. ..................................+ (a, + nb1) (a, + 11bJ (aj + nb3) (a4 + nb4) (as + nbs).∆°......X......... ,.f(xl,..,xD⅛,-,D¾-------------- - ' , ol i Tul 11 .111 | (' Z τ(ς= aι + ob,∣a , + ob, ∣ a3 + 0b31 a4 + 0b41 a5 ÷.θbs. ,1",w p+',-,"ll ——+ a + ob la3 + ob, ∣a4 + 0b4∣ ai+ob5∣b, ∆ι, ,ιn ∆p^ιl,, j (x,, • •
2 «* I II -11 la 1 + ibι | a3 + 0b3 j a4 + 0b41 as + obs | b, aι + 1b11 a, + ιb, ∣ a4 ÷0b4I as +obs ∣ b3 aι + 1b1 | a, + 1b21 a3 + 1b31 a5 + 0b51 b4aι ÷1b11 a2 + ιba∣ a3÷1bj∣ a4+.1b4∣ bs *
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9*

+ a3 + θb31 a4 + ob41 as + ob61 ⅛ιb2 a"i^∕ w Aι∖ι,. f(x,,,.,xnι) a2 + ιb, ∣ a4 + ob41 as + obs ∣ bι b3 ιu^^'la1 + 2b1∣a4 + 0b4∣as+0bs∣b2bja2+lb2la3 + lb3∣aS+θbslbχb4 aι + 2b11 a3 ÷ 1b31 a5 + obs ∣ b2 b4 a1+2b11 a1 +2b,l as + obsl b4b4 a, + ιb1∣ aj + 1b3∣ a1 + 1b4∣bj bs a4+ 2b4∣ a4 +ιb11 a4 + 1b41 b4bs a1+2b ∣a, + 2b4∣a4 + 1b4∣b4 bs 
a4 + 2b1∣a4 + 2b1∣a4+2b4∣b4bs

+ a4 + ob41 ai + obs ∣ b4 b4b1 a^^i3∆*4,____ f(x,,.∙,x,,,)aj+.b4∣as + 0b5∣b4b1b4 .'‰ + A∣as + obJb b4b4 a, + 3l),∣as + obs∣b4b4 b4 aj' + ιl>j∣a4 + ιb4∣bιb4 b5 a, + 2bja4 + 1b4∣b b4bs a, + 3b,∣a4 + ιb4∣b4b4bs aι+2b,∣ aj + 2bj ∣ b4 b4bs a,+ 3l∖∣aj + 2bj∣b1b4bs a1 + 3b,∣a1 + 3b4∣b4 b4b5
+ as + obs∣b,b3bjb4 <*,,mΛf4.............f(x,,..,xja4 + .b4∣b1b,bjbs aj + 2bj∣b4bsb4bi a≈ + sb4∣bιb3b4bf a* + 4bι I b≈ b3 h4 bs

+ b b b b 11 a∣». ∙∣» 3p*ι > ∙ ∙ > (x 1 j ∙ ∙ j x>ι)1 4 3 4 *' ,-s∣T
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68Die Vorzahlen sind aus dreifach in einander verschlungenen geordneten Verbindungen mit und auch ohne Wiederholungen zusammengesetzt; die Vorzahl von ∆"1.,m ⅛,,..,,. hat folgende Verbindungen:a a aund b b b b b und die Vorzahlcn von b b b sind
345 12 000

2 4 5 1 3 1 0 0

1 4 5 23 200

235 1 4 110

1 3 5 2 4 2 1 0

1 2 5 3 4 2 2 0

234 15 111

1 3 4 2 5 2 1 19 9 1
1 2 4 3 5 - 1

λ < 2 2 21 2 3 4 JA B Cund in der Vorzahl von Δ~.,. ∆A,..kommen folgende Verbindungen vor:uπj }, b b b und die Vorzahlen von b b sind
4 5 1 2 3 θ θ

3 5 1 2 4 1 02 5 1 3 4 2 0
1 5 2 3 4 3 03 4 1 2 5 1 12 4 13 5

o , ⅛ 3 1

2 3
1 3. 2 4 5 3 2

1 2 3 4 5 3 3
A B C
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69Bei den geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen wird mit dem höchsten Elemente und bei jenen mit Wiederholungen mit dem niedrigsten Elemente angefangen, und zwarbei A oben zur Rechtenbei B unten zur Rechten und >bei C oben zur Rechten.Diese Ordnung ist nicht gleichgültig. Die Grössen a und b sind ganz willkührlich, sie können sogar Functionen von x und y sein.Das allgemeine Gesetz für die Bildung der Vorzahlen ergibt sich auf folgende Weise: es sei64) (a1 + qb1) (a,+ qb,) (a,+qb1).............(a, + qb.) = (a1 + qb1‰und65) fa + ob) . J,∙∙'iι ap÷i ,..,m^(xι v)χp}□ xr+,j∙∙>□ χm)' k 1 1/1,1 .ιιlι ~öü———————1 . 1+ fa + ιb ) . ai'∙∙'γap÷i'∙∙.-⅜v,i⅞Q xp÷i>∙qD x∏>) k 1 1/n> TTÜI 7Γ∏1 . 1+ ••»«•••• .∙∙∙∙ •••••..<+ (a + ob ) . δ°^, tap÷........J'x,,-∙>∖,,O"^⅛,1∙∙1□''^'lxJ
', 1 1 l/m n-qli qlχ1.1.. .......................................................................................................................... ......+ (a + nb ) . a°,∙..X*......... t⅛,∙".∖l∏⅜.1)"l∏⅛i
k 1 l/m —π——yy-----------------------------------------------1.1

* V A° f(x ,...,x )--- -Λ-(m,0) • -------------------li----------------1 ⅜j. 4 C,-1K,...,.f⅛.-Λ.)
Λ<m,1,. ———-„--'in-------------------------------1φ A V , • • , ™ Ap+J , . . J m f(Xl ? * * j Xm)
∙ry<m,2>∙ ’ 7n-2ll-------------------------------------------1+...........................................................................

. n-m .τn r/ x«A. A 1 ⅜ ..) m p + l , . ∙ , m ∖ ι ) , ιu∕
<∙τι, m) n-mli1
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7Q

Wird nun nach dem obigen Verfahren 

n—i statt n 
aι + b1 statt aι 
a2 + b2 statt a2

a,n + K statt aς 
A<,m,q, statt Auntpgesetzt, von der neuen Reihe der Unterschied ∆p+lι . m genommen, diese Reihe mit bm+1 und die Reihe 65 mit anι+1 vervielfacht, und werden beide Reihen zusammengezählt, so ergibt sich folgende allgemeine zurücklaufende Bildungsweise:

θθ} ∙^∙(m+ι,θ) --------- θm+l -^(nι,o)A(m+ι,l) θuι+ι + i∙,ιn+ι j^∙(nι,O)j∖ιn+ι,2) --- hn+ι *** ^nι+1 ∙^∙<w,ι)
im+j,3) ~- θιn+ι -∖m,3) "** ^nι+ι• ••••••• • • •

A — T A»•^(iii+j ,m+i) ju+i *^∖n>,τu>wo A;m q) aus A(m entspringt, wenn in diesem aι + b1, a2 + b2 , a, + b3. . ., am + bm statt aι, a2,..., aιn gesetzt wird.
29.Ist a1 = a, a2 = a + b, aj = a + 2 b,.., am — a + (m -1) bund b. = b, = b, = . . . = b„ = b

so ergibt sich aus der zuriicklaufenden Bildungsweise 66 folgende Glei- 
chung
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7167) anιl',, a* , ∙ ■ > r aγ*i»∙ ∙>m r "} xp> D xp+ι >»«»?□ nxm)
/ * . ulι .olι ———————1 • 1+ (a + b)nιlb. Ai>‘->r\*|.“.*f(xi>>*,?xp>en lχp+t>∙∙∙>Q"^lχn,) v i 4u-ιiι ~7∏----------------------1 .1+ Ca + 2bYnlb. a".^∙∙t ^'÷1,..,H'f(xι>∙∙∙>xιoO,1~^∖÷1)∙∙∙)Dn^2χJ y 1ι*-~12∏----------------------------.. ................................................................................................................................4- Ca + nbY,lb. a∣ >• • ,i* Ar+»,..,m ^^(xι ?,• • 5x1>> ∏ x1∣+1>∙∙∙5D χm)V ' jOll ^11lT ——————————

~ a,nib . b° . A> 1 ∙∙>m Ar**■■ ∙>m f ⅛ ? • • • ? χm)
^nll

4. Lu.1 .1. . Ca 4. bYu"llb . l,t Ai’‘.,m\\i,.,,,nf(x1 > ∙∙∙>xm)
1lli V ∕ ι∏-1u-------------------------------

+ -∙,1 ■ . (a + 2b)n1'2lb. b2 . ai.∙∙.'"ap÷i.∙∙.∏>^(xi ? • • • ? χn,)J2-11 , ι∏-41ι+...........................Λ.............................................. ........................................
τnnιl"1 .n-m . τn r / \+ —τ—Ca + mb)0lb - bra - . 1,. .,m δp+i ,. .,m Hxι > ∙ ∙ ∙ > xm)1,,,1* k 7 1n-mli —————■

$. 30.Ist aber
und b1 = b2 = b3 ≈.... = bιn = bso ist
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68) a”. a*.∙∙.X..... - f⅛ ∖∙n∙ ∙ ,0^,° ^x>*- ’ ‘'' ’ D *x->
l” . 1+ (a + ιb)m . a°>∙∙>p ap÷1 >∙∙>m D iχp÷ι>∙∙∙>O lχlu)ιn^1 1. iD 1+ ...........................•.............................................................z , Δ° ∆n ffx . ...ix , □ 0x a, ,...,□ °x ),∣ /q | J|JjVu t 1 > • •»r 11÷ 1 ) • ∙ >m χ 1 ____* r p*1 ’_____ m∙'ι°l1 . ι"u

∆" ∆0 ffx ,. .. ,x )
~ Λ(∏∣,O) * ‘ pr∏

4 C∖,m∖∖,,..,n,f(x,.∙∙∙>xJ
* ∙Λ(m,1) • —————- 1U+.........................................................................................

n-m yn f∕χ χ )
4 ul,..,m p+1 , . . , m V l /____ , m<

“ Λ(1n,nι) , -———— ,1-mli1 •und die zuriicklaufende Bildungsweise dieser Vorzahlen
69) I ∙ j∖m-ι,<ι) ,

Diese lässt sich in eine andere verwandeln, wenn m = q-l, q, q + b q + 2,..........................und
Δ — A 4 = θσesetzt und die dadurch entstehenden Gleichungen zusammengezählt to ’werden; es ensteht die Gleichung

70) A,m.,, = b (a"-,A∙,-,,,-. Am-, +a"",∙‰„-, + ••• + a°AL-,.,-.)nach welcher sich die Vorzalilen obiger Reihe leicht linden lassen, denn wird
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7371) am = /3 (a, m)0am ,. ∕3(a+b,o)0+am 2.∕3(a+b,ι)o+am 3. ∕3(a+b,2)o+...+ao.∕3(a+b,m-ι)o^zl3(a,m-ι)ι am^2. ∕2(a+b,o)1+am"3. ∕2(a+b,ι)1+a'n~4. ∕3(a+b,2)ι+...+a0.∕3(a+b,m→)ι-^(a,m-2)2
a,n p.∕3(a+b,o)p,1+a 1 1.∕3(a+b,ι)p-ι+am p 2.∕3(a+b,2)p-ι+...+a0.∕3(a+b,m-p)p-ι~ ∕3(a,m-p)pgesetzt, so ist72) Am,0 = b0 . /3 (a,m)0 Am,ι = b1 . /3 (a,m-ι)ι a,u,s = b2 . 0 (a,m-2)2. . . . J...........................Am,<1 = btl . £ (a,m-q)qEs entstellen hiedurch die geordneten Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen a + ob, a + ib, a + 2b, a + 3b,...., so dass
m . < . • • ■ V » f <X > • • • > XP > ∏ ‰”X J

' -4nll . oll1 . 1

+ (a + by. ap÷. ■ • ■ ■ ™ f (X. ’ • • • ’ Xr > 0 "^lχp÷. > ∙ ∙ ∙ j P 1'^⅛,)x y 7“-Ui I 1I11 . 1+ . ..................................................................................................... ......
4- <a 4- nhYn ai>∙.,γ Vι ,..,m ^(xi ? • • • ? xp? □ xp+1 j • • • ? □ x,∏)

x y * 40lι . nli ' '
1 . 1= [a + ob](m> . b0. ^L∙ap÷i , ∙ ∙, m f (Xx ? • •»>xJi111+ [a + ob, a + ιb]tm"li. b1. δi.∙∙.°> aγ+i>∙∙,°>^(xi > ∙ ∙ ∙>χm)1 <+ [a + ob, a + ιb, a + 2bΓm"z,. b2. Ai»- »m ∖+ι,..,m^(xι ? ∙, ?χm)

j .n-2ll1+.......................................................................................+ [a+ob, a+ιb,..,a+mLj ιn^uι ,bm.Aj, ∙ ∙,m δii+i . ∙ ∙.∏> ∙^(xι ?, ? xm)
. n-mll1 10
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Unterschiede der Functionen von Functionen

31.Wir gehen zu Functionen von Functionen über, und zerlegen ihre Unterschiede, welche durch die Zunahme ihrer Grundgrössen entstehen, in Factoren.Bedeuten f“’, f(2>, f(3>, . . . verschiedene Functionen, so ist∆fl≈, (f,,,x) = (χ + 4x), - (f∙>x)oder weil (x ÷ ∆x) = fu,x + ∆ £“’xso ist ∆Γ2,(fu,x) = fu, (ftl,x + ∆f1,x) -f∞(fu,x)Dieser Unterschied lässt sich in zwei Factoren zerlegen, wovon einFactor ∆f1,xist. und es ist, f,,, ∕f..>,Λ _ f,i, (f 1,x÷ A f-X) -f- (f "x) δγ,,x
Dieser Factor ∆f1,x besteht aus zwei Factoren, wovon der eine die Zunahme der Grundgrösse x ist, und es ist

∆xEs ist folglich74) δf”(f<∙⅛) = C'(Γ⅛÷if⅛)-fl(f⅛) Cl(x÷u)-f"x w
' < - > Λf'*,χ ‘ AX
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75Das ganze Geschäft Besteht also in folgenden zweien voneinander gesonderten Geschäften. Man behandelt die untergeordnete Function f 1χ als eine einfache Grosse, lässt diese um ∆f ’ x wachsen, zählt f 2,(f'1x) ab, und zerlegt den Unterschied in zwei Factoren, wovon der eine Factor ∆fll,x ist. Das zweite Geschäft besteht in dem Zerlegen dieses Factors ∆f1,x in zwei Factoren, wovon der eine Factor die Zunahme δx der Grundgrösse ist.Bei einer dreifachen Function f3 (f 2,(f1 ’x)) wird in dem Unterschiede 4fj>(f1=,(f,,,x)j = f‘” (f,j(Γ,,(x + ∆x))l - f," (f,,(f",x))gesetzt
f ” (f, (x + δx)) = f‘” (f“’x) + ∆f,≈, (f,*,x)und nun der Unterschied in zwei Factoren zerlegt, wovon ein Factor∆fl,(fnx) ist

' k η ∆U2∖fll,x)Dieser Factor ∆f2∖fj,x) wird wieder wie oben in Factoren zerlegt; es ist also f∞(f<2>(f∞x) + ∆f∞(ftl,x)l-ftj, ∕f2,(fu,x)l ∆t (t (t x))----------------------------Irψ-'χ)-----------------------f,,'(f'*,χ + ∆f,,,x) - f,≈,(f,*,x)∆fu>Xf'1Yx + ∆x) - f'1,x a . ---- h---------- '----------  . ∆X∆xoder in andern Zeichen ist¼
10*
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7676) ∙ ∆f, (f",x) = Af'”(f“’x) . i[2≥ . ΛXk , ∆f,,,x ∆x∆f'>> ∕f<≈> (f-M . Af-(f'x) Δ f"’x . δxI j∕~ Δf∞(fi>χ) ∆Γll'x “~ÄT~und so auch, wenn mehrere untergeordnete Functionen gegeben sind.Soll der Unterschied von einem Producte zusammengesetzter Functionen gesucht werden, z. B. vonf∞(x) . f(φy)so ist nach 48∆ ∣Γ,,(x).f(<py)) = f'"(x + ∆x).∆j,f(⅛>y) + f(φy).∆xf,,,x und wenn δv f(φy) in seine Factoren zerlegt wird77) Δ (f'-'(x).f(φy)l = f1(x+∆x).^⅛y∖iiy.∆y + i^.∆x.f(ffly)Δ ψ y ∆y ∆xoder wenn nach 47
∆ (f"(x).f⅛y)) = f (φfy + ∆y)).∆xf,x + f,x.∆yf(φy) 

gesetzt wird, so ist auch78) Δ (f(x).f(φy)) = f(φ(y + ∆y)l.≤≥.∆x + f"(x).l⅛∖l2∑.∆y' ' ∆x ∆(py Λy
$. 32.Indem wir zu den spätem Unterschieden der Functionen von Functionen übergehen, legen wir uns den einfachsten Fall in folgenden Zeichen vor: z = f (φ(x))oder, wenn wir ψ χ = ysetzen, in den Zeichen

z = f(y)
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77Dθr erste Unterschied ist∆z ∆f(.ψx) ∆ φ x __  ∆fy ∆yΛx ∆ ψx ∆x Ay ∆xund nach 77 der zvreite Unterschiedz __ V fy . A ft x . ∆ ψ(χ + ∆x) ∆1 f y . A2jpx• (∆x)2 Oy)2 ∆x ∆x + ∆y Oχ)lSowohl hei diesen als hei den spätem Unterschieden lassen sich die Producte, welche durch die vielen Geschäfte entstehen, auf folgende W eise ordnen :~cn ∆11f(y) ∆n fy f ∆"^1 fy z ∆n"2 fy . ∆ofyz λ(∆X)" ~(Äy)" ∙(φx)"∙,'⅛yΓr "'2 + (∆yΓ≈" ^xλ'3+'"+(iyy' "fx'j*∙**,
Der Uehergang von n zu n + i erzeugt die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen (φx)n,1,.......... , und dieser Uehergang bestellt darin,dass von jedem Theile dieser Reihe der Unterschied genommen wird und zwar nach der Vorschrift 77 oder nach der GleichungΛ∕C1∑ . (φx) ∖ -Cij^ fy. . φ(x+ix) + a"^" fy. <⅛1∆x'(∆y)""q kψ λ,'*1+7-(∆y)u-,1+1 ∆x ψk λb*1+1+ (∆y)n-tl ∆xDen (n + ι)ten Unterschied gibt nach diesem folgende Reihe an
^⅛pK⅛s' Si ■ I» 1∙^∙(⅞∙^∙⅛l

+ Lp ∙ ■ Φ(x + δx).,3+ -φt¾)
O >) \ A X A X /+.......................................................................... • • • • • •£_fy ∕δφx .∆φ(χ)n,→Oy)‘ ∖ λx φ(χ + ∆xλ,+4.ALÜ . ∕ a⅛x)..... \
0 y)’ \ Tx /
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80)
Die zurücklaufende Bildungsweise der obigen Vorzahlen ist also?(*).„„ = ^∙<P(x * ∆χ).,x

χ λ iφX , . ∖ δ φfx)<p(χλ,,,≈ = -7-∙<P(x + 4χλ,, + ■ ψ λl"∆X ∆X∕ ∖ ∆φx λ , x ∆ φfx) ,<P(x)„,„, = — .φ(χ + ix)„„ +∆x ∆x
X λ ΔφX χ . ^(XL-,= ——.φ(x + ix).;, + - ■ ∙,-^3-- ■

ΔX AX.

φ (χ‰,.÷≈ = * Φ(x).. .∆xAus dieser lässt sich folgende unabhängige Bildungsweise herleiten;es ist
also ≤‰fy0*)’
81) (φx)01 = ι, und daher (φx)j 2 = o, (φχ)2,3 — θ>∙∙∙> und (<px)u>n+1— θferner ist82) (φx)1,1 =

⅛xλ,1 =
(<Px)3,χ =

A£X∆x∆φx Δ φ(x÷Ax)∆x ∆x∆φx ∆ <p(x+∆x) A φ(x+2∆x)AxAx Ax
(ψx

__ A£X ∆φ(x+∆x) A φ(x+2Ax)^n'1 Ax * ∆X ∆X
∆^(x+(n-ι)∆x)AX
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79ferner ist
83)(φχ),,√

(φx)j,√

(φx).,.

(φχ),,:

∆1 ∕∆φx∖

'∆x ∖ ∆X∕

∆0 ∕∆φx a1 ∕∆φ(x+∆x) 
∆x0 ∖ ∆x * ∆χ1 \ ∆x

∆l ∕∆φx Ao ∕ ∆φ(x+∆x)
ΔX1 ∖ ∆X ∆X - ∆x

__  A° ∕ AφX A° /4 φ(x+∆x) ∆l ∕∆φ(x+2∆x)

AX® l ∆X ΔX°ξ ∆X ∆χ1∖ AX 

Δ° ∕∆φx ∆l ∕∆φ(x+Λx) Δ0 ∕∆φ(x+2∆x)

∆xo ξ ∆x ∆X1 ∆X ∆x0 ∖ ∆x

At ∕ ∆φx A0 ∕A φ(x+Ax) Δ° ∕∆φ(χ4-2∆x) ΔX1 ∖ ∆x ∆x0∖ Ax ’ ∆x0∖ ∆x
__  A0 ∕∆φX Δ° yzAφ(x+Δx) A° ∆φ(x+2∆x) ∆l ∕∆φ(x+3∆x)

∆x ∆x0 ’ΔX ∆X ∆xl ∆x Ax1 AX

A° {A° ∕Aφ(x+∆x) A1 ∕∆φ(χ+2∆x) ∆o ^∆φ(x+3∆x) 
∆X° ξ ∆X ∆X° ξ ∆X ∆χ1ξ ∆X ∆X°∖ ∆X

+ I a⅛+⅛ A° ∕ aΦO+2Ax) Ao ∕Aφ(x+3∆x)∖ \\ 5Ax0S∆χ,∆x1ξ ∆X '∆X^ ∆X ,∆X°' ∆x )/L

÷ At ∕aΦx a° Mφ(x+Ax) Δ° ∕∆φ(x+2∆x) Λ° ∕∆φ(x+3∆x) 
∆X1I∆X*∆X°I ∆X *∆X°∖ ΔX ΔX^∖
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80u. s. w. Die Stellenzahlen sind die Zerfallungen der Summe 1 in oder zwei oder drei, oder vier oder mehrere Elemente.Ferner ist
ein

<^∙=⅛fr∙⅛(ii⅛R)
∆l ∕∆φX ∆1 ∕∆(β(x + ∆x),∖Ax1 I ∆x ∆x1 ∖ ∙ ∆x ∕∕
Δ2 ^'∆φx Δ° ∕∆φ(x + ∆x)∖∖∆x2 ⅞ ∆X ∆X° ∖ ∆x /1

,f λ __ δ° ∕δΦx δ° ∕δ Ψ(x ÷ Ax) δ" ∕δΨ(x + 2AX)∖∖∖ 
's,3 δx0 ξ ∆x ’ ΔX0 ∆x Ax2 ∖ ∆X • / H

A° ∕∆φX Δ, ∕∆φ(x + ∆x) A1 ∕∆ φ(x ÷ 2∆x)⅝∖ \

+ ΔXθ^^ I AX * ΔX1 ∖ ΔX ∆χl \ AX /HIΔ° ^AφX Δ2 ∣z∆φ(x + Ax) A° ∕∆ φ(x + 2Ax)^^
+ ∆X° l AX ’ AX2 I ∆X ∆X° \ AX /U

Δ, ∕∆φX Δ° ∕Aφ(x + Ax) A1 ∕δ Φ(x + 2ax)⅛∖ \ 
∆X1 ( AX ’ ∆X° ( ∆X ∆X1 \ AX /H

t ∆l ∕∆φX ∆1 ∕∆φ(x + AX) Ao ∕∆φx(x + 2AX)∖ j∙∖

+ ∆xf I ∆X^, ∆χr∖ L AX ’ ΔXθ ∖ ∆X ///

A2 ∕∆ψX Δ° ∕∆φ(x + AX)_ A° ∕Aφ(x + 2AX)∖∖∖
+ AX2 I ∆X ∆X° ξ ∆X AX° \ AX JJ }

www.rcin.org.pl



81Die Stellenzahlen von-L sind die Zerfällungen von 2 in ein, zwei, drei. . . mehrere Elemente als

11

2 0 2 0 0 2 0 0 0 2 U. S. W.11 011 001120020 002010 1 0 10 1lio 01102 0 0 0 2 0 010 0 110 10 »1 1 o o2 0 0 0Ferner ist
83) (φx).., = -21

∆x3 ∖ AX /

(ffix), . = A’ Λj(x + ∆x)√1
ΔX0 ∖ ∆X ' ΔX, ∖ ∆x / )/

+ A> JA(?X A* /A igfe + AX)∖ \
∆χl ∆X ∆χ5 \ AX / )

+ Mφχ . A1 ∕A φ(χ + AX)∖ \
∆X2 ’ AX ∆X1 \ AX / I

÷ a' ∕aΦx a° ∕aΨ(x + Ax)\\
AX3 ξ AX * ΔX° \ AX / f

Die Stellenzahlen von — in (φx)4,4 sind die Zerfallungen von 3 in drei Elemente, nämlich
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f^-' _ a° ∕aΦx ∆M∆φ(x+Δx) .V ∕Aφ(x + 2Λx),∖∖(φ λ,4 δx□^ δx , δx° , δx ’ δx3 ∖ δx ∕∕∕Ol 20 2 10-3 010 211 11 2 02 0 12 1 03 0 Ound so ergehen sich bei (ψx)τ4 die Zerfällungen von 3 in 4 Elemente, nämlich 0 0 0 30 0 120 0 2 10 0 3 00 10 20 11 10 12 00 2 0 10 2 100 3 0 010 0 210 1110 2 0110 1111012 0 02 0 0 12 0 102 10 03 0 0 0
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33.Die Unterschiede der obigen Function z = f(φχ) ~ fylassen sich noch auf eine zweite Art entwickeln; denn es ist der erste Unterschied Az __  A fy AyAx Ay Axund nach 78 der folgende UnterschiedA2 fy _ ∆1 f(y + Ay) A2 y ∆2fy ∕∆y,j
(δx)2 Ay (∆x)2 + (∆y)2 ’ ∖∆"x∕Hiedurch erhallen die spdtern Unterschiede folgende Gestalt:

11»

86) £J4’ = — √φxv + a^"ffr+ay) (⅛v ∕"^a⅞-+^y)(δ⅛) (∆y)n n,° (∆y),,^* ^n,1 (∆y)o'2 * ^,2 + '*,
... + £1' ∙v+ '∣A⅛ . zφxγ + . ⅛*f(y+n⅛y)(∆y)n'q∙ <Ψ-λ,q +•••• + (Ayy ∙ (Φxλ,n

Das zurücklaufende Bildungsgesetz dieser Vorzahlen ergiebt sich durch den nächsten Unterschied, der nach folgender Vorschrift genommen wirdJL . fφxy' \∆x ', (∆y)n"*1 <Ψxλ,, |— An~W+(q+l)Ay) ∆⅛x⅛,q ∆n-,1+1f(y+q∆y) ∆φx(∆y∕"*1 ’ δx + (∆y)n'*1+i * δx*^x^,Wird in dieser Gleichung q — o, 1, ...., n gesetzt, so wird
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Die unabhängige Bildungsweise, zu welcher die zurücklaufende 

führt, ist:

λ''"fy _ 4lf>' Hz. <φxv
(∆x)"+1 — (∆y)n+1 ’ ∆x kψ '",β

* s⅜H ■ (s⅛∙ ÷ ⅛s ■ <♦»«-)

* HFa' (⅛ * ⅛ ' <»’»-)

÷..............................................................................................................................................

∆0f(y+(n+ι)∆y) ∕∆(ψx)' n ∖

(∆y)°^ ’ ∖ ∆x ∕

Die zurücklaufende Bildungsweise der obigen Vorzahlen ist also

87) ⅛χX,,,. = H^∙(<⅛,
∆x

(<rx)* + 11jh‰
k' λ,+ 1'l δx k 'n,* ∆X, x Δ <£x z λ Δ fφx),(<fχ)X,,, = -5-∙⅛χX.≈ +

∆X ΔX

∙∙∙∙∙∙∙∙*^,„..v _ '1<fx (^γ δ⅛xX.,.,(<p λ÷- ^ΣΓ •W “

W.„..=
ΔX
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88) (∣fx)'β,. = l> (fx).,,. = (<fχ),,,= = 

ferner ist

89) (<fx)',,0 = 21Ξ , (φx)'l,.= ,
∆X ∖ ∆x /

ferner

90)

= (<fχ)L,, =0

u. s. w.; ferner ist

<^ = ⅛1⅛)

<«■■=⅛(⅛⅛(S)

∆1 ∕∆<pX Δ0 ∕∆φX∖∖

∆xl ∖ ∆x ∆xu ∖ ∆X ∕'

fzrxv — a° ∕a^x a° ∕a^x a^ ∕δ<PxΛ∖
4,1 ∆X° y ∆X ’ ΔXθ ∖ ∆X ’ ∆X1 ∖ ∆x // y

∆o ∕∆<px ∆1 ∕∆tfx ∆β ∕∆φx^∖

∆X° ξ ∆X ’ ∆x1 y ∆x * ∆χo V ∆X If /
Δ, ∕∆φX Δ° ∕∆<px Δ° ∕∆<px∖∖∖ 

Ixrξ∆x ‘ ∆xθ ∖ ΔX ’ ^∆χβ ∖ ΔX / j]
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8691> M∙∙=⅛(¾τ)
<∙⅛∙ = ⅛ (⅛∙⅛(⅛))

∆1 ∕∆<px ∆l ∕∆<px∖∖
∆X* ξ ∆X ∆X1 ∖ ΔX ∕ ∕∆2 ∕r∆<px ∆0 ∕∆φx∖^∆X2 ∖ ∆x ’ ∆X° ∖ ∆X ∕ J

v   ∆0 ∕∆<^x ∆0 ∕∆<px ∆2 ∕δ^x∖∏C^x)5,2 δx0 ξ δx , δx° δx δx2 ∖ δx- ' zo ι ι.
0 2 01 0 1110
2 0 0Hier entstehen die Zerfallungen von 2 in mehrere Elemente. Ferner ist

■«, <«., = ⅛ (i£5)

z x Δ° ∆φx Δ3 ∕∆φX∖∖- = ⅛'7√hr))1 22 1
3 0
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1 3 ∆x0 ∖ ∆χ ' δxo ∖ ∆X ’ ∆x3 ∖ ∆x /} /000111
2
23

123012010

210210100Allgemein ergibt sich folgendes Gesetz:
wo

V l + v 2 + v 3 +............... ÷ „ (n-q) — qund izi, u 2,............... , v (n-q) alle Werthe von o, l, . . . . bis q annehmen können.
$• 34.Wir gehen zu einem andern Falle über, wo in der Function ausser dem y, welches eine Function von x isty = <P xauch noch die Grundgrösse x vorkommtz = f (x, y) = f(x, <px)Der erste Unterschied ist nach 4894) a f⅛y) _ ax f(*>y) + a gχ ♦ \ f(x + Ax, y)∆x ∆χ ∆x ∆yDer zweite und jeder folgende wird nach dieser Vorschrift aus dem unmittelbar vorhergehenden Unterschiede hergeleitet; es ist

93yφxγ ∕Aφx ∆-∕Aφx∖ \,'vhλ>-i ∆xyιl ∆χ,∆xy2∖∆x ∆xr3∖ ∆X ,,,∆xrια-'1+1,∖ ∆x '∆x,z'u-'1,∖ AX / /
'n-<I n-<ι+ι n-<ι+2 2 ι ι Z n-<I
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8895) - il-x, = 4* f(x, y'l
(∆x)2 ∆x2

a. ≤ Za^x a* ∕∆y-f(χ÷Aχ,y)∖∖

∆X° ξ ∆X- ∆X1 ∖ Ay //

A* /a£x . A° ∕A^ f(x + ∆xj y)∖ \
+ ∆x1 ∖ Ax ∆xθ ∖ Ay //

+ A° Za ^x . a° ∕a<P(x÷Ax) . Aθ ∕A2f(x + 2∆x, y)∖∖∖ 

Ax° y ∆x ’ ∆X° \ AX ’ ∆X° ∖ Ay2 // /und
n^∆3f(x,y)~A‰y) 
j 7 (∆x)3 “ δx3

_A^_ ∕∆^x ∆2 ∕ ∆∙g(x+∆x,y) \ \

AX° ∖ Ax ∆X2 ∖ Ay /1

+ ≤-∕a<Γx a; /A;,f(x+Ax?y)\ \
. Ax1 ξ δx ∆x1∖ Ay / }

+ 2L Mx Ax /AJf(x+Ax,y)\\
Axs∖∆χ,∆x0∖ Ay ))

±L∕a^x a° ∕∆<P(x+∆x) A‘ ∕∆2f(x+2∆x,y)^ \ 

ax°Iδx*Ax0^ LΓ~,δxi∖ ∆y2 )) }

+ ≤ ∕A^X Ax ZAff(x÷∆x) A° ∕Ay2f(x+2AX,y)∖ \ \

AX° I AX AX1 * ∆X AX°∖ ∆y2 / / /

+ Ax lAx ∕∆ff(x+Ax) _a£ ∕∆2f(x+2Ax,y)∖ j \
∆xl I AX ,∆x0 \ AX *∆x0∖ Ay2 ///

t

Ax (A^x_ Ax ∕Aff(x+Ax) A° ∕ ∆ff(x+2Ax) A° ∕∆3 f(x+3∆xjy) ∖ \ \ \ 

Ax0l Ax ∆x01 ∆x ∆xθ y ∆x ∆x0∖ ∆y3 //) I
J :
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89Das Gesetz der Bildung, welches liier sichtbar ist, findet auch hei dem vierten und jedem folgenden Unterschiede statt; so ist
A4f(x,y) _ ∆* ∕∆Jf(x,y)(∆x)49 ∆4f(x,y) = ∕∆° f(x,y)∖' (δx)4 δx4 ∖ ∆y0 /+ A° ∕a^x- a× M; f(x + ∆x,y)∖∖∆x0 y ∆x ∆x3 ∖ ∆y' /f

+ 1 2
+ 2x 1+ 3 0
+ A° ∕aΦx ∕∆ft(x+∆x) ∆2 ∕∆3Γ(x + 2∆x,y)∖∖ \∆x0 ∖ ∆x * ∆x0 y ∆X ‘ ∆x2 ∖ ∆y2 )/ I
+ 01 1+ 02 0
+ 10 1

< +11 o+ 20 0+ a-; ⅛φx a; ¼(x+λx) <s ⅛⅜⅛) A; ^f(x+3Ax,γ⅛⅛ ∆xβ ∆x ∆xθ ∆x ∆X°I ∆X '∆x11 ∆y3
+ 00 1 o+ 01 0 0+ 10 0 0

/ I / Alla. A° A(?x δ"x ∆ff(x+∆x) ∆° ∆<p(x+2∆x) ∆^ ∕∆^(X+3∆X) ∆° ∕∆4f(x+4∆x,y)1U 4^ ∆xθ ∆X ∆X° ∆X '∆x° ∆X ∆x0l ∆x ∆x°y ∆y4
, ’ ,'∣∣ι

35.
AA ird aber liiebei nach 47 die Gleichung o98) a f(χ>y) _ a, f(χ>y + Ay) + aφx . a, f(χ,y)∆X ∆X ∆X ∆y

12
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90zu Grunde gelegt,, so nehmen auch die spätem Unterschiede eine etwas veränderte Gestalt an; nämlich
99') , a* f(χ>y) = a× ZA°f^y+ 2Ay)\; ∆x2 ∆x2 ' ∆y0 /

+ a° ∕a^,x. λ^ ∕^f,⅛y + *y)l⅝∆x0 ∖ ∆x ∆x1 ∖ Ay //
< ∕a<Px a; ∕∆*f(x,y + ∆y)∖∖∆x* I ∆x ∆x0 \ Ay ) /

+ Ax Mx a° Za^x, a° ∕a>-fCχ^y)∖\ \
ΔX0 \ AX * ∆X° AX ’ ∆X° ( ∆y2 /J J

und so auch der dritte Unterschied
/Kx)i A’ f(χ>y) = a* M°f(χ>y + 3Ay)\∆x3 ∆X3 ∖ ∆y0 /

+ a× Za^x- δ× /AyfCx>y + 2Ay)\j∆x° y ∆x ∆x2 ∖ Ay //
+ 1 1+ 2 0< ∕aΦx . < < M;f(x,y+Ay)\ \

∆X° I AX ’ AX° I AX ∆X1 ∖ ∆y2 // I+ 0 1 0
+ 1 0 o

A° ∕∆<px. A; ∕∆0X- < Hg∖ Ax My f(x>y)hi 
∆Xθ I AX ’ AX° ’ AX ’ AX° ξ AX ’ ΔXθ ’ ∆y3 /'
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$. 36.Sind die beiden Grossen x und y als Factoren von einander ge sondert, als z = f y . f ι x; wo y = φ x so sind die Unterschiede nach §. 34zl^.x ∆(fy.fx) p Δ fx ∆vfy ∆ φx rz λ
101) -A_2—i-2 = fy . -a. 1 ,. + -i_2.. -x ψ . f, (x + ∆x)∆x ∆x ∆y ∆x
102) <f-x∆X2 s ∆x2

⅛⅛∙-⅛(w→)
÷¾⅛(^∙⅛(^∙⅛k∙M)

und ∆3(fy.f χ) ∆3f x 
103) —■ 31 =fy.-⅛y ∆ x3 δx3>_ > +≤⅛κp^Λ(f(x+u∖∆y1 ∆x0 ( δx ∆x"' A 7 J 1 1

*‰(⅛⅛<a⅛=⅛^))
0 1 010 o∆,fy δi0 ∕Δ<Px ∆) Λ<P(x+Δx) ∆) ∕∆<P(x+2Δx) ∆J ∕ d

Ay*'∆x°l Ax Ax° ξ 4χ -∆x°∖ ∆x '∆x°∖ ,(x+3ix)jJ
12*
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oder naclι §. 35

”«> *∙¾a .»**∙⅛,∙⅞ ∙⅞∙”

105) ≤ff½> =t( ,, , . ≤J⅛
∆x k∙7 j' ∆x

+ ∆^y + ∆y) ≤√, ∖Γ
4y ax’\ δx'∆x,∖f∙x∕∕

÷⅛(S⅛M

+ < f(y) < ZA?X < Λτχ.< zfvn∖

Λy, '∆x0 I Ax '∆x°'∖ Ax Ax“\ ‘ // 1

und

dnr ∆3(fy.f x) ∆3 £ x
105) ‘ y-f(y+3∆y). -^r-

ax* 7 j, δx

l Ayf(y+2Ay) Aχ0 ∕∆φx a; ∕f d 
∆y ∆xu∣ ∆x ∆χ2l ‘ //

1 l2 o
∆,f(y+'∆y) δ° ∕∆(fχ < ∕∆φx a; / n\

∆^- ax^7T∙^⅛∙∑γH∕ }0 1 O10 0
∆,' f (y) ∆L ≤, ∕^..4±∕^i . -≤√f,χ∣ 1I \

+ Ay“ ’ax” I AX '∆X° \ AX AX°\ AX ∆x°∖ !') I

u. s. w.
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∖ ∖
Unterschiede der Functionen, welche durch 

unentwickelte Gleichungen gegeben sind.

$• 37.Die Zeichen, welche für unentwickelte Gleichungen gewählt werden,
sind107) f (y, x) = oDie Grossen y und x bestimmen sich gegenseitig. Wird x als Grundelement angenommen, so ist y eine Function von x, oder

y = φ Xund dann sind die Zeichen obiger Gleichung108) f (φx, x) — o\ on der Zunahme des Grundelements x hängt auch die Zunahme der Function von x oder die Zunahme von y oder von φ x ab. Ist h die Zunahme von x, so wird die Zunahme von φ x durch die Gleichung f (ψ(x + h) , x + h) = f (φχ + δ ψx, x + h) = obestimmt. Erhält x nochmals eine Zunahme h, so wird die zweiteZunahme, welche φx hiedurch erhält, durch die Gleichung
\f(φ(x + 2h), x + 2h) ≈ f(φχ + 2∆ φx + ∆2 φx, x + 2h) o bestimmt.Hieraus ist deutlich, dass, wenn x um δx , um 2∆x, um 3∆x,..........wächst, die Function y dadurch die Zunahme ∆y, ∆1y, ∆3y,. ... erhält, welche durch folgende Gleichungen bestimmt werden:
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f(y ,x) = °f(y + ∆,y,χ + ∆x) = 0

f(y + 2∆1 y + ∆2y ? x + 2∆x) = o

f(y + 3∆1y + 3∆2y + ∆3y, x + 3∆x) = 0f(y + 4∆1y.+ 6∆2y + 4∆3y + ∆4y, x + 4∆x) — o

Durch die erste wird y, durch die zweite ∆1y, durch die dritte ∆2y,.. . . bestimmt.Durch Ab- und Zuzählen können aus diesen Gleichungen andere hergeleitet werden; es geben die beiden ersteren folgende:
f(y + ∆y, x + ∆x) - f(y,x) = ooder110) ∆1f(y,x) = odie drei ersten geben

f(y + 2∆1y + ∆2y, x + 2∆x) - 2f(y + ∆y, x + ∆x) + f(y,x) = ooder
f jφ(x + 2∆x)λ X + 2∆xJ - 2 f ∣ψ(χ + ∆x) , X + ∆X∣ + f(φX , X) = 0 oder111) δ2 f(y,x) = ound die vier ersten geben

f(y + 3∆'y + 3∆sy + ∆,y, x + 3∆x) 

- 3 f(y + 2∆1y + ∆5y, x + 2∆x)

+ 3 f(y + ∆1y, x + ∆x)

- f(y,*)

oder

f (φ(x+3∆χ), X+3∆X∣ -3f (ψ(x+2∆x),X+2∆X^ + 3f (φ(x+∆x), X+∆X∣ - f(ψX,x) = 0
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95oder112) ∆3f(y,x) = ound allgemein, ist f(y>χ) = °so ist auch113) ∆u f(y ,x) = o
38.Unser Geschäft besteht in dem Trennen dieser Zunahmen ∆1y, ∆iy, ∆3y,....von den übrigen Factoren, in welche die Unterschiede von f(y,x) zerlegt werden können. Zählen wir desshalb zu der Gleichungf(y + ∆y, x + ∆x) - f(y,x) = o die identische Gleichung- f(y,χ + ∆x) + f(y,x + ∆x) •= o so erhalten wir folgendef(y + Ay, x + ∆x) - f(y, χ + ∆x) + f(y,X + Ax) - f(y, x) — oDie beiden ersten Theile geben den Unterschied von f(y,χ + ∆x) in Hinsicht y, und wird dieser in zwei FactorenAγf(y,x + Ax).Ayzerlegt, und weil y eine Function von x ist, der Unterschied ∆y in die beiden Factoren λy---≤- . ΔX∆Xso vie auch f(y,x + δx) — f(y,χ) der Unterschied von f(y,x) in Hinsicht x in die beiden Factoren

i⅛2.lx
∆x
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96so wird Λτf(y,x + Ax) _ Ay + A,f(y,x)⅛ - ix _ θ ∖ ∆y ∆x Ax /Da ∆x eine willkiihrliclie Grösse ist, so kann dieses Product nicht wegen des Factors Ax, sondern nur wegen des andern Factors verschwinden; es ist daher114) a>f(y>x + AX), ay + A,f(y,x) _ θ∆y ∆x ∆xWird aber zu der obersten Gleichung die identische Gleichung - f(y + Ay, x). + f(y + Ay, x) ='ogezählt, so ergiebt sich aus denselben Gründen die Gleichungii5) a, f(y> χ) . Aχ + a> f(y + λx> χ) _ θ∆y ∆x ∆xIn den Theilen dieser beiden Gleichungen 114 und 115 nämlich in Ay f(y> X + ∆ x) ∆r f(y,x) Ax f (y + Ay, x) x ∆y ’ ∆y ’ Axkommt zwar Ay vor, aber nicht mehr als einzelner Factor, sondern nur als eine Grosse, welche durch Zu— oder Abzählen mit y verbunden ist. Es sind also alle Theile, welche in diesen beiden Gleichungen Vorkommen, da Ay eine Function von x ist, nur Functionen von y und von x. Wird daher in diesen Gleichungen eine Sonderung von— vorgenommen, so erscheint dieser Bruch als eine Function von y δxund x, und wird auf folgende Weise gebildet und bezeichnet
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116) ∖f(y,χ)∆ y ∆x∆ x ∆y £(y, x + ∆x) F(y >x)
oder auch
117)

Die hohem Unterschiede können nun,' da y eine Function von x ist, ∆*1+1y _ ∆uF(y,jQ ∆χu+t ∆χunach §. 34 oder 35 gebildet werden.
$. 39.Der besondere Fall, wo die Grössen y und x gesondert sind, ist wichtig; er sei durch die Gleichung

113) l’y - ψx — o oder ly — ψxgegeben. Es ist nach 114\ f(y, x) __ ∆χ <7 x _ ΔJx ∆X ∆X ∆xund A>- f(y>χ + λx) \ /y __ afyAy ““ Ay — \y
13

∖ f(y + Ay, x)4J _ _ __ ____  ix_________ - F(v x)δx - ∖ f(y>χ) -∆y
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98und also A φx
A y AX

•1 19) δ x ∆ f y

Ay

$. 40.

Ist sogar φ x — x und120) fy = Xso ist
121) 4-Σ = ∕'2lf

AX \ Ay/Die hohem Unterschiede lassen sich mit Leichtigkeit nehmendenn 12 — ±_ ∕a fη^l = _2 ∣2⅛" 12
AX2 ∆x ∖ ∆y ∕ ∆y \ Ay / Axund wird statt 1 der vorige Werth eingeführt, so wird 
Ax ∑i _ p f>^⅛^'. _l P fη^1

Ax2 ∖ ∆y ∕ ∆y ' Ay /Wird von diesem wieder der Unterschied in Hinsicht x genommen, so muss
± = i-i . ±'= ∕Alη" ±
ax Ax Ay \ Ay / Ay

gesetzt werden, wodurch22 — | 2/2 \1. _2 ∕ ∕ δ fy i1. A ∕ ∕ a fy∖~1∖ )
AX3 \ Ay / * Ay \\ Ay / ’ Ay H Ay ∕ } J j

'2 1
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13*

entsteht; und allgemein, wirdn,, (±⅛)- = r,
gesetzt, so ist

.............⅛fr)∙∙∙) ) j

11-1 n-2 11-? /
i 1 1 ll-3 B-2 /11-1
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-o
Unterschiede bestimmter F u n c t i o n e n.

41.Der Unterschied von A. B. C ist124) δ (A . B• C) = (A + a A). (B + δB). (C + *C) - ABC und wenn das Vervielfachen auf die einzelnen Elemente ausgedehnt wird125) δ(A.B∙C) = A.B.δC + A.∆B∙∆C + δA∙δB.δC+ A∙∆β.C + δA∙B∙δC + δ A ∙ B∙C + ∆A∙∆B∙Coder = δ"A∙∆0B∙∆'C + ∆0A∙∆,B∙∆*C + δ' A∙δ'B∙δ,C + δ°A∙δ'B.δ°C + ∆'A.∆0B∙∆'Cδ, A ∙∆°β.∆0C + δ'A.δ'B.δ0Cund allgemein ist126) ∆ (A1 ∙ A,∙A, • ■ ■ • A„) — 3 0“ A..........∆, A„_, ∙ δ, A„)+ 3(δ0A, .............∆0A..,∙∆1A0..∙∆,An)+ 3 (i° A,........ δ Ab.j ∙ ∆ A..,∙λ A„_, ∙ δ Au).. .........................................................................................................+ 30'A,..............................................................A'A„)wo 3 alle möglichen Versetzungen der oberen Stellenzahlen von ∆ bedeutet.
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$. 42.Wenn die Factoren des Products um gleichviel zunehmenx (x + l h) (x + 2 h)..................................... (x + (m-i) h)so gewinnt dieses so eben gezeigte Geschäft nichts an Einfachheit, wenn nicht die Zunahme von x bei dem Unterschiede - nehmen gleichist der Zunahme der Factoren, oder wenn nicht ∆ x = hIn diesem Falle lassen sich die Unterschiede sehr einfach darstellen; es ist nämlich127) Λ xt", = p.h.(x + h)1'-u, wenn ∆ x = hund128) ∆ x~plh ≈≈ — p . h (x + h)~p",lh wenn A x ~ iiund allgemein129) ∆u x1'lh = pnl∙* . hπ . (x + ιιh)p*"lk wenn ∆ x = h 'wo p und h jeden Werth annehmen.Ausser diesen Gleichungen 127, 128, 129, weiche schon bekanntsind, theilen wir noch einige mit, die wir sonst noch nirgends gefunden, wovon wir aber bei andern Untersuchungen häufigen Gebrauch gemacht haben; es sind folgende :130) ∆1 xpl^h = p.h.xp"11^h wenn ∆ x = h131) ∆l χ-pl-h — - p .h. χ-p-ll^h wenn ∆ x = hund allgemein132) ∆n xpl-h = pnl'*. h“ . xp'"1^h wenn ∆ x = heben so ist133) Xj=f(A + p lι)~-(B√<f-ι)k)j.Ap*,'⅛'l^,,^,,^l^j1 fiir∆x=ι
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102und allgemein134) δu ^Ap*11',B,"d'^j^j = M∙1^kAp*,1"B,^,^"l^11(⅛), wenn δx = 1
wo M == (a + p hj J - (ß - ⅛-ι) kj

$. 43.Sind die Factoren gleich, so können die Unterschiede nach N. gebildet werden, nämlich, wenn h die Zunahme von x ist:m ∩ll'1 m
135) ∆nx," = (x + nhj - - -1∙7- • (x + (n-i)hjn2l-1 , n,,l-1+ pτr ∙ (x + (n-2)h) - . . . (-)u ψ7∏- ∙ (x + oh)n,oder, wenn die Binomien in Producte von x und n, n-i, 11-2, . . nach der Vorschrift T11 , ri) ^1-1

(X + qh)" = x" + . χ--q∙h∙ + -π- . χ-' (fh* +. ..1 1aufgelöst werden, so wird_ m0l'* mi o ∕n0l^1 ∏ll', z xo , v> n"1^1 0 \δ x = ψn-∙x h ∙(^IΓ∙u∙-- ∙ (n~1) + •••(-) -prr • 0’ )mll"j ∕n0l"1 n',^* n1,l^* \+ — .χ-l1'.f-πr.n∙-lπr. („-,)■+ . . . (-)■ -ι,ll- . o'J+............................................................................................................................
__ ml-1 , öl-1 _  il-l ul-1111 0 1 m ∕∏ m 11 11 \+ 7^∙x h ∙⅛r∙n ∙(n-.)"+ . . . (-)• — • ojEs ist aber nach unserer Analysis N. 632, 633, 645
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Eine zweite Entwicklung des nten Unterschiedes von xm, welche bisher noch nicht bekannt war, ist folgende:Es weide nach der Analysis N. 298 und 303 sowohl xm als x^m durch Iioducte ersetzt, in welchen die Factoren gleichen Unterschied ∆x = h haben, nämlichx+", — χπ"u ~ t1>2,..., m - 1]'1’ . h1 . xm-llh + [1,2,..., 111-2] 2> . h2 . xm-2iu “ [1>2> • • • > m - 3]<J> . h3 .+......................... • • • • • •(√n-1[l]m-1>.h,,,-1 . χllh

ll°l'1 α n n*l"1 ∏ul'1-73r∙n ∙(n-ι)"p + . . . . (_)■ 71r . 0-p _ θn0l"l n ∏ll^1 n«i-i— •“ •(“-*)• + ∙ ∙ . . (-)" — ∙o" = 1-11°1"l 1 ,*+,ι π*l"1 , llnl^1
—∙(n-ι)", + . . . . (-)”-^37.0”*”= ι"u.[1,2,3,...,n],,!

folglich der nte Unterschied von x1", wenn in eine ganze bejaheteZahl ist,
136) 4" x” = ι," . h". ( ^ττr- . x-" h» . [1; 2j. .uy.>

mn.,ι-.
+ ^rπr~ ■ χ-- lf . [1,2, ...,n]i"m"+2l-1+ -77πτ- ∙ xm-n-2 lι2 . [1,2, . .., n](2>
+.......................................mral'1 \+ ~prτ- . x0 lιra^n . [1,2,. . .,n]<m-n> I
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104und
x^m = x"mlh - (ι, 2,..., m)(1>. h1 . x"n",1', /3)+ (1,2,..., m + i)<2>. h2. x^m^2lh - (ι,2,..., m+2)∞.h3.χ-ra-3lh .. .........................................................................und nun nach 127 und 12S der nte Unterschied von diesen Producten genommen; es ergehen sich dadurch folgende Reihen137) ∆nx+,n = [i,2,...,m](0> . m,,1"1 .hn .(x + nh)m-nlh z

- [l,2,..., m —ι]u,. (m-ι)nl'1.hn+1. (x + nh)m^n"llh + [1,2,..., m -2Γ,. (m-2),,1-' .h,1+2 . (x + nh)m-,,-2lh+................................................
(-)uι-n [1,2,..., n]lm-",. n,,1-1 . h™ . (x + llh)θ[h

Wird aber in den beiden Entwicklungen « und /3 — h statt hgesetzt, so ergeben sich nach 132 folgende Vorschriften für den nten Unterschied von x+ und x

und
138) ∆"x^'" = (-), I m"" .h".(x + nh)^-(ι,2,...,m),*, . (n, + ι)"''.lι"*, ∙(x + n∣ι)""^"^1"'+ (ι ,2 ,..., m + ι)t2 . (m + 2),,1* . h,'+2. (x + nh)- (i, 2 ,.. ., m + 2)<3’. (m + 3)ul1 . h"+3 . (x + ∏Iι)^, , '!h
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Diese vier Gleichungen 137, 138, 139, 140 verdienen um destogrossere Aufmerksamkeit, je grösser der Nutzen ist, den sie bei vielen Untersuchungen gewähren.
44.Die Unterschiede von dem Producte(x + aι) (x + a2) (x + aj) .... (x + auι) = Pworin die Factoren nicht gleich sind, können auf die vorigen zurückgebracht werden, wenn nach Auflösung desselben in einfachere Producte χω∙⅛,...,aj- + x-.(aι,...,am)∞i + ...+ x0.(a1,...,arar der nte Unterschied von xm, x"1^1, . . ., xn nach einer der obigen Vorschriften genommen wird; wählen wir unter ihnen 136, so erhaltenwir folgende Gleichung

14

139) ∆,,x+n, = [ι ,2,..., mj'°,. mβl^1. hn . xm"nl^h+ [ι ,2 ,..., m -1](1). (m- ι)ul-, . h"+, . xm-π-*1-k + [l, 2 ,..., m - 2]'1’. (m - 2)nl-*. hn+2. xm-n-il-t+ •.......................................................................... ......+ [1,2 n]'m"n, .nnl^l . h,n. xol^hund
140) ∆1,x"u, = (-)" mul1. hu. x-n>-"1-h

+ (ι,2,...,m)'n . (m + ι)ul*. JΓ,+1. x^,'1^"^*l^',+ (l, 2,..., m+ i)(2). (m + 2)nli . hu+2 . χ-m^w'2l-hX t+ (l,2,..., m + 2)<3). (m + 3)"1*. hn+3.
.................. )
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$. 45.Wenn das veränderliche Element als obere Stellenzahl erscheint, so nehmen die Unterschiede eine einfache Gestalt an; es ist nämlich
∆ Ax = Ax+'l - Axoder

143) ∆Ax = Ax ∙ (Ak-ι)und allgemein
144) ∆uAx = Ax ∙ (Ah-ι)n

I

142)P,,,.n = ∙ A^,∙E",
P - mn,'1^' , a-. p∞ h∙ ,. (→^', A", ]-"°'

ιn-n-ι ^u+ιlχ * A∏l β -Ln * ' ∙*j∏

m,,+ ^l'1 (zm- ιγι+11^l (nι—2)1'lp — - ×- > (0> r<2> 1√+V -J-____ Ä(1) (?'■’ I11+-----Γ-—.Λ'2,.Fuι-n-2 ^u+2lι ‘Am ∙-tL1, ∙∙fr jU + ιll 'A111 ∙Jjι, ’ j,>ll m

nil-i ∕ ∖ιn-∣l-x ll“*”1
l>   111 i (0! ∣7<ιn-m 1 m-ii V*"- / . (l) τ-,(∣n-n-j) 1 m-n-1 _____ * m-n) r?‘0>
1o--Tül—A„, ∙E,, ∙n ÷ . .1∏—.An, ∙Ell ∙h +∙∙∙+-τrr∙Am ∙h,l1 1 1

106

141) ∆u (x + aι) (x + a;) . . . . (x + aj == lnllhu (LX‘“ + Pm-n-Λ ∙*m'"'1 + pm-n-, -X^2 + « « ’ ÷ V *’)wo die Vorzalilen, wenn(a,, a,, . . ., an,)"" = A'”und fl, 2, . .., n]'", = £'■"gesetzt wird, auf folgende Weise gebildet werden:
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$. 46.Diese Einfachheit behalten die Unterschiede bei, auch dann noch, wenn diese Exponentialgrössen in Verbindung Vorkommen; es ist
ä (A - A ) — A - A - A + Aund wenn diese in Factoren aufgelöst werden145) λ (Aax+b-'A^ax^h) — (A→1÷>1 + A-a→,-1,) W'-A÷1) und eben so auch146) ∆(Aax+b + A"ax^b) = (Aπ'x+÷1,,+',-A-atx+÷h,-b) (A⅜"h - A'fah)Nach diesen beiden Vorschriften können die spätem Unterschiede mit Leichtigkeit gebildet werden. IstA = eso ist nach der vierten Abhandlung der Analysis.. ∕ψ(ax + b)i __ 9 φ (a(x + ÷ h) + b) . ψ (⅛ah)1^' ) A ’ Jπx+', ) * ^a(x+⅜⅛)+l> ’ j'phund ∕,7)(ax + b) ψ(a(x + ⅜h) + b) ∙φ(÷ah)

148) A | jv>χ+b — 2.i . - ^,ltx+p∣ujh ' Jp,und allgemeinO
1aq∖ A“ ∕^(ax + i.. 4(a(x÷nh)⅜⅜) i ψ⅛∙⅛-f,
ltΓc∕J J 1 Jnx+b | 2 • 1 ∙ j.ncx+nh) + b ξ Jl-Lnlι.,m ..... ∕Ψ<ax + 1,A _ ..... i=« Φ(*(χ÷iri)÷t) ∕⅛i⅛i"^
ljθ) δ ∖ y>χ+l> / — ~ , 1 ' j'a(χ+∑4tib)+1, ∖ 3'÷n', 'und.... .... ∕<p(ax + b)∖ φ(a(x + nh) ÷ 1») _ ∕Ψ⅞⅛i''
1 1. y -» y j⅛ax+l> J —— 2 • 1 ∙ Ja(x + ulι)+b y 'ιw ,≈...∕lf(ax+ b)∖ _ ..... ....... Ψ(a(x + ,7'h) + b) ∕ψ⅛nh∣.....
152) δ ∖~77π—/ —2 ∙ * a'∏<χ÷^lli+b ∖ a'⅛"h /

14*
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108und wenn i = ∕-ι, so ist153) ∆2n sin (ax + b) = (-)“ 22” . sin |a (x + n h) + bj . (sin⅛ah)*β
154) ∆2n+1 siιι(ax + b) = (-)“ 22u+1 . cos (a (x+ ^±h) + bj . (sin⅜ah)2n+1
155) ∆2ncos(ax + b) = (-)n 22n . cos (a (x + n h) + bj . (sin⅜ah)3n156) ∆="** cos(ax + b) = (-)“" 2"- . sin (a(x + h) + b) . (siι⅛ah)≈"÷'oder wenn auf das gerade oder ungerade n keine Rücksicht genommen werden soll
157) ∆,' sin(ax + b) = 2”. sin ∣⅛ . # + a (x ÷ •-? h) + bj . (sin⅛ah)” und
158) ∆n cos (ax + b) = 2“ . cos ⅞ . π + a (x + ⅜ h) + bj . (sin⅛ah)n

47.Die Unterschiede der Logarithmen lassen sich nicht in dieser Einfachheit angeben; es ist n',^l159) ∆“lg (ax + b) = lg (ax + b + n a ∆x) - —-γ-. lg (ax + b + (u -1) a ∆x)11 1*
2l- 1 ul-1+ .lg(ax+b + (n-2)a∆x)-... (-)n. 12-t7 . lg(ax+b+oa∆x)1 ^ 1Diese Reihe ist vieler Umformungen fähig; zählen wir von ihr 0 = (1-1)u. lg(ax + b) = 1 - + 12-τ- - . . . . j . lg(ax + b) •ab, so geht sie in folgende über:

ιrn∖ ,.lrz ix 1 ∕ 11a∆x∖ n,1'l 1 ∕ (n-ι)a∆x∖
160) ∆ ⅛(ax + b) = Ig 1 +------ -- - .lg 1 + )----- '\ ax+b / 1 \ ax + b/n2l'1 1 ∕ (11-2)a∆x⅛+ -JTΓ∙⅛ 1 + ---------m................. ......................1 \ ax + b /
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109 ∕fliese wieder durch Entwicklung der Logarithmen in Reihen nach der Vorschrift lg(l + y)=∑-∑l + ∑L-...
1 2 3in folgende Reihe

16t)a'1g(ax+b)= ~(".τr " “xr' (n-∣)'+ γιτ ' -' ') ∙.ir+⅛l

÷ (-Γl4(⅛≤∙C→⅛ ∙ (→ - ∙ ∙ ∙)∙⅛∏j,
und diese wieder nach dem, was schon in §. 4-3 vorgekommen ist, in die Reihe /162μ"lg(ax + b) = 1"∙J 2_. fl, 2,..., ,,r . (jL±Ξ∣"

z xu i ∕a a x.n+1+ (“) ♦ ---- . ,1, 2, . . ., ll] . ------ r
11+1 L ’ 1 ∖ax + b∕

Z xn+i 1 ∕a ∆ x∖n*∙2+ (-)----- --  [1,2,..., nl‘” . -----rn+2 L ’ ’ ’ j ∖ax + b∕

Zxn + 2 i ∕a a x \ 3
+ H • — • [1,2,..., n](3) . (----- rn+3 1 > i ’ 1 ∖ax + b∕

...............................■■)

Riese Lmformiuigen können wir noch weiter verfolgen; wir setzen A x
ax + b + ∆ xund
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∆ Xa ∆x . ax + b + ∆x a . y—_ — a χ-----------------------------—ax+b ∆ x ι — y1----------- - --------
ax + b + ∆xund(a÷Tbf’ = λ"∙, →....= a-.(y--⅛^.y- + ⅛r.r,und ([ —” θ J ? 3 j.........................Die Reihe 162 geht hiedurch in eine andere über

163) r⅛Cax+b)=(-)-A0∙ ⅛j-1) +(-)"A,

I h+ (-)”'As∙ (a χ + b + h) +...............deren Vorzahlen nach folgenden Gesetzen gebildet werden:164) ½=⅛M∙∙,'Γ∙'>,i n . i
A,  (-n)' n , n∣ι∙> fl∙ l C~ll~,)  | „ in

—,^Γ7Ψπ-l ’ 1 (n+ι).r"'l 1

und allgemein165) ^=k^.[1,2,...,1>Γ∙a∙
√Mχ.[1,2,...,nl∞.a-v (n + ι).ι+ ⅛r22.[b5,...,nΓ'.a∙÷- (n + 2).1p il.. .........................................................................(-n-p)0l"1 r nltr>. a,,+1'
+ f , a ,l , ,,,,, j(n + p).ι
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$. 48.Der Unterschied jeder Function kann auf den Unterschied ihres ‘ Logarithmen zurückgebracht werden; es ist∆fx = f(x + h) — fx — els:f(x + h) _ e18=fx ----- e*rf×+ Alg:fx _ e,6≈<*__ elS:fx.(eÄlS:f*_folglich wenn fx statt els:fx gesetzt wird 166) ∆fx — fx. (eA1§:lx ~ t)
* $. 49.Zusammengesetztere Fälle werden auf die einfacheren zurückgeführt; ist z. ß. ∆" (xpl'h . ψx)zu entwickeln, so ist nach dem Frühem

Δ,,(x,,l-l,4x)^∆0 x',1-k ∆nφx .päl — 1<∙n ’ “ 1.11- wo Δ x z=. h1 a^ *pl~h ∆u-1^(χ + h)∣ltl jD-jll∆2 xrl~'' ∆n^^(χ + 2h)
J 211 * J∏-2∣l+....................................................

l A<‘ x' ' '' δ Φ(x + ∏h)lul* ’und nach 132 ∆qx,'1∙h — p'll∙1 , hn . χι-'>1-'lfolglich
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167) 112 . lf x,,-,, wo ∆ x = h
——jτττ — 1o∏ u ∙ ∙ 1≈ι*

. P'," 11. xp-.>-h *,,^1<E(*+h)

j 1
ps," ,, ,-,1-h Δ-*φ(x + 2h)

+ i—-f7 • h . X1 • ----- “B.iU —1 1
... .....................................................................................................

. p",^, ∆"-<p(x + ≠)
+ -pir • h • X •----------

... ......................................................................................................

pul'* ∆0φ(x + ∏h)
+ Lττ. ħ". √'-'"-h . --⅛π-----------

$. 50.
Eben so finden wir den nten Unterschied des Products 

ax . fyLegen wir bei ihm die Gleichung »
rlp(x,y) = ∑2^- .∆Γ'∆J(p(x,y + (n-<l)∆y∣

und
<’ a* = a'.(ah-<)“•’ 

zu Grunde, so finden wir, dass

168) δ" (a*. fy) = a√ ∙ (a‘ - ι)". ∆0 f(y + »-'y) wo ∆ x = 1,

+ 11 jlT- ∙ (ah-ι)n^1 . ∆' f(y + (n-ι)∆y)

1✓
+ ‰7.(a',-ι)"^=. ∆=f(y + (u-2)∆y)1
..................... )
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113,oder auch, wenn das letzte zum ersten Gliede gemacht wird ∕ n0l^l= a* I -vrr . (all-ι)θ . ∆n fy wo ∆x = h+ 1~∏r∙ (al'-ι)' ∙ ∆-'f(y+∆y)
2l- 1+ 1-• Ca’*-1)2 ∙ ∆n"2f(y + 2∆y)........................................................................... )

oder gehen wir von der Gleichung fcnql-*∆nφ(x,y) = ∑φjrr∙^ ∆^,f(x + (n-q)h,y)aus, so wird ∕ n0l'1169) ∆,'(ax. fy) = ax ψτr ∙ a,,', . (ah-1)0 . ∆', f y wo ∆x = h+ 1^∙a-∖ (ah-ι)1 . ∆n-*fy 
+ 1⅛r∙acn-2,h. (ah-1)2 . ∆n^2fy)/........................................................•) .

Alle diese Reihen gelten auch, wenn 11 verneint ist, und sindbesonders dann nützlich, wenn 11 ~ — 1
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THEORIEDER
DIFFERENTIA LE.

Erste Abtlieilung.

I. DIFFERENT1IREN ÜRERHAÜPT.

$. 51.w enn die Grundgrosse x einer Function fx eine Zunahme ∆x erhalt,und die ursprüngliche Function von dieser f(x + ∆x) abgezählt wird,so verschwindet, wenn die Zunahme ∆x = o gesetzt wird, auch immer derUnterschied f(x + δx) - fx, aber nicht wegen des Factorsf(x + ∆x) — fx 1 ∆ fx—-----------'------- oder ------∆x ∆xsondern wegen des andern Factors ∆x, der von ihm getrennt ist. Wirwollen diesen besondern Fall festhalten, und durch die Vertauschungdes Unterschiedes (DifFerenz) gegen Differential und des Buchstabens∆ gθgθn d bemerkbar machen, so dassjp Jf X Jdix —------ . rfx
c/x
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118Das Differential ist also immer = o, und d x ist das Zeichen einer früher vorhandenen Grösse ax, womit reelle Geschäfte gemacht sind, welche aber nach Vollendung dieser Geschäfte in ihr Nichts zurückgetreten ist.Nicht der Factor, welcher verschwunden , sondern jener Factor, welcher durch Abzählen und Messen und durch Vernichtung der Zunahme Ax entstanden ist, kann einer fernem Untersuchung unterworfen werden.Wird bei den spätem oder hohem Unterschieden nach vollendetem Messen oder nach vorgenommener Trennung der Factoren die Zunahme der Grundgrösse = o gesetzt, so entstehen die hohem Differentiale

Dadurch, dass die Zunahmen der Grundgrössen besondere Werthe erhalten, verlieren die Wahrheiten, welche in der ersten Abhandlung gefunden sind, nichts an ihrer Gültigkeit, und in dem ganz besondern Falle, wo diese Zunahmen = o gesetzt werden, werden nur die Zeichen

d2 fx j d3 fxW(dx)’W-(rfx) ’••••
Geschieht dieses hei mehreren Grundgrössen, so gilt auch hier in dem hesondern Falle, was im allgemeinen hei den Unterschieden bewiesen ist, nämlich dass die Ordnung im Diff er entiiren in Hinsicht des Resultats gleichgültig ist, oder in Zeichen:

i (¾3) - - (⅜1)

dy dx.oder170) rf2f(χ,y) _ rf2f(χ>y)
dy .dx dx. dy
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119geändert. Nach diesem ist daher, für die hohem Differentiale von einer Function mit zweien veränderlichen Grössen fix, y) nach N. 5017D ££0>y)_ £ £ (≥2-∑).rfv. rfx- . d' <fl^'f(*,y) , , , ...l"l1 ι°1'.ι"1*<Zy°.<Zχ∙ - ’ l,l'.ι""11'.dy'.tZx"-,'rfy -^x
cldn f (x , y) cl,n <∕0 f fx y)+e1-.1"→1-.dy∖⅛"-jyuχ,^1÷∙∙+Pπ71^,<yJχθ •■rfxoder auch ohne Trennung der Factoren∣79', d"f(χ>y) _ ⅜⅞t'(χ.y) , £ ⅞^' f(×, y)

1 1"O lθlι ∣,ll< ∣ιh jU-ili⅜^⅝y) ^Xf(χ, y)"+* " 12lι 1*>-Uι . . . + ^1,ll ιθllund hei Functionen mehrerer veränderlicher Grössen nach N. 54
173> df(xι,x2,...,xj =½• • ,_*■). d + . dfi⅛, .2zχj _ d

dx 1 dx 2 d
i 2 mund für die liöhern Differentiale von Functionen mehrerer veränderlicher Grundgrössen nach N. 55

< 174) dnf(xι,...,χj =lul* . Σ —-jL~ d* , , , , ⅞> f(xι> •••»■> xm)_____ ∕jχ y« ∕f∕χ yι γjχ y»ι ι"2ll...Γcw,b (dxι)"1(dxj)βl...(dxιnym ’ J J Joder, wenn die Factoren, welche verschwinden, von den übrigen nicht getrennt werden17=0 Jnf<γ Y >__ 11>o „ fΓ ch ∙ ∙ ∙ dm f(x, ? X2 > • • •/Xn.)i/j; αι^xι, x2,.,,,xj — ι . ∑------------τ-—-τ-r—-^-π---------iU(1I1)1,------------
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120wo 111 + 112 + 113 + . .. + 11 Cm) = n und nι, m5..., n(m) alle Wertheoj i} 2,............annehmen können.✓Diese Geschalte können auf verschiedene Weise angegeben werden, z. ß.

oder auch178) rf" f(x,, x„ ..x.) = i”1' . (D1 ∙ D,∙ Ds • • • • D„) f(n+ι) ∙ f(χ,, x,,∙ • • ∙>x J
WO

176) d" f(x,, x,,...,xj = (d, + d2 + ... + dm)" f(xι,xi, . ∙ .,x.) oder177) dn f(xji x2,..., xjtt) = ι"1*. C(∏, m) . f (x1, x2, ..., xm)
rf0 dl d2!_ ___ £_ ___ I_
^oll ’ jll» , j2ll J . • • •

dn d' d2~2 ___ 2_ ___ 2_
. oll , . lll , . 2ll } • • • •111
10ll 5 1∏1 ’ 12ll J . . • •

wo C(n,m) alle möglichen Verbindungen aus den untergesetzten Elementen zu m Elementen zur Summe n bedeutet; es ist z. B.d∙ f(xl, x„ xj) = l’1* £
. Oll .oll . 2ll111 
da d' d'1_  2  3
. olι . ιlι . lli111d; ≤
≠ —17 ^Γ7 .f(xι,x2,χj)£ ≤ Ä

lll .oll . llllll d' d'. d’___ 1  2_ ____ 3_
1^7Γ7 1∏1 lθiι£ ≤ jζ

2lι .oll 4θlllll ,

www.rcin.org.pl



121

d0 dl d2D. — ;?n + 7τr^1 + irr + . . . .1 1 1
__  d0t d' d;— pτrτ + γτfτ + —π + . . . .

11 _ d↑ d' d'
— pπτ + yτr, + ^17 + • • • -

Durch diese Gleichungen 174∙,..., 178 ist die unabhängige ßildungs- weise angegeben; die Geschäfte, welche sie vorschreibt, können auch theilweise vorgenommen werden, denn nach der Gleichung 58 ist 179) — d>, 2P ⅜÷., n» f(x,> » - ? xt,> Xp÷t 3 • • • > XJ
' l'1*1 jOii jUli

dl , dli~1 f(x,...,x,x , ...,xn)
, __ -i>2)∙.*>p p÷i>...>m \ 1'_____ x pz p⅛ 1 z_______ ' m/~^ Iτfr. 1u-fl*
+ d∖, 2,...,p ⅞λ^.,-,m fCx ,;•••> x1. > x1>÷., XJ

. 2I1 . n- 2I11 . 1+...............................................................................................
d'1 dn f(x ,...,x,x ,...,x ), 1, 2,∙∙.>p p+ι,...,m k 1 ' ' ∣∙' p+1 ' 2 01/

nli oll1.1
»wo di,2,...,v das Differential von der gegebenen Function in Hinsicht der Grundgrössen xι, x2,..,, χ und so auch d .-tjin das Differential in Hinsicht xm, xπ1.1,..., xm_p bedeutet, oder wenn wegen der Kürze f statt f(x,,..., xp, xptl,... ,χm) gesetzt wird

,l t d∣ , df , df ,cl,,i n t = -— . d x, ÷ -— . dx + .... + —. dx........ . dxι 1 dx2 2 dxp *und
, p df df df l-........ - ' dx’“ + <Zxp,, - dx-" + -∙ + ⅛A

16 *
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II. Di ff erentiale verbunden mit Producten.

$. 52.Werden auch hier, wie bei den Unterschieden in §. 28 die verschiedenen Differentiale von f(xj,...,xra) mit Producten verbunden, die entstehen, wenn in dem Producte180) (a1 + qbj (a2 + qb2) . ... (am + qbm) = (aι + qbι)ιaθ, ι, 2, 3,..., n statt q gesetzt werden, so ergibt sich die Reihe
181) (al + ob,). . xr.>∙∙∙>^)

. ..,.> d"~'-.r ⅛.,f(x,>∙∙∙> xp,xp.. , • • ■> x,J+ (aι + u>jm . ---------------------- —π pτr-----------------
+ (». + 2>∖),, • -------—!------------ ; ,*i.---------------- 1----------—.. ...............................................................................................................................................

. , lx ⅛+.,..∙,1n Kx,3 ∙∙∙ J x,,> xp+, > • • • > Xrn)+. (a, + nbι)uι .--------i----------------- jτπ---- prn--------------- ---------
_ , ⅞l,..., J(x,ι∙∙∙⅜) , , ⅞7.tm⅜÷j,...,J,(χlr-ιxJ
------ Λ(ιn,β) * 11*l l "*" -*<m,l) ∣u-1,ι

<∕ll^2 d2 f(x ,...,x ) da~m d" f(x ,...,x )l . ι,...lιn μ+j,...,m V 17 / m/ , » ι,...,ιn p+ι,...,ιn V. >' ' ' k*∙" A<ra, I) ’ j∏-2ll ”** * * * "t" A,mι m) ^n-nιlιin welcher die Vorzahlen dieselbe zurücklaufende und auch dieselbe unabhängige Bildungsweise befolgen, Λvelche in §. 28 gefunden sind.
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123In dem besondern Falle, wo die Factoren der Producte um gleichviel zunehmen j oder wo(a. + cI1>,λ, = (a + qb)”“ist, nimmt auch die Bildungsweise der Vorzahlen in obieer Beihe eine einfachere Form an; es ist

16*

1,C9λ omlh .... . f(x, 5 ∙ ∙ ∙ J xn,)7 d ∙ Fπ~ιoh--------------+ fa + ιbV,lb . ...... . ⅞+ι.∙∙∙, m ^(x∣ ? ∙ ∙ ∙ ? χw)
× × * 1>-∏1 lllι+.......................................................................................+ (a ÷ nb)mlb . -',- ∙ -'p dp+1' , > x j
v × ∣0∏ ^nll= —1 amlb b° .......... ⅞°+χ,...,mf(x1,∙∙∙, χ,n)

+ ^-∏7 . (a + ιb)m"llb. b1 . -,-÷--, m • • • ’m f (xι > • ’, > X|J
11 1 x ' jH-ili ---------+...............................................................................................+ ~ll- . (a + mb)olb . bm . ⅞-,-∙ >uι

und wenn die Factoren der Producte gleich sind, oder wenn⅛ + <A)m = (a + ≠Γso entsteht die Reihe
183^ a” d*........... .... ^p+ι,...,m ^\Xi } ∙ ∙ ∙ ) xm)

t ntl Λ θ1 > "1 . 1+ ∣'a + ιbYn . ^ι> • • • ■ r ⅜+ι>• • •.'» f Cx. ? • • • ? χm)
× ' * .u-ιlι . ili1 . 1+ (a + 2b')m . ^1',∙ ∙∙'P ⅞÷l,...,m f(Xi ? • • • ? xn,)
× f ' l>>-2ll ^ali+........................................................................................(Z° f∕n P \+ ζa 4- llb__ *’•••’ P P+l , ∙ ∙ ∣ m ^XJ ) , * * 5 X, J

v × * 1θn i,i1a
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da da f(x ,.., x )
r .1 Kl») 1.0 J>..∙)∞ p+I,..,∏> \ 1 ' ' •»/= | a + obj . b . ---- —-------- p?ü

............................................. <C∙.- ⅛........... . f(x.>∙∙> X~)
+ [a + ob, a + lbj . b .------------------- pττ∏

<Zn'2 , f(x ,.., xιlΛ
+ fa+ob, a + 1b,a + 2b] ∙b . ^n-2ii

.. ..............................................................................................................................

, dll'm J.» f(x,,.xj
1 ι i i(in-m) 1 m l , . • > m_______ p⅜ι , . , } m______ V I >_____ ’_____ui/+ [a+θb,a + ιb,...,a+ mbj . b • — ^n-∞iι
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X
III. D iff er entiir en der Producte.

$. 53.Von dieser grossen Allgemeinheit gehen wir zu dem Falle über, worin die verschiedenen Grundgrössen xι, x,, x ,von einander getrennt, aber doch wieder als Factoren in demselben Producte mit einander verbunden sind. Wir erhalten aus 173184) d(f,,xι.f2,x2.f3,x3...f"11χJ = f2>χ2.f3>χ3.f4>χ4....fm>xιιι.cZf1,xι+ f 1,xι. P3,x3 .f 4'x4 .... f,",xιn. cZfl2,x2 + f,,x,.f1,xs.f∙,x,....f""xm.df3'x,+...................................................................................+ f"x,.f3'x .f3,x ....f"-"x . df"',x1 2 3 in -1 «iund allgemein aus §.51
dn*f1Sr ∕7n2F2,v ∕√n3F3,v Jn'm>f<m>γ185) <F(f,,x .f,,x .f,,x ...f"',x )=Γ".∑--------- ,-. x.∙α x.-"tt V

× × 1 2 3 m∕ ∙ Jnlll ∣n2ll ι∏3lj ^n(uι)lιwo n l + n 2 +.................+ n (m) = n186) oder =inl‘ . c(n, m)∕ d0f1,x rf,f1,x (72f11χ v
1oi. ’ JTTi > —“iii— > • ’ , , ’<i°f31x, <i,f,,x <ΓPx

_______________ 2 2 __________________2
. Oll , .lll , . 2ll J • • • •111^0P3,x3 cZ1F3,x3 cZ2f3,x3
, oll , lll , . 2I1 J • • • •\ ........................................................................... /
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126187) oder = ι"1' . (D1 . Ds ∙ D, ∙ . . . Dm)f(n + ι)
d0fl,,x, d,f,,x d1Γ,xD, = —TöiT” + —.-Tu— + —- + • . . . 111

__ d0f2,x, dlf2x, d2f2χ,D2 — —ττπ-j + —iγγγ~ + —Γ7f,~' + • • • •d0f3× eZ1f∞x, d2f3,x
D3 = -'1oiχ + ̂ ~Tι~ + - 12iχ-" ' + • • • •

Der besondere Fall, wo das Product nur aus zwei Factoren bestellt, kommt oft vor, und ist18Sγ∣ rfn (fx . fιy) __ d“ f x d0fιy du~l fx d1 f y . d° fx d" f y( ' ' 1nl* 11,1* * 1θH + 1∙*-ι∏ * ' 1∏l + . . . + jθlι ' ’  l∏lι "
- f. 54.Sind die Functionen fn, f2,, f3),............. nicht verschieden, undauch die Grundgrössen xι, x2, xjgleich, so erhalten wir den einfachsten Fall189) d (fx)’“ = m (fx)“”1 . d fxund ganz allgemein

<7n,fv r∕n2Γv ∣7n3fv z7nunTγ190) d’ (fx)» = 1"'∙ . ∑ -r-- „* ∙ ",,,l,x........... .....1 .1 .1 .............1wo n i + n 2 + . . . + n (m) = n191) oder = i“u . C(n,m)∫d0 fx dl fx cZ2fx \∖~fπ7^ > -γ∏Γ ’ “pTT 5 ’ ’ • |

192) oder = ιnl1 . ^-ψ∏- + -γ7τr + —∏r + . . • ) f (n + i)
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127Diese Gleichungen, welche die Bildungsweise des nten Differentials von (fx)’" angeben, gelten jedoch nur für den Fall, wenn m eine ganze bejahte Zahl ist.Wenn m keine ganze bejahte Zahl ist, so lässt sich das erste Differential von (fx)m oder y“ aus dem ersten Unterschiede1^-2 _ (y + a>7" - y* = ™ -- + y»-> MvV +∆y ∆y i j 1.2 j •••
leicht finden; es istlθ3) lLλJ = m . y“” oder d(fx),n~ m . (fx)”1“ . df x
was auch m immer sein mag; allein ihre hohem Differentiale können erst später folgen, da ihre Bildungsweise Mehreres voraussetzt.

J. 30.Durch das Zerfällen von m in zwei oder mehrere Theile, welches der Grundgedanke im Obigen ist, können früher vollbrachte Geschäfte zu spätem benutzt werden; so ist nach N. 188
194) £Wr =1du(fx)aι d0(fx)a2 ∙da-1(fxyl d∖fχ)" <∕γfx)- cpγfxrlul1 ’ 1θn + 1∏-<n ’ —p∏τ + ....+  p∏-1—------ ——Dieses Zurückführen des 11 ten Differentials von (fχ)a' +a2+n3+-∙∙∙ auf die Differentiale von (fx)" , (fx)", (fx)", . . . . lässt sich auf folgende W eise weiter verfolgen. Es ist, wenn X statt fx gesetzt wird d“.X“‘" _ d° ((χ∙>)7w) rf-- d ((X")w7)pdl ™ ~ uli --- jBli_ai + 3 2 du"1 ((Xaι)^-,. fZXni)_ai + a2 1 dn"j(Xil2 . c7Xnl) ai ’ 1nl1 17 ü ιn-u,
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128und nach N. 188cz∏χai+a2^al + a2 1 ^nχa1 ^X’2 + d^X"1 rf1χβ2+ JX’* d^X*2 V ~ι1*l1 — aι " n * ∖ ιu"l11 ’ ι°u + ιu^2l* √1* ’ ι'-ιu /oder,nex <PX∙'"≈ aι + a2 v., rf"X', , aι + a2 v∣> (ipX"' d’X“195) -7i7- = --.X .-πτ- + ^τ-∙∑-∙-• —wo p und q alle Werthe von 4, 2, 3,.... erhalten, jedoch so dass n — p + qWird in dieser Gleichung a? + a3 statt a? gesetzt} so muss
d<,χ-+a3 dr∏χa3---------- Statt  ;—

1<1lι fl1*und <TX"“’ a2 + 03 v., d,X" a2 + a3 r drX” ri,X,'3
—---------i   ~~~ ------------------- - ∙ -Λ- •  —r-— + *2 rli sliι,u a3 iq a2 q 1 igesetzt werden, und statt r und s die Werthe l, 2,.. und zwar so, dassr + s = qWird dieser Werth in die obige Gleichung eingeführt, so wird

rfnχa1+a2 + a3 _al + a2 + a3 d"^i"lT a 1 * ι"uaι + a2 + a3 ∕p cZpXal a2 + a3 j dqXa2ιai l∖n 11 a2 1 /a1 + a2 + a3 ∕p dpXaι a2 + a3 ∕r rf1Xa2 dsXa3∣∖+ --------------- . ∑ U------- -π---------------2-------77Ü-----5iT~∕ai '11 ιp a2 ’q 1 1 '!Da nun p + q = p + r + s = n und q = n - p ist, so lasst sich dieseGleichung auch auf folgende Weise darstellen:
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17

' 1 aι ιul*(a1+a2+a3)(a2+a3) χa3 ∕p d1,Xal rf,'Xa2∖+ aι . a2 ’2'M'\n' ι1*1* ' p1* ∕(a1+a2+a3)(a2+a3) (a3) ∕ p . r dpXaι drXa2 cfXa3∖+ aι . a2 .a3 2<p∙r>*, ∖∏.(n-p')' 1pl1 ι,u ιsl* /
wo p + q === n und p + r + s = n, und jede der Grössen p, q, r, s die Werthe 1, 2, 3, . . . . annehmen kann.So wie von χal+a2 zu Xal+a2+,3j so gehen wir von diesem zu Xa∙*+a2+a3+a4 über; wir setzen in der letztgefundenen Gleichung a3 + a4 statt a3; also nach X. 195dsXa3+a4 __  a3+a4 χa4 cZβXa3 a3+a4 t f∕,Xa3 ei,lXa41sl1 ~ aT‘ 1sl1 + a3 ’ 2(,’n) "s 7rr^ ' 1u,1wo t und u die Werthe 1, 2j . . . . annehmen können, jedoch so, dass t + u = s — 11 - p - rmithin den letzten Factor in dem letzten Gliede der Gleichung 196v p . r dpXa, <Z,Xa2 rfsXa3_v ∕ p . r <ZpXa3 d Xa2 a3+a4 γa4 ⅛X,,3⅛ — n(n-p)∙ ιpl* ’ P∏ * p‘> - ,^^Γ •-?—/∕ P∙r d,,Xn, drXa2 a3+a4 v ∕ t d,Xa3 <flXa4i∖(I”r’s> ’n(n-p) ’ ιp∏ ’ p∏ , a3 ∙2<,-- ∏ √7"∙Tπ"∕∕— a3 + a4 κ ∕p∙r ^pxaι d'χa2 d'^'3∖as ’ ‘ 2<p,r,e’Vn(n=p) * P11 ’ ~pτ~ ’ ^7r7∕+ as + 34 ∕ p . r . t dpXaι cZrXa2 <ΓXa3 d"Xni \a3 * <r.M-n> hι(n-p)(n-p-r) ’ ιpl* '~7π 7π~ ’ ^Tπτ∕Wird dieser Werth in die Gleichung 196 eingefiihrt, und in dieser Gleichung statt a3 gesetzt a3 + a4, so ergibt sich, wenn wir
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(aι +... + ap) (a2 + ... + ap) .... (aq + ... + ap) ___ λ i
—.—— — -- — .⅜ιc

aι . a2...........................................aq

setzen, folgende Bildungsweise

r∣"∖ aι+a2+a3+a4 X" *197) ------= M(4j1) . χ-. _____
∕p rZ1 * 111'Xa, fZ,,Xa2 \

+ Mt4j2,∙Xn3 ∙¼1,∙ (J1∙--------------77iΓ-)

ra4 x, ∕ p∙r rfl'χa, d'χn2 ^xa3∖

+m,4.3, ∙ x ∙ ς<γ,>-,s,∙(rφ1∑jτj* 1i'i7' , '^^7ι~ pι* ‘
∕ p . r . t <Zl,Xa, rfrXn2 d' Xaj rf,,Xa4 \ 

+ M<4,4>∙ ⅛r,t,ul (Γ1.p,r)∙-pπ Pπ 1t*l ‘ ι"tl /

wo 11 = p + q

■=. p + r + s 

= p + r + t + u

sein muss, und p, q, r, s, t, u ~ 1, 2, 3, . . . . sein kann.

Wir finden auf diesem Wege ferner, dass

7u ∙va1+a2 + a3+ a4+ a5 fZ"Xal
.QQ∖ X ____ τ¾< -γ-a2 + a3+a4 + as __________
lyo) ----------------—---------- — Jyits,1, ∙λ, ι,lil

. . im rΓ,X" d"'X',∖

+ M15,,.,.X""',∙∙s ∙∑,7τ∏-∙-7π7-)

111 . 112 d"X" d-'X" d“X“ \+ M,s.,, ∙ X'4"l ∙ ∑,..... „„„ ∙ -7πr- • —— ' -7τrr-)
I ni.112.na rf'"X∙' d"1X" d"‘X“ d".X∙,∖

+ M(S,4 * 2<n.,.«2,n3,n4) ^πζπ-nl)ζn-.nl-.ll2) l"*'1 l"2l* l"j'l l',4'l /

ni . 112. n3. n4 fZ",X'* fZ"2X " dl'5 X j \

+^(5>5’’““1, ∙ ∙ ∙ia5 ∖n(n-m)(n-n1-n2)(n-n1-n2-113) ιuι'1 f''1 1ιι5*1 /

wo n z= 111 + 112

111 + n 2 + 113

— n 1 + n 2 + 113 + n 4

— 111 + n 2 + 113 + n 4 + n $
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17*

und jede dieser Grossen m, 112, . . die Wertlie 1, 2, 3, . .. erkalten kann. Allgemein linden wir, wenn wir
111 • 112.............................................................................. ∏Cq-ι) _ N11 (n-nι) (11-111-n2).... (11-111-112- . . . -n(q-2)) *1"1

selzen, die Reihe

Juγaι+...+ap ∕7uYal199) _______ χ= M . χa2+∙"+av. ∑ n . _' «il ± il(P,l> z4- ’ nn 1 , j,11l11 1 n = n
z7u,Yaι Λ",-Yas+ l\1 yM+... + ap _ 1yr 7*

1<P,2>*λ- n∣,n21-'2, ^uιlι ' ^u2lι11 1 + 11 2 “ 11+ M .X>*--- ∑ N d'"χ,' rf''2χ-" d"x',
j-1(P,3)-λ∙ * 'inι,n2,ιi3∙O'3’ ^1∣1I1 ’ 11 2 1 1 * ^«31»111 + 112 + 113 = 11+..........................................................................................................._ d∏iχal dθjχa3 d,up.1,χn<p-j,

^<P>P- * >’X ’^n 1 ,...,n(p- 1 ) Ap- 1 11111 • 111 211 •••••••• ^1∣(∣ι-1∣∣l111 + 112 + ... + n(p-1) = nτ dn,Xaι rf',2Xa2 cfrXap4- Λf Y0 v TVT .____ ___________ _______l 1<p,p) * ’ nι∣,. n(p) •*-’ p .Dill " n 211 •••••••• „,,, ,j,11 1111 + 112 + ... + n(p) 11Der Uehergang von
rf∏χal + ...÷,1, zu dnχal + ...+a<p+1,besteht, da in den (p-i) ersten Gliedern dieser Reihe unter dem S kein a(p) vorkommt, darin, dass in den Vorzahlen des ∑ in allen Gliedern ap + a(p+ι) statt ap und nur im letzten Gliede
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^,ιp χap+a,p+1, ^nP χapstatt nplil"1'u 1∙gesetzt, und dieser Factor nach N. 195 weiter behandelt wird, welches Geschäft oben auseinander gesetzt ist.Diese Gleichung 199 findet zuerst Wronski in seiner Phil, de la T. Seite 260 N. 340, aber auf einem sehr mühvollen Wege von Seite 248 bis 260. Der Weg, welchen wir hier eingeschlagen haben, ist sehr verschieden von jenem des Herrn Wronski.
$. 56.Wenn die verschiedenen veränderlichen Elemente in verschiedenen Factoren von einander getrennt Vorkommen, so gibt die Gleichung 179 das theilweise Verfahren beim Dilferentiiren an, oder in allgemeinerer Form, wenn willkührliche Grossen damit verbunden werden, die Gleichung 181, nämlich, , × d" f(χ,>∙∙∙>x,) dT(y.,∙∙∙>y,)200) (a1 + ob1)u, ∙ - -n∣, ∙ yτπμ ,a . l1, -1 . >r'Γx,,...,χ,,) <Z,fl(yl,...,y,)

β+, * l/m * ^n-ιlι 11^1z . > <rsf(χ,,...,χ1,) rf,f(y,, ∙∙∙>y,)+ (a, + 2b,)., •------- xxrr.------l---------- ~τr-------.. .................................................................................................................., , , rf"f(χ1,∙∙ ∙>χ,,) rf"f,(y.,∙∙∙,y,)+ (»■ + nl∖),, • -------- pTü---------------------7>^---------<r (f(x,,...,χ1,)∙^f (y,>∙∙∙>y<1)) j, 4 rfn" (f(χ,,->χp)∙d'f.(y.>∙∙∙,y,)) --- A(ln,0) -------------------p∏ - Λ∙(m,l)∙ 1∏-ιlι
d-' (f(χl,∙.,χp)∙^f (y,,∙∙,yq)j rf"^" (fO,>∙∙,χp)∙rf"f.(y.>∙∙>y,))

+ A(,b,2, •--------------------+∙∙∙+Annt,nl∙ 1u-mljwo die Vorzahleil wie in §. 28 bestimmt werden.
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133Ist201) so ist (θ< + sbx)m = (a + sb)mlb

(a1 + sb1)m = (a + sb)mund ist 202) so ist A<m,s> = [a + ob, a + ιb, a + 2b,a + sb](m“4> . bsDer einfachste Fall von diesen allgemeinen Gleichungen findet statt bei m = 1, nämlich203) a .d“ f(χ<>χ2'∙∙∙> xr).d°f∕y1, y2>∙∙∙> y1)
∕ ' 4«lt oll

1 1+ (a + ιb) ∕n^lf(χ.>x^∙∙∙, *,) d'f,(y,.yi,∙∙∙,y,)
+ fa + 2bi d"^1^κ∙> x> ■ ■ • ■ x,) d%(y,> yi, • • •. y„)

x 7 ’ ∣n-2lι * .2lι+..........................................................................................................................+ (a + ,ib>. d°f<χ.>χ.'-∙∙> x-) d"f,(y.,y,>∙∙∙, y1)V 7 1θl1 ’ 11>lι_ a.<J"(fCx.∙->x,)∙f.(y.,∙∙∙>y,)) ι 1 <Z"∙, (f(x1,...,xr).f∕y1,...,yl))
1∏ιτ + n ∙ ' jτrτ∏

msl"1 ,A<m,8, — -pT?" ∙ (a + sb)m
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Zweite Abtheilung.

I. DIFFERENTJIREN MIT ABWECHSELNDEM 

VERVIELFACHEN ODER MESSEN.

$. 57.Mit dem Diffcrentiiren wollen wir noch ein anderes Geschält und zwar das Vervielfachen verbinden, so dass die beiden Geschälte Dille — rentiiren und Vervielfachen mit einander abwechseln z. B.
Z . d(z . d(z . d (Z . d (X .Y) ) ) j

Wir geben hier zuerst eine Theorie dieser Producte oder eine Theorie der mit dem Vervielfachen ah wechselnden Dille — rentiale, und glauben hiedurch der Wissenschaft einen nicht unwichtigen Dienst zu erweisen, indem wir ein Feld anbauen, was bisher noch keiner versuchte, aber eine Menge neuer Wahrheiten hervorbringt, die für Entwicklung und Summirung der Reihen von der grössten Wichtigkeit sind.Es sei
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204) f(x1, x,, ...,x,,) = χ

f, (y,, y,»■ ∙ ∙. y,) = y 

f≈0., z.>∙∙∙> z,) = Z

ιι nd

205) Z.cZX — (Z.d),X

z.d(z.d{X) ) = (Z.ayx 

2 112z.fZ(z.<z(z.<i(x∣)j = (z.dyx

3 2 112 3

Wir legen nun das Product X.Y zu Grunde, differentiiren und 

vervielfachen mit Z

Z.<Z(X.Y) = (Z.dX) X Y + X× (Z.cZY) 

untl wiederholen diese Geschäfte mehrmalen in derselben Ordnung 

Z.<i(Z.<Z(X.Y∣) = Z.d(z.cZ∣X)) ×Y+2.ZrZ(X) ×Z.cZ(Y)+X×Z.fZ(Z.cZ(Y)) 

und

Z.<i(Z.<i(Z.d∣X.Y∣ ) ) = Z.fZ(z.cZ(Z.<Z∣X∣ ) ) XY+3.Z.<Z (Z.<Z (X)) ×Z.<Z(Y) 

+ 3.Z.fZ(X) X Z.<Z [z.d (Y|) + X XZ.<Z Z.d (Z.<Z ∣Y∣ ) )

oder

(Z.fi),(X.Y)= (Z.<Z),X ×(Z.<Z)"Y + (Z.<Z)°X ×(Z.<i)'Y

(z . fi)=(X . Y) = (Z.<Z)1X× (Z∙fZ)"Y + 2.(Z.<Z)'X X (Z.fZ)'Y + (Z.fi)’X X(Z.fi)’Y

Das Gesetz der Vorzahlen ist jenes des Binomiunis, und es ist

(Z.d)— (X. Y) = (Z.<Z)-X X(Z . d)l,Y + (11~1)" ' . (Z . d)-,X X(Z . <Z)*Y 

1 1

+ '±∑Ji2— (z.<Z)"-∙x χ (z.d)1γ+...+⅛z!∑12Ξ . (z.d)∙x x (z.d)—y
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136Der Uebergang vom Vorhergehenden zum Folgenden besteht darin,dass in jedem Gliede jeder Factor mit ZrZ verbunden wird, wehrend derandere Factor unverändert bleibt, und dass jede zwei zusammei gehörigenzahlen nach der Vorschrift(n-ι)pl-1 _ (n —ι)p+ll"1 __ np+ll"l 1'piι jP+Hi 1P+>nvereinigt werden. Es ist daher ganz allgemein206) (Z.d∕(X.Y) == ≤L.(Z.<Z)"XX(Z.<Z)0Yιυ 1+ ⅛l.(z.d∕-xχ(z.d)'Y 1+ ≤2.(Z.tZ)-=Xχ(Z.d)∙Y 1+.............................................................+ ,≤2.(z.rf)"xχ(z.⅛"Y 1Untersuchungen, welche viel später folgen, veranlassten mich zu dem Versuche, (Z . rf)n(X. Y) in die einfacheren Differentiale(Z.d)1X, (Z.rf/X, (Z.tZ)3X,... und (Z.cZ/Y, (Z.cZ)2Y, (Z.d)3Y,...zu zerlegen, welcher, wie diese Gleichung zeigt, zu dem glücklichsten Resultate führte. Der Fall, wenn Z ~ l, ist längst bekannt, aber dieser gehört nicht hieher; denn in ihm ist das mit dem Differentiiren abwechselnde Vervielfachen ganz aufgehoben, welches doch der Hauptgedanke dieser zuerst aufgestellten Wahrheit ist. Es ist bekannt, dass bei Summirungen der Reihen und auch bei Entwicklung der Functionen in Reihen, (unter andern bei Paoli) Differentiale wieZ.d(Z.cZ(Z.<7(............. Z . d (X . Y)............... )
n n—i ii—2 ll nVorkommen; es hat aber noch keiner unternommen, diese zusammengesetzte in einfachere Differentiale zu zerlegen, geschweige eine vollständige Theorie derselben aufzustellen.
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137Mehrere Wahrheiten beim Differentiiren, welche entstehen, wenn in (len folgenden allgemeinsten Gleichungen, die sich auf diese Hauptwahrheit 205 stützen, Z — l gesetzt wird,×und wovon mehrere bekannt sind, übergehen wir, weil mit der allgemeinsten Wahrheit auch alle darin begriffenen speziellen Fälle bewiesen sind.Biese Wahrheit kann auch in folgenden Zeichen vorgelegt werden
I

207) (Z.rf)"(X.Y) = ((Z.<i)X + (Z.rf)Y">oder in folgenden Zeichen
nnβλ (Z.⅛u(X.Y) (Z.d)aX (Z.d)bY208)  ----- ⅛------ - = * —-----• — M— w° a + b = n1 11Gehen wir zu Producten mehrerer Factoren über und setzen 

U = f,(u,, us, . . .,u,)und Y . U statt Y, also auch
(Z. d)‘ Y (Z . d'f U , (Z . df Y∑ ■■■„.- • -—— , woc + e = lι, statt —c√-11 1so finden wir, dass9∩qλ Cz ∙ d)n (X. Y. U) (Z . dγ X (Z. d)cY (Y. <Z)eU--------- -l---------- = ∑ —-1-------—nr— * —woa + c + e = n1 111und allgemein finden wir, wenn

210) f,(x','', x?x∕,') = f,f,(x1.∙1, x'1*',...,χ-') = f,
■f <'Vcm, 'v'm, ΛΓlmlλ ___ -fλ∏iVλj ? λ-2 > , ∙ ∙ > λ∙pui√ ------ in

<P (z,, z≈ > ∙ ∙ ∙ > zι) = Z 

gesetzt wird, dass
18

www.rcin.org.pl



138olιJZ.d)"(fl.fi.fj...fm)-v(Z.J∕'f, (Z.cZyf, (Z.dΓfl (Z.d∕-'fm
***j∕ . »ll .vill * -4V2ll * .J,3ll . ∙ . . J'(nι!lι1 111 1wo vi + + j/3 . . . + >m = 11oder212) =-l7. ((Z.d)f + (Z.d)f, + (Z.d)f + . . . + (Z.rf)C(

wo die Stellenzahlen nicht über f sondern über (Z . d) gesetzt werden müssenoderol9λ (Z.d)n(f .f2 ....fω rv A213) × ------- —Ar2--------- = G(n,m)1" 1aus den Elementen der verschiedenen Reihen_ (_Z.rf)’f, (Z.d/f, (M'f,jji — i°ι* , Ill* , I2l* , • • • •_ (z1d∕f, (Z. ⅜'fi (Z, ayt,
- lolι > 1∣lι ’ 12I1 , . . . .

,« _ (Z∙<*)X (Z.<∕)∙fm (z.rf)’f.
jdlt , ^lll > pli ; • . . .oder214) = (D, ∙ D, ∙ D, . . . . Dm) f(∏+ι)Setzen wir in diesen Gleichungen Z = 1, so erhalten wir diejenigen, welche in der zweiten Abtheilung gefunden sind.

$• 58.Kehren wir wieder zu dem Producte aus zweien Factoren X und 
Y bestehend zurück, wo
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X = f, (x,>χ,>∙∙∙)
γ = i, (y,>y,>••••)
Z = f, (z, , Z, , . . . )ist, und vervielfachen die Gleichung

(z∙⅜',(x∙γ-) = . ⅛Y wo p = o, n1ι,ll — 1a-l>l* 1l>l∙ 1 7 7 7mit a und die Gleichung
(Z . d)"" (X. Z . d Y) _ v (Z.⅜--1X . (z.in wθ ,....----------- --------------- — i 1≈-ι-qi* 1<ι1* 1 > > >welche aus jener entspringt, wenn Z. d¥ statt ¥ eingeführt wird, mit b, und zählen beide Gleichungen zusammen, so erhalten wir folgende ✓

(Z.d)-(X.Y) (Z.d)-(X.Z.dY) _21□) a . ------- -srι-------  + i) . 1"-ii* —
(Z.d)’X (Z.d)0Y (Z ∙ ⅞-'X (Z.d)'Y— a •----7∑TT * 77TΓ + va ÷ 1,j> , p-n* 1>l*11 11
rz.drιx (z.dγy . (z.d/x (z.d∕γ. + (a + 2b) ∙ -γ⅛,— • t„. — + •••+ (a + “b). — - • —^∏-

wo a und b ganz nach Willkühr- angenommen werden können.Wir gehen von dieser allgemeinsten Gleichung zu einer weniger allgemeinen, aber wegen der Folgerungen, zu welchen ihre Eigenthümlich- keiten Veranlassung geben, desto fruchtbareren Gleichung über, und setzen
X = X1’ und Y = X1also

X.Z.dY= q.Z.Xp+q'1. c?X = _5_.Z.eZ(Xp+q) 
p + qDie Gleichung, welche hieraus hervorgeht, ist:
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1409lfiU,,uh'fι (Z.tf)"(X’-)_ „ (Z.d)’X” (Z.<∕)W
' 4,0' V F√∙ ■ - a- -^π7— ∙ r∙—, ,λ (Z.fZ)°^1Xr (Z.d)'X’+ (a + ιb).^-' _ . — >----1 1, ,. (Z.(Z)-,X', (Z.<Z),X,+ (a + *’>)------ ~πτ~ • —√-----1 1+............................................................................ (Z.(i)∙Xf (Z.fZ)"X1

+ (a + nlj)∙ —-o.. ∙ l-√---1 1Diese Gleichung erfüllt zwei verschiedene Zwecke, einen, um aus den Differentialen von X1’ und Xf,, in welchen das Differentiiren mit dem Vervielfachen abwechselt, die Differentiale von Xp+q zusammen zu setzen, und den andern, indem sie gestattet, in besondern Fällen für die Grössen a und b, welche nach Willkiilir angenommen werden können, solche 
V erthe zu wählen, dass eine vortheilhaftere Bildungsweise hervorgebracht werden kann.Wird diese Willkühr der Grossen a und b aufgehoben, und angenommen, dass a__ b li qp + qso entspringt aus dieser Gleichung folgende zurücklaufende Bildungsweise:
91~λ z z xλ (Z.J)"Xp (Z . cZ)0Xq217) (n<[-o(p + <[)) • -----  ■ S...-√-.1 1

, . ∙ l, (Z.d)"-'X'' (Z.(Z)'X’+ (n<∣-ι(p + <1)) . ~1-r- . ι,,<-
, . λ. (Z.d)-1Xl' (Z.d)’X’+ (aq-<∣> + q)) . ι.ri,.---- • i—-⅛-+ • . • ••• •«••••••*. , n (Z.d)’X’ (Z.rf)"X1+ (n q-n(p + q)) • —-iir— • —~n∏— = o11 >
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$• 59.Diese zurücklaufende macht hier den Uebergang zu der allgemeinen unabhängigen Bildungsweise; wird nämlich in ihr q = 1 gesetzt, und diese mit einer ihr verwandten Gleichung in der Analysis N. 38 Seite 60(n-o(p + ι)) . P',f(n + l) . -
, , x (Z.<∕),X+ (n-ι(p + i)) . P‘fn . -

+ (n-2(p + ι)) . Prf(n-1) . <-⅛- 1+..............................................................................................
t f \ Dp t ∙+ (n-n(p + ι)) . P‘fi . ---- rπ— = o1wo P = , <z • \, 1olι > pl» ’ pli > Idurch Abzählen verbunden, so entsteht durch diese Vereinigung der beidei Gleichungen eine dritte

+ (n-2(P + «)) • (---- lτ⅛------- Ppt(n-i)j+ . . . •.................................. ......, . λ, (Z. <i)"X ∕(Z . dγ xp bp , \+ (n-n(p + 1)) . —ι√- • p---- -----------P'f* ) — 0welche, da (z<j)0χ"-χr-PM,
40^ll --- ---  AVI1
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142ist, zu folgenden Gleichungen führt(Z.f∕)1Xl' dp, t+ ∙ji-----rπ---- = P1 Γ2 wenn n = 1 gesetzt wirdι1 1(Z . (∕)2Xl' — pι,f3 11 = 212HM^p=pvui3Uund allgemein zu der Gleichung218) ■Z '-,⅛~x'- = P1'f(∏ + i)
1wo X = f1(x,,x,,...),Z = f1(z1, 21,...)undφ __ /(z.dyx (Z.dyx yz.dyx \

*   I 1<>lι ’ 1ιlι ’ ph ’ / J

welche, da p in den obigen Gleichungen ganz allgemein ist, die unabhängige Bildungsweise für jede mögliche Potenz von X angibt.Die Geschäfte, welche diese wenigen Zeichen vorstellen, können nun entweder nach der Vorschrift 30 der Analysis Seite 49 ausgeführt werden, nämlich
(Z. d)"Xp 1,,1 I X" U°E(∏+1) . X‘- ITto219) —l,li---- — ' ∙( 7∏ • ' t.>— + ~π' ,∣∣∣χι-≈ U1f(n-t) , , x"^"jP^2lι * 12i 1 *⅜4 ∙ ∙ . . ∙ ∙¼ ^p-nli ph y

WO

uz. dyx yz.dγx (z.d)3x \
U — (--- ^τπ— > ‘ pii-----  > pH — >................../oder
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143220) = f ∙ Xp ∙ C(n,o) + ∙ X'" . C(n,t)+ g2. X’” . C(n, 2)+ .... + ⅛2 . X-~ . C(n, n)1 1aus den Elementen
(Z. dyx (z. dyx <z. dyx

1ιlι ’ 12ll ’ 13lι ’oder nach der Vorschrift 31 der Analysis Seite 53, nämlich
oolλ (Z.<i)"X1'____n,ll.. / i Xp-" P"f(n + .)221) ——-P •( — •— • -71T—1 χp-n÷. P"~1 f(n + 1) p-11+i ’ ^~7*l7~ ’ FTl71 Xp*n+a Pn-2f(n + 1)+ 1ς∑KiΓ i2l‘ ,^~'Γr-π

z y. 2_ χp £1^ + 0,’ p ’ 1nl1 ’ l’H Jwo P die obige Bedeutung (in 218) hat.
$. 60.Diese Bildungsweise, welche 218 angibt, erstreckt sich auch auf die mit dem Vervielfachen verbundenen Differentiale von Producten, welche aus gleichen und ungl eichen Factoren zusammengesetzt sind; denn ist

f (x,, x2 x3, ....)= Z* x'Λ ....)= f1
W⅛υ,χ,Λ . . . , ) = f1 

fs(χtΛ x?’> X3”, ....)= f
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Zuletzt kommen wir zu der allgemeinen und merkwürdigen Gleichun«

so ist nach 206(Z.d∏f^ς‰(z.<7)0p* (Z.J)X2 ι (z.dγtγ (Z.dyey1"l1 10l* * 1∏∏ + . . . + ^πlι . -0ι,-und(Pyι. Qy2)f(n+1) = Pyx fl. Qr2 f(n +j) + ....+ Pyι f(n +i) . Q- h wo
_ κz.dγtι (z,d)-f. (z.<f. \

I 1olt > 1∏1 9 12lι ) ∙ , ∙ • Iund n — ∕(z.j)χ (Z.dyy (z.cz)2f, (
v — ( ιθι1 J pn-- - ) —pn — > • • • • fDa nun nach 218 je zwei entsprechende Producte dieser beiden Gleichungen gleich sind, so ist auch

222) (Z.fZyjf/.f;-) _ (p,, _ q,,) f(n+1)

Verfolgen wir diesen Weg weiter, und verbinden die beiden Gleichungen(z.d)n(Pι.ς∖ς3) (z.d)θ(f^,.ς2) (z.d)nf3r3 (z.<Z)n(fr.ς2) (z.d/f;3
p∏^Z — pτ∏ , pul + ∙ ∙ ∙ + 1>>n , ι<Uιund(Pyj. Qv2.Rf3) f(n + ι) = (Pyι. Qy2) f i . Rr3f(n +1) +... + (Pfi.Qf2) f(n + ι).Rv3 f i wo

so finden wir, dass
223) (z ∙ ⅞^(C • f»‘- = (p- . Q” . r->) f(n + i)
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wo yi, ι∕2, , i/m jede mögliche Grösse vertreten.Von dieser allgemeinen Wahrheit, welche sich über das zweifache Geschäft, nämlich Differentiiren und abwechselndes Vervielfachen, erstreckt, fand Rothe zuerst einen ganz speziellen Fall, in welchem das Vervielfachen aufgehoben, also Z = 1 ist, und f f ,... nur Functionen von einer Grundgrösse x, und yi, y2,... nur ganze bejahte Zahlen sind, und zwar vermittelst der Reihen, im A r c h i v der Mathematik lr Bd. Seite 228 vom Jahr 1794. J. Fr. Pfaff erweiterte ihn dadurch, dass er ihn für alle möglichen Werthe von vι, v 2, ... in den Combi. Sam ml. 2r Th. Seite 157 bewies.In der grossen Allgemeinheit, wo das Differentiiren mit dem Vervielfachen ah wechselt, erscheint die Wahrheit 224 liier zuerst.
61.Diese gemeinschaftliche Bildungsweise der mit dem Vervielfachen ab- w echselnden Differentiale und der Glieder eines Polynomiums bei jedem möglichen Exponenten und bei jeder beliebigen Anzahl der Elemente ist aus dei Gleichung 216 entsprungen, und ist eine der Hauptwahrheiten der ganzen Untersuchung. Dieses veranlasst zu der .Gleichung 216 wieder zu- rück zu kehren, um ihr die grösste Allgemeinheit zu geben, welcher sie fähig ist. In ihr sind die Exponenten p und q unverändert, wir wollen19

r<γ ll∖"{fvι fμ2 fr3 f>z<n>>∖224) ',-' v ■ ∙ ;,■■ ι-∙∙∙ ι" > = (P',.p".pjs...pn7)f(∏+ι)
wo

_ ∕(Z.a∕fι (z.d)'f (z.d)∙f, y^I 1 ∣θll , jl∏ , ^2ll j • • • • I

_ ∕(Z. d)X (Z. d)'f,,, (ZjZ)≈fm y1 n> I ^0lι , ^ιlt , ^2ll ) , , • • I
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146diese zu- und abnehmen lassen, und uns die Gleichung in allgemeinerer Gestalt vorlegen, und fragen, wie müssen φo, φ ι,..., φn, Fn beschaffen sein, dass
(z.<zyxp (z.d)τ,xq _ i (z.d)ιxp+c (z.d)n-ιx^ _1<jTI ' * ^TTT . (p 0 + , 1"-∏ι , V 1(Z.(β≈Xr*a∙ (Z . dr^2X",'" (Z.d)"Xrn°' (Z.dγX'-c+ -----r⅛----- • -----1,⅛, — <P2 +•••+------ j⅛∏-------------- ^7----- <P“

ΓuEine fast gleiche Aufgabe haben wir in der Analysis Seite 61 gelöst, und dort die Eigenschaften der begleitenden Factoren φo, φι, φ2,... gefunden« Es ist nicht nöthig, das Verfahren beim Aufsuchen dieser Grossen, so lehrreich es auch ist, hier nochmals zu wiederholen; wir setzen Leser voraus, welche unsere Analysis kennen, und nehmen diese Grössen an, nämlich __ a + nb(p + nc) (q-nc)worauf in der vorgelegten Gleichung nur noch Fn zu bestimmen ist.Zur Erleichterung der Untersuchung sei (Z.d)nXr__ χr1∏11 u
Setzen wir nun n⊂=o, l, 2, 3,..., so wird 

Xf’Fo = XζX10 φo 
xVFι = Xpq φo + xftxj-c φt 
Xf F2 = X*X’ φo + Xf,X]-' <pι + X't"X,0∙lc <p2

χr,Fn = XζXj φo + XΓX∑,c φι + xf"Xf_“ <p2 + ... + χp*∙∙χy∙' φn Wir vervielfachen diese Gleichungen nach ihrer Folge mitqX?‘", (q-c) X⅛∞, (q-2c)X-Γ, (q-nc)X;”“zählen alle Gleichungen zusammen, und setzen nach 217
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19*

(q-sc) X’"‘ X;’,‘“ + (q—Sc—c) X’"“ X"’*” + . . . + (q-nc)X^tX7"' = o 
Wir erhalten dadurch die Gleichmutö

(( X't, Xζ,*". Fo + (q-c) X(*’ X;2"e. Fl

+ (q-2c) x>;*’ XL™ . F 2 + . . . + (q—nc) XL’X;’"' . F n= (q-nc)Xf”‘X’"cX;’"' =a + "b . X’"' p + nc
welche, wenn sie mit der Gleichung

∕Δ+ o . b,p~aa∣ X‘L’ X’’*“ + /— +1 .5PZ⅛5∖χr*αχ-ι*~ +
’p p(p+<ι)' “ 'p p(p+q)∕ * '

+ ∕∆+u . ⅛±fj χr*α χ-l*~ _ 1_+ nb . Xp..c 
' P P⅛+fl)∕ p + n c

Idie nach 216 gebildet ist, durch Abzählen verbunden wird, folgende erzeugt :
(-+0. ⅛ΔS _ q. Fo). xjt, .X;’*“
‘P p(p + cι) /

+ (-+ι.⅛^-(q-c).Fιj .XV’XL’:~
∖p p(p+<ι) z

+ ∕L + 2.⅛-.ac-(q-2c).F2∣. XL’.X-’”' 
h p(p+q) u ; / 1 ~

+.......................................................................

+ (—+n. ⅛~ac - (q -n c).Fn \ . X[” . X'’"‘ — 0 
∖p p(p+q) Iund, wenn n = ö, 1, 2, 3,.,.,, gesetzt wird, zu den Wethen von 

Fo, Fi, F2, .... führt,
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$. 62.Der Reihe, welche wir uns oben vorlegten, geben wir eine grössere Allgemeinheit dadurch, dass wir den verschiedenen Potenzen von X noch zwei willkührliche Functionen U und Y zugesellen. Die viel allgemeinere Aufgabe ist jetzt folgende:

Fo •= --p.q
Fi = a + 1(bp-ac)p(q-≈) p(p+q)(q-<≈)F" = a + 2(bp-ac)p(q-2c) p(p+q)(q-2c)
Fn _ ____ a _ + n(bp-ac)p(q-nc) p(p + q)(q-nc)Es ist folglich a (Z . cΓ)°Xr (Z . <Z)nX1 223) — ∙ — ∙ l,,,,a + lb (Z ■ ⅛)'X1'" (Z ■ √)"-'X1-l- + (p + c)(q-c) 1,1* l”‘"‘

a ÷ ab (Z ■ d)*Xp*lt (Z . ⅜"^1X,'-, 
+ (p+2c)(q-2c) t’" i"'“1

a + ιιb (Z . ⅜nXp+nc (Z . (7)0Xη^nc + (p+nc)(q-nc) Γu 1°u__ a (p + q) + n(bp-ac) . (Z . (7)',X1'+1p(p ÷ q) Ccι~lιc) 1"n
wo X — f(xι) x, j χ3 > • • • •)und Z = f (z1 , z2, z3,...
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149Wie müssen φo, ψι, ψ2beschaffen sein, damit die Geschäfte, welche die Zeichen(Z.⅜°(X1∖U) (Z.d)n∙(X*1.Y) i(Z.⅜∖χp÷Q,u) (Z.d)n-,(X',"c.Y) i^olι j∏lι * * ^n-ιlι * ’(Z.tf)∖X1,+2c.U) (Z.d)"-2(Xq"2c.Y) z, (Z.<Z)n(Xp+ncU') (Z.cf)0(X,1^ncY)+ —pii-------- lτrτ∏-------- ∙ ≠2+..+---------- ------------------ ----------- φn=F
z = f <X> Z2, z3, . . . )X = f∕χj,χ2,x3> . . • )U = f2(ui>u3, U3> « • • )γ = f3(y1> y2> y3> • • • )angeben, durch andere Geschäfte ersetzt werden können?Wir zerlegen den ersten Factor jedes dieser Producte nach 206 in seineBestandtheile, und zwar so, dass(Z.d),l(Xp+hc.U)?17 —(Z.d)hXp+lιc (Z.d)0U, (Z.d)ll-1Xp+,ιc (Z.d)1Uj 1 (Z.cZ)0Xp+hc (Z.d)hUl“1 ’ 1olι + 1κ-T1T ∙ ^7∏ —+•• + ——-∏ ∙Durch dieses Zerlegen und durch die Sonderung der Differentiale des U von den übrigen Factoren geht die vorgegebene Reihe in folgende über f -∕(z∙d)°χp. (W(x,∙T) , <wπ~ (z.j)χx--.Y) (z.d)’üy 1o1a 1"H .φo+...+ —— . -τπ .φn∣----- ------+..................................................................................................................................................................∕(Z.d)°Xp"c (Z.d)—(X’-’.Y) _ (Z.d)"^'Xp*" (Z.d)"(X1-"cY) √Z.<OTJ+| p- ?-------.φs + ...+---- p—;------------- ;------------ <P°l-ι⅛,z ■■+ ...................................

∕(z. d)oxp+nc (z. d)γx,ι-"c. Y) i (z. dγ u+ l∖ ι°π ι°u ) ιul1
(Z.cZ)sUDie Producte, aus welchen die Vorzahl von ——∏---- besteht, könnenin zweien Fällen durch ein einziges Differential ersetzt werden.
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150Zuerst finden wir durch Vergleichung derselben mit der Gleichung 225, dass dieser Zweck erreicht werden kann, wenn
φs = (p÷sc)⅛-s0 "nd Yangenommen wird. Die Reihe, welche hiedurch entsteht, ist oπcx a (Z.d∏X',.U) (Z.d)"X"x√t>) ----- • --------0ι, * 7∏7p. q l la + ιb (Z. d),(Xp" .U) (Z . <Z)~* X’~+ (p+cXq-c) 'a + 2b (Z.d),(X1*i∙ .U) (Z . d)--X1-1+ (p+2c)(<J-2C) l”‘ l''^2"+ ••••........................... ......a + nb (Z . ⅜n(Xp÷-nc. U) (Z . ⅜0Xq-nc __+ (p+nc)(<j-nc) ιul1 ιθnl M+o.B√Z.(∕χX^ (Z.<Z)0U(p + q)(q-nc) ’ (p + o.c * id1a ’ ιouA+1∙B (Z.d)n-1Xr+q (Z.rZ)1U +p + ι. c Γ~1 ι*liA + 2.B (Z.d)n-2Xp+q (Z.d)2U 4” ---------- •--------- .-----  • ------ :-----,, , r, _ . n-2ll . 2∏p + ½ • C 1 1+........................................................ ......l A + n.B (Z.d)0Xp+q (Z.fZ)nU∖ p + n. c ’ ι°u i,'h )

wo A = a (p + q) ÷ n (b p-a c)und B = b q + a cBevor wir zu dem andern Falle übergehen, ist es nothig von diesem ersten einen ganz untergeordneten Fall zu erwähnen, in welchem die
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151sämmtlichen Producte, welche nach dem Gleichheitszeichen folgen, durch ein einziges Differential dargestellt werden können; dieses geschieht nämlich, wenn bp = acalso A = a (p + <j) und B = — (p + q)PDie vorstehende Gleichung geht dadurch in folgende überι (z.dy (Xp.U) (z . dγxcιq-OC* l°l1 “ l“u ~1 (Z.⅜1(Xp+c.U) (Z.d)n~1Xq7+ q—ic ilU ’ ιn"*u1 (Z . d)2(Xp+2c. U) (Z. d)n-2X'1-2c+ q-2c * ιπι ’ i"‘2H
, /÷∙∙∙∙∙.∙∙∙∙∙∙∙a1 ' (Z.d)∖Xr+nc.U) (Z.d)0Xq^"c + q—nc ι"u ’ ι°uι (Z.d)n(Xp+,1.U) q—nc* ΓuDer zweite Fall, in welchem sämmtliche Producte, aus welchen f z cZv udie Vorzahl von * 1' besteht, durch ein einziges Differential ersetzt 1werden können, ergibt sich aus der Vergleichung dieser Vorzahl mit der so eben gefundenen Reihe 227; wir finden, dass, wenn wir1φs = ---------

p + scannehmen, die genannte Vorzahl durch
l (Z.d)n“(Xp+q.Y)

p + sc ’ ιu∙sl1

227)
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Joh. Fr. Pf aff findet im 2ten Bande des mathemat. Archivs Seite 67 zuerst auf einem von unserm ganz verschiedenen Yl ege einen sehr speciellen Fall unserer Gleichung, welcher ensteht , wenn q — — p, m = m1 = m2=∑1 und Z =: l, also das abwechselnde Vervielfachen aufgehoben ist.
$. 63.Diese Producte sind von den veränderlichen Factoren1111 — > ) ) , . . . •P p+c p+2C P+3Cbegleitet. Bevor wir zu andern Produkten übergehen, wollen wir noch die Frage losen: Können die Producte, worin die Stellen-

ersetzt werden kann, wodurch folgende Gleichung entsteht.
oqqx i (Z.d)°(X-.U) (Z.d)"(X-.Y)228) ---------------?i;--------------------------- -------

ι (Z.(∕)'(X1'*t.U) (Z.d)°∙*(X,-1.Y)+ ■ • "TU —, ∙ 7^7ΓΠ—p +C 1 1
1 (Z.d)2(Xp+2c.U) (Z. cZ)n~2 (X,1^2c. Y)

+ p+2C iπ, ‘ Γ-σ+..................................................................................
1 (Z . d)n (Xp+nc. U) (Z. d)0(Xq-ne. Y) 

+ 1777√ --------- 7°π

1 (Z.<Z)°U (Z.<Z)"(Xpt,. Y)
— — ∙ 1∙ι- 1D“

ι (Z.<∕),U (Z. (Z)'^*(Xp*1. Y)+ j^7c i"~ i“'“‘
ι (Z.(Z),U (Z.<Z)-j(Xm.Y)

+ ’ 0∏ * n-2ll
p+2C 1 1.. ............................................................

1 (Z ■ rf)∙U (Z.(Z)-(Xl,*1.Y)+ n+nc i"“ ι°u
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20

zahlen von (Z. cT) und von X ab wechs elnd steigen und fallen, durch andere ersetzt werden, wenn diese Factoren nicht vorhanden sin d ?Die vorgelegte Reihe der Producte ist(Z.d)0(U.Xp) (Z t dγ (Y. Xq) ι (Z.d)l (U.Xp+c) (Z. dγ-l (Y.X'1“)
~oI7 * j"1i . ιlι * .u-ιlι111 1(Z.d)2(U.Xp+2c) (Z.⅛n-2(Y.Xq-2c) (Z.d)n(U,Xp+nc) (Z.f7)0(Y.X,1-,,c) _

+---------------- __---------------------------------------__----------------+....+---------------------------------------------------------------------------------------------------= 2 (π> p> q, u)Wird der erste Factor jedes dieser Producte in zwei Theile zerlegt,(Z.cZ),(U.Xp+5c ) = (Z.<fΓ1 (Xsc .Z.d(U.Xp)) +s. c. (Z.rf)5-1 (U.Xp+sc-,. Z.rfX)so zerfällt dadurch die vorgegebene Reihe in zwei Theile:U.Xp (Z . cZ)n (Y. X1)~°n * ι°n
4, (z.dγ (x.z.d (TJ.xp)) (z.dγ-∙ ,(Y.x,^t)1lli , 1n-ι∏
+ (Z1rf), (X,".Z.<Z (U.Xr)) (Z.(/)"-■

12ll ’ 1∙*-2ll+............................................................................................................
k (z. dγ-■ (x~. z. d (ü. x,)) (z. dγ (Y. X’-)

• * ^öii+ c (Z∙d)" (U.Xr<—.Z.rfX~) (Z.</)— (Y.X’-)
l<>lι .n-ιlι -

(Z.d)' (U.X't≈~,.Z.dX) (Z.d)-2 (Y.X’—)
jlU ' 1∏-2ll+ ∙∙∙∙∙ t • ••••••••___ (Z.<Z)"‘ (U.X1'∙"t".Z.dX) (Z.d)° (Y.X’-"')

+ jK-iil * TöH
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154Der erste Theil dieser Reihe entsteht, wenn in der Reihe 228 n =n-ι, q = c{-cj p = cund 'U = Z. d (U . Xp)gesetzt wird; a∏e Geschäfte, welche zur Bildung dieses Theils vorge- liommen werden sollen, können ersetzt werden durch folgende:
(Z.τZ)α (U.Y.Xp+q)
------------- Tu ----------Der zweite Theil der Reihe entspringt aus der vorgegebenen Reihe, wenn

n = n-l , p = p + c, q = q-cund U = U . X * . Z.dXgesetzt wird. Wir erhalten hiedurch eine zurücklaufende Bildungsweise ,∑ („, p, q, U) = -⅞^∙γ∙x-j + c.∑(n-l, p+c, q-c, U.X- . Z.dX)1welche den Weg bezeichnet, der zum Ziele führt; bilden wir nach ihr folgende Gleichungen
/ TT Y-1 -7 m (Z.τζΓ1 (U.Y.Xp+q^l .Z.(ZX)c.∑(n-ι, p + c, q-c, U.X . Z.dX) = c. v------ i------------—-------------------i‘ 1

+ c2.∑ ζn-2,p+2c, q-2c, U.X^2.Z2.(<ZX)2)2 z ττv.1 7, z,γvλ 2 (Z.(Z)n-2(U.Y.Xp+q-2.Z2.(dX)2)∙c . ∑ (n-2,p+2c, q-2c, U.X .Z . (dX) J = c2.∆----- L—1-------+c3. ∑ (n-3,p+3C, q-3c, U.X"3.Z3.(rfX)3)
„ z iiy-7.∕λvi . (Z.rf)0 (U.Y.Xr*,^".Z".(dX)")

C .∑(o,p+nc, q-nc,U.X .Z . (dX) ) = c . 1×-------- ------------- ----------und zählen diese zusammen, so bleibt auf einer Seite nur∑(n, p, q, U), und es entsteht die Gleichung
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h e".(Z.d)0 (U.Y.Xm-. (Z.dX)")
. θl 1 ^*λvo Z, X, U, Y willküErliche Funktionen von mehreren verschiedenenElementen sind, welches auch oben schon ansemerkt ist.

oEinen sehr speciellen Fall unserer Gleichung hat zuerst Joh. Fr. Pfaff im zweiten Bande des mathematischen Arhivs Seite 71 gefunden, vo ausserdem, dass das abwechselnde Vervielfachen darin nicht vorkommt, noch <j — - j) igtj welche Grössen hier ganz willkürlich sind.

20*

(z.dγ (u.xη (z.< (Y.xη>
1θH ∙ 1,l∏(Z.c7)l (U.Xp+c) ' (Z.<-1 (Y.Xq^c)+ ----------√∏------------ --------- jτ√r7---------(Z.cZ)2 (U.Xp+2c) (Z.fZ)"^2 (Y.X,'-2c)

+ 1- —— ∙ —-----------------------

+...................................................................................................................................................(z. dγ (u. xr+nc) (z. dγ (γ. χq-nc)
+ 1ul1 * —ι ι__ c0. (z. dyι (U. y . xp+∖ (z. c∕X)o)

. nll ^ —————

e .(7,.dγ-' (u.y.xm^* √z.<zx)')
÷ ft∏------------------- -ι c,-.(Z.dγ-'- (u.y..xm-≈.(z.rfX)η■ l≈---------------+ . ...........................................................................

229;
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II. Fortsetzung der Untersuchung über die mit dem
Vervielfachen abwechselnden Differentiale.

$. 64.Die Stellenzahlen von (Z. d) oder der mit dem Vervielfachen abwechselnden Differentiale, deren Gesetze die vorhergehende Untersuchung vorgeführt hat, steigen und fallen um dieselbe Grosse. Wir wollen diese Stellenzahlen unveränderlich annehmen, und zuerst den einfachsten, aber auch zugleich sehr allgemeinen Fall wählen. Es werden zur Abkürzung folgende Zeichen gewählt:X = f (xι, x2, x3, . . )
XI = fι (x<> xU X3, • • • • )U = f2 (uι, u2, u3, . . . . )Z = f3 (zι, Z2, z3, . . . . )undo,nλ XχZ.<J)" (U.X∙) , X'1×(Z.d)m (U.X1,1) j X;X(Z.< (U.X=") .2jυ) ------ ______--- +------- +................................................................................................X" X (Z. rf)" (U.X"") rτ,.............+ —⅛∏-7π-----------= <P("> m> u)Die Aufgabe ist: Die Geschäfte, welche durch diese Zeichen angegeben sind, durch andere zu ersetzen.Wir kennen zwei Wege, welche zum Ziele führen; der erste besteht in dem Zerlegen des einen Factors in zwei TlieileZ.d (U.X8h) = Xlh.ZJU + s.U.X'*^1,h .Z.rZXhoder(Z . dyn (U . Xs,,) = (Z . J)m-,(Xsl,. Z . cZ U) + s . (Z . cZ)m-(U. X'-nl*. Z . <ZXh)
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welche Leide dieselbe Gestalt haben wie die vorgegebene Reihe; denn die erste dieser beiden Reihen entspringt aus φ(∏, m, U), wennm — m - l und U = Z . d U und die andere, wennn = n — 1, m — m — 1 und U — U . Z . d X'1 gesetzt wird. Wir erhalten durch dieses Zerlegen eine zurücklaufende Bildungsweise231) φ(nf m, U) = φ>(n, m-ι, Z . d U) + Xι × φ(n-ι, ιn-ι, U . Z . d X'1)welche auf den Anfang der Zahlenreihe o, l, 2, . . . ., m oder auf φ(∏, o, U) hinweiset.Dieser Anfang besteht in einer bekannten Reihe und ist
n Tb - ^∙U.Xθ** _ χ1,.U.X*h j, , X^U-X“” _

φ (n,o, U) __ --ui. *uit + _____ +.............+ _____
= √Γ- ∙U.(1 + X, . X")"Gehen wir zu m = l, 2, 3, . . . . über, so finden wir nach der obigen Vorschrift, dass

φ (n, 1, U) = φ(11} 0, Z . dü) +Xιχφ (11-1, 0, U. Z .dXlt) oder dass

Hiedurch wird die vorgegebene Reihe in zwei Reihen zerfällt,
ττλ X^χ(Z.<-*(χ0.Z.dU)<p(n, 111, U)=--------- -7Ü------nl-----------1 • 1x; χ (Z.d)"-1(X,∖Z.ΛJ) . ~ x; x (Z.d)m- (U.X"h . Z.<ZXh) jH-ιlι∙ +Xj i°1* pl~liιXJ × (Z.d)m-1(X2ll.Z.dU) 1 x; χ (Z.d)m'1 (U.Xlh. Z.cZXh)

+ 4 21» 4 “ - U1 ~m "Γ7ΠΓ
1.1 1.1

+........................................ ......................................................X^ χ (Z.(Z)m-1(X,,∖Z.rZU) ι X7*×(Z.d)m-1(U.Xfn-1,h.Z.dXh)
. »>li .ob .n-ιlι .oll1.1 1.1
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158233) φ(n, 1, U) = _L_ . (1 + X X'7 Z.rf u
1+ —. . (1+X Xt)"^*.X .U.Z. <Z x,∙

.n-ιli × 1 , 11und dass überhaupt die vorgegebene Reihe φ(n, mj U) in folgende neue Reihe übertragen werden kann:o

9341 χo,×(z∙ dr (u ∙ χ°1) . χ,, × (z ∙ #r (u. χ,")
' , olι ,ulι 4 ib ,u-ιlι1.1 1- . 1

x; x (z. d)“ (U. x,',) ι ι x; χ (z. </)” (U. x-1)2ii 1>>-2li ÷∙∙+ ' ^,lll ιθll
- -2- .⅛(1+X1.X,')".<p(m,Uλ+-Λτ ∙XXι+X1.X,7-.<P(m,U)j 

1 1+ -lT-..X;.(1+Xl.X")"-=4(m, U)1+....+ ‘ .X'1".(.+X,.X,')-". j(m, U),„1 1in welcher die begleitenden Factoren nach folgendem Gesetze gebildet werden müssen:
235) φ(∏bU)0 = φ(m-ι,ZJU)0φ(m,U)t = φ (m-i, Z.dU)1 + ψ (m-i, U . Z . c∕X,')0∙φ(m,U)2 = φ(m-ι,Z.dUξ + φ (m-i, U . Z . dXh)ιφ(m,U)s = φ(m-ι,Z.cZU)3 + φ (m-i, U . Z . dX")2

φ(m,U)m.1 = φ (m-i, Z.(ZU)m.ι + φ (m-1, U.Z. <∕Xh)m.2φ (m, U)ju = φ (m-1> U. Z . d X )w.ιAus dieser zurücklaufenden lässt sich die unabhängige Bildungsweise herleiten; zu dieser können wir aber auf einem andern egt gelangen, den wir auch versuchen müssen.
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φ. 65.Bei dem zweiten Verfahren gehen wir von der Reihe aus Ao X (Z.< (U.X0h) Aτ X (Z.d)m (U.Xlh) A2 X (Z.cZ)m (U.X2h) ,
1Ol1 . 1ull ÷ 1χl1 . 1∏-ιll + ι2l, n-7∏--------------- ,7r7V√A0.U.X°κ ι A1∙U∙Xlk , Ai∙U∙X2k \

I 10lx . 1,lil + “iT 1∏-iU + ψιrφτ2~ +.......................... I

(Z.<Z)" (u.(ι+A.χ,')")^"~^ luUin welcher A eine beständige Grosse ist.Die vorgegebene Reihe 230 entspringt aus dieser, wenn nach dem DifFerentiiren A = Xι gesetzt wird.Zur Abkürzung wird i + A . Xh = Vangenommen; es wird (Z.eff (U.Vu) nach der Vorschrift 206 in Differentiale der einzelnen Factoren aufgelöst
(Z<(U.y,') _ Γ1' ∕(Z.⅜roU (Z.<Z)0Vu (Z.cZ)0U (Z.J)mV∖1,,1* 1,,li * 1,ul* ’ 1oiι +....+ —-τπ . ——lι )und so ferner die Differentiale von V“ in die Differentiale von V nach der Vorschrift 220, nämlich
(r∕ ∕7Y Vn nol^1 ιvll~1 ’i-x= > ∙ v'∙ C(s,o) + 1±7iτ. V- . C(s, ,) + .... + ⅛r . V-. c (s, s)

∕(Z.tf),V (Z.<Z)2V (Z.d)3V \∖ ι,1∙ ’ τπ^^~,..........................................)oder, weil (Z.fzy v = ax (z.(∕yxh (Z .dy∖ = A X (Z. dy χl1

also auch
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C(s, ι) = A,.C(s,<) = Xl∙C(s,ι)
∕(Z.d)'V ∖ ∕(Z.⅜'X1^ ∖∖ ι∙" 5"∙∙∣ ,∖ !■'» ’..................................... I

C(s, 2) = A*∙C(s,2) = X,2∙C(s,2)

C(S, s) = A,∙C(s,s) = X',.C(s>s) nach der Vorschrift_>pv.,c(S;0)+^ V-X1*C(s,<) +.∙∙.+ ^π-V~χ∙1Cθ, »)
∕(Z.J)1Xh (Z.cZ)2Xh (Z.cZ)3Xh \\ F1 ’ ι2li ’ I311 ’....................................../Werden nun alle diese Geschäfte vorgenommen, und die Producte nach den Potenzen von V oder von (ι + X1 . Xh) geordnet, so entsteht die Reihe 234, in welcher die begleitenden Factoren nach folgendem Gesetze gebildet werden.236) φ(m, U), = m-'- ■ ( (Z ~m¾, — ∙ C(s,s)

C(s÷1,s)- z . c<,÷=,o
.. .........................................................

(z.dy u , , \+ - ----- -.17------ • C(m , ») )
∕ (z. dγ x⅛ (z. dγ x'1 V 
∖ Illx ’ ι2lx , I.Diese unabhängige Bildungsweise ist dieselbe, welche wir aus der zurücklaufenden 235 würden erhalten haben, wenn wir dieselbe weiter verfolgt hätten.
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$. 66.Beide Reihen, soλvohl die vorgegebene 230 als jene 234, in welche sie verwandelt ist, sind ganz allgemein nnd gelten für jeden Werth von n; sie haben verschiedene Formen, und eben diese Verschiedenheit in den Formen ist sehr nützlich, denn oft ist die Natur einer Reihe leichter aus der andern Reihe, welche sich nur durch die Form von ihr unterscheidet, zu erkennen. Ist z. B.
' . X1 = - χ-hund n eine ganze bejahte Zahl und grösser als m, oder ist ni = n-pso verschwinden alle Glieder der zweiten Reihe, und dieses Verschwinden der zweiten Reihe veroffenbaret uns, dass der Werth der ersten =o, oder dass

237)

238)

(Z . d)"^r(U. X0l,) (Z(ü.X,l)^olι 1ulι J^o*1 lll* jl,-lli 5C***(Z.⅜--(U. χ∙-k) _ (Z. drr (U∙xnl,)' ^u-2^1 X.2*1 *** '^ * j,u*1 jθlι
Ist aber m = n, so 

gibt wenige Geschäfte an, 
es ist

verschwindet sie nicht, und die zweite Reihe durch welche die erste zu ersetzen ist, oder
(Z.<Z), (U.X0h) (Z.<∕), (U.X,h)jθlι ∣nlι ^^0*l * ll11 Jκ-*l1 X,1*1

_ (Z.<f)" (U.X2h) .. (Z.<Z)∙(U.X∙*,) _+ 1.1. t 1~>n.χu H∙ 1"l*. 11'∖χ''k-<-z.0.(⅛⅛≤)∙
Ist U eine beständige Grosse, so verschwinden von der zweiten Reihe viele Producte, und es bleiben nur folgende übrig21
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$. 67.V oii der einfachen gehen wir zu einer zusammengesetzten Reihe über. Es sei

und

0,θ, XI×(Z.rZ),"X"h ι X;x(Z.cZ)”X,h ι X^×(Z.(Z)"X=i ι ι X;x(Z.d)’X,h
' 1 Öu 1 «ll 7l∏ . 1 ∏ . 2ll n-2l1 +∙∙∙∙+ 11∣1 'oll

1.1 1.1 1.1 1.1

τnm^11"1
= -^ü- • X! • O+X. ∙ X',Γ1 • C(m, 1)

1
1U-21-1+ —- • x; • (1+X, • Xh)-" • c(m, 2)

1

m∞-3l-l '+ —— ■ XI ∙ (*+X1 . Xh),"1 . C(m, 3)+..............................................................................................mθl'l+ -τττrr • X? ∙ (1 + X1 • X)"'” ∙ C(m,m)
z 1 ∕(Z.tf)'Xl1 (Z.<Z)≈Xt \1'“ ’ ’••••/

X = f (x.. x,, x,. • • • )X, = f.(χl. χ≈l, x;, ■ • • )U = f.(U. , «. , U, > • • • )
Ul = fj(<', . . . )Z ≈ I4(z∣ J zι > zj » • • • )Z. = f5(<',> <*’, z',*', • • • )

24ω x;X(z,.d∕(Pι.x∙)X(z.d)∙(U,x°) x;x(z,.rf/(u,.x-)x(z.rf)-(u.X')
' .θlι z «Ix "∙" . 1I1 . n-ll*1.1 1.1

XIχ(Z1.d)'(U,.χ-≈)χ(Z.<Q∙(P.X∙)ι x; χ (Z,.J)XU,X^^)X (Z.⅜"(U,X-)
1211 J∏-2lx ' ^*^,, ∙ ^nlx 1<>I1 ~= ψ(n, p, U,, U)
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163Das Verfahren, diese Reihe in eine andere zu übertragen, ist wieder das vorige; es wird der neue Factor in zwei Theile zerlegt,(Z1. d)p(U1.X∙s) = (Z1.d)p-1(X-3.Zi.dU1) - s . (Z1.cZ)p-1(X-s-1 .Uj. Zι. dX) und dadurch die vorgegebene Reihe in zwei andere,
+ (,„ p, v., ra = ¾×(z.-<)-'(x∙∙z.∙<υ.)×(z∙¾∙(0.x∙)1 .1

, x; × (z,.</)’-*(X-.z,. du,) x (z.d)m(u.x,)111 . ∏ -111 ————1 . 1
x; x (z,idy-(χ-∖ z,.du,) × (Z. df (U.x∙)÷++

+++

∣2li ∣>>-2ll

- X

X1; X (Z,.d)p-,(X-".Z, .dU,) x (Z.d)m (U.X*)
^nlJ. ^oli

x; x (z,. d/- (x-. u,. z,, d x) χ (z. dy (u. X')
.olι .n-iii1 . 1x; × (zl. dγ~ι (χ-3. uι. z ι. d x) × (z. dγn (u. x2)

' . ili .H-2I11 . 1
X*;-1 x (zι.dy^ι(x^"-ι.uι.zj.dX) x (z.<z∏u.xn)

. n- il 1 . oll1 . 1wovon die erste aus der vorgegebenen entsteht, wenn P = P-1, U1 = Z1.dU1und die zweite, wenn n = n -1, p — p -1und U1 = χ∙2.u1 . Z1 . dX, U — u.x 1 gesetzt wird. Es entsteht hiedurch die zurücklaufende Bildungsweise 241) ψ(n, p, U , U) = ψ(n, p-ι, Z1 <ZU , U)- X1. ψ (n-ι, p-ι, X"2U Z1 d‰ U X)Die Reihe, auf welche diese Gleichung zuriickweiset, ist 21*
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164∕∕X∖0 (Z.d)”(U.X°) ∕X,∖" (Z.<(U.X1*)∖4 (πj °} U1, U) — U1 | I—,- I • oll, 1*>n + • • • + | ) , ι,lij . ιoiι " 1

Wir haben sie schon in den vorigen § §. untersucht; sie entsteht, wenn
x --iλ Xgesetzt wird. Bezeichnen wir diese Reihe mit φ (n, m, U), und setzen949A ∕xι∖° (Z∙⅛m(U.X0) , 1 ∕Xf (Z.<(U.X")

2 2) (x∕ ∙ -√1Γ~3r- ...... W '= <P (n, m, u)

= ⅛∙ (x)°∙ (1+x∙)°∙Φ(m> uλ + ∙∙∙ + 7⅛r ∙ (⅜) O+X.Γ"<P(">,U)
wo φ(m, U)θ, φ(m, U)1, . . . ., φ(m, U)m nach 236 gebildet werden müssen, so geben folgende Gleichungen den Weg an, der ×zum Ziele führt:243) ψ(n, o, Uι, U) = U1.φ(n, m, U)ψ(n,ι,U1,U)= ψ(n,o,Z1 <iU,,U)-X, . ψ(n-ι, o, X^,U1Z, <ZX,UX) ψ(u,2,Ul,U) = ψ(n,ι,ZlrfU.,U)- X, . 4(n-<,ι,X-U, ZldX,UX)u. s. w.Die Endgleichung erhält folgende Form,244) ψ(n, p, U1, U) = X; × φ(n, m, U.X0) × φ(p, U1)o

- x; X φ(n-ι, m, U.X1) × v∣¼U1)t + X* X φ(n-2, m, U.X2) × ψ(p, U1)2
(-)pXl1 X φ(n-p,m, U .Xl') X ψ(p, U1)p deren Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen:
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245)

oder

246)

wo

ψ(p,U.). = ψ(p->, Z,<∕U,),ψ(p, U,). = Ψ(p-*> z, dυ,'), + Ψ(P-,U1 X=Z, dX)0 ψ(p, u,), = ψ(p-ι, Z. <∕U,), + 4,(p-1, ü, X- Z. dX).• ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙∙∙∙∙∙∙∙ ∙∙∙∙∙ ψ(p, U,). = ψ(p-b Z1 cZU1)8 + ψ(p-1,U1X Zι t∕X)s.1e∙∙∙∙∙∙∙ ∙-ψ(p>'uΛ-.= Ψ(p-1>z*duΛ-.+ 4-(p-<, u, χ- zι, dX)r.ι ψ(p, U,). = ψ (p-ι, U, X∙≈ Zι <ZX),,.l
Ψ(p, u,). = Pr^∙l" ∙ ( (Z‘ ,t^,. U- ∙ C(s, s)

√^,S=1L . c 1
(z .dγ-’u+ 1 1 t∣,-,-,.,---- i ∙ C(s+2,s)+.....................................................+ ^/_i.c(p,s)>

∕(z,.d∕γ (zι.<∕), y (zl.d)ιτr V
I 4 *1* , 4 2l1 , 4 3ll ) * * * * IA 1 1 1 1

1 2 3

Y = Zt . χ-2. dXDie vorgegebene Reihe lässt sich also in eine andere übertragen:
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16697,,λ x: × (zι. dγ (U,. X“) × (Z. dr (U .X")-4 * ' √ - ------------- --π —∙τ∏1 • 1ι x;x(z,.d)' (U1.χ")×(z.⅛m(u.χ-)+ ■ “TTI . n-lli1 . 1.. .......................................................................................,. x; x (Z1. dγ (U1 .χ-) x (Z.<Z)- (u. x->+ “ ull . uli ——1 . 1= Aox ^17 • x: ∙ (1 + X1)"
+ a.x -z47ττ • x;.(i+x.r*+.......................................................+ A,„ × -f⅛γγ • XΓ. (1 +X1P"wo die Vorzaldeii Ao, Λι, A,, . . . . nach folgendem Gesetze248) a, =X” ×<(p, U,). × <p(m, U.X“),- X-iXψ(p, U,)l X φ(m, U.X1)...+ ....-...............................................(-)• X’ χψ(p, U,). × φ(m, U.X‘)„und die Factoren dieser Producte nach den Vorschriften 236 , 242 , 246 gebildet werden müssen.

68.So wie bei der einfachen Reihe 230, so lässt sich auch bei der zusammengesetzteren Reihe 240 die Natur derselben oft viel leichter durch die andere Reihe, welche sich nur in der Form von ihr unterscheidet^ erkennen; ist z. B. n eine ganze bejahte Zahl und grösser als m + p oder ist
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167n = p + m ÷ qund ist X1 = — l, so ist nach 247249) (Z,∙⅜p(t',.X0) X (Z.d)- (U.X°∙)
l°lχ jP+m+qll(Z1 .<Z)p(U, .X") X (Z.d)"(U.X,)

|lU jP + m + q-lll(Z1. d)p (U1. X”) × (Z . cZ)m (U. X≈)
∣2ll jP + lll + <l-2ll ——

^v+m+q (Zι.d)p (U1.χ∙p-m^,1) × (Z.<Z)m(U.Xp+m+,1) _
× ' jp+in+qli ^oll ------ θIsl aber li ~ p + ni und Xι = — ιso verschwindet die Reihe “nicht, und es ist ⅛ ×25θ) (Z,.⅜p (U1.X°) X (Z.d)~ (U.Xp)

∣^θll ^p + II)l l

(z1 .dγ (U,.χ-,) x (z.d)” (u.x,)
Jll* ∣p+m-ιlι ~~~

_ (Z,.tQ" (U,.X-*) X (Z.d)“ (U.Xi)
^2lι ^p+m-2lι“.... +................................................,-v,.(Zl.)p (U,.X-p-) X (Z.J)m(U.Xpt")

' × ^p + mlι ^θll= <->-∙∙" × (⅝A'× (⅛i)'
Heben wir das abwechselnde Vervielfachen auf, und setzen Z = t und Z1 = l, so entstehen aus unsern allgemeinen Reihen 234 und 247 zwei ganz specielle Reihen

dn-P (UX0) ι0l,tιnl1 x°und ,γ>-p(ux*) ι z λn rp(uxa)1*h1∙->1*Jp +...-...(-) lnh.ι0~1~χr --  0
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d" (U1 X,) . dm (UX,) dr (U, X-) . d™ (UX')
^θlι pP+m+¾U llll^ i

dl' (U χ-p-m"q ) . d'n (UX1,+m+q )
∕M'+"1+1 ________-______ -____ _____ - XZZ 0

÷ ∙ ∙ ∙ , , , k ) ^p + uι+qll ι<>llDie erste dieser beiden speciellen Reihen hat Lexell in den Nov. comment. Aca. Petrop. Tom. XVI Seite 230, und die letzte J. F. Pf aff in seinen Disquis. analyt. Seite 248 zuerst mitgetheilt.Ausser diesen beiden speciellen Fällen, in welchen nicht allein das abwechselnde Vervielfachen aulgehoben, sondern auch noch den allgemeinen Grössen X, Xι, h, bestimmte Werthe und den Grössen p und m bestimmte Relationen gegeben werden, findet man bei den Mathematikern nichts, was hieher gehört, und es werden sowohl die allgemeine Reihe 234 und die noch allgemeinere Reihe 247 mit ihren zurücklaufenden und unabhängigen Bildungsweisen 235, 236, 243, 246, 248 als auch die speciellen Reihen 237, 238, 249, 250 hier zuerst bekannt gemacht.Auch hat unser Verfahren in dieser allgemeinsten Untersuchung nichts mit demjenigen gemeinsam, welches Lexell und Pf aff bei den erwähnten ganz speciellen Fällen befolgt haben.
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III. Verbindungen zu bestimmten Summen aus dcn 
mit dem Vervielfachen abwechselnden Diffe

rentialen und zwar aus den Elementen:

(z.d/x (z.d∕+ιx (z.dy+2x
∣q^∏ , ∣q+ι∏ , 1<ι+2i1 j . . • •

$. 69.Es sei X == f (x , xl, x3, . . . )Z = f1(zχ> Z2 > z3 > • • • )
und (Z.d)’X _

1,1. ------ ΛqEs ist
ΓZ. (ZY,+1XZ.dC(n,ι) = Z.dXn =(ιι + ι)∙---ntt,1 ■ = (n+ι)χa+ι = (n + ι). C(n+J, i) ferner ist

Cui, 2) = Xq. Xn.q + Xq+ι. Xn.q,1 + Xq+j . Xu_q_, + . . . + Xβ.q. Xq
und
Z.<∕C(n,2) = (n-q+ι).Xιι.X..,,1 +<1+ι .X,,,.X..,+q + 2 .X,,a.Xn.,., + ....n-q n—q-i

. . . + n-q . Xn.q. X,ltι + (n-q + 1) . Xn.qlj . Xq 
q + i

= (n+ι).(X .Xn.ιιtι+Xq .X +... + X .X)-2q.X.X
v ' ' q H-q+1 q+i n-q n-q+i q / 1 q n-q+ ,oder in andern Zeichen

Z.cZC(11,2) — (n + i) . C(n + 1,2) - 2.q.Xq . C(n-q + 1, 1)

22
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170Auf gleiche Weise ergiebt sich das vervielfachte Differential von C(n, 3), C(n, 4), . . .Z . d C(n, 3) = (n + ι) . C(n + l, 3) - 3 . q . Xq . C(n-q + l, 2)Z. d C(n, 4) — (n + 1) . C(n + b 4) - 4 • Q ∙ Xq ∙ C(n-q + 1, 3)
Bei dem Uebergange von der Gleichung Z . d C(n, p-i) = (n + 1) C(n + 1, p-l) - (p-ι) q Xff . C(∏-q + 1, p-2) (*zu der nächstfolgenden wird die zurücklaufende Bildungsweise von C(n,p) oder die GleichungC(n, p) = X([ . C(n-q, p-l)+ x<1+1 ∙ C(n—q—1, p-i)+...............................................+ x, c((p-1)q∙>p-*)zu Grunde gelegt, und diese Gleichung nach vorstehender Vorschrift oc differentiirtZ<fC(u,p) = X,1 )(n-q+l) C(n-q+l,p-l)-(p-l) qX,,C(n-2 q + i, p-2))+ (q + >)x,.,C(n-q, p-i)+ x,,,, ((n-q) C(11-q, p-l) - (p-l) q X, C(n-2 q, p-2))+ (q+ 2)x,.. C(n-q-l,p-l)+ Xq„ ((n-q-ι) C(n-q-ι, p-l) - (p-l) q X, C(n-2q-l, p-2))+ (4 + •’) x,,s C(n-q-2, p-l).. ........................................................................................................................................+ χ.-,1,-,,,(((p-1)q+ι)c(⅛-*)q+1>p-1) - (p- 1)qχc((p-2)q+1,p-2))+ (n√p-l)q+l) X,.,p.1,,,,C ((p-ι)q, p-l) oder, wenn die Producte auf eine andere Weise gruppirt werden,
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171Z . d C(n, p) =(n+l) (x,C(n-q+ι,p-ι) + X ,,C(n-q,p→) + ....+Xn.lp.,,,tl C ((p-ι)q,p-ι) j
-(p-ι)<l X,(X1c(∙1-2tI+1>P-2)+Xq.,C(n-2q,p→) + ... + Xn.,1,.1,1C ((p-2)q+1,p-2) j
- <1 X, C(n —q + 1, p-l) - (p-l)q X,,.,p.,,1,, C((p-l)q, p-i)Die erste eingeklammerte Reihe ist= c(u + b p)die zweite eingeklammerte Reihe ist= C(n-q + l, p-l) - Xu.<1,.1,q+1 . C((p-2)q,p-2)und wreil C ((P"1)<b P“1) = xq ∙ C((p→)q, p-2) so ist die dritte Horizontalreihe= - q . Xq . C(n-q + 1, p-l) - (p-l) q . Xq . X,,,,p.ιlqtι . C ((p-2) q, p-2)Werden alle drei Horizontalreihen vereinigt, so entsteht die Gleichung
251) (Z.<∕) C (n, P) = (n+ι) C (∏+b p)-pq C (n-q+ι, p-i) • ι'll*∕(Z.<∕)1X (Z.d)"**X (Z.d)--x ,

I lil1 ’ 1q+1ij 5 1<1+2i1 . ............................................................ I

Kramp hat in seiner allgemeinen Arithmetik Seite 280 den ganz speciellen Fall hievon, wo q = 1 und wenn das Differentiiren nicht mit dem Vervielfachen abwechselt, also wo Z = 1 ist, angegeben, nämlich
252) d C(n,p) = (n + 1) . C(n + 1, p) - p . C(n, p-i) . rfX

∕(∕ιx d2X d3X ,∖ ιιu ’ ιsl1 , ψr7^ ’•••••••• )Die allgemeine Gleichung 251 erscheint hier zuerst; auch hat der 22*
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172Beweis, der hier für diese allgemeine Gleichung gegeben wird, nichts gemein mit jenem des Herrn Kramp für den ganz speciellen Fall.
70.Diese Allgemeinheit kann gesteigert und das Gefundene als Vorbereitung zu dem noch Höheren betrachtet werden. Das Höhere geben folgende Zeichen an

∖ ll*1* , l'1+u, l,'+2*1 /Wir wollen das Differential von dieser Grosse suchen, in welcher u jede mögliche Zahl vorstellt.Bei dieser allgemeinsten Aufgabe legen wir die Bildungsweise des Polynomiums unserer Analysis N. 29, Seite 49 zu Grunde, nämlichP“ f(m+ι) = ≤π- . X" . C (m, o) + ~ . XJ’1 . C (m+q, i)»l-i 11,"1"1
+∙∙∙+φrr ∙XΓ,∙C(m+sq,s)+∙.∙+-φ∏r . X"/”. C(m+mq,m)

∣X , X , X ,............................................................. )differentiiren diese Gleichung, und setzen nach 3V. 251Z.rZ C(m + sq,s) = (m + sq + ι) C(m+sq÷ι,s)-s(q + ι) C (m + (s-ι)q, s-ι) ×1+1
undzd xr c (m + sq, S)j = ,^7TT7 (s+1) (q+ι) X"',^* X,.. c(m+sq > »)

- ^^πr s (q+,) X"^, X«. c (rn+(s-ι)q, s-i)

+ gr-(m+sq+ι) X"" C(∞+sq+1, s)
1Es entstehen hiedurch drei Reihen von Froducten, wovon sich viele gegenseitig zernichten und nur folgende übrig bleiben •:
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m+ll-l

Z.<ZP"f(m+ι) = -∏rmr . (m+ι).(q+ι).χζ-- . χ,,, . c(m+mq, m) 
1

∏ol-r+ — ∙ (m+1) ∙ Xq • c (m+i, o)
+ . (m+i+q) . x"‘ . C(m+1+¾1)n2l'1+ —. (m+i+2q) . Xζ"2 . C(m+i+2q,2)' .. ......................................................................................

nml^1+ ___ . (m+i+mq) • X”"“ ∙ C(m+ι+mq,m)
^Xq+l 5 Xq+2 > Xq+3 J∙∙∙∙**,Wird nun noch8ι-t nsl^1 fn-ιYl^i2__ . (m+l+sq) = 7π- • (m+l+nq) -n.q . <■ ι√--n,,.,1-1 11-.>-. (n-ι)",*,l∙',

.(q+l).(m+l) = — . (m+l+nq)-11.q. —11und Xq+ι . C(m + m q, in) s∑= C ((m + 1) (q + 1) > m+i) gesetzt, so zerfällt dadurch die vorstehende Reihe in zwei Reihen 
Z.dPn f(m + 1) = (m+1+nq) ^^-7rτ∙ X” C(∞+bθ)

+ —∏T Xq~1 C(m+ι+q, 1)
1

+ xΓ C(m+l+2q,2)

+ 1Lrr x;- C(m+1+3q,3).. ............................................................
m+1l-1 i \

+ -^7,- xΓ^, C ((m+ι)(q+ι), m+ij |
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-Mx,(¾P Xj-C(m+b0)

Γn-ιV1"1+ lY∏— XJ', C (m+1+q,0 

÷j'γ'-'- XΓ C (m+1+2<j, 2)

+ xΓ C (m+ι+3q, 3)

+.......................................................... ∙ ∙

+ — 1,2ιi7— χj-n>-- c ((m+ι) (q+1)j m+ι) j

wovon die erste = Pnf(m +2) und die zweite = Pn^1f(m + 2); es ist 

folglich (Z.jy,x253) Z.dPnf(m + ι) = (m + 1 + nq).P11f(m + 2)-11.<f. Pu ,f(111+2)---- ^1∏—

wo p _/(z. dyι x (z. (∕p+ι x (Z. 6∕)i+2 x \
und X und Z die oben angegebene Bedeutung haben3 und n jede 1110g-
liche Grösse bedeutet.
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IV. Das mit dem Vervielfachen abwechselnde 
Differentiiren durch Hülfe einer andern 

Function.

71.Sind Z, Y, U verschiedene Functionen mehrerer unter sich unabhängiger Grössen
z = f,(z.> z,> Zj, . . . . )γ = f≈ (y,. ys> yj,....)U = fs Us, . . . . )so ist

254)2r(Z.d∕U = -^.C(n,o).(⅛U = . 0°f(11+1) .

+ pr • C(n, 0 • (^.) u +Ji7 . Q. fll . u

+ ⅛ ∙ C(n, 2) . (±) U + τL . Q,f(n-1) .+......................................... +................................................
+ Jü ∙ c(ιι> P) ∙ U + j⅛ ∙ Qr f(n-p+ι) • U+ ∙∙∙.... ÷ . .
+ ^'∙cc",nb(⅛)u ÷⅛∙<3"f* ∙(⅛)u

o = i (z∙rf)' γ (z • <ty y (z. d)ι γ ⅛∖ 1,1* ’ pH ’ pH . ............................)YHr machen diese Gleichung hier zuerst bekannt; sie gehört zu denje—
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176nigen Gleichungen, welche uns bei vielen Untersuchungen die wichtigsten Dienste geleistet haben.Man überzeugt sich von ihrer Wahrheit durch den allgemeinen Ueber- gang von n zu n + 1; es ist nämlich. (Z.3)~* U= ⅛. Z. d t ς -17. c(n, p) . (⅛)"u )⅜p = 0, l, 2, . . . ., n= 1⅛∙ς ^(z∙<jC⅛P)∙(⅛)ru÷cC">l>)∙z∙'i(⅛pu)
ferner

- z.√⅛)'u = z.dτ. ⅛f'u
und nach 251Z . d C(n,p) = (n + ι) . C(n + ι, p) - p . C(n, p—l) .Z.d Y folglichA ∙ <z∙d>", u = ⅛ ∙ ς ⅛ • ((n+,) •c<n+,^∙ (⅛)"u

-p.C(u,p-ι).Z.dY.(^u 
+ C(n,p)∙z ∙dτ∙(⅛)'

Setzt man nun p = o, l, 2, . . . ., n, so erhält man (he Gleichung
5?) Up = 0, 1 , 2, 3, . . . n+1welche mit der obigen 254 vollkommen übereinstimmt.
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Dritte Abtheilung.

I. DIFFERENTIIREN DER FUNCTIONEN VON 

FUNCTIONEN SOWOHL OHNE ALS MIT 

ABWECHSELNDEM VERVIELFACHEN.

φ. 72.Das Differential von f2 (f x), von fs(f,(f.x)), «• 8. w. ist nach der früheren Untersuchung über die Trennung der Factoren bei den Unterschieden §. 31, nachdem die Zunahme der Grundgrösse zzz o gesetzt ist,

23

255) <if,^(f,x) = ⅛(⅛ . lp . dx
d ix rtx

di (f σv)l-⅛f *)> . ⅛(W Φ f/x . ,' ■ j' df2(fx) rff X (ixu. s. λv. , und von f x X f(φy)
25G) <∕(f,xXf(φy)) = f,xX ≤^∑).^.dy + f(φy) × ⅛.rfx 

^ dφy dy dx
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178Die höheren Differentiale befolgen dieselben Gesetze, welche bei den Unterschieden §. 32 gefunden sind; ist nämlichX = f(φx)oder, wenn y = φx gesetzt wird,X = fyso ist nach 79
dufy d⅛∕, > r‰ λ ^n^2fy∕< λ <*0fy, ×257> 7ZF = ⅛Fcφxλ'∙+ ^^x>-+rf7⅛⅛x)-+∙∙∙÷^(^).,... 

und die zurücklaufende Bildungsweise dieser Vorzahlen nach N. 80<7 z7 v258) (Φxλ.,,1 = -^- ∙ (<f>xλ.,(«.......=⅛∙*>∙..÷⅞k
<«........⅞∙<Λ.∙⅛>
. . dφχ d(φx)n(<Pxλ.,,,-∙ (<Pχλ,q + —rfx

(Φx>,........ ,= 0 ÷<¾‰,.

Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach IV. 81
259) (φχ)0ιl = 1, (φx)12 = ⅛x)2j3 = (φχ)3,4 =....= (φχ)n,n+1 = 0 ferner nach 82-60) (<Pχ)- = (⅛),'
und nach 83
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23*

. , — d° ∕dy d^ ∕rfy∖∖Wx'∙∙≈ ijχo ξt∕x dni∖chi∣∣
dl ldy da ∕<⅛π∖+ dx1 ydx dx,0 ∖Jx∕ I

<∕rx'∣ — d'Ad∑ d^, ∕rfy d' idΛ i \k+ λ', dx7<Zx' <7x°Ux-⅛,'<fe∏ I

+ d0 ldy dl ldy d0 ∕cZy∖∖ \f∕x0 ξrZx fZx1 ξjχ * dx0∖dx∕ / ,
+ . £_ ∕⅛.≤∕⅛U \rfx1ytZx dx° \dx. dxlyht)} /

(φχ∙) = . ^-(⅛.≤(¾∖Uψ 5,2 dx0 ξ<Zx dx0 ξ(∕χ Jx0∖(∕x <Zx1∖dx'∕∕ I00100100’i o o o
u. s. w. ferner nach 84
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262)

<«■•■=,⅛(⅛-⅛(ii)
≤,∕⅛ t d' [dy∖∖+ dx11 dx dx*∖dx∕∕ s
d2 ∕dy d0 ,dy.∖+ dx2 I dx dx0∖dx∕y, ' _ do Z dy do ∕dy d' (dy∖ I \(Φxλ,, — dje>∖dκ * jx° ∖dx ∙ che{d*! j id0 (dy d1 ∕dy . dl ∕dy∖∖ \ + dx0 ξdx dχl [dx. chC∖dxJ I J

d0 (dy d2 ∕dy d0 ∕dy j \ j 4* dx0 ∖dx dx2∖dx dx°∖dx∕∕ /
di (dy da ∕dy dl ∕dy∖∖ \ + dx1 ξdx dx' ∖dx dx,∖dx∕j J

dL,ldΣ dL(d∑ dL∕^∑∖∖+ dx1Ux dx*∖dx dx0'dxH y
d_ (dy d0 ∕dy d° idy∖ | \ + dx2 \ dx dx0 ∖dx dx0∖dx∕ / J
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uncl nach 85 263)

U. S. ΛV.

oo000
1
1
1
2

Q0
1
1
20
0

10

1
20
100
100

10
100
100
0

(<Pχ).,.

(<Px).,.

_ - i ⅜r∖.- dx' 1 dx !
__  d? Idy d3 Idy \ \

dji0 ∖dx cZx3 \ dx / /d‘ ∕dy £ ∕ dyλ∖<Zχ1yrfχ dχ2∖dx∕∕+ ∕1∑. 2L∕⅛i 1dx2 ∖dx dx*\ dx / *
+ jLZ⅛ rf7tln∖dx3 \(ht dxAdx.])

__ da !dy d0 ∕dγ dz ∕dy∖ \ \dx0 \ dx dx0 ydx dx3∖dx∕ J )ooo111
2
2
3

1
2
30
1
20
10

2
102
10
100

__  da ∕dy d0 ∣dy <Z0 ∕(∕y d' y∖∖∖ ∖
(lPx)δ, s jχ° , c∕xθ ξc∕x dx0∖(Zχ dx2'<Zx∕∕y I
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182Werden überhaupt alle Zerfällungen der Zahl n in m Elemente auf die Weise, wie eben gezeigt ist, durch den Buchstaben £ vorgestellt, und zwar durch

∕ d0 ∕dy da ldγ da idy (Γ ∕dy∖ ∖ ∖ ∖ ∖264) (ψx)n,<,+1 ~ I I rZx dx0 (cZx dx',∖dxdxl∖dχ∕ ∕ ' ' * j ∕ J∖ n-q n.<ι<
und

∕ d∙ (dy_ ^l<ly jL∕⅛ jL∕⅛k.,∖ ∖ ∖ ∖
® I (∕xl <∕x <∕x0 ξdx. dx ξ<Zx rfx"'rfx ! f I II

so ist
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Diese unabhängige Bildungsweise erscheint hier zuerst, und steht wenigstens keiner andern an wissenschaftlichem Interesse nach.Diejenige unabhängige Bildungsweise, welche schon allgemein bekannt ist, ist folgende

∞>g=⅛x√φ.⅛(g..⅛(g.⅛(g)J...) ) ∖
∖ ×n u-ι * ' n-l 'n f

d"‰l,∕ d"idy d" ∕dy . d° ιdy d'idy∖∖ ∖ ∖ ∖
+dy,,", I dx0l dx. dx“1 dx dx“1 dx dx* i dx I 1* *1 I I

∖ ,1^1 n"2 n-2 'a-l fY≤∕⅛.J1 Z⅛...^∕⅛^∕⅛ ∖ ∖ \ \
<7yu"2 y dx0l<∕x dx° I <⅛ dx0 ∖dx dx2 \ dx} I 1 1' u-2 n*3 n-3 / /

n-2 ’+................................................/ /
+tf~lfy ×*( - . - (⅛...^Lldy d" ldy∖∖ \ \ \

dy ' l dx I dx dx’ydx dx” ξdx dx*lξdx^ fl IIu-ι ” ,'~l 2 n-σ-i<ι-q /+ • *............................................................., rflfy y Q ∕≤∕dy d”-; f dy∖ \ \
dy* ~ ^dxsydx dx"^,(dxj I i 

2+ £ly xo l≤LI⅛∖ \
dy* y dx"^1 I dx| I
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Für diese Wahrheit, welche immer vermittelst der Reihen bewiesen wurde, können wir hier zwei neue Wege angeben; wir können zu ihr gelangen, wenn wir von der zurücklaufenden Bildungsweise 257 ausgehen und dabei unsere Gleichung 251 oder 253 benutzen; oder wir können, was am schnellsten zum Ziele führt, von unserer allgemeinsten Gleichung 254 Anwendung machen, denn diese Gleichung 266 ist eigentlich nur ein sein1 specieller Fall von unserer Gleichung 254, aus welcher sie entsteht, wenn das abwechselnde Vervielfachen aufgehoben, oder wenn Z = iund wenn U als Function einer Grosse y und diese als Function einer Grund grosse x angenommen wird.Ist die Natur der Function fy gegeben, so kann nach vorstehenden Gleichungen die Bildungsweise für den besondern Fall näher bestimmt werden. Ist z. B.erstens f y = y"so ist

du fy fy . __ n<>2θ6) ιul1 . (dx)i C (π>θ) ’ ι°l1 dy° U+1 'ι0,jfZy0«>*# ∙1⅜
÷cm∙⅛ i°,,<"-'>∙r⅜
÷∙∙∙∙. +..................................

dn fy # d" fyk ’ 7 Iull(∕yn ιubf∕yn} ' * •wo
∩ _ ∕ d'y d'y d’y \
v b", rfx, ’ ι,"<∕xι ’ isu<&’  ............................................................. /
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185^(y-°) _ m1'^' ι11,rfy'1 t’“ ' yund267) T¾3 = ⅞- ∙ y"∙C(M+⅛^. y"-.c(n,.)
+ ‰ ∙ yπι"2∙G (n√2) + ...+^τr . yra'n. C (n, n)'

1 1oder268) ∙ =C∙f∙lH(w) + ^ ∙y"-* ∙U'fa1 1m2l^1 in”1-1+ -πr∙ y-≈.U≈f(n→)+...+" . y"^°.Uafι
1 1wo ii — ∕ d'y rf,y d’y - \∖ι'lldx, ’ ιjll<Zx2 ’ ι3l,<Zx3 ’..............................................................)Ist zweitens £y = lg (a + Ly)so ist = «"* • b’ •(a+by)'’und∞, ⅛⅞⅛≈÷.(⅛'.v.,,.-i.,Jy
÷7∙(⅛)'∙°∙1"-)-÷-<->"⅛∙(⅛)'-°∙"

WO

II = I d'y -⅛ \∖ι'1'rfx' ’ ι5,'(Zx= ’...................................IIst drittensy = a + aι xl + a, x2 + a3 χ3 +.................
24
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186so ist für den besondern Fall, wenn nach dem Differentiiren x = o gesetzt werden soll,
d'y __ d2y __ d'y7'⅛r ~ a‘ ’ Ak7 - a- ’ ⅛ ~ a∙ ’ • • •und

270)

$. 73.Die Gleichung 266 ist nur ein sehr specieller Fall von unserer allgemeinsten Gleichung 254, in welcher Z, Y, U nach Willkühr angenommen werden können. Wir wollen hier zwei allgemeine Fälle erwähnen, und zwar, wenn U eine Function von Y, und dann, wenn Y eine Function von U ist; die Gleichungen hie für sind271) A .(Z.rf∕fy= -l7.c(n,o).(Aj'fy
+ ^∙c<n'*)∙⅛) i'7
+ ⅛∙αn>2)∙⅛) fy
+...............................................+ ι4π∙C(n,n)∙(-^) fy 
∕(Z∙⅞'y (Z£y V
∖ Ii,1 ’ i2l‘ ............................ /

und

(v½-) = 7⅛ •c(n,o)+ ⅛⅜^∙c (n’1 ’
+A⅛∙ccn^ +∙∙∙∙+ i⅛⅜∙cm

(aι, a2 j a3,...........................................................................)
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187272) Jr7.(Z,d)-y = 2π . C(n,o) ∙ (⅛)°y
+ pπ ∙ C(n√) ∙ ^y)y+ ⅛ ∙ c<π>2> ∙ (⅛)y 
+.......................................................

1 X A / ^ \“÷ 7ττ∙ C(∏,n) . )y∕(Z.<Z)* fy (Z.rf)= fy 1t~√~ ’ ^~7τ7~  ...................................∕wo Z und y Functionen mehrerer verschiedener veränderlicher Grossen sind.Beide Gleichungen sind in einer und derselben 254 als einzelne Fälle enthalten; die eine loset die umgekehrte Aufgabe der andern.Sind U und Y Functionen einer und derselben Grösse, so ist
273) 2ιr.(Z.<∕yfy = 7k.C(n,o). (^)’fy

+ ⅛∙cc"' 1)1 ⅛)fy 
+ ........ .÷ -L . C(∏,n) . (^L)fy
∕ (Z.<Z),φy (Z.tf)≈<py \\—, —rπ- ’............................;wo φy und fy willkührliche Functionen von y sind.Heben wir das mit Z abwechselnde Vervielfachen auf, setzen dess- halb Z = l, und fy = y und φy = lg: y

24*
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188so wird274) ^ιL-jy ι - C(„j0) + _i_ ,c(n, . c(n,n)∣
∕<*,(⅛.∙y) <*,(⅛=y) \1-Tπ~ ’ —’......................................... )Diesen ganz speciellen Fall findet zuerst Rothe (im Archiv der Math. Ir Bd. Seite 432—435) aber auf einem ganz verschiedenen Wege.

74.Wir legen uns eine zusammengesetztere Function in folgenden Zeichen vor X = f(χ, φχ) = f(χ, y)wo in der Function f ausser dem y, welches eine Function von x ist, noch die veränderliche Grundgrösse x vorkommt.
Es ist nach dem Früheren §. 35275) f7f(χ,y) _ ⅞f(χ, y) + ⅛ . ⅜f(χ>y)

dx dx dx dyNach dieser Vorschrift können die spätem Differentiale mit Leichtigkeit gebildet werden; sie sind folgende:276 ■) d'^f(x> y'> _ ⅞ ∕ <f(χ, y) \
cZx2 dx2 \ dy° /+ rf" ∕rfy. ⅜ ∕⅞f(χ.y)∖∖

c∕xυ ξf∕x tZx, ∖ dy1 /)⅞ ∕ ⅛ ⅜ ∕⅜f(χ,y)∖∖
rfx, y/x ' dx’' (Zy* ) |

/dy ⅞ ∕^y ⅛° ∕rfyf(χ>y)⅛ \ \
tZx0 ∖ dx dx0 f dx dx0 \ dy2 / ’ J
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und allgemein, wenn die Stellen, worauf sich das Zerfällungszeichen £ beziehet, mit einem Puncte bezeichnet werden:

ferner ist
d3f(x,y)__ d3 ld°f(x,γ)∖ 

j dx3 ~" dx3' dy° /
jL Λzy ⅜ Mf(χ,y)∖∖

, + dx0 * dx dx2 \ dy1 ) /
⅜ ∕≤y e ⅞ ∕41⅛y) \ \

+ dx1 ξdx, dx1 \ dy1 / I
X ^

⅞ ∕^y d* ∕⅜f(χ,y)n
+ dx2 * dx dx0 ∖ dy1 ∕ ∣

< ∕dy ∕^y ¾ ∕⅞f⅛y)∖ \ \
+ dxθ Idx dx0 'dx dx1 \ dy2 // /

≤ ∕⅛. jL ldγ. d* ∕⅜f(χ,y)∏ \
+ dxυ ( dx dx1 ' dx dx° \ dy2 / / I

jL∕⅛ JLld∑. rfθ Kf(χ^y)∖∖ \
X dx1 Idx ’ dx° ∖dx dx0 \ dy2 // /

d: ∕dy jθ py py ff Λ*rf,(χ>yλj\\

+ dx0 ydx dx0 ξdx dx0 ∖dx dx0 \ dy3 / / //
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ft!≤l∕⅛ 'i- K*M ∖ ∖+ ‰--,γ*'<⅛0'∖β ∕JJ

+ ε∕≤l∕⅛ c ∕fo ff' ∕ffi⅛y)∖ ∖∖ ∖
l dxn~2'lc∕x Jx0'ydx cZx0' I dγ2 / y I ∕
∖ 2 1 1 1 '.. ............................................................................................................

. J ⅞∙* ∕⅛ - d" l<⅛ <C' ∕<fff⅛y)∖ ,,,∖ ∖ ∖
1 dxn^,l∙ I <Zx ’ cZx0'I dx ’ dx°∙ ∖ dyl y / / I 

∖ ∖ tl"1 ° ° rι~1{ /.. .........................................................................................................................QZ rf°' ∕dy ⅞ ∕rfy C ∕^f(χ,y)i ∖∙∖∖
I rfx, (⅛' (k"∣,h (∕x"∙ | <Zy" }""} I I

' 'a π 1 ** 1 aund wenn die Geschäfte , welche hier angezeigt sind, vorgenommen werden:
970i <*,f(χ>y) _ r,. „x <if(χ,y) , rz. „x <If(χ, y), r,z. .χ⅛0f(χ,y) 2'9) 7⅛ “ C(o’0) Yτ7rfxr + c<* ’ °) V⅛ + c<2> 0> 7⅛

, γλ . - c?; ∣⅜f(*,y)∖, rv„ .λ < ∕⅛f(χ,y)i ’ )<Zx, ∖ l,1'⅛r, ∕ + C( ’ rfx" (ι l*11(Zy, /
, γλ, -> Z⅜f(χ>yλc(^, ) (∕x" ∖ ι1',rfy, /

Z d1y rZ:y <7’y \
∖7rτ7√∑, ’ ι~⅛≈ ’ Fτ⅛P .................../
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75.Es sei Zι = fZ Z1 = f Z Z3 = f2Z13 2 1Das erste Differential ist schon in §. 71 angegeben, und ist__ <ZZ3 rfZ2 dZι (ZZ3 _ d,Z3 dZi dZt
d 3 dZ ’ dZ * dZ ' dZ θder dZ rfZ, ’ dZι ’ dZ

2 1 2 1Gehen wir zu den höhern Differentialen über, so finden wir, dass

ferner ist280) t⅞y> - ι3'1<ix3 —
cf0 o) ⅛1 + Cf. o) -:f(x’y) + rf2 o') d''κ*, y) + Cd <0 d’f(x> y)

. r,. ,-> d' ∕⅜f⅛y)⅛ c, f, ⅜ ∕⅜f(*,y)' -l r, - d" ∕rffffx,y)i + C(l, 1) 1,l,dχ3^ 1.>.jy. j+ O( , ) 1.Hl7χ.∖ 1.ι.dy. j + C(3, l) 1.l.jy. j. cf2 -o ∕drf(χ>y)⅜ . c,3 ,∙) V ∕⅜f(χ,y)⅛+ Cf-, -) ι,1,dχ, ι,,,dyl j + C(3, 2) 1ol.dχo | 1≈l,dy> j
+ Cf3 3y d° ∕⅜af⅛y)∣ 

m∙ ’ ' ι0'1clx° ' ι3l'dy3 /
∕ d1y d2y d3y \(⅛7 ’ 7π77z^ ’ eπc⅛~3 9.................Jnach welchen sich leicht die allgemeine Gleichung für rfπf(x, y) bilden lässt.
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- ,t(Mi∖
d'Z, _ dZs dZ2 a∖ dZ ∣ 
^dZr~ dZ, ' dZ^ ' dZ
dt^)

dZ2 ∖dZj dZ2 
+ dZ2 ' dZ ' dZ,∕⅛∖∖dZJ dZ, dZ

dZ dZι' dZ-Es ist aber

folglich
281) d1Z3^dZ3 dZ2 d2Zι

~dZ7 ~ dZ2 ' dZι ' 7lY7

-dz2^ d'Z2 ldZ∖'
dZ2 • dz; ’ ∖dz∕
d'z, ∣dz2y ιdzty+ dz≈ ' ∖dz2/ ' [dz fund allgemein ist

∖dZ∣ _ J2Z1
dZ ~~ dZ2

∖dZ ∕ <ΓZ, dZι
dZ dZ2 dZ

dl-⅜-∖
cl∖dZ2 / _ d2Z3 dZ2 dZι

dZ dZ22 ' dZι ’ dZ
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$. 76.

Es seiy, = <P∕x.) > y» = ®Xx.) > y, = <f>,(χs) ,............................Man sucht die verschiedenen Differentiale vonx = f(y,, y≈> ys> • • • •, y„)Es ist
rf'X d’X , d'X r3,3 „ d'X „z, x d"X „„ ,tu,dxl' — ι0,* dy° C(-b °'**+ ι'u(iy;C(h> *^+F1,dy1, C(M.+-> jU,rfyκ C (h,k)∕j⅛, rf,y, 1∖1'1'dx. ’ i=“dx‘ ’ ι,1'⅛  ..............................................................!

oder

= X («MX- ⅛)
25

ooπ. <Z"Zs d°Z . cZ,Zj fv λ <Z,Z, f,. x
282) ι"1'.dZ" “ ι°1∖dZ° ' C(l,’0) + i-. dZ'2' C(“’l)+ 1≈*'. dZa2 ' +................+ -f¾- . C(n,n)

ι 1.dZ'2 v ’ ’

j d'Z2 d'Z2 daZ2 \
∖ι∙1,.dZ∙ ’ ι2l'.rfZ1 , ι3,*.(ZZ* ................................................................ /

WO

. d Z=- — _5—— . C(ι,ι) 
ι11'.rfZ1 ι,11.dZ1 k,'

d’Z, ■■ d'Z, . daZ2 „r λιil,.dZj ~ ta,.dZ' ’ t∙2,'^ + 1al∙.dZa ' 'i,'

d,Z2 d'Z2 . d‘Z2 x d,Z2 r2, ,
ι5l*.<ZZ, ~ i‘“. <ZZ* ’ f-3,1∙,+ ι≈ll.√Zj ' ''b^ + ι,,*.dZJ ‘ C(3’3)

∕ d'Z2 d‘Z, d,Zl
∖ι,1'.(∕Z, ’ ι≈u.dZ∙ ’ √l*,dZ, .................................... /
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194ferner ist
<Zk∙'X _ d* , rf’X Y _ /zK λ I drX \ιkl'ιkl∙ dxk<∕x,1' - ιkl*cZxk∖ '-,v,'ι'''dyiJ - ς-c^1 ιt,*⅛k (pπrftf∕

= M/ (h, (C(k, p), )

wo C(k,p)2 aus 1"ιf ^χT > ~2iι ^^χ2^ > ~1"3iι ^χ^3 > • • • gebildet wird,
2 2 2oder es istιk,'.ιl',,.<7xk.<ix'1' ~ *,'p (c(M),∙C(M,. 1,∣.-1μ.φdy,tdy,) 

und allgemein ist
7n1+n2 + n3+... + n(m> Γ / X283> ________________i(y1> y2, y3, - - ∙ ∙, ym) _7 Γl111n2111u311.... ι"lm,n . dxu11 dx"2 dx“3...........dxnmlm'...........^1f(y,y,->y.) cfπ, _c c,n2 p2)

........ pi.p2........... ,p∞ lr*1*lp2ll..,. lplm,11 (∕ypι c/y1’2...........(7yl><m> , b /1 'j V -,l '2...................... ................... C(n(m),p(rn))mwo dem pi alle Werthe von o, 1,........................... bis ni
p2.................................... 0, 1,.........................................112

p(m)..................................0, i,................................ n(m)gegeben und
d'y d2yC(n.,pι), aus , 7∏r⅛-, ....................................

1 1

d'y rf2y,C(∏2,p2), aus -7πr⅛- , —⅛->...................................
2 2eββwβ∙∙ • •••••••••••■rf,y <ΓyiC(nfm), pfm))m aus γπrjς⅛- > 7π77⅛v- ’.........................................gebildet werden müssen.
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wo
25*

Diese Bildungsweise kann man auch auf folgende Art angeben
7nl+n2 + ...+n(m)P,' __ \284)____J____________*(y,,y2r∙∙,yJ =ιnιllιn2ll...ιulmil1. c7x1ιl1 d^n2∖..dx^= (C(“‘A . 7⅛ + C(nbO,∙^ + ∙∙∙∙ + C(nιμ∏∖.1-J^∙1)

× (C(∏2,O),∙ ) ' ,Λ- + C(∙i2, l),. ~ ∣.jpτ +∙∙∙∙ + C(n2,n2)s. ).. ............................................................................................................................................................× (c(u(m),0)„. ^ιr-rfy + C(∏(m),ι)m. -π^- ■■ +...........
6∕n<m> V.... + C(n(n⅛n(nι))m . .. J.f(y,, y„..., yjSoll null von (1er Function f(yι, yι, . ., ym) das rate Differential überhaupt genommen werden, ohne dass es bestimmt wird, wie oft in Hinsicht xι oder x, , . . . , so lässt sich seine Bildungsweise jetzt leicht angeben, nämlich2S5t rf"f(y.>y≈>∙∙∙>yj' 1n∏ ~

da, dn2.... dn,m,f(y , y ,... , y -)--- V _______ ______________ V∣>J!> y J rn) rΓv'li rl'Vn2 ∕√v,1'm>
1-n1-ll ^ιn<,n,1ιdχι,ljχn2, ^rfχlι<πι, X 3 "" m

12 mwo 111, 112 , , n(m) alle möglichen Werlhe von o, 1 , . . . bis n erhalten, und zwar so, dass111 + 112 + . . . + 11 (m) =: noder auch286) j^f(y.>y.>-ιyJ _dΓ1+P2 + -+P<m>f(yιj.tιj yj
“plrtll P’2ll p>UuUι ^∕yl,1f∕yF2 1 ? pθl C(∩2, P~)3 ∙∙∙∙∙∙∙ C(nf∏l)j p(m))jjj .

dxnι dx”2 .... dx'"a"12 m
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196ιι ι + n 2 ψ . . . + n(m) = n
und pι, p2, . . . , p(m) alle Werthe von o, l, 2, , . . . bis n 1, n 2, . . . , 11 (m) erhält.Einen ähnlichen aber nicht denselben Fall entwickelt WronskiPhil. de la T. Seite 131 bis 134

$. 77.Es sei y eine Function mehrerer veränderlicher Grössen3y = <p(×l> χa, ∙ ∙ ∙, χp)Man sucht das nte Differential von f(y)Es ist-j⅛- = ∑ -2jL⅛- . C(1bcl) λvθ q = 0j1, ...,n, und 1∏u q ι'lllrfy'1 k , 17 1„z . _ Z<∕1y∖q1 ∕rf2yV2 ∕^3y∖qs ∕ rfn'α+1y Γn',+nC(n, q) — ∑ ^1l1 j . ( *2ll j ∙ y13ij ∙∙,,^ 1∏--1÷1n )wo qi, q2, q3, . . . alle Werthe von 0, 1,2,... erhalten, so dass qι + q2 + . . . . + q(n-q + l) = q
1 . qi +2.q2 + . . . . + (n-q + l).q(n-q + 1) = nfolglichcZnfy / (Z’fv / I dly ∖'l ld2y∖'i ∕J1^+1y^ '1,u"'1+,,∖ \28∕) ι,11 — ∑q 1 2 1x∏ ) ..... y )

wo zugleich

cfy __ _ <*,φ(x,>->xp)_______ jx’i jx∙3 t jx∙<p>1βl1 — ιβll,ιa2ll...ιβqυlldx8∕ Jχs22 ....cfcςp, 1 2 pund
S 1 + S2 + . . . . + S(p) = S
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$. 78.
Es sei y. = <P.0.> x.> ∙ ∙ ∙ ∙ > x,) 

y, = φ, (χ,> χ,> ∙ ∙ ∙ ∙ > χr)
y» = <ρ.(χ, > χ, > ∙ ∙ ∙ ∙ , χ1,)Man sucht das nte Differential von f(y1, y,, . . . , ym) Es ist^f(y.i∙∙∙,∙yj _ v ⅞^"∙∙∙∙⅞Tlf(y,,∙∙∙,yJ

.nlι .mlι . u2l1 .u(m)h1 1.1 .,..1und^,1∙-⅞^,f(y,>∙∙,y.)____ ______ d' f(y.,∙∙,yJ σ f, σ .
.mll n(uι)∏ -----^ al1l 1a<m)lj 7 aχ z7xraιnι' λ ½11*) ....
1 ...1 1 ∙∙ι ayl ∙∙αym .... C(n(m), a(m))m

also288) tf"f(y.>-,y.)
7 .“li

1

= ∖ ¾ .,⅛,C(nι,aι),C(n2,a2)i...C(n(m),aCm))n

WO

C(nq,aq)ι= 2 (¾p (⅛J∙p*(⅛!p,.... y,p''''-"-"

und
—1 =Z ∑ -_____ Φg(xι∙> x2r∙∙3xp)________/7 yi z 7 y2 /7 y<p>
1βu ι3111ι82ll...ιβ'p4l(Zx^ c/xs;-...cZx’(p> 1 2' ∙∙∙lαxp>wo

111 + 112 + . . . . + ιι(m) = 11 

a1 + a2 + , .. . + a(m) zzz asein muss, aber
www.rcin.org.pl



198θ> 1, 2, . . . . , Bis nai == 0, υ 2, . . . . , bis 111a2 — 0, b 2, . . . . , bis 112
a(m) = 0, 1, 2, . . . . , bis n(nι)gesetzt werden, und woaq, l + aq, 2 +.... + aq, nq-aq + ι — aq l . (aq,ι) + 2 . (aq,2) + . . . . + (nq-aq + l). (aq, nq-aq + l) = nqund S1 + S2 + S34-. ... + s(p) =Z Ssein muss.
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Vierte Abtheilung.

VERSCHIEDENE ORDNUNG DES DIFFERENTIIRENS BEI 

PRODUCTEN SOWOHL OHNE ALS MIT ABWECH

SELNDEM VERVIELFACHEN.

$. 79.Ist x eine Function von den unter sich unabhängigen Elementen a, b, c, x = 7( (a, b, c)und sind φιx, ψ2x, ψ3x Functionen von x oder von Grössen, unter welchen auch x, nur nicht a, oder b oder c Vorkommen, so ist immer⅛>ιx dxφ2x dxφ3x __ ⅛φιx ⅛* =da db de da de db_ ⅞φ,χ _ ⅞φiχ _ ⅛<pix _ ⅜<ριx _ ⅞φ,x _ ⅞φ,χ _ db * da ’ de db de da
__ dxφιx dxφ2x dxφ3x   dxφ1x dxφ2x dxψ3xde da ’ db de db da

289)
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200denn jedesmal entstellt das Productdxφιx dxφ2x dxψ3x f^x ^x ^xdx dx dx da db deDiese Wahrheit ist wohl zu unterscheiden von der schon bekanntend3fx _ d3fx _ d3fx_ 
da . db . de da . de . db db . da . dewelche wir schon früher 170 mitgetheilt haben. Dasselbe gilt von den folgenden Wahrheiten.Ferner ist bei der obigen Voraussetzung

290)
Denn

und

Beide führen also nach 289 zu demselben Resultate.Wir verfolgen diesen Gegenstand weiter, vervielfachen die Gleichung290 mit φs x und differentiiren solche in Hinsicht c
de (φ,x. ⅛ (φ,x. | (φ,χ))) = £ (φ,χ. ⅛ (Φ,χ ∙ ⅛ (<p,χ)))
Stellen wir diese Gleichung durch(c, b, a) = (c, a, b) («dar, so geht aus ihr hervor, dass das zweite und dritte Element sich verwechseln lassen.Wir setzen in der Gleichung 290φjx statt φ>ιx

und
dx φι xφ2χ. statt φ1χ

>≈x⅛x>) = ⅛(φ≈x∙⅛M '
dl d , . ∖ d'φ x d Λ x dφx
_2L φ X . _JL (φx) I = φ,X . -25—L_ , - . -½2-db \ da 1 / ‘ db da db da
d ∕ d ∖ d2φ x d © x dφx⅛∙⅛⅛xiHx' ⅛⅛ + • -db-
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201wir erhalten dadurch folgende⅜(φ∙x4>x⅛φ'x>0 = ⅛(<p∙x∙⅛(φ≈x∙⅛cM)
oder (hj, a, c) = (a, b, c) (/3Das erste und zweite Element lassen sich also verwechseln.Aus dieser Gleichung /3 entsteht, wenn nach ct das zweite und dritteElement verwechselt werden, folgende:(b, c, a) = (a, c, b)woraus sich ergibt, dass auch das erste und das dritte Element verwechselt werden können.Es lassen sich also das erste und zweite erste und dritte zweite und dritte Elementmithin lassen sich alle Elemente versetzen. Hieraus geht folgende Wahrheit hervor:291) Wenn x eine Function von dreien voneinander unabhängigen Grössen a, b, c, ist, so behält⅛(^x∙⅛(φ=x∙⅛cM)

denselben Werth, welche Versetzungen mit den Elementen a , b, c auch v o r g e n o m m e n werde n mögen.Nach diesem ist es leicht, diese Wahrheit auf jede mögliche Anzahl der Elemente auszudehnen, wir gewinnen dadurch folgende allgemeine Wahrheit:292) Ist x eine Function von mehreren unter sich unab — h ä n g i σ e n Grossen a , a , . . , a
X = √aι, a,a.) 26
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202und sind φιx, φ2x, . . . Functionen von x, so können in⅜h⅛(t'∙-⅜(r),.................■))'n li—l —■ n— i , n
daι , da,, . . . 3 dan nach Willkühr versetzt werden, ohne dass der Werth des Ganzen verändert wird.

80.Die obige Wahrheit 289 gilt auch,, wenn mehrere veränderliche Grossen xι, x,, . . . zu Grunde liegen; ist nämlich293) x1 = τr1 (a, b) x2 = 7∕2(a, b)so ist294) ⅞.,..Φ.(x.>x.). ⅜.,*.Φ∕x.,x∙-) — ⅞,,,,Φ.(x,>x0 , ⅞,,,iφi(x,>χ.-)
da ’ db db dadenn das Product

∕⅞.φ∕x1,χ2) ^x1 ⅛Φ,(xpx2) ⅜∖ ∕⅛1Φ∕χl,x0 d*l l ⅞2<P2(x,,χ2) d*>∖ 
∖ dx1 da dx2 da , ∖ dxι db dx, db /wird nicht gestört, wenn a und b verwechselt werden.Aus diesem Grunde können wir allgemein Folgendes behaupten:
295) Wenn x1 — 7rl (a1, a2, . . . , an)X2 = ^2 (ai > fh > ’ • * ? a»)

x∏l = ‰Caχ> a2> ∙ ∙ ∙ > an) .oder xι, x,, . . . , xπι Functionen von den unter sich unabhängigen Elementen sind, so können in dem Produc t e
www.rcin.org.pl



203⅞,,...,*mΦ,(*χr∙->*J w ⅜n...,×mφ2(*1v∙->*J t ⅞1,...,xA(xιr-^J
da da, ................. da12 indie Elemente a , a , . . . , a nach Willkühr versetzt werden, ohne dass der Werth des Products geändert wird.Aus diesem können wir gleich wie in §. 79 unmittelbar folgern :296) Bei den Voraussetzungen in 295 ist bei dem Differentiiren mit abwechselndem Vervielfachen

' 11-1 Λι-ι /

n njede willkührliche Ordnung der Elemente aj, a2, . . . gestattet, ohne dass der Werth des Ganzen gestört wird.Diese Freiheit in der Wahl der Ordnung der Elemente bei Produkten sowohl wenn jeder Factor des Products differentiirt wird, wie in N. 289 und 295, als wenn das Differentiiren mit dem Vervielfachen abwechselt wie in 291, 292, 296, wird hier zuerst behauptet und bewiesen. Von ihr hangen wichtige Untersuchungen ab, wie der weitere Verfolg lehren wird; denn diese Freiheit ist der eigentliche Grund, dass oft zusammengesetzte Vorshrifteu von weitläufigen Differentiationen in die einfachsten Gesetze sich aufiösen lassen, und wir machen auf sie um desto mehr aufmerksam, da sic bis jetzt nicht bekannt war.

26 *
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204

Fünfte Abtheilung.

UEBERTRAGEN DER DIFFERENTIALE AUF 

ANDERE ELEMENTE.

$. 81.Es ist, wenn h beständig ist,
d £(x + h)__  d f(x + h) d (x + h) __  d f(x + h)dx d(x + h) dx d(x + h)und, wenn x beständig ist
d f(x + h)   d f(x + h) d (x+h)  d f(x + h)

dh d (x + h) dh d (x + h)mithinon^ df(x + h) _ df(x + h)Zy/' dx ““ dh
Es ist also gleichgültig, ob f(x + h) in Hinsicht h oder in Hinsicht x differentiirt wird. Dieses gilt nun nicht allein vom ersten, sondern auch von jedem hohem Differentiale; denn, wenn die Ordnung im Dif- ferentiiren geändert wird, so entsteht
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205d2f(x+h)   d ∕df(x+h)∖   d ιd f(x + h)∖dx2 dx ∖ dx ∕ dx * dh ∕
d ld f(x + h)∖   d Id f(x + h)\  d2 f(x + h)

dh \ dx / dh ∖ dh ∣ dh2und überhaupt ist dα~1f(x + h) _ cZa-,f(x + h) dxn'1 dh“'1gefunden, so besteht der Uebergang zum « ten Differentiale in folgenden V eränderungendnf(x + h) _ d ∕da'1f(x+h)∖ __ da~1 ∕df(x+h)∖ __ da'l ∕df(x+h)∖dxn “ dx ∖ dhn'1 / ” dh“"1 \ dx / “ dh“'1 \ dh )es ist also allgemein £ f(x + lι) _ £f(x+h)" -, dx“ — dh“
Nach dieser Gleichung ist

dm f(x+ h) __ d,nf(x + h) _ dm f(x+ h) dx“. dh1“'“ ~~dx"' “““ dxp . dhm"pund folglich
299)

wenn nur
dn f(x + h) __ dnf(x + h)dxp . dh’ dxp*.dh'l1p + q = n = p l + q lEine grössere Ausdehnung erhält vorstehende Gleichung, wenn dieses Uebertragen auf ein fremdes Element auf Functionen mehrerer veränderlicher Grossen angewendet wird; es isti(i"'f(x1+lι1,xι+h,)' __  d“ ιcΓ f(x1+lιl,x,+h,)l __  d”d” f(xι+hι, xl+lιl)

dx; \ dx? ∕ - dx;' dh? - dh';. dh?
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206Die Wahrheit 299 ist also nicht auf eine Bestimmte Anzahl der Elemente eingeschränkt, und es ist ganz allgemein,mιP'"''∙∙∙''''¾÷⅛1,x⅜,.√,⅝ _ ^"1",......"f'f(x+h,,x,+hii..,xι,÷hl,)’ (rfxιr.(dxs)"≈.... (rfxpr' (dh,)-.(<∕h,)"≈.... (dht)-"-
$. 82.Wird f(x + h) in zwei Theile zerlegt, in fx und in die Zunahme ∆fx, welche dadurch entsteht, dass x um h wächst,f(x + h) = fx + ∆ fx = fx+ • hWird ferner hievon das zite Differential in Hinsicht h genommen dπf(x + h) __  dn fx cZu ∕∆fx \

dir — "dir + Tür pT' [und d"f(x+h) _ d"f(x + lι) d" fx
dl? ~~ dx“ ’ dh” - 0so wie auch

d" ∕∆fe \   dn ∕∆ fx∖ fZ0lι n da~t ∕∆fxj <Z‘h
dir pT' h ‘ - dir ∖^TΓ∕ ' dir + 7 ’ dir3' ∏7 ∕' ^dhgesetzt, so wird, weil die folgenden Glieder wegen cZ2h1 = o, cZ3h* = o, . . . verschwinden,cZuf(x +h) i“u d*u =301)

cΓ~i ∕∆ fx∖ da M fx\r-1' dh-'∖TΓ∕ + h - r1* dir(~h~∕
Diese Gleichung zeigt, wie das rate Differential von f(x + h) in Hin- ∆fx .sicht x durch Differentiale von --— in Hinsicht h ersetzt werden kann, hWird noch mmal in Hinsicht x differentiirt, und zugleich die Ordnung der Geschäfte verändert, so kann dieses auf folgende Art angezeigt werden:
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207<Z“4”f(x+h) _ d"t∙-' ⅛fx, ι d",m Mfχ∖3θ2) —,1, dχl,,n _ 1-ι.jh-dx-j h ∕ + " , ι"1'dlι"dx"' ∖ lι ∕oder d"^* ∕∆∕d",fx∖∖ d" j i jd',(x∖∖— l"-l,dh-* ∖ΓJdx"∕∕ + 1∙ ι",* dh” ∖E^fdxs∕/
$. 83.Dieses Leb ertragen eines Differentials in Hinsicht x auf das Differential in Hinsicht h vom Unterschiede der gegebenen Function kann bei Functionen mehrerer veränderlicher Grossen weiter fortgeführt werden. Es ist nach 301

duf(xι+h,x2) __ i d"~l ∕Ax,f(xι,χJ∖ ι da Mf(xι,xhιnl1 Jx“ ιn-lil <Zhuι-1∖ hι ∕ + i inl7dh“\ hι /also auch, wenn x2 + h2 statt x2 gesetzt, und von dieser Gleichung das mte Differential in Hinsicht x, genommen wird,<r∙f(x1÷⅛,,x,÷h,) ιnl* lmI1dx"dx” ~1 rf"" ∕∖,^"f(x,,x,+h≈)∖∖ ,1. 1 rf"ι"-u⅛-∖hj ιm,'dx" ∕∕ ,ι∙,,'dhj∖h∏ ι"', dx" jjEs ist aberd'11f(xι,x2 + h2) __ i dm~l ∕Ax2f(x1,x2)⅛ +h !___ d'n M×Λx,>xJ∖ιmllcZx,2n ιm-lll⅛-1∖ h2 ∕ 2Γull<Zh2' h2 /folglich<rmf(xι+h ,x2+h2) __________ 1_ <Za+m-2 ∕Aχ,Aχ2f(x,,X2hj ιnl1 ι,nl1 cZx2 (Zx2 ιn"ll,Γ"lli ’ cZh,f1cZh71∖ hjh2 /1L da+m-1 ∕∆xl∆x2f(x1,xJ∖+ 1n∏ 1∏-X∏ ’ rflln ^-r I ∩ /h, d—‘ ∕∆ll∆,, f(x,,xs)1Γu ’ <&:" dlι'1u \ li, K /. h.h, d”‘” i∖A,f(x1>*=)∖
+ 1“" Γu ' dh; dli“ ∖ h, h, )

www.rcin.org.pl



208Diese Bildungsweise kann aucli auf folgende Art angegeben werden:301)∕1. ⅛ d ■ h> j i h»h» d' ∖ d""^'^ ∣⅛,i*,t(*,>*J \
3 11 A1 m <Ziι1 11 m rfh <Zlι1∕ι""1,ι'u-', A','-'fZIι"- \ h, h /oder auch durch folgende Zeichen

305) ∕ι + LA∖ /i + L ÄA j"m^i ___  AA, fQ,,x,)∖\ n rZli / \ m dh J 1"^11,1"'-'1' <∕h'1^,tZlι(1^1 ( ii h /Bei Functionen von dreien veränderlichen Grossen ist
306) jt'"1'l<x,+ll,,x.+ll,.x,+h,'i .7 r“. ι"','. i1'“ . <Zx). fZx“ . (Zx1;∕, ∣h, d ](. ∣h, d 1/, ,h> d \______________ d""~,_______________ li,λA⅛,Λ⅝)lI nrfhjt mιZlι2∕( p dhjr^'1,l"^*uιp^,,,dh'1,^,rfh"'^,Alj^,( h, h, h; 1 und allgemein307) f(x,⅛.,A+K,∙∙∙∙,A,⅛J _ ∕ ⅛ d\, ι'',1,.ι"11,....ι"'m'1'.cZx(,.(Zx,)'...dx","' ~ V in (ZliJ.........../ h. d ∖ ...... . ...................................K.A,,∙∙∙ Anf(*„•••> A)1"'1 +11(111) ⅛Jι"-,'... ι""'-'lWJι1"-'rfhr-...⅛""-t h . i,„......h„ !

$. 84.Wir kehren zu dem einfacheren Falle, zu einer Function von einer veränderlichen Grösse wieder zurück, setzen in der Gleichung 302 n — s statt n, und geben ihr folgende Gestalt_c/u"8 lcΓ f(x+h)1 _ da-s~1 (∆∕dmf*∖∖ 1 dn~s ]Λ∣dni*∖∖ ιn-si*jhn-81 tZxnι J — ιn-β-mf∕h,,-8-ι ∖h⅛F∕ y+1 ιu-8lιrfh,,-s(h∖dκ,! j vervielfachen sie mit
, ds φ (h, x)( a + sb ) —-V—-—- k ; ιsl1 dliund machen diese Gleichung dadurch zu einer Grundlage von dreien Reihen
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209ς (a+sb) j⅛⅛)WM =V ) 1~->∣, rfh,,-, ∣ Jχ. | 1,∏ rfh, —

ς(a+sb).--d^',^-'-____ ∕∆Zrf"⅛j⅛rf-φ(h,x) ,hs∕a,d,) tf,^, ∣^f<Wφ(h, X)■ Λ"-',*dh"-^hUχ"∕) ι∙1,Λ∙ + a+sbV-∙-'dKi4⅛⅛rp'rrrfiΓ~
welche entstehen, wenn s = o, 1,2,..., n-i gesetzt wird. Sum- miren wir diese Reihen, so erhalten wir nach 203 folgende Gleichung
308) a ■ I φ(h, x) £jW)j + b____ . IrfΦ<h>x) trfO÷h) \Γ,'rfh" ' rfx" ) + t∕h-∖ rfh rfx" >

-fa + nlO d" Φ(h>x) rf'''f(x÷h) ., i“‘‘ rfh" rfx" —
------, ^n"1 ∕λ∕k X dm∕∆fx∖∖ ι fZn"2 ∕d∫(h,x) Jm ∕∆fx∖ \-a ^^(φch>χ)rf^(τr))+b√^^(-^⅛(τ))

, ∕ d" ∕~∕ι a <*" ∕∆fx∖ ∖ 1 Zrfφ(h,x) rf" ∕∆fx∖ \+ h (a T-rflr (^ll'x⅛ W ) +b7^rfh^ I ⅛j ⅛) )
-(a + nb) ^Φ(⅛≤ ≤-(≠j∖ k ' ι"l1 (Zh dxn, \ h / I

Bilden wir nun nach dieser Gleichung zwei andere, so dass in einer a = l, b = o und in der andern a = n + ι,b = -ι, n == n + i, m = m—l ist, zählen dann diese beiden Gleichungen von einander ab, so gewinnen wir folgende:

27
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210,j,.,lλ d"φ(h,x) <∕mf(x+lι) .' ι"u.dh° ■ rfx" ~
d" ∕ ,, , d"^, ∕∆fx∖∖ <Γ'l ∕ . d” ∕Afx∖∖- (ll+l) t∙l∙.dh” ’X) ' dx”’* ∖T^)) Γ-1*.dE"- [φ<∙ ’X)' dx” ( E //

d-‘ ∕ dφ(h,x) d"-∕AfxΛ~ ιn"llr. dhn^1 dh dxω"1∖ h
+ l^ΓΛrflΓr ^(h>x)∙ dh.⅛-' ⅛) -√"*.<flι" (φ(h,x)∙ *F ∖^h-) )

dnφ(h,x) dm ∕∆fx^+ ιnll. dh“ * ~dieι ∖TΓ∕ I
f∕ Δwo — dem -r- vorh.ergeh.en oder nachfolgen kann, dx hDieser Gleichung kann eine andere Gestalt gegeben werden, wenn

(n+,) ∙ 1-⅛ (φc'lpφ (ir)j = 
t∙⅛ (φ (h,x) ∙ ⅛τ (⅛))+,⅛ (s(φch, x) ∙ ⅛ (t )))

und
d I zl x dm~l ∕∆fx∖ ∖ dm ∕∆fx∖ dφ(h,x) dm~l ∕∆fx∖äh ∖φ h,x) Ser* \T) ∕ - φ(h,χ) dE <∕χ"-* ' E ) + dE dx— ' h ) 

gesetzt wird, nämlich

www.rcin.org.pl



211

,1q. <Γφ(h,x) d”f(x+h)_' ι"1,.cihn ' <Zx'"= 7⅛ (φ<h>x)∙ ⅛ (τ)) - F⅛ (φ<h>x)∙ ⅛ (τ5) )
dn~l Z , dm ∕∆fx∖ ∖

+ ι-n'.fZhr' υpc ’x)> √Γ7⅛~ Vh√ /*h (,∙⅛ («*•>• ≈⅛ (⅞)) - ⅛ (»<M. ⅛ (⅞))
r7nφ(h,x) dm ∕∆fx∖∖

+ ι"1'.<Zh" ' lh? V h^//

$. 85.Alle diese Gleichungen 301, . . . ., 310 sind ganz allgemein und erscheinen hier zuerst; wir müssen, um ihren Nutzen zu zeigen, zu ganz speciellen Fällen übergehen, wovon einige wenige schon bei Wronski und Bur mann Vorkommen. Wir setzen zu diesem Zwecke nach dem Differentiiren h — o und erhalten aus 302cΓ+1"fx _ dn+ra-1 ∕∆fx∖ __ dn-1 ∕∆ ∕(Zmfx∣ \; ιnll.dxn+m^" ιn-lll.dhn'1.<∕xm \ h ∕h,β “ ιn-,ll. ’h ’ dx“ ' ∕hβ0Setzt man hierin m = o, so ergibt sich die Gleichung, welche Wronski Phil, de la T. II. Seite 43 N. 177 und Seite 46 N. 180 findet.Aus 307 wird319Λ d f(x1>x2> ∙ ∙ ∙ > χm)ιnχl∖ιn2ll...ιmm,11.dx",.eZxn22...⅛tuιj ““
1 drn1÷∏2÷... + n<π,,-m , f(χ ,X ....,X )\

— 1n1-1U1n2-nl ^fHuι,-1lχ∙dll∏1-x rfh∏2-1, ⅛l .ll.....................h /
1 2 ui l 2 m /wenn h1 = o, h, = o, . . . , hιu = o gesetzt wird,oder wenn hι = h, = . . . . = hω ist 27*
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212313'l J",f(x,, *, ■ .∙,x,)

__________________________________fr,.⅛.⅛⅜,*.,∙⅛)⅛

Aus 310 wird
«•> s∙p‰¼i≤<- (r⅛¼*>∙ £ (£)))

\ / h = 0+ (τ⅛iA (ip<1,> χ) ∙⅛τ)) )
' Iι=o

$. 86.» ' * 'Gellen wir zu noch speciellcrn Fällen über, und setzen m = 1 und ∕∆fx∖m^1φ(h, x) = F(x÷h) .so wird aus 314

' ' h-ound setzen wir hierin F (x + h) ='1, so gewinnen wir erst die Gleichung316) f^x ∕ Mfχ∖nι 1 |   ∕m+n cΓ ∕∆fx∖m n dn ∕∆fx,n'∖
cZx ycZh“ \ h / } y m ιZhu ∖ h ∕ m (Zhn^1. (Zx \ h ' j

welche Wronski (Phil, de la T. II. Seite 47 N. 182) findet.
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213Wird aber in 315, m = — n gesetzt, und berücksichtiget, dassJF(x+h) _ dF(x + h) dh . dxso erhalten wir die Gleichungs ∙ ⅛ ("<"->∙(⅞)......) =<√⅛H, ⅛v)
und setzen wir sogar F (x + h) = 1, so entsteht die ganz specielle Gleichung≈>s> S∙(i⅛Γ)j(s⅛∙Al.
welche Wronski Seite 48 N. 183 findet.Da F (x + h) willkührlich ist, so kann in der Gleichung 317 stattF(x + h) auch gesetzt werden(ZF(x + h) dF(x + b)—⅛   oder  ⅛------' = F(x + h)ah dxHiedurch entsteht die Gleichung^>⅛∙⅛H>-(⅛r) ⅛⅛(<*<ι

* ∕h*0 z⅛atsOwelche Wronski Seite 51 N. 186 findet.Hieraus wird die Wichtigkeit der allgemeinen Gleichung 314 erhellen, da die bis jetzt bekannten Gleichungen, welche mit eben so vielen weitläufigen Beweisen versehen wurden, nur ganz specielle Fälle von ihr sind.
87.Geben wir der Gleichung 319 eine andere Gestalt
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214⅛∙ λ⅛⅛(f<x+1i)", ∙ (⅛) )=⅛ (f<x+h>,∙, ∙ fc⅛ )imo
so gibt sie, wenn n = o, 1, 2, .... . gesetzt wird, Veranlassung zu folgender Reihe von Gleichungen: für n = 0 ist

cZx dFx rl, 1 , , / h \ *d fx, ‘ ^λΓ - 3^x+ ’ (^∏k)k,o
.. . d xalso wenn in Hinsicht x differentiirt, mit -77- vervielfacht, und in der «Ixobigen Gleichung n — 1 gesetzt wird

cZx dl (Zx <ZFx∖ du. d ∕ , ∕ h V1∖ gZi ∕ ∕ h ∖2∖½'s(d5-'⅛^∕-^½∙⅛px + h>,',∙(l⅛j )=</iT\F(x+hHÄ&) )\ ‘ ∕U=o ' h=ocZ xWird wieder in Hinsicht x differentiirt, mit -77- vervielfacht, und 1 dlxin der obigen Gleichung n ~ 2 gesetzt, so entsteht die Gleichung
125.∕f<∙x+1iY'√A√∖
dfx dxldfx dx∖dfx dx/ I dfx dh dx I ∖∆fx* I

= ⅛(f (⅛)'∙)∖ z.,0Werden diese Geschäfte, nämlich das Differentiiren in Hinsicht x
d χund das Vervielfachen mit -77—, n mal wiederholt, und zugleich die obi- dtx , , *ge Gleichung zu Hülfe genommen, so ergibt sich die allgemeine Gleichung

320) jL /_£ I - lvA...∖ = -^-( f(x + h> "∙(^7^) \dfx I dfx I dfx I dfx\ “ I I dhn'* ξ ∖∆fχZ I
'n n-l - n Joder wenn xι — x statt h und dxι statt dh gesetzt wird,
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215»> i⅛(⅛-∙O)∙-)=⅛((⅛⅛)''⅛)
n D- x '2XX'i* V ∕x1xwelche Wahrheit Burmann Seite 35 und 36 zuerst gefunden hat.

88.Ehe wir weiter gehen, wollen wir das Verhalten der Differentiale der hohem Unterschiede oder von ∆nfx in Hinsicht h und in Hinsicht x untersuchen, wir werden wieder zu Resultaten gelangen, welche bis jetzt unbekannt waren. Es ist∆"fx = ∑(-), ^rr .f(x+(n-q) h)wo q=0,l,2,....,nund wenn x + (n-q) h = y gesetzt wird⅛ _ ⅛ ⅛ _ <1,cl', ⅛ dh dy dh. dmd2fy z λ d l d ^ \__  f v d2fy
⅛ = (n-q)> ⅛ dh1’ 1 1' dxvmithin = ς (_)<. . ⅛ = 2 (-)’. . (n-q)td)√' ' ' i’“ dlιr ι'", l <ix1'oder d'(4"fx)-√ <Pf(x+Λ) z„ , p n"', dpf(x+(n-ι)lι)322} ------- n , ------- ( ) ∙Tir-------.„v n,1^, <f,f(x+<n-2lh) t y-,p <W(x+h)+O→)∙τ∏r-------- -------------------- H 1 ∙ ^FπrIn dem Falle, wenn nach dem Differentiiren h — o gesetzt wird, ist
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216323) ∕⅛L⅛A =(n'- (1ι-ι)1'1i-r-+ (n-2)1' ‰- if.*-*- ',' ⅛ -∖ dti' j ∖ k ’ i“‘ v 7 i"-“’ ∕ <∕x''oder nach unserer Analysis Seite 353 N. 645324} Z√', i γ ∖ 11 f n]„-, , ff½∖dhr L ’ ’ ’ ’ j <Zxf' ' h=OSo lange also p kleiner als n ist, verschwindet die Function oder325) ∕cLΔi⅛∖ — o’ 1 d∖ι'-' yrf"(∆~fx)∖ _ „ d’fx326} ⅛~L -1 ∙ λFund
<tr>7) ∕d+,(∆fx)∖ — p>iι r1 9 111<<ι> (}’_ ,2⅛

} ∖ dh^ L“ ’L 1 dχυ+q

$. 89.Vermittelst dieser Gleichungen lassen sich mehrere Differentiale in Hinsicht eines Elements in Differentiale in Hinsicht eines ganz fremden Elements mit Leichtigkeit übertragen. Wir nehmen deshalb mehrere Hauptaufgaben, welche wir schon in einer frühem Abtheilung behandelt haben, nochmals vor.Es sei y = Φxman sucht das rcte Differential von fy in Hinsicht x.Es ist nach 311d’y __ d1<px __ Z dq^1 ∕Aφxj∖
Frr7dF ~ i<lU. dxq ∖ιq-111.dh,1-1∖ h /|
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28

folglich328) C(n, p) = C(n - p , p)
∕ dl y d' y ∖ ∕ d0 /A <Pχ∖ dL p φχ∖ jV,1,.<∕x1,ι2ll.6Zx7,,∙* ∖Fr∖dI7 ∖~h^∕ ’ Γτ∖jhι' ∖ M,,,,,Lo

* J 2 ?*** θ 5 1 j . . . .

mlιkin nach 266__£jy d’fy . (i∙fy329) ι"',.<⅛" ~ 1"l*.dy~ - c(n>0) — ι∙>.,rfy∙ ∙ U"f(n+')
d∙iy × <*,fy+ ⅛ ’ ÷ Fτ-rfy. - u- f ncFfy z dfv+ 1^γ∙ccn-^ +7∏T⅛∙U1f(n-1)+ 7; . . . . +....................................

da fy z dn fv+ τ⅜∙c<0>n> +rd^∙u"fl- wo
tt — I d° ∕a^x∖ d' ∕δ^x∖ rf2 \( ι°n tfh0 1 h / ’ √l' cZhl \ h / , ~cZhτ \ TT/ ..................................

Diese Bildungsweise gibt auch Wronski Seite 67 N. 201.Von dieser können wir zu einer andern Bildungsweise übergehen; es ist nämlich nach Gleichung 191330) ____£2____ M!Lx∖p _ c,n „ ,1xy ι~p', . <½"'p ' h ] — C ( P’ P'
∕ d* pffx∖ dl ∕Aφ×∖ \∖ιol,.rfho∖ h pΓ7∖ih,∖h~f * , 7folglich
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q21, _/ ^0fy' dn ∕∆<fx∖0 _ dl£y dn-l ∕∆<px∖1 ι
; ιul* d*" ~ yi°l1 cZy0 ’ i”n fZii" ’ h ∕ + ιll7Zy1 ’ ιu'l11 cZh,,-1 \ h J

dn£y d9 ∕∆<px∖n \
...................................+ ι"lldyu * Γ0l*dh° A~h~∕ ,∕ h=oDiese Bildungsweise gibt Wronski Seite 63 N, 198.

$. 90.Es sei332) yι = φιxι , y2 = <p2x2 , y3 = ψ3x3, ....man sucht das ti te Differential von f(yi > yi > y3 > ∙ ∙ ∙ > ym)Wir setzen4..,f,.x. _tl 4x»<P=X> — TT 4x.<^xa — TT~h--------- ‘ ’ h 11∙ ’ h — ”...................und erhalten nach N. 283tΓ'÷-÷-","f(yι,yι,...,yJ _; ι",l,ι",1'...ι"lm,l'dx,."dx','2... ⅛7"
s C(n<-pbP*).C(n^p2,p2),...C(n(m>-p(m),p(m)).

wo dem pi? p2, . . . . , p(ni) alle Wertlie von o, 1, 2, . . . . , bis n l, n 2, .... , n(m) gegeben und
„ ∕ d0H ∖ t d,Hι \c aus . ts⅛° >..................................
r, , „ ∕ <TH, \ / d'H, \C (■••)= aus > b^dh‰ ’...................................• ••••••••••

/ d’II \ ∕ <*'Hn \C(...∙k aus ∣71⅛∙) > ∖1",dh, ..........................................gebildet werden.
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28*

Oder auch nach 331

334x a-÷-"f(y,,-,y,,) _, 1"'“... ι"",,1,rfx"'...(Zχnl", -1 mt^P1+P2 + ∙∙+P(m> fζy ^tet y ) dni*"pi ΓIpl fZn2~p2Hp2 ^n<m)-p<m> JJpCn»∙λ jpiii pxnDii eZypl eZyp,un * i“1-1’1'1 (Zhnι"pι * ιn2^p2^j<fh112-p2 ,,*, t"1ιn’^p‘ιu(1,(Zli11(,n,-plm 1 wo p ι, pz, . , . die vorigen Werthe erhalten.Das vollständige zite Differential von f(yj, . . . , ym) wird jetzt eben so gefunden, nämlichrZ'I(yι,....,yιn)~v ^,+p2+-+rfroTCyιr.,yJ' 1ul1 1pll*...... lp(m)l1 √∕yB1 (Zyp(m)nl P1∙,P1)ι,^^π~ P2>P2X............... C(∏(m)-P(mhp(m))ιn.(^x1)n, (<Zx2)n∖...(cZxω)nnιn, li=ooder336λJ — V ^1*""+ptmi‰>∙∙∙,yJ cZn«-riIJpJfZ--P2Hp2><tdn(m>-r(B1» 1.jp<nι,lpill,,. lp'm,ll. (Zypl... cZy1’“1” ^1mnn-r(m,lι ζ^Jιy,-(P*+l∙2 + ∙∙ + P>n> )
×(d*,γ∙ (<fa,)∙*...(⅛j-∙∙,h=0

WO n l + n 2 + ....+ n (m) = nund pι = o,ι,2,....,m P 2 — 0) 1 > a , . . . . j n 2
p(m) = o, l, 2, . . . , , n(m)Während pi> p2,..., p(m) dieselben bleiben, können ni, 112, ...,n(m)• sich verändern, und es kann
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Ifür dasselbe pi sein n l-pi = o, l, 2, . . . bis 111 - pi p 2 n 2-p2 — 0, 1,2,... bis 112 - p2

p(m) n(m)-p(m) = 0, 1, 2, . . . bis n(m)-p(m)Es kann also für dieselben prj p2, . . . , p (ni) gesetzt werden
∕7,u"P1JJlu fZπ2"P2 M1’2 ^u(ιn)-p(m) JJ∙p(m)

____________________ 1* 2 * * β * * τ11_____ _____ 
1~ l"1~pi1l J∏2-p2ll ” 1’1 + u 2 “P 2 + ••• + “'“' ~P(U1>

^αi+n2 + ... + n(ιιJ-pι-p2-..∙-p(>n>ζJJpl Jp’2 JJP(m)
”” ’^ui + u 2 + ... + mιu)-p ι -p2-..-p<ul>l* ζf∕l£Jπ 1 +,, + u: ,uj-P1 ~,,,” 1'(m,Jn'r(H^l . Ilf . H‘3 . . . IP(m>)= i 7,l^rl1 . ((∕iι)n^rund folglich die Bildungsweise des rcten Differentials auf folgende Artangegeben werden ö o <Γf(y,,...,yJ-v W.,∙∙∙,yJ d-∖HfHr-¾Γ)

X (dxj" (d*,)',... (⅛J°,">, h = o
WO
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221111 + 11 2 + .♦ . . + π(m) = 11p 1 '= 0, ∖, 2, . . . , 11 1p 2 = 0, 1, 2, . . . , 112
p(m) = o, l, 2, . . . , n(m)r = p l + p 2 + . . . + p(m) r = 0, ι, 2,....,n111 = θ> b........................J nιi2 = o, ιj . . .. . . . , n
n(m) = o,ι,............................. ngesetzt werden muss.Diese Bildungsweise gibt Wronski Seite 137 N. 252.
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Sechste Abtheilung.

I. DIFFERENTIIREN DER FUNCTIONEN, WELCHE DURCH 

UNENTWICKELTE GLEICHUNGEN GEGEREN SIND.

$. 91.Ist338) f(y, x) = odie Gleichung, welche angibt, dass y eine Function von x ist, so ist nach der frühem Untersuchung über die Unterschiede §. 37, wenn δx also auch ∆y verschwindet,339) <Ff(y, χ) = θ> ^2f(y>x) = o> ^3f(y,x) = o, . . . und nach §. 38340) ⅜f(y,*), ⅛ + ⅜f Cy» χ) _ 0
dy dx. dxund341) ⅛ = _ jχf Cy> x) . ⅞f(y,χ)(Zx (Zx dy
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223Wenn diese angezeigten Differentiationen vorgenommen werden, so entsteht eine Function von y und von x, welche auf folgende Art bezeichnet werden mag342 > ½ = w,*)
$. 92.

• d yNachdem gefunden ist, kann eine Aufgabe von viel grösserem Umfange mit Leichtigkeit geloset werden ; nämlichEs sei y eine Function von x und durch die Gleichung f(y>χ) = °gegeben; man bilde die höheren Differentiale einer andern Function von y nämlich von F y.
. d FyEs ist nur nöthig die Gleichung 342 mit ~ • - zu vervielfachen, es entsteht dadurch

rfy rfx - *σ, ’ dymithin, wenn343) d-‰VW dygesetz wird, - •344) ⅛ = fι(y,x) .Fj y = f1 (y,x)
Die höheren Differentiale von der Function Fy können jetzt nach früheren Vorschriften §, 74 gebildet werden.

$. 93.Hat die vorgegebene Gleichung eine besondere Form wie
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224345) fy - φx = o oder fy = (£xin welcher y und x gesondert sind, so ist34θ) dy __  d$x d£y. . c/x dx dySollen nun die höheren Differentiale von Fy gebildet werden, so ist rfFyc7Fy dy   d$x dy
dy dx dx * dfydyoder wenn - 1347) ⅛=<p,x und ⅛‰F,ydx dy dygesetzt wird,348) -^⅛ = φlx.F,y

Diese Gleichung unterscheidet sich dadurch von 344, dass hier x und y in zweien verschiedenen Functionen von einander getrennt sind.
$. 94.Der einfachste Fall, wo349) fy = xist, und die höheren Differentiale von Fy gebildet werden sollen, mag hier besonders gewürdigt werden. Es ist350) ⅛ _ ∕⅛^' = ⅛ 

dx \ dy / dlymithin35∏ ⅛ — dτy ∕dfy√1 _ dFy
dx dy \ dy) d fyoder wenn
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∕d fy∖"1 . -1 d F y _352> (⅛r) = f∙y u,ul w = 'y

gesetzt wird, (Z F v
353) IT = f-y∙r'yBi« höhereil Differentiale von Fy sind nach diesem folgende:<ΓΓy dy rf(fy.Fιy) _ d

dx' dx dγ , y ' dy ‘ ,y^S=£-^(f‘y-^(f‘y-F-y))=f‘y-^(f‘y-4(f.y ∙ p.y))
und allgemein354) ⅛ = (f'y∙⅛) (f.y∙r.y)= (⅛) (¾)

Dieses mit dem Vervielfachen abwechselnde Differential des Products fι y . Fι y lässt sich nach 206 in folgende einfachere Differentiale auf- lÖsen:355) ⅛⅛∙=⅛⅛(f∙y∙-⅛)r∙y∙ ⅛(f∙y-∙⅜) 1','y
+ ^y4y)'f-y-1-^(f.y4rF'y
+ ⅛(f'y∙⅛Γf'y∙7^-(f'y⅜Γ F‘y 
+........................................................................................+⅛(f∙y⅛ f-y∙⅛(f∙y⅜)° F-y oder auch auf folgende Art behandeln:Zuerst werden die Differentiale ⅛ , ⅛ , , ... . gebildet undzwar

29
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226∞> √¾ = ⅛∙,.'
d2y _  ι ∕n d ∖1ι2ll.dχτ — ιπτ ∖ ιy'-rfy∕ l7 d3y ι ∕p d ∖2 c7r77dΓj = √τ7 ' V∙y∙⅛0 f∙y f*4y - - j_ . Zf y.Av f y√1*.dχ4 — 14u ∖ 1dy∕ ,y

und dann das nte Differential von Fy entweder nach der Vorschrift357) ,¾ = ⅛ • C(n’0) + Äy‘ • C(n’0+-+ S-y • C(U ’n)

∕ dly d'y d,y . \∖ι"'dx, ’ ι=1*dxi ’ ι,1' dx‘....................................}oder weil d“Fy _ l tΓ-(f,y.Fιy) i"“ dx” ~~ n ' Γ''*,. dx""ist, nach folgender Vorschrift:~> ⅛%∙.⅛ ∙(¾⅛5∙c<-'">÷⅛⅛fl∙c<-) 
√¾^.c,n.,,,>....4¾⅛>.cι,,-,
∕ d'y d'y d'y \'Tτrdx, ’ Γudx≈ ’ ιll,dx, ’............................'
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II. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 
θuf Differentiale in Hinsicht eines fremden Elements bei 

Functionen, welche durch unentwickelte Gleichungen 
gegeben sind.

95.Es sei y eine Function von x und durch die Gleichung 359} fy = xgegeben, man sucht die Differentiale von Fy in Hinsicht x.Zu der Auflösung dieser Aufgabe nehmen wir die Gleichung 319 zu Hülfe, nämlich, wenn k die Zunahme von y ist,
∕⅛'^ dl ∕<*l7(y+k) ∕∆fy∖-∖ _ (Γ ∕dΓ(y+k) ∕∆fy'1~,∖Uy) ' dk—dyl dk '^k∕ I - dk" I dk -∖k∕ I

' ∕k∙-o ∖ Λβ0Ferner ist nach 351dFy   dFy dy   ∕diy∖~l dFy
dx. dy dx ∖dy∕ dy

oder wenn dFy __  ∕dF(y+k)V
dy ~ ( dk ∕k,0gesetzt wird, dFy __ ∕dfy∖"1 ∕dF(y+k)∖dx "" ∖dy∕ ’ dk /fc=0Wird nun in der obigen Hülfsgleichung n = o gesetzt, so wirddFy __ d° i dF(y+k) ∕∆fy ∣", \dx (Zk° , dk (~k^Z /

\ ' < k«0

29*
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228Hiedurch ist die Rechnung eingeleitet; gehen wir zu dem zweiten Differentiale über, so finden wird2Γy __ dy_ _d ∕dFy∖ _ ∕⅛V*. d' l dF(y+k) Mfyr\ rZx2 dx dy \ dx / \dy / dk0dy \ dk \ k Z /
' / k,ound folglich, wenn in der obigen Hülfsgleichung n — 1 gesetzt wirdd2Fy__ d2 ∕ dF(y+k) ,∆fy∩ dx2 dkl \ dk \ k / /

/ k-Q 'Ueberhaupt, istdu",Fy _ dn'2 ∕dF(y+k) pfy∣^n+1∖ dx"", ““ dk’"2 ( dk V k / /
' ' k-ogefunden, so besteht der Uebergang zum ztten Differentiale in Folgendem:£Fy __ dy d ∕dl,-Fy∖ __ ∕dfy∖'l dn~l ∕dF(y+k) . ∕∆fyΓn+* \ dxn dx dy∖ dx,,^l ∕ ∖dγ∣ dkn 2 dy | dk \ k zWird nun in der obigen Hülfsgleichung n-i statt n gesetzt, so ergibt sich folgende allgemeine Bildungsweise

360) £Fy ,¾A). ∕∆fy∩7 dx” dk”’* I dk \ k / /welche auch Wronski Pliil. d. 1. Te. Seite 53 N. 189 gibt.Von dieser können wir zu einer andern Bildungsweise übergehen. Setzen wir nämlichy + k = yι also k = ∙yι - y und dk = dy4 so wie auch d F(y + k) = dF(y,) dk dy1und ∆fy _ f(y÷k)-fy = f(y,)-f(y)k k y1-y
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/
/

so erhalten wir folgende merkwürdige Bildungsweise™> ⅛ = ⅛(O'∙TL
welche Bürmann zuerst im Jahre 1803 bekannt gemacht hat.

$. 96.Ist die Gleichung fy = xgegeben, und ist362) y = ψ xdie umgekehrte Function, so lässt sich der einzelne Falldo(yn*) l <f(φxy _ oclerleicht aus der Gleichung 360 herleiten; es ist nämlich Fy = ym
und ⅛S = Λ⅛÷ff = ιιι,j + t)„,

rfk. dkund folglich∙tfi∙,< rf"(y'") , d"(φxΓ d‘- t, , ∕∆fy',∙"λ363) __ 0der = m . _ ((y + k)- . (v 'k^ODiese Gleichung findet Wronski P. d. 1. T. II. Seite 229 N. 312.
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III. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 
auf Differentiale in Hinsicht eines andern Elements, welches 

sich in den gegebenen Gleichungen befindet.

$. 97.Es sei364) φx = f(a + b . ?rx)In dieser Gleichung ist x sowohl von a als von b abhängig, die beiden Elemente a und b selbst sind von einander unabhängig.
Wird zur Abkürzung

a + b . ttx = ygesetzt, und das Differential in Hinsicht a genommen∣dφx , d ttx d fy» dx -- d fy 
\ dx dx ’ dy / da dyund auch in Hinsicht b

∕d φx . d7rx dfy dx __ dfy
\ dx ’ dx ’ dy / db 7t* dyund werden diese beiden Gleichungen mit einander verbunden, so wird

365)
dx ' dx
dT> ~ ' JaNach dieser Gleichung lässt sich das Differential von x in Hinsicht b auf jenes in Hinsicht a übertragen. Dieses gilt aber nicht allein vom Differentiale von x sondern auch vom Differentiale von -ψx, welches
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eine Function von x und andern beständigen Grössen ist; denn wird die 
* x

vorstehende Gleichung mit vervielfacht, so wird

d ψx dx d J√x dx
dx db 7rx * dx da

oder

366) l±∑ = πx . ⅛

dl) daDie Function -ψx ist ganz allgemein, nur darf sie keine Differen- dxtiale von x oder kein enthalten, denn
dl> ∖,da∣ dx. ' db + j dx \ ’ db

d∖-d,)

Da nun

d (⅛∖
∖da∕ _  d ldx.\ __ dl dx\
dl) — da ∖db∕ da \ X ’ da/aber nicht

d (j∏)____ d ld,TL∖

db — 7rx • dl ∖da∕

ist, so kann auch statt J“) nie gesetzt werden

d / dx\
*x ∙drHx'd-a∕

Mollen wir auch zu den höheren Differentialen von ψx in Hinsicht b übergehen, so zeigt uns diese Bemerkung, welchem Wege wir ausweichen müssen. Wir nehmen daher eine frühere allgemeine Wahr-
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232heit 290 zu Hülle; nach dieser ist, weil x eine Function von zweien unter sich unabhängigen Grossen a und b ist, auch bei Producten eine Verwechselung der Elemente a und b gestattet, und es ist•£(<“>■•£-<«) = £ (<»>•• ÄM
Wird diese allgemeine Wahrheit mit der obigen 366 verbunden, so entspringt daraus folgende⅛-H'∙⅛<+×>)=4(<"'∙,'∙⅛)

wodurch der Weg zu den höheren Differentialen von ψx in Hinsicht b gebahnt ist, denn⅞J=4H'∙⅛) = ⅛H,∙⅛)⅛=1(⅛">'∙⅛))=i (>*>'⅛))=£(<»>' ■ ⅛)Ueberhaupt ist
fΓ-ψx _ (Γ∙- I <Zψx∖

di>"'1 ^~ da"^,V da /gefunden, so ist (∕"ψx d"~'^ [dt. .... fZ∙ψx∖∖-rfjF=-*F(db rx) ∙^⅛r)∕und nach der obigen Gleichung,e,s <fΨx <f"' // ,A∙ <N'x∖
$. 98.Wir legen eine Aufgabe von grösserem Umfange vor 368)<px=f a⅛+f1 ^aιτrix+f2 ^a2π2x +....+ fm.1 (am,1zruι. x+f u (iU7rnΛ) ι)

λm+ι
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233und fragen: λvie können die Differentiale irgend einer Function von x in Hinsicht der Elemente al, a,, . . . . , ajn auf die Differentiale in Hinsicht a übertragen werden?Zur Vereinfachung der Rechnung werde gesetzt369) a π x + f1 ∣aιτrιx +........... + L(am‰x)ι ) = X
in inaιτr1x + f2 (a2τr2x +..........+ L (anι‰x)t∙ ∙∙) = x1
in-i ni-ia2τr2x+f3 (a3τrjx +...........+ L (‰*tx) ∙ ∙ ∙) = X3

. in - 2 m - 2a.*,x+f< (a4^4x +..........+f,(a.j.x) ...) = X1
m“3 ni-3

s ,*am-1 ‰-l x + f.u(am *u, x) = Xm.1 a τr x — Xm " m m

Es ist

d fX rffX dfX, ttf.X <Jf,X,,dap dX ’ dX1 ’ dX2...................dXp ‘ pund dφx dx   dfX dx ⅛pfXdx da dx da da
P PPfolglich wenn zur Abkürzung

370) < — X<w)dXwgesetzt wird ¾, ∙ ∙⅛ «Px-fX) = X'” .X-....X-.w,,χ 
Nach diesem ist also

30
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234. ⅛.Jl (φx-fX) — χ">> 7rχ 
da dx

(φx-fX) = X'",.X,,.τr. χ
daι dx

. -⅛.-- (φx-<X) = X0,.X,'.X',.πsxf∕∏ 61X2

⅛. (φx-fχ) = xo,.x,,.xs,.xs,.3. χ
da3 dx 3

⅛. .£ (φx-fX) = xo,.x∙,.x,,.xs,........ X",.3∙mχ

Werden nun je zwei aufeinanderfolgende Gleichungen mit einanderverbunden, so entstehen die Gleichungen∖ lx dx __ y(,)371) A ∙
dx __ X<2) - Xu, χcz, dx
da, ’ τrιx da1 ’ τχx dadx __ 7*dx∙ __ XU) X<3) X<3) d,x
da3 π2x daj zrx da

— X<m) dH- . J£<2> J£<3> X<m, 7ΓmX* .⅛, _ ’ ‰-,χ'⅛,.χ _ ........................ ’X rfa
welche eine grössere Allgemeinheit erhalten, wenn sie mit - verviel- facht werden,
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Die Auflösung liegt in folgenden Gleichungen
30*

372) ≠=X'-.≈^.≠dat ττx da<∏χ v,,,v.=. *∙,x dΨx ∙ ,da2 τrx dad∙ψx __  X'1’ X<2) X<3> 7fjX^ *
da“ ”” ’ * ’ πx ’ da /dψx __  X“’ X<2> X<3) X'm, —."da“* ............................ τrx damwo ψx eine Function von x und beständigen Grössen ist, und kein~ enthält.da Werden die höheren Differentialed,,ψx dnψx dnι+n2 +.... ψxdap ’X ’•••” (dapl)nι. (dapl)n2......auf Differentiale in Hinsicht a übertragen, so zeigen sich verwickeltere Gesetze.

$. 99.In dem bceondern Falle, wo f 1 =: f j = f 3 = . . = fnι die erste Potenz bedeutet, wird l an ihre Stelle gesetzt; die Aufgabe wird dadurch einfacher, nämlich: Es sei373) φx = f(a 7t x + ai τr1 x + a1 π2 x + . . . . ÷ aιn 7rm x)man übertrage die Differentiale von -ψx in Hinsicht aj, a2,..., aιn auf Differentiale von ∙ψx in Hinsicht a.
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374 ) d∙ψx __  τrtx d∙φx
daι πx ' da

d∙ψx ___  7Γ2x d-ψxda, zrx dadψx ___ τr3x d∙ψxda3 7rx da

d ∙ψx ___  7Tmx d∙ψx
dam 7rχ * dawelche nach 371 gebildet sind.In diesem Falle Befolgen auch die höheren Differentiale wieder ein einfaches Gesetz, worauf wir Bei der allgemeinsten AufgaBe 368 verzichten mussten; es ist nämlich nach 290≠-(Fχ.⅛ = ±∕fx . ⅛j da \ da / da \ da

V p 'folglichd2∙ψx __ d !τrvκ dψx∖ ___ d ∕τrpx d∙ψx∖ ___ d ∕ l7r l×∖2 dψ*∖
dap dap ' 7j∙x da / da ∖τrx dap ’ da ’ ’ 7rχ∕ ' da ffernerd3-φx __ d d ∕∕7r1,x∖2 d∙ψx ___ d2 ∕∕τr,,χ∖3 dψx \

da’ da dap I ttx / da / da' \ 1 7rχ∕ da /und allgemein rf"∙ψx _ (Γ- ∕ p∙pXf (Zψx∖} da; rfa'- Ux / ' da j
Ferner ist d"+½x __ d"’1 d1 Λ7rpxodψx∖ da; da;1 da““1 da;1 Lx/ da /und nach denselben Grundsätzen
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dl ∕ ∕^x∕ . dψx∖ = ∕ ∕7TpX∖n t ∕^8x∖q dψx∖da? ξ ∖ 77x / da / datl y ∖ πx ∕ 'τrx / ' da jfolglich . tr^x - d""'^ (fe∖' IM’ ⅛∖i'c,' da;.da? - da”’- ∖Ux∕ ’ ∖τrx∕ ' da /und allgemein ist3-7) dnι+n2+∙∙∙+a^∙ψx _da-.da"....daχ ~
....(K*Y1 ∕*p≈*Γ ∕‰,ΛΓ' <*Ψ*∖— (da)"”''””"'”-^Ux / ’ ∖zrχ∕ "∙∙∖^x I ’ da fAus dieser Untersuchung geht hervor, dass hei diesem Uehertragen der Differentiale die Function f keinen Einfluss hat.

$. 100.Dieses Uehertragen der Differentiale auf andere Elemente findet auch statt hei Functionen mehrerer veränderlicher Grossen; es sei, z. B.378) φ (x, xι) = f (a . τr (x, xι) + h. 7r1 (x, xι))
und <P.(χ> xJ = f1 (al • 7 (x, χj) + b, ∙ 7. (χ, χ1)) man Überträge die Differentiale von ∙ψ(x, xι) in Hinsicht h, hι aut D i f f e r e n t ia 1 e von ψ (χ, xι) in Hinsicht a und aι.Vf egen der Kürze wird stattΨ(x> x1) , *(χζxi), τr1(x, x ) , φ1(x, xι) , γ(χ, χj , γι(χj X ) gesetzt Ψ > τt , τtl , Φ1 , γ , γ1also
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238φ =z £ (a . 7i + b . τr1) φl = f∕ar ∙ 7 + k ∙ γ1)Die Elemente a, b und aι, bj sind von einander unabhängig, eben so auch x, xι voneinander unabhängig aber Functionen von a, b, aι, bι.Wird in der ersten Gleichung nur x allein als veränderlich angenommen, so ist nach 367⅜tψ(x, xι) _ τrl t dx ψ(x,xι) 
dl) 7t daund wenn nur x veränderlich istI ⅜, Ψfo, XJ __ 7tl , ⅞, Ψ(x^x,) c/b 7t dabeide Gleichungen durch Zuzählen vereint \⅛ψ(*,*,) + ⅜, Ψfr, *■) _ *, _ Z⅞ Ψfr, χ,) + ⅜, Ψfr,χ,)j rfb f/b 7t \ da da !geben das vollständige Differential von ∖J,(x, xι)

't7Q∖ ΨCx>xι) _ (X> XJ . d∙φ(x, Xj' r/b 7t (x, xι) dawo sowohl x als xι veränderlich ist. Eben so ist bei der zweiten Gleichung„Qn, (Zψ⅛χ,) _ y,fr,χ,) dψfrijθ38 ) dl,, yfr, x,) ' 'froder, wenn wir wegen der Kürze
z l πl 7i ___ „Ψfr,x.) = ψ , — = « > — - ")setzen,

d∖L, dψ d ∙ψ   d∙φ
381) dT=u∙J7 und diξ -u∙,⅛
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239Wollen wir zu den höheren Differentialen übergehen, so haben wir die Willkühr in der Ordnung des Differentiirens zu berücksichtigen , welche nach 290 bei von einander unabhängigen Elementen gestattet ist; nach ihr können wir_d_ ∕ uι ⅛∖ — — ∕u" ⅛∖ — — ∕ ura*1 ⅛∖db \ da/ da \ db/ da \ da’setzen. Diese Verwechselung bahnt uns den Weg zu den höheren Differentialen, nämlich zu
d2∙ψ   d ∕ dψ∖ ___ d ∕ ,db2 db \ da) da \ d a/d3ψ   d d ∕ 2 d∙ψ∖   d2 ∕ 3 e^∖

db1 cla db\U da/ da2 \ da/und allgemein zu d"ψ __ dn- ∕ n dψ∖ db“ - da““ \U dal

es ist also,a,n rf°Ψ⅛x,) _ d"∙' ∕∕⅛1(x,x,)f dψ(x,x,).
, d∖>' ~ da-, ∖U (x, xl)∕ ’ da /■und eben so auch

,}.Q3'∖ ~' Φ<∙xj-x∣)   d ∕ ∣yι (χ, χj∖ dψ(x, X.)
< “ da- ’ da? JNach diesen beiden Vorschriften können die höheren Differentiale in Hinsicht b oder hχ durch Dilferentiale in Hinsicht a oder aι ersetzt werden. Es ist noch übrig, die Differentiale in Hinsicht b und bι zugleich in Differentiale zu übertragen, bei welchen die Elemente a und aι zu Grunde gelegt sind. Es istdn+,"∙ψ __ dn-1 dm ∕,n dψidb".db" - d a"- dl? ‘U ’ da'
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240Die Auflösung der vorgelegten Aufgabe beruhet also auf dem zn ten Differentiale ∕u. ⅜y
d}>- 1 ' da /und dieses wieder ganz auf der Willkülir in der Ordnung des Differen- tiirens, welches wir in 290 zuerst gezeigt haben. Fangen wir bei m ~ 1 an, so ergibt sich durch diese Verwechselung der Elemente

d / « rf¼ _ d / » d^∖ __ d ∕1√> d⅛∖ - d Γ cl ⅜dbι( da/ ~ da (U dbj — da \ ’ U‘ ’ ⅛∕ daι Γ * "1 ’ da / und bei m ~ 2d ∕ n dψ∖ __ d d ∕ dψ∖ __ d d ∕ u t^,Ψ∖dir \ da/ daι dbι \ Ul da/ daιda∖ U‘ dbjd d ∕ υ , d∙ψ ∖ d^ / „ , d∙ψ,= *r rfäh∙ui∙ dT =⅛f v, ∙u-⅛)
1 « I / 1und allgemein 2L(ll√4') ¾

</]>;■ \ dal da"; \ ' daloder ⅛
da”1"1 da ⅛ da/Es ist folglich d"+m~l Z^∕x>x,)fl j db',. db"l da,,",.da"l ∖'π(x,x1)∕ ⅛(x,*)∕ da Joder — dr"^1 ∕‰(x>xJ f (y1⅛sjf ∕≠(χΛ,)∖ dan.da,ιυ-, ' ' 7r(x,xJ ∕ 'T<x>xl)∕ dαι /Eben so können bei den dreien Gleichungen von der Gestalt

und allgemein
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241Φ(x>x,>x≈) = f (» 5J∙(x,x.,x,) +1' π1(x,x1,x,))Φ.(χ,χ., χ,) = f',(a,y(χ>x.>x≈) + h,y,(χ>χ.>χ,)) φ.(x,x., x≈) = f≈(a1λ(x, x,,xj) + b, λ.(x,x1,x1))die Differentiale von ψ (x, xι, xι) in Hinsicht b, bι, b2 in Differentiale übertragen werden, bei welchen die Elemente a , aι, a, zu Grunde liegen.Zu diesem Uebertragen der Differentiale auf Differentiale mit andern veränderlichen Elementen hat uns zuerst die Entwickelung der Functionen in Reihen von Lambert *), Laplace**), Lagrange ***), Veranlassung gegeben, und zwar zu jenen in §. 97 und §. 100, denn §. 98 und §. 99 erscheinen hier zuerst. Man wird in den Schriften dieser Mathematiker andere Wege linden, wodurch sie zum Ziele gelangen, als derjenige ist, den wir hier eingeschlagen haben; aber es wird auch aus unserer Untersuchung deutlich hervorgehen, dass diese Entwickelungen ganz auf der Willkühr in der Wahl der Ordnung beim Differentiiren in (§. 79) beruhen.
*) Siehe die Schriften der Berliner Akademie vom Jahre 1770 Seite 225.

**) Die Schriften der französischen Akademie vom Jahre 1777 Seile 99.
***) Theorie der Functionen.

31
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Siebente Abtheilung.

HÖHERE DIFFERENTIALE EINIGER RESTIMMTER 

FUNCTIONEN.

101.Bei den Bekannten Fällend“sin: (ax + h) n . ∕ n 1∖-------- —-------- = a . sin : _ , π + ax+hdx 2 /)
d" cos: (ax+b) „ Zn , \-------- —\------ - — a . cos: — .7r +ax+b

r/x \ 2 7

x ZI xn157 = 3 -^:a)wollen wir nicht verweilen; es genügt hier, sie erwähnt, und bemerkt zu haben, dass sie sieh unmittelbar aus 157, 158 und 162 ergeben, V ir eilen zu umfassenderen und bis jetzt noch nicht gelosten Aufgaben, welche wir in folgenden Zeichen vorlegen und in derselben Ordnung lösen wollen:
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I∙ ^(a+bx)p .(λ + B . (a + bx)'lj j

π∙ ⅛ ( (a+bχ)' ∙(m + N.⅛ (a+bx)∏

III. ⅛ ( a” . (A + B.a1*)"j 
lv∙ ⅛e p+x,a∙+x,........,av+x
nnd ^⅛, [a-+ x> a. + x >∙∙∙∙, ap + xlv. — I_____________  j

<is"' Ua,+xXa≈+x)...........(al,+x)∕

vi jL Lj____ i_ > r
rix” la1+x, aι + x........,ap + xj

VII. d | . d ^u,.l........d ^u1.(^u,. z j j .... j

n n— in — 2 nVon allen diesen allgemeinen Aufgaben sind nur zwei sehr speciellc Fälle von I. and VII. bekannt, die an ihrem Orte werden bemerkbar gemacht werden.

31 *
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I. Höhere Differentiale des Binomiums

((a + bx)p. (A + B (a + bx)qJn)
$. 102.

Es ist385.) __L_ ^(a+bx)p,(A+B(a+bx)q)nj = p . b . (a+bx)p"*. (A+B (a+bx)q)tt
+ π.ψb.B(a+bχ)p+q-1.(A+Bta+bx)7,-*Nach dieser Vorschrift lassen sich die spätem Differentiale bilden; sie nehmen folgende allgemeine Gestalt an:

386) -^^(a+bx)p.(A+B(a+bx)q)nj =
= α(nι,ι).n0l-1.(qB)o.bm.(a+bx)p+0q^,u.(A+B(a+bx)q)"+ α(m,2).n*l"1.(qB)1.b,n(a+bx)p+ιq^m.(A+B(a+bx)q)n"1 + α(mr3).njl"1. (qB)2.bm(a+bx)p+2q^m.(A+B(a+bx)q)n"2+...............................................................................................+ a(m,m+i).nu,l_1.(qB)“.bm.(a+bx)p+“ q^m. (A+B(a+bx)q)n-mDie Bildungsweise der Vorzahlen α(mj ι), α(m, 2), α(m, 3), ... . ergibt sich durch das DifFerentiiren der Reihe für m-i in Hinsicht x, nämlich
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und

387) α(m, ι) = (p + oq-m + ι) . α(m-ι, ι)

(t(m, 2) = (p + 1 q-m + 1) . n(m-ι, 2) + α(nι-ιj 1)

a(m,s+ι) = (p + sq-m + 1) . α(m-15s+1) + <t(m-ι, s)

α(m,m+ι)≈ 0 + a(m-ι,m) — 1Nach dieser zurücklaufenden Bildungsweise erhalten wir folgende Differentiale: /388) -≤-l(a+bx)".(A+B(a+Ijχ),)j =
= (p+oq-o) (p+0q-1) b2 (a+bx)p+0q^2 (A+B(a+bx)q)n + p+oq-o nll",(qB)1b2(a+bx)p*ιq32(A+B(a+bx),),,'1p+i q-i+ n2l^,(qB)2b2(a+bx)p+2q"2 (A+B(a+bx)q)n*2

ferner389) jLj(a+bx)’(A+B(a+bx)’)-| —

= (p+oq-o) (p+°q-1) (p+0q-2) b3(a+bx)p+0q^3 (A+B(a+bx)q),'+ p+υq,∩ | p+o q—1 nll~1(qB),b3(a+bx)p*1'1^3 (A+B,'a+bx)q)ll^1 p+o q-o | p+i q-2 p+i q-l | p+lq-2+ P+o q-o n2l^,(qB)2 b3 (a+bx)p*2q"3 (A+B(a+bx)q)n^2 p+l q-l p+2 q-2 + n3l-'(qB)3b3(a+bx)p+3q-, (A+B(a+bx)q)n'"3
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246390) ^-^^(a+bx)p.(A+B(a+bx)q)nj, =z
= (p+oq-o)(p+oq- ι)(p+oq- 2)(p+0q- 3)b4(a+bx)p+0q"4 (A+B(a+bx)q)'+ p+oq-o I p+oq-l ∣ p+0q-2 

p+0q-0 ∣ p+0q-1 ∣ p+1q-3 

p+oq-o | p+iq-2 | p+iq-3 
p+lq-1 | p+iq-2 | p+lq-3

11ll'1(qB)1b4(a+bx)p+lq"4(A+B(a+bx)q)n^1

+ p+oq-o | p+oq-l 

p+oq-o | p+iq-2 
p+iq-i | p+1q-2 
p+oq-o | p+2q-3 
p+lq-1 | p+2q—3 
p+2q-2 | p+2q-3+

n2l'1 (qB)2 b4 (a + bx)p+2q^4 (A+B (a+bx)q)n"2

p+O q—0 
p+i q-i 
p+2 q-2 
p+3 q-3

n3l"1 (qB)3 b4 ( a+bx )p+3q"4 (A + B (a + bx)q)n^3
+ n41"* (qB)4 b4 (a + bx)p+4q-4 (A + B (a + bx)q)-4

103.Die obige zurücklaufende Bildungsweise 387, aus welcher die vorstehenden Differentiale entsprungen sind, lässt sich auch in eine andere verwandeln, durch welche eine Summirung der Producte in den Vorzahlen oft leichter herbeigeführt werden kann. Wird nämlich s—1 statt s und m + s statt m gesetzt,
rt(m + s, s) = (p-m + (s-i) (q-ι)) . <ι(m +s-i, s) + α(m + s-ι, s-i) 

und hierin s = 1, 2, 3,..............
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α(m+ι, ι) = (p-m + o(q-ι)) . <t(m,ι) + ct(m, o)rt(m + 2, 2) = (p-m+1(q-1)) . a(m + 1,2) + a(m + 1,1)a(m + 3, 3) = (p-m + 2(q-1)) . a(m + 2,3) + <ι(m÷2,2)
rt(m + s, s) = (p-m+(s-1)(q-1)) . a(m+s-ι,s)+a(m+s-ι, s-ι)so entsteht durch Zuzählen dieser Gleichungen folgende zurücklaufende Bildungsweise :

391) rt(m + s, s) = (p-m + 0(q-1) . α(111, 1)+ (p-m + 1(q-1)) . <t(m+1,2)+ (p-m + 2 (q-ι)) . α(m + 2,3)+ . . „................................................+ (p-m+(s-ι) (q-ι)) . a(m+s-ι,s)In dieser Gleichung setzen wir m = 0, 1, 2, 3, . . . . und summiren die Reihen, welche hiedurch entstehen, nach der Gleichung 509 unserer Analysis Seite 305, nämlich nach der Vorschrift:.h+u+ili(p-h-ι+u (q-i)) . -
+ (p-h-ι+C∏+t)(q-ι)).
* (p-h-ι+(u+2) (q-i)).

-li+u+lll
,h+u+1I1

. ħ+u+1li

h+u+ jli

= (p-h-ι+u(<∣-ι))
+ (h+u+2).(q-l)

fs+h+ι)h+u+2,"*
. h+u+ 2I11(s+h+ι)κ+u+3l-ll∣ι+u+ jl 1

. ∣ι + u+ 111

+ (p-h-1+(s-1)((l-1)). ⅛t-.τ.-h+u+1I1

Wir erhalten hiedurch für die Vorzahlen der Gleichung 386 eine Bil- dungsweise, welche die Gleichung angibt:

+
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392) ft (β+h, S) = N^>.(q-.)∙. y + N'2∖(q-,)' . >jffΓ'+ N1s"'.(<l-O=. +...+ N-. (q-.∕∙∙. l⅛'C--
deren Vorzahlen Nιk,, Nt2k,, .... folgendes Gesetz befolgen:

t

393) N,,l',.= (p-h+o(q-ι)) . Nιl'^"N,st, = (p-h+ι(q-ι)) . N,l"-', + (h+ι).N^∙"Nsl', = (p-h+2(q-1)) . N;'1-" + (h+2).Nζh-"
N)" = (p-h+(v-ι)(q-ι)).N)l-, + (h+v-ι).N,'rι-,
n;,';; = o + (2h+1). N^,',Werden aber die Reihen, welche sich bei der Bildungsweise nach 391 ergeben, nach der Gleichung 515 Anal. Seite 308 summirt, nämlich nach

n+*lt(k+o(q-ι)) . -p7- = (k-(n+ι) (q-ι)) .2utl s"+2l*+ (k+ι(q-ι)) . -≈-r ⅛(ι*ι)(t-ι). -^717-+................................................snl1+ (k+(s-ι)(q-ι)). -πτ7-

so nimmt n(s + li, s) folgende Gestalt an:
g∣<+lll Iι+2lι Γι+3lι394) ft(s+h,s) = P'1"'. r^π+p^(q-1)..-i-π-+p^. (q-,)'.-1-1- + . . . .

fi2h+2U

................... + p^∙(<ι->r,∙1∙^∏7

wo
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32

395) Plι,n = (p - h - (h + ι)(g-ι)) . Plιh"t,P'h, = (p - h - (h + 2) (q—1)) . Pl2h"1' + (h + i) . P'jh-*,
P'3h, = CP “ h “ (h + 3) (q-l)) . P'3h-*, + Ch + 2) . P,1-1’

Pt'l' = Cp - h - (h + v) (q-ι)) . Pv',^" + (h + v-ι) . P^"ι,i
nhΛ = o + Csh + 1) . PLh+γ>Da nun Pι0 = p—q+i und P2°, “ i, so lassen sich die übrigen aus ihnen herleiten.AVerden zuletzt die Reihen nach der Gleichung 520 Anal. Seite 310 summirt, nämlich nach p>lι Sn+j,1(u + v k) • Tn = (u + V k) . -τ7-r7

2ul1 fs-lY'+2'1

+ (u + (V+I)k) . •— + ((n→ + ι)k-u).
1 . 1+.........................................s»n+ (u + (s + v-ι)k).pπ-so gewinnen die Airorzahlen der Reihe 386 eine andere Gestalt,
c,2h+2ll Z _ .∖2h+2Il f „\2h+2ll

396) „(s+h,8) = Q‘,"> __ + Q- L71λ,- + ()■■) ⅛-⅛ττ- + . . . .
∩,k, (s-lι-ι)i'l*°'1

• , , • I t Il+ 2 1 2 ll+ 2l l

rwo
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397) Q'1," = (p-h + o(q-.)) . Q11l∙"
0?" = (p-lι + ι(q-ι)) ∙ Q,,l,'*, + ((Λ + 5-ι) (q-i) - p + h) . Q',h','0j'', = (p-h + 2(q-0) ∙ 0j',^*, + ((2h + 2~2) (q-Q - p + h) • Qi1'“’
Qi"’ = (p-lι + (v-ι)(q-ι)) .Qi'",,+ ((2h + 2-v+l) (q-ι) - p + b) .
Qi,l,Λ= 0 + ((h + 1) (q-i) - p + h) . Qi";”und wo

0.” = p und = - p + q-l

$. 104.Von der Form des ersten Differentials hängt die Form der spätem Differentiale ah; gehen wir dem ersten Differentiale die Gestalt,
398) _ ((a + bx)p (A + B (a + bx)s)n) = (p+nq) b Ca + bx)p"1(A + B (a + bx)q)u— nq b A(a + bx)p^1 (A + B(a+bx)l) so geht sie auch auf die spätem Differentiale über, nämlichiw399) 2-1- ((a+ bx)t . (A + B(a + bx)’)“) == (a + bx)-'"(t(m,ι) • n°'“ • (W . b” . (A + B (a + bx?)”-t(m,2) . n"-‘ . (qA), . b" . (A + B (a + bx)’)"“+ f(m, 3) . n2l"l . (qA)2 . bm . (A + B (a + bx)q)⅜⅜∙∙∙∙∙e (-)m c(m, m+ι) . nml∙*. (qA)m. bm. (A + B (a + bx)qyπj
wo die Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen:
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400) f(nι3 ι) = (p-m + ι + nq) . c(m-ι, ι)

f(m3 2) = (p-m + ι + (n-ι)q) . f(m-1,2) + c(m-13 1) 

f(m3 3) = (P~m + 1 + (∏-2)q) . c(m-1,3) + c(m-1,2)

• ••••••»•••••••••••••

e(nι,s + ι) = (p-m + 1 + (n-s)q) . f(m-ι, s + ι) + f(m-ι, s)

((1113 nι+ι) — 0 + ((m-ι, m) z= 1

Nach diesen Vorschriften erhalten wir die hohem Differentiale, und

zwar

401) - ∣(a+hx)*. (A+B(a+bx),) "j — (a+bx)p"2 X

^(p-O+nq-Oq) (p-ι+nq-0q) n0l'1 (qA)θ b2 (A+B(a+bx)q)n

— p-0+nq-0q 
p-l+nq-lq

nll^1 (qA)1 b- (A+β(a+bx)q)n'1

ferner + n*,'* (qA)’b’(A+B (a+bx),)°^s j

4θ2) -j—r((a+])x)', ∣Λ+B'a+bx)'l) “ j = (a+bx)p^,bs X

^P-0+11q-°q)(p-ι+nq-0qXp-2+nq-0q')ιι°1^1(qA)0 (A+B(a+bx),)" 

n,l∙,(qA), (A+B (a+bx)7-p-0+nq-Oq | p-i+nq-Oq 
p—o+nq—δq | p-2+nq—lq 
p—l+nq—ιq ∣ p-2+11q-iq

+ p—O+nq—0q -*l', 

p-l+nq-lq 
p-2+nq-2q

ntl',(qA)s (A + B (a + bx)’)n"2

- n3,"'(qA)j (A + B (a + bx)q)n-jj 

32*
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252und eben so auch
403) -≤r ((a+bx)'. (a+B (a+bx),) "j = (a+bxy-b* ×

/(p-o+nq-oq) (jj_i+nq-0q) (p-2+nq-0q) (p-3+nq-oq) (A+ß (a+bx)'')"- p-O+nq-Oq | p-j+nq-θq ∣ p-2+nq-0q 11ll",(qA)1(A+B(a+bx)',)n^1 p-o+nq-oq [ p-ι+nq-0q ∣ p-3+nq-1q p-0+nq-0q [ p-2+nq-lq | p-3+nq-iq p-1+nq-1q ∣ p-2+nq-1q | p-3+nq-iq+ p-0+nq-0q ∣ p-1+nq-0q n2l^1 (qA)^ (A + B (a + bx)' )" p-o+nq-oq ] p-2+nq-1q p-l+nq-iq ∣ p-2+nq-iq p-O+nq-Oq | p-3+nq-2q p-i+nq—lq ∣ p-3+nq-2q p-2+nq-2q | p-3+nq-2q- p-o+nq-oq n3l^1 ( qA )3 ( A + B ( a + bx ) *)" 3 p-l+nq-iq p-2+nq-2q p-3+nq-3q + n41^, (qA)4 (A+B (a + bx?)’-4) 
105. ,Die zurücklaufende Bildungsweise 400 lässt sich auch m eine an dere verwandeln,

404) f(s + h, s) = (p + n q - h - θ(q + ι)) . f(h, 1)(p + n q - h - l (q + l)) . C (h + 1, 2)+++
+

(p + n q - h - 2 (q + l)) • C (h + 2, 3)
(p + nq - h - (s-1)(q+1)) . f(h + s-i, s)
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√

und diese durch Summirung der Reihen nach der Gleichung 509 Anal. Seite 305 in folgende :405) ((s+h,s) = R;"’ *X . (q+l)a-R'1h' ∙ ⅛X^ . (q + ,)‘i 1
(‰<√∖h + 3l* 1Vh*jl*+ R,j'" ∙ 4⅛n-∙ (<ι+∙) -∙√√*,C,F⅜⅛r- ∙ (<ι+1) '

wo406) R,ιh, = (p+nq-lι-o(q+ι)).R'χ1∙,>R',l'l — (p+nq-h-ι(q+ι)).R's',^*, + (h + ι) . R,ι',^, ’R,h' = (p+nq-h-2(q+ι)).R*- + (I1+2). R)l,",
R? = (p+nq-h-(r-1)(q+1)). R),-" + (h+v-ι). R)l)"ι',
r?;, = 0 + (2h+.).Rb,rl"und R1°, = p + n q und R',°, =: iDurch Summirung der Reiheni welche aus 404 entstehen, gewinnt man nach 515 Anal. Seite 308 folgende Bildungsweise:407) c(s+h,s) = U',"> ?X . (q+ι)"-U)h'. sX . (q+1)*

1 1+ U',h' • jX . (q+1)1 -...... . U£ ⅛X . (q+,)"*∙
1 1wo

www.rcin.org.pl



254

408) U,',1 = (p+nq-h+(h+l)⅛+ι)) . V1'*,U,s", ;= (p+nq-h+(h+2)(q+1)). U,'^', + (h+ι). Ul,h-,U,j", = (p+nq-lι+(h+3)(q+ι)>.U)h-', + (h+2) . U)h-'
u;1' = (p+nq-h+(lι+v)(q+1)∙)U1'""'+ (h+v-ι) .LΓl∕,*l

u?;s = o ∙ +(2h+.). u;,v/’Eben so kann durch die Suimnirungsweise 520 Anal. Seite 310 eine andere Bildungsweise von α(s + h, s) liervorgebracht werden.Da(a + b x)p (A + B (a + b x)f>)n = (a + bx)r+nq (B + A (a + b x)~'1)n so hätten alle diese Gleichungen in den 104, 105 aus jenen in §§. 102, 103 hergeleitet werden können, wenn p + nq statt p und — q statt q gesetzt, und A und B vertauscht worden wären.
IOC).Wird dem ersten Differentiale die Gestalt

409) A ∣(a + bx)p. (A + B(a+bx)'l)"j =
= ∣A + B(a + bx)1) (p b A (a + bx),"1 + (p + nq) b B(a + bx)1’*1 ') 
gegeben, so ist jene der spätem Differentiale
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und

410) -≤7 ^(a + bx)’ (A + B (a + b x)") ”) =

= (A + B (a + bx)1∣ "",b". ( c(nι, 1) . A” . B° . (a + bx)'*”"”

+ c(m,2) . A'— . B, . (a + bx)’*”""

+ c(m,3) . A“"' . B’ . (a + bx)’*”"" '

+.............................................................+ c(m,m+ι) . A” . B'n . (a + bx)’*””"“)wo die Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen:
411) c(m, ι) = (p + oq-m +1) . e(m-ι, 1)

e(m, 2) = (p + 1q-m+1) . e(m-ι, 2) + (p 4- (n-m+i)q-nι+ι) . e(ni— 1, 1)

e(m, 3) = (p + 2q-n1+t) . e(m-1,3) + (p + (n-m 4. 2)q-m+1) , e(m-l, 2)

e(m, 4) = (p + 3q-m+1) . e(m-ι,4) 4. (p + (n-m + 3)q-m+1) . e(m-1,3)

e(m,v+ι)= (p+vq-m+ι) . e(m-ι, v+ι) 4. (p+(n-m+v)q-m+ι) . e(m-ι,v)

c(m,m+ι) = o + (p+nq-m + ι) . e(m-ι, m)Die nächsten Differentiale sind daher
412) ~ ^a + bx∕.(A + B(a + bx)’) j = ∣A + B(a + bx)p"'b'χ

’ X ^(p + 0 q-o) (p + oq-i) A’ B“ (a + bx)’*”"'

+ p + oq-o | p-ι + nq-ιq A1 B1(a + bx)r+ιq'a 

p + 1 q-i | p-o + nq—oq

+ (p-0 + nq-oq) (p-1 + nq-oq) Ao Ba (a + bx)p+2q"a I ‘
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413) ≤∕(a + bx)p.(A + B (a + bx)')'j = ∣A + B(a + bx)∙>)~b, X

X ( (p+θq-o) (p+Oq-i) (p+Oq-2). A’ B". (a+bx)'*°,"'+ p+Oq-O | p+Oq-i ∣ p-2+nq-2q A2. Bl . (a+bx)l'+"1^i p+oq-l | p+iq-2 | p-l+nq-lq p÷iq-i | p+iq-2 | p-o+nq-Oq+ p+oq-0 | p-l+nq-lq ∣ p-2+nq-iq A'. B2. (a+bx)p+2'1"3 p+iq-i | p-o+nq-Oq ∣ p-2+nq-1q p+2q-2 pp-o+nq-oq [ p-i+nq-oq+ (p-O+nq-Oq) (p-i+nq-oq) (p-2+nq-0q) Aθ B3 (a+ bx)p+3,^3∣
√

$. 107.Die höheren Differentiale des vorgegebenen doppelten Binomiunrs können auch nach 188 dadurch gebildet werden, dass die beiden Ilauptfac— toren jeder für sich einzeln differentiirt werden; es ist— ('(a+bx)1VA + B(a+bx)1)") =ι"", ∑ d- (°+1,x)" <Γ√A+B(a+bx)")"rfx”' V } l> ' ∕ t"'dx ι,"∙"'rfx"-,und ≤⅛*f = £ ∣,∙<wl
folglich
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41⅛) J^r∕(a+bxy.(A+B(a+bx)')"j =
-1> Ull.b∙ fa+bxV <HA+B(a+hx)Y — 1 ∙ ∣ 1.n , <a+t x∙> ∙ 1->∙ ⅛"

p11^, b. zaj,xy-. <r-(A+B(a+hx)y+ 1lll ’ * C + ) ‘ 1xn-∏l rfχm-l, *ll'1 b’ (a+bxV2 <*m^WB(a÷bx)T+ 12∏ ’ b / O ) * 1-2li rfχ∏l-2+...................................«..................................................÷Jp.B-.(∙÷b,).....
Sind nun nach den vorigen Methoden die Differentiale für den Fall p — o gefunden, so kann das fernere Geschäft nach dieser Vorschrift fortgesetzt werden.

$. 108.Wir haben für das rate Differential
.2—((a+bx)' . (a+B (a+bx)’) ” j

vier verschiedene Hauptformen 386, 399, 410, 414 gefunden und für jededer beiden ersten auch mehrere Bildungsweisen und zwarlür 386 die zurücklaufenden Bildungsweisen 387 und 391, wovon dieletztere dadurch, dass die Reihen, welche durch sie entstehen, nach dreien verschiedenen Vorschriften summirt werden, die Vorzalilen auch in eben so vielen Gestalten 392, 394, 396 erscheinen lässt;für 399 die zurücklaufenden Bildungsweisen 400 und 404; letztere er- zeugt auf gleiche Art wie vorhin 391 drei verschiedene Formen der Vorzahlen, wovon liier nur zwei 405, 407 angegeben sind.2 ö oFüi 410 ist nur eine zurücklaufende Bildungsweise 411 angegeben und 33
www.rcin.org.pl



258414 kann eben so viele Formen veranlassen, als für den speciellen Fall -gr (∣A+B(a+bx),) “ )
möglich sind.So lange die Untersuchung in dieser grossen Allgemeinheit gehalten wird, hat keine der Formen 386, 399, 410, 414 und auch keine ihrer so eben angegebenen eigenthümlichen Bildungsweisen vor der andern Vorzug, nur in speciellen Fällen gewinnt die eine vor der andern eine grössere Wichtigkeit, und zwar nur dann, wenn in dem bestimmten Falle die Natur des höhern Differentials durch sie leichter als durch andere erkannt werden kann.

$. 109.Gehen wir jetzt zu besondern Fällen über, und wählen hiezu p = o, und q = 2so wird nach 393
Nvk, = (v-h-1) N^'n + (v+h-1) N;k7’da nun N1υ = o und N20) = l ist, so finden wir aus dieser zurücklaufenden folgende unabhängige Bildungsweise:N',^2 = 1.3.5.7..........(2h+l) = lh*juDiese einfache Bildungsweise lässt zugleich erkennen, dass, so langev kleiner als h+2, auch N^h> = 0 ist; es ist alsoz , x ιh*112.(s+h)2h*2l-1 Λ(s+h,s) = ------- -πτπ7-------1oder

mithin
2tm-f*nl-i

^∕ o∖ ______ .m-s+χl2 111^(nij s, —— ∙ 2(iu-s+j.in
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33*

415) -≤ ∕A+B (a+hx)≈y =
ιιι°1-1

= r** . nwi-1 . __ e ζ2β)- . b» t (a+bx)m. (A+B (a+bx)2)""m
1 -

+ ,'1>.,1"-,- .!≤-l.(2B)"-.bm.(a+bx)m-^A+B(a+bx)1)"-n*, 

m41“1+ pi3enm.lι.1.f ζ2B)m'2.bm.(a+bx)m"4.(Λ+B(a+bx)2)n-m+2+.........................................................................................................................m28l"1+ ι5l2.∏m^,1^1∙ ψπr- ∙ (2B)m^∖bm.(a+bx)m'23.(Λ+B(a+bx)2)n'm+,+..........................................................................................................................Ferner finden wir nach der dritten Entwickelung in §. 106, dass
z , ∖ m∏ ∏βl"1 (2∏-2s)m-29l∙1e(m, m-s+ι) = ι 1 . —i—, -------- --------× ' / ^Sli ^m-2βlιwelches sich, wenn m+i statt m gesetzt wird, durch eine leichte Rechnung bewahrt; nach diesem ist das rate Differential 

416) -≤- ^A+B(a+bx)< =
= (A+B (a+bx)1b”. ιm" . (‰r . Γ⅞ι - . A”. B“ . (a+bx)“

' 1 1 ιm 1 

n11^1 (2n-2Γ"ll'1+ 7ιr⅛----- A1.B"-.(a+bx)"-
1 1∏11^1 f2n-4Γ"4l"1+ -∏r ⅛-.A∙Λ-.(.+bx)- 

1 1113l'1 (2n-6Vn^*1"1+ — • —1Λ, ∙ A,. B"",.(a+bx)"^β 

+........................................................)
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260Dieses sind die beiden speciellen Reihen, welche schon bekannt sind, und welche wir in §. 101 erwähnten; es ist nämlich die Reihe 415 zuerst von Euler in seiner Differentialrechnung ohne Beweis, und die Reihe 416 von Lagrange (in den Mem. de l’Academie ä Berlin für das Jahr 1772 Seite 213) gefunden, und zwar auf einem von den unsrigen ganz verschiedenen Wege, in einer Form,' -welche entsteht, wennÄ __ ß2 R 7 i b /3
4γ b2 2 ygesetzt werden.
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II. Höhere Differentiale des zusammengesetzten 
Binomiums

(a + bx)p. (M 4- N. lg: (a+bx))“
$. 110.

Es ist

417) J- ^(a+bx)p . (M+N. lg: (a+bx))" j =
= b.(a + bx)p^1 . (p. (m+N . Ig: (a+bx)) " + n. N . (M+N. lg: (a+bx))

Die hohem Differentiale erhalten hiedurch die Gestalt:
418) ^(a+bx)p . (m+N . lg: (a+bx)) J =

= b". (a+bx)'-“ . ( 9 (m, ι). n0,- . N°. (M+N. lg: (a+bx))"+ 9(m, 2). n,1-'. N‘. (M+N. lg: (a+bx))"' + g(ιn, 3). nll-. N≈. (M+N . lg: (a+bx))"’*+..................................................................................+ g(mj s+ι).y1-*. Nβ. (M+N. Ig: (a+bx))””
+ g(m, m+ι).n"'- .N".(M+N. lg: (a+bx))—)
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262Wird das nächste Differential genommen, so erhält man die Bildungsweise der Vorzahlen, nämlich419) 9 (m, i) = (p-m+i). g(m-ι, l)
9(m,2) = (p-m+1).9(m-1,2) + 9(m-1,1)

9(m,3) = (p-m+i) t9(m-1,3) + 9(m-1,2)

ß(m, s) = (p-m+1).β(m-1,s) + 9(m-1,s-1)

9(m,m+1) — 0 + 9(m-1,m) = 1Aus dieser zurücklaufenden ergibt sich unmittelbar die unabhängige Bildungsweise, welche in den geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen aus den Elementen p, p—1,p-2,.. .., p-m+i besteht, und durch folgende Zeichen ausgedrückt wird:
420) 9(m,s) =z (p, p-1,p-2,...., p-m+i)'“"8*0Es ist also
421) A_^a+bx)l'.(M+N.lg:(a+bx))”\ = bm . (a+bx)p"n χ

χ ((p,p-ι, p-2,..., p-m+i)1“’. n“'" . N°. (M+N. Ig: (a+bx))

+ (p,p-ι,p-2,..., p-m+i)“"1’. ∏i1^1 .N1 . (M+N. lg: (a+bx))"

+ (ihp-B P-2,..., p-m+ι)'m"2∖nal'1.NJ. (M+N. lg: (a+bx))n"2.. ..................................................................................................................................
+ (p,p-ι,P-2,...,p-m+ι),°, . n"'^, .N” .(M+N. lg: (a+bx))"'“)

$. 111.

In dem besonderen Falle, wo p = 0 ist, werden die geordneten Verbin-

www.rcin.org.pl



263Jungen ohne Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2,3,...., m-i gebildet, und die Zeichen wechseln ab, nämlich7m / 11422) J-ς (M + N . lg : (a+bx)j =im /= (⅛7 ∙(c-r*(1>2.3>∙∙∙>m-ι)'"∙', .n"-.N-.(M+N.⅛(a+l.x))"-* +(-)''-1(ι,2,3,...,m-ι)'m-,' .n≈l∙*.N≈.(M+N.⅛ι(a+bx))"-+(-)”-(ι,2,3,...,m-ιn11''.N,.(M+N.lgι(a+bx))"^,+..........................................................................................................+ (-)0(ι,2,3,...,m-ι),∙,.n",-,.Nm.(M+N.lg!(a+bx))-")Nach diesem ist z. B.A^M+N.⅛!(a+bx)) = ∕-ι.2.3.4.5.u. N,. (M+N.lg: (a+bx))n",
+ lι. 2.3.4 .n (n-ι) . N,. (M+N . lg : (a+bx))n"l 

1 . 2.3 . 5

1 . 2.4.5
1 . 3.4.5

2.3.4.5

— 1.2.3 .n(n-ι) (11-2).N∖(M+N⅛(a+bx))n~3

1.2.4

1.2.5

1.3.4

1.3.5
1.4.5

2.3.4

2.3.5

2.4.5

13.4.5
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264+ ι.2 . n (11-1) (n-2) (n-3). N4. (M+N. lg : (a+bx))n"4
1.3
1.41.5
2.3
2.42.33.4
3 . 54.5ι

2
3

45
. n(n-ι)(n-2)(n-3)(n-4).Ns.(M+N.lg.∙(a+bx))"^s

+ n(n-ι)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5). Nδ. (M+N . lg : (a+bx))n^s
$. 112.Nach der Entwickelung dieses besonderen Falles, wo p = o ist, ist jetzt auch eine zweite Entwickelung der allgemeinen vorgegebenen Formel möglich, denn nach 188 ist

dm 1 t lA mι, Js(a+bx)v cZm"s(M+N⅛(a+bx))"-j(a+bx)'. (M+N.lg: (a+bx)) ) = ' .∑-,∣, ---------------------^>τ⅛^∙

folglich, wenn die Differentiale nach der Gleichung 422 gebildet werden, so ist die Bildungswτeise der Vorzahlen der allgemeinen Reihe 418 folgende :
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423) a(m,m+ι)= 1iττr . (ι, 2, 3,..., m-ι)'°,1
pol^* pu^1

9(m>m) =-i^π-.(1,2,3, ...,m-ι)",+ L7π- . m,l-(.,2,3,... ,m-2)",> 

P°ι^1 P*1^19 (∞, m-ι) = + p∏- ∙ (ι> M, ∙ ∙ ∙, m-ι)", - γrττ . m"-.(ς 2,3,... j ni-2)“’ll-i
+ ψ77-∙∞ ∙(i)2,3,...,ιn-3)'",

9(m,m-s+ι) = (-), ^-ji7 . m,l- . m,1-.(1,2,...,m-2)-'’

+ 2∏r.m11∙'.(,, 2,..., m-3)',-,,-... + ...(-)"'jtπ-.m∙'-' .(j,2,...,m-s-1)'"'∖

wl-ι
9(m, 1) = + L- . nιml-1

Auf gleiche Weise können die Differentiale von der allgemeineren Formel (A + Bx)p. (M + N. lg : (a + bx)Jn
gebildet werden,

34
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III. Höhere Differentiale von dem zusammenge 
setzten Binomiumar* . (Λ + B a,x)n

$. 113.Das erste Differential ist
424) -≤(n".(A + Ba'τj =lg = a × (p. apx. (A + Ba’x)"

+ n. q. B . a'r*,,* . (A+Baιx)"^' jund von ilun erhalten die späteren Differentiale ihre Form, nämlich425) -≤r.( apx. (A + Ba,x)° ) =
= (lg •• a)“. ( f (m, ι).n0," . (qB)∖a"x .(A+Ba,x)"

+ f(m, 2).n,1∙,. (qB)x.alp*,,x .(A÷Ba,x)-+ f(m, 3).n,'∙*. (qB)'.a'p*x,lx.(A+Ba,x)^'x+ f(m,4).n,'-*. (qB)∙.a,t∙,,,x.(Λ+Ba,x)- <.. .......................................................................................
+ f(m,m+ι).n°'1^'.(qB)".a'p"",,x.(A+Ba,x)x^'"j

Wird das nächste Differential genommen, so ergeben sich die 
Gleichungen

www.rcin.org.pl



267

426) f(∏M) = p . f(m-ι,ι)

f(n1,2) = (p+q) .f(m-ι, 2) + f(m-ι, ι) 

f(m,3) = (p+2q).f(m-1,3) + f(m-1,2)

• ∙ ∙ « ∣ t » <a∙∙...

f(m,s) = (p+(s-ι)q) . f(m-ι,s) + f(m-ι,s-ι)

f(m,nι+ι) = o + f(m-ι,m) *welche die zurücklaufende Bildungs weise der Vorzahlen dieser Reihe angeben, und zu folgender unabhängigen führen:
427) f(m, s+l) = [p + oq, p+iq, p + 2q,. . . p+sq]Es ist folglich
428) ⅛ (a"^∙ (A +Ba”r) = (⅛≈a)" ×

× ^[p+°q]'ml ∙ u°1^, ∙ (qB)∙. a<”. (A+Ba,x)"

+ [p + oq, p+iq],",^,l. n,1',.(qB)',a'r*,,,∖(A+Ba,x)"'1 

+ [p+oq, p+iq, p+2q],"-=,, n2l". (ljB)∖ a,px≈,'x.(A+Ba,x)"^,
+.........................................................................................

+ [p+oq, p+lq, p+2q,...,p+mq]," . n"1- . (qB)". a,p",'x.(A+Ba,x)"" j

114.Eine andere Form des ersten Differentials
429) ~ (apx. (A + Ba”)’j =

= (lg:a).apx . ∕(p+nq) (A+Ba'x)°- u q A (A + Ba,x)"',j 

34«
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geht quclι auf die höheren Differentiale über, und es wird

430) ⊂L-^a',∖(A+Ba',*)°∖ = (lg1a)".at*. (t) (m, ι) . n0,^'.(<[A)°∙('A+Ba','')"
-()(m, z). u'1-,. (<jA)*, (A+Baqx )’- 

+ ⅞(m, 3) . ni,-'. (qA)’. (A+Ba”)”>

(-)"()(m,m+ι).n"1'* .(qA)*.(A+Ba1^)""∣

im

Durch das Differentiiren dieser Reihe nach der Vorschrift, welche ersten Differentiale 429 liegt, gewinnen wir die zurücklaufende Bil— durgsweise ihrer Vorzahlen, welche durch folgende Gleichungen angegeben wird:
43J) ()(m, ι) = (p+nq—oq) . l)(m-ι, ι)

fy(m, 2) = (p+nq-iq) . ⅛(nι-ιj 2) ÷ ⅛(∏1-1, 1)

t)(m, 3) = (p+11q-2q) . f>(m-1, 3) + t)(m-ι, 2)

f)(m,s+l) = (p+nq-sq) . fc(m-ι,s+ι) + fc(m-l,s)

l)(m,m+ι) — 0 + l}(m-ι,m)und aus diesen die unabhängige Bildungsweise
432) l)(m, s+ι) = [p+nq-oq, p+nq-ιq, p+11q-2q, ..., p+nq-sq]““8'JEs ist daher
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d°433) rf√ηpx.(A+Ba'1∙x)nj= (lg:a)m. apxX ^[p+nq-oq]m∖n°1'1.(qA)°. (Λ + Baqx)n

- [p+n q-o q,p+nq-1 q] ‘m ^, ’. n11" ‘. (qA),. (A+B aqx)π"1 

+ [p+nq-oq,p+nq-ιq,p+nq-2q]'m"21.n2l"*.(qA)2.(A+Baqx)""2

- [p+nq-oq,p+nq-ιq,p+nq-2q,p+nq-3q]',n'3∖n3l"1.(qA)3.(A+Baιx)n'3 

+...........................................................................................................................
(-)m [p+∏q~ <b p+nq-ιq, p+nq-2q ,..., p+nq-mq]°,. n,ul-1.(qA)m.(A+Baqx)n^mj$. 115.Wird dem ersten Differentiale die Form
434) (a ** (Λ+Baqx)nJ = (lg: a).(A + Baqx)n'1. (p . A.apx + (p + nq) Ba'p+q,x)

gegeben, so erscheinen auch die höheren Differentiale in derselben Form, und es ist
Jm f .

435) d^ (aPX,(A+ß a''x)n⅛ z= (⅛∙∙ aΓ • (a + βa1T'o ∙ ( t(m> 1). A“ . Bo. apx

+ t(111,2) . A,n^1. B*. a'p+q'x 

+ t(m,3). Am'2 .B2.a,p+2q,x

+ t(m,m+ι).A0 . B,,,.a,p+n,qιx j

wo
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436) t(m, ι) = (ρ+oq) . t(m-ι, ι)

t(m, 2) = (p+ιq) ∙ t(m-ι, 2) + (p+(n-m+l)q) . t(m-ι, 1)

t(1n,s+1) = (p+sq) . t(m-1,s+1) + (p+(n-m+s)q) . t(m-ι, s)

t(m,m+ι)= 0 + (p+nq) . t(m-ι,m)

Aus dieser zurücklaufende 11 Bildungsweise entspringt eine unabhängige , welche aus den geordneten Verbindungen mit und ohne Wiederholungen zugleich besteht, wie solches zuerst in der 9teil Abhandl. unserer Analysis gelehrt ist.
116.Der besondere Fall, wo p = 0, verdient vor allem 'gewürdigt zu werden. Es ist nach 428

437) [1Γm'n∙n,1'*∙ B, .a,*pt.(A + Ba,ιx)n-1+ [ι,2]πn-a,.nil-,. B2. a2qx. (A+B aqx)n^1 + [ι,2,3]'m'3∖njl∙1. B3. a3qx.(A + Baqx)"∙3 +........................................................................................
+ [1,2,3,..,m]l°l . n"1^* .Bm.a",∖(A + Ba,1)∙'" )

und nach 433 ist

www.rcin.org.pl



271438) -^γ<a + Ba”)" = (q.lg:a)’/[n]'"’. n’1". A,.(A + B a’")“
- [n, n-ι]cm"1∖ n11"1. A1. (A + B aqx)"∙1 + [n, n-i, π-2]'m^2,. n2l"i. A1. (A + B aqx)n"2- [n,11-1, n-2, n-3]'m"3∖ nsl'1. A3. (A + B aqx)n^3 + .......(-)" (n, n-i, n-2,............. , n-m]'°,. n"1-. A". (A + B a,x)"-"j

Es ist z. B., wenn m = 5 ist, nach 437
439)_^_(A + Ba”)"=(q.lg:a)s./).i.ij. n.B.a,,x.(A+B a1^)"^* dx5 \ n(n-ι).B2.a2qx.(A÷Ba'ιx)n*3+ 1.1.1

1.1.2

,1.2.2

2.2.2+ 1.1
1.2

1.3

2.2

2.3

3.3+ 1 :
2

3

4

n (n-i) (n-2). B3. a3qx. (A + Baqx)n’3

n(n-i) (n-2) (n-3) . B4.a4qx. (A+Baqx)n'4

hingegen nach 438 ist

* n(ll-l)(n-2)(ll-3)(ll-4).B5.a5qx.(Λ+Baqx)π"5 j
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440) (A+Ba,x)" = (q.lg: a)s .∕n. n. n .n .n. n0,^'. A”. (A + Ba'lx)"
c∕xs \

- n . n . n . n na"1. A1. (A+Baf*x)u-1 
n . 11 . n . (n-l) 
li . li . (n-l)(n-ι) 
n . (n-ι)(n-ι)(n-ι)
(n-ι)(n-ι)(n-ι)(n-ι)

+ n . n . n n2l',. A2. (A+Baqx)n"2 
li . n . (n-i) 
li . n . (11-2) 
li . (n-l) (n-i) 
n . (n-i) (11-2) 
n . (11-2) (11-2)

(11-1) (n-i) (11-1)

(n-i) (n-i) (11-2)
(11-1) (11-2) (11-2)

(11-2) (n-2) (11-2)x I
- 11 . 11 n,,-*.A,.(A+Ba,')-,

11 . (11-1) 
n . (11-2)

11 . (11-3)

(n-i) (n-0 
(n-i) (n-2)
(n-i) (n-3)
(11-2) (n-2)
(11-2) (11-3)

(n-3) (n-3)
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+ n n4l'* . A4.(A+Bax )n^' n—ι11-2n—3n-4
- n5l', ∙ A5. (A+Ba,,x∕,^5 j

nach der Vorschrift in 435 und 436 ist aber
441) ⅛(λ÷M" =(<£ ∙ ⅛ ∙,a)5 ∙ (A+Baqx)n^s.n.ß J ι . ι . ι . ι . A4.B0. a,qx+ 2.2.2. n . Λ3. B,. a2qx1.2.2. (n-1)1.1.2. (n-2)1.1.1. (11-3)+ 3 . 3 . 11 . 11 . A2. B2 . a’qx2.3 . 11 . (u—1)2.2 . 11 . (u-2)1.3. (11-1) (n-i)1.2. (ll-l) (n-2)1.1. (n-2) (n-2)+ 4 . n . 11 . n . A1.B3.a4qx3 . 11 . 11 . (n-i)2 . 11 . (n-1)(11-1)1. (11-1) (n-i) (11-1)+ 11 . 11 . n . 11 . Ao. B4. a5*,xj 35
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∕ $. 117.Die allgemeineren Formelnbpx . (A + B aq*)"und |
I (a + bx)p.(A + B aqx),'lassen sich nun mit Leichtigkeit auf das obige zurückführen, denn

dm l τι αx n∖ mll dsbr* dm', (A+BaqxVl. (A÷BaV) = x ∙-⅛-÷
und so auch bei der zweiten Formel.
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IV. Höhere Differentiale von den geordneten Verbindungen 
aus den Elementen

aι + x, a2 + x, a3 + x, . . . . , a + x

sowohl ohne als mit Wiederholungen.

118.Es sei
442) fx = (aι + x, a2⅛x, aj+x,...,ap + x)°tt,Durch das Differentiiren entstehen wieder geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen zu ni-i Elementen, und jede dieser Verbindungen kommt p-m + lmal vor, denn sie entsteht so oft als Elemente ihr fehlen; es ist also
/ i cJ∕ i ∖ ∕ ι(αx∙l)443) (al+x,∙a2+x, ,..,a+xr = (p^m+ι) . ^at+x, a2+x,..., ap+xj

Wird von neuem differentiirt, so entstehen durch das Differentiiren der geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen zu m-i Elementen die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen zu m-2 Elementen und zwar p-m+2 mal; und wird das Differentiiren nach vorstehender Vor- sclirift mehrmalen wiederholt, so ergibt sich die allgemeine Vorschrift für jedes folgende Differential:
444) ⅛" (a'+x, a=+x, * * * ’ ap+x) = 0,-m+,)ul1 ∙ (a1+x>aΛx> ∙ ∙ ∙, ar÷xj

35*
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276Epen so ist
rf'l^f, + n , x<<I> /- k<ni-»>rf‰-. ^1 + ^∙∙∙,a,.+xj = (p-q+1)’'”'“" ∙ (aj + x,..,ap+xJfolglich, wenn beide Gleichungen mit einander verbunden werden,

cfn ∙ ,n,, 1r-ql. , «p443 ) ⅛r V'+x, a≈+x, ' ’ ’ a,'+x) = 7z=π ‘ dx—*" (a∙+x> a≈+i, ■ • • ’ ar+x)
$. 119.Bei den geordneten Verbindungen mit Wiederholungen müssen wir von ihrer Bildungsweise ausgehen , welche durch die Gleichung[a ÷x,...., ap+x]tm, = [aι+x,..., ap.1+x]c,nι + (ap+x) . [aι+x,. . ., ap+xJ,~-*,gege ιen ist; durch das Differentiiren dieser Gleichung erholten wir eine doppelt zurücklaufende Bilduugsweise rf [ai+x,..,ap+x]lm* == cZ[aι+x,...,ap-j+x]ιm,+ [aι+x,...,ap+x]lra-n. <Zx + (ap+x) . d [ai+x,...,a1+xj<m_,> woraus sich folgende Gleichungen ergeben: für m — ι <Z[aι+x,..,ap+x]u, = p.[aι+x, ..,ap+x]°, . <7xfür m = 2 <Z [aι+x,. ., ap+x] 2 = (p+ι) . [aι+x,..., ap+x]'1∕ . (Zxfür m — 3 <Z [aι+x,.., ap+x]'3' = (p+2) . [aι+x,..., ap+xjl2j. r/x

und allgemein die Gleichung446) ⅛ta1+χj∙∙∙,ap + x]'m, = (p+m~ι). [aι+x,.. . ,ap+x]uu*n
und hieraus durch wiederholtes Differentiiren das nie Differential
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dn44~) -^r-[θ.+x^∙∙∙>ap + χ]'m, = (p+m-ι)nl', ∙ [aι+x,..,ap+x]<n-n,
Ehen so ist <iq^,,,+n B l∙'l -'∙Y"Λ + Ψ' = (p+q-1)’—. [a, + x,...,aι, + x]-- Werden diese beiden Gleichungen mit einander verbunden, so wirdy + m-ll» vq-m + n44,S) _ [a, +x ,a_ + x ]- _ __ . [a +X)...; a + x ]«>

durch welche Gleichung ein Differential auf ein anderes übertragen werden kann.
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V. Höhere Differentiale des Bruches

________________________ 1___________________=1.(al+x) (a,+x) (aj+x) ..'... (ap+x) »
120.

Wegen der Kürze setzen wir

--------- - ----------- = X unda ■+■ x
1’

[
-'∏n.)

xι,x,,,...,xp | = [p]-Wir trennen den letzten Factor vom Producte, und nehmen nach der Vorschrift 188 das zite Differential von P . X , welches in der Summe der Reihe besteht, wenn in<£P„ _ v rf∙^,pp-,Γ".<Zx" ι", <Zx, ' ι"',l' dxu^,s — o, i, 2, ...,n gesetzt wird, oder, weil
7s ^yCL 1' __  f \* Y’+«

all 7 » ------- / • p /■in folgender Reihe /rf'Tp ,v.,y. rf‰, -y. <r-p,,, <rr,,., ⅜I,'"ffx" *'∖ r ι"1,dx" *'+xι∙ ι"-"∙rfx- ; F ∣∙'*<Zx"∕Vermittelst dieser Gleichung können wir die verschiedenen Differentiale des vorgegebenen Products aufsuchen. Setzen wir nämlich p — i, so wird
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d" Pf⅛ =W'XUT'Hiedurch wird für p ~ 2 X
All = (-)’ x: x; ( [1]"’ + x; [.],"- + xι ... + x:[,y> \

Die eingeklammerte Reihe ist nach der Gleichung 406 Anal. Seite 252 = M(n)und folglich
da P

= (-)" x; x;. wWird p 3= 3 gesetzt, so wirdp⅛ = w'x; x≈ x∙, ∙ ( w", + χ3 M ”“’ + •••• + x; m,", •)
und da die eingeklammerte Reihe nach der angeführten Gleichung = [3]'n,so ist

-^A-=(-)"XIX;x:.[3]-

Allgemein ergibt sich aus der obigen Gleichung und vermittelst der Gleichung 406 Anal., dass
7¾= (-)-x;x;....x;.[Pr

oder449) A_ /___________________ !____________________ \ —
dx" ∖(aι+x) (aj + x)(a3+x)....(ar+x)∕

= (- )n ιal* _________ -_________ _ . [ 1 j 1 j 1 , . . , , 1 J* (a1+x)(a2+x)...(ap+x) laι+χ,a2+χ,a3+x ’ 5ap + x∣
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VI. Höhere Differentiale der geordneten Verbindungen mit und 
ohne Wiederholungen aus den Elementen111 t

U + X tlo + X fl + X fl + X1-3 p

$. 121.Die zuletzt gefundene Gleichung gibt die Bildungsweise des n len Differentials des Bruches an, dessen Nenner ein Product aus den Factoren aι+x, a +x, aj+x,...., ap + x ist. Sie enthält aber auch zugleich die Grundlage zur Bildung des ziten Differentials von den geordneten Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen
ι ι 1aι + x ’ a2 +x , , ap + xDenn setzen wir a + x = Vp(V„ v2, Vj, . . . ,'vr)'1∙' = (p)∙l" und behalten die vorige Bezeichnung bei, so ist nach 449&]'” = (-), (p),p, ∙ r¾

wo [p], ’’ aus Xι, X,, X3, . . . , X gebildet wird, mithin wenn das zite Differential genommen wird
jf [Pp> d,'(pγr, d- / d'τv yιllli dxu l ' ι8l* dxs ’ ι""*lx dx“” ∖ιtllt dxq∕j . wo s = o, i, 2,...., n.Es ist aber nach 444
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36

J⅛ΓL - (p)- 
ι", dκ, ~und nach 449du-s ∕ rfqPp \ __ ___ i dm+q-sPι, _ ιn+q-u [p]n+q-*>ιn∙8l* dxu's ∖ιql,dxq∕ Γ'bl' ιql1 ’ dxn+q's ' ; 1n→n1<ιn ’ ^^(pyvfolglich JnΓpTql ι ιq+n∙sl1____ Li_!___  —______________∑f-Y, __________ <nYp"s, ΓnΓn+q','ι,,1* Jx" — ιql,(p)'pl k ιn'βl1 ’ , ∙P'und weil

fυYp^s,AYl------= (X X ..,, X Y”
6dYp k 1, 2, } i'so ist

450) f— >—>•••« -j-r =αx La,+x a2 + x ap +x |— ι°l1 ∕ ιq+nl1 / 1 1 V” I 1 1 Γ+n,) ιq', ∖ 1",1 ’ taι+x ’ ’ * ’ Γ + x∕ La +x’ ’ ’, Γ + xJ

1q + n-1l1 , 1 1 ι<,> p 1 l γ<ι+n-1>ιu'11* ’ ∖aι + X ’ ‘ ’ ap + x∕ ' Laj +x ’ ” ’ ap + xj
. 1<ι+≈-nι { 1 1 ^.2, j- 1 1 p+π.2,n- 2l i * I > , , J I • I J , , ) I 1 ∖aι + x ap+x,' laι÷x ap + xj-...............................................+............................................................v ιq+n'nl1 / i 1 V” Γ 1 1 p+n-n, iιu-nl* ’ ∖aj + χ5 ap+χ∕ Laι + x, ,aι +xj j
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VII. Allgemeine und besondere Fälle über die mit 
dem Vervielfachen abwechselnden 

Differentiale.

122.In unserer Untersuchung über das mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren wurde immer mit demselben Factor Z vervielfacht, dem übrigens keine besondere Eigenschaften gegeben wurden. Wir wollen hier einige besondere Fälle würdigen, und zwar zuerst, wenn die Factoren, mit welchen nach dem DilFerentiiren vervielfacht wird, ungleich sind, und dann auch wenn fliese Factoren besondere Eigenschaften haben.Es seien Z und u , u , u , . . . . willkührliche Functionen mehrerer verschiedener veränderlicher Grössen, und zur Abkürzung sei451)< d^un√∕un,1 rf(u,l-,.............t∕(u, d uι Zj...................j — Z
∖n 'n-* n-2 2X1 I

Werden die Geschäfte, welche hier durch Zeichen angegeben sind, vorgenommen, und die Producte nach den Differentialen von Z geordnet,452) Z'"1 = Z'n,.dnZ + Z(“’ .(Zn',Z + Z n , . <Γ 'Z +....+ Zιu,.d,Z
✓ i» n — i n — 2 0so befolgen die begleitenden Factoren das Gesetz :
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36*

453) Z'"+1' = u + .Z'ιυ∕ n+ι u+ι nZΓ'> = u,tl.Z"ζ + <Z(un,,.Z,∙') zr,'1 = uπ,1.Z- + d(un,,.Zπ-)
zr,r, = u,,., ∙ .z∙., + . z-∙,li,)
Z"**> = <∕(u . Z'”’)welches sich ergibt, wenn 452 mit un+ι vervielfacht und differentiirt wird. Nach diesem ist< d(uιZ) — uι. d'Z + c∕uι. d°Zd(u2 d(uιZ)) =u2u1.d2Z + u2d(ui) . d1Z + d(u2d(uι)) . d°Z + d(u2 U1)d(u3 d(u2 d(u4Z))) = uju2uι.d3Z + uj u2 d(uι) . d2Z + U3 ^u2 UJ + <ll3u2uJ+ u3 d1(u2 d'(uι)) . d'Z + d(u3d(u2d(ut))). d°Z + d1(u3 u2 d*(uι))+ d1(u3 d1(u2ui))

d ju4d(u3d(u2d(uιZ)))j = u4 u3 u, u1. d4Z + u4u3u2d(u1) . diZ + u4u3d(u2u1)+ u4d(u3u2u1)+ d(u4u3u2u1)
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284+ u4u3 d(u2 (∕(uι)) . d2Z u4 d(u3 u2 J(uι)) u4 <∕(u, d(ur, uι)) tf(u4 u3 u2 d(uj)<7(ui u3 J<u2 uι)) rf(u4 ⅛u3 u2 u1))+ u4 d(u3 d(u2 d<uι))) . d'Z + <*(u4 «3 d(u2 <∕<uι)))+ d(u4 <Z(u3 u2<Z(ιι1)))
+ <Z(u4d(u3 cZ(u2uι)))+ fZ (u4 fZ(u3 d(u2 rZ(uι)))) .d0Zu. s w. Das Gesetz, nach welchem diese Vorzahlen gebildet werden, besteht darin, dass z. ß. bei Z34> ein dlZ‘,4 zwei d' dl Z', drei dl d' dlZo vier d' d' d' d' in vier Abtheilungen gebracht werden.

$. 123.In dem besonderen Falle, wennn ≈ l und u — u —............... — ex* 2 3und rZx beständig angenommen wird, gewinnen wir nach diesen Vorschriften sehr einfache Resultate, z. B.(ex .d∕Z =z G∖d (ex . d(ex . tf(ex. d(Z)))) — e4x( 1.2.3. (dx)3. dlZ+ 1.2 .(d*)∖d2Z

1. 32 . 3
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+ ι . (<Zx), . d'7i
2

3

+ (eZx)0.<ΓZ )und
(e'.d)'Z=e∖d^∙.<i(e∖rf(e∖<∕(e∖dlZ))))) = es^ ι. 2.3.4. (rfx)*. rf,Z

+ 1.2.3 . (<∕x)3 . <f Z

1.2.4

1.3.4

2.3.4

1.2 . (<7x)2. cZ3Z

1 . 3

1.4

2 . 3

2.4

3.4

+ 1 . (c∕x),.cZ4Z 

2

3

4

+ (dx)0.<i*Z |

und allgemein
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286454) ∕ex. d)n Z = e"x . (ι, j2,..., ∏-ι)'n"t,. ((7x)n^, . d,Z÷(ι,2,...,ιι-ι)'u-2,.(fZx)n-2. d2Z + (ι, 2,..., n-ι)α,"3> .(tZx),,-3 ’ d3Z+ ..............................................................
+ (ι,j,...,n-1f .(*),. <ΓZ j

Diese Formel 454 findet auch Scherk Seite IS N. 4- Bei andern Functionen ergehen sich andere Gesetze.
124Es sei455) u," . — ∕ιΓ"∙,∙ . — (tιr,"-≈'.... -l(u,', . ~∕u,-. y\....... I = r∙,

du ! du '11.1 du∖2 du∖t Jl /u n d«•> ⅛(i⅛( 4,(Ä PI;....
'P l’-i l>-2 2 ' vu und ¥ seien Functionen mehrerer verschiedener veränderlicher Grossen; es sollen die Geschäfte, durch 1 vorgestellt) auf die einfacheren Geschäfte, vorgestellt durch l(0>, J(1>, J<2), . . . . , zurü’ckgeführt werden.Wir wollen diese allgemeine Aufgabe nach ihrer AA ichtigkeil, welche sie für die Theorie der Reihen hat, würdigen.Zuerst finden wir für das Zurückführen des Zusammengesetzten .auf das Einfachere folgende Gleichung:
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457) Y'u, = Y'n> . u"n+wn . J<°,

+ Y'n, . u^n+1+wn. Ju,+ Y'2ιn . u-n+2+wn. J<2)+ •••••»
+ Y'“’ ∣j-n+"+wn J<n)

WO458) wo = ι∕o , ■
W1 =: y0+ 2/1

W2 = ι∕0 + ι∕l + j∕2

Wll = 1/0 + 2/1 +1/2 + . . . + i/llund die Vorzahlen Yθ1", Y'ιn,, . . . , Y^”’weder u noch Y enthalten und folgendes Gesetz befolgen:
459) Y(;+1) = (-n + wn) . Y'n,Y'ιn+n = (-n+ι+wn). Y,ιn, + Y‘n> 

γ<n÷1, _ (-n+2+wπ) . γ<∙>> + y-

Y— = (-n+q+wn) . Y‘"’ + Y^ι
γ<n*ι> ____ γ<ι∣>

1 “+1 „ nDieses letztere Gesetz lässt sich in ein anderes verwandeln, welches entsteht, wenn in der Gleichung, worin q vorkommt,n = n - s -1 und q = q - s und s = o, l, 2, . . . , qgesetzt wird, und alle hiedurch gebildeten Gleichungen zusammengezählt werden ; die Bildungsweise, welche hiedurch entsteht, und die vorige 459 vertritt, ist
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288460) ' Y'n' = (-n + q+ι+w(n-ι)) . Y‘n-1>+ (-n + q + ι + w (n-2)) . Y^"ι2*+ (-11 + q + 1 + w(u-3)) . Y"ζ3 ’+.............................................................+ (-n+q+l+w (n-q-l)) . Y'""1"nund wenn q = n, n-i, n-2,..., gesetzt wird
461) YLn, = 1Y'"Jl = wo + wi + W2 + . . . + w(n-i) 

r;:, — (-1 + wι).T,, ’ + (-! + W2).Y1,1' +... + (-ι+w(n-ι)) . Y"-,' ’ Y)"Jj = (-2 +W2).Y,0∙, + (-2 +W3).Y,1j, + . . . + (-2+w(l.- ∣)).Y^," YfJ, = (-3 + W3).Y7,+(-3+W4)W, + .. .+(-3+w(n-i)).Y"^',
Nach diesen Gesetzen erhalten wir folgende unabhängige Bestimmungen :462) u-, (u,0.Y) = (-o + ∙wo).u""". Y + u-°*w,∙^ (γ)

u” .,l(l>" . Y)j =(-0+wo)(-ι+wι).u-,∙"≈ . Y
+ _o+wo u_i<wj _ _d (Y)-o+wi (Zu÷ ■ ⅛4 <t>)

U-. J. (?’. Y)j j — (-° + w°) (-* +wl) (-2 + 'V2) . U'i∙" , . Y
+ (-O+Wθ) (-l+ΛVl) ι u-2+wj . d

(-O+Wθ) (-1+W2)

(-O+Wl) (-1+W2)
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+ (-o+wo) . u-1+w3 d ∕d~ ∖
(-O+W1) du 'du k j(-0+w2)* "'•••'■ ⅛(s⅛∣',))l

ur4.-≤I uv3.- (ur2. - ∕u, 1(ur0.Y∣ ⅛ ∏ =
- du∖ du du' du' ■ ' J

=(-o+w 0) (- l+w 1) (-2+w2) (-3+w3) .u'4+w 4. γx + (-0+w0)(-1+w1)(-2+w2) . u~3+w4. — (γi z du' I(-o+wo)(-ι+wι) (-2÷w3)
?’ (-0+wo)(-1+w2)(-2+w3)

(-o+wι) (-1+w2)(-2+w3)÷(-o+wo)(-1+wl) .u-.⅛⅛(Y))
(-o+wo) (-1+W2)
(-o+wo) (-1+W3)

(-0+Wl)(-l+w2)

(-O+Wl) (-1+W3)
(-O+W2) (-1+W3)♦<—>•••.........-i⅛½⅛M))
(—O+Wl) ξ '!
(-0+W2)

(-0+W3)

÷"∙""-⅛⅛Gm(,⅛W)))u. s. w. wo wo, wi, W2, W3, . . . . das Gesetz der geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen befolgen.Wir wollen für diese geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen zu p Elementen aus den Elementen wo, wi, W2, . . . , wn, so beschaffen, dass
37
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290dem ersten Elemente jeder Verbindung ein - o zugesetzt wird. . zweiten...................................................... ...... - l........................... ....... . dritten...................................................... . - 2 ..... .• • • » • •• *••••••• •«•••••dem letzten . ............................................................- (p-i) .....ein besonderes Zeichen, und zwar463) ^wo,w1,w2,...,wnj<p)festsetzen; z. B.
(-O+Wθ)(-l+Wl) (-2+W2)= | WO, Wl, W2, W3, W4∣ (3>

(-O+Wθ) (-1+Wl) (-2+W3)

(-O+Wθ) (-1+Wl) (—2÷W4)

(-O+Wθ) (-1+W2) (-2+W3)

(-O÷Wθ) (-1+W2) (-2+W4)

(-O+Wθ) (-l+W3) (-2+w4)

(-O+Wl) (-1+W2) (-2+W3)(-O+Wl) (—1+W2) (—2+W4)
(-O+Wl) (-1+W3) (-2+W4)

(-0+W2) (-1+W3) (-2+W4)Hiedurch sind wir im Stande, das Gesetz der Vorzahlen in der obigen allgemeinen Reihe anzugeben, nämlich464) V:;* = ( wo,wi,w2,..,w(n-i)|‘“’”
Diese unabhängige Bildungsweise können wir durch eine andere viel wichtigere ersetzen und zwar durch Hülfe der allgemeinen Wahrheit, welche wir in unserer Analysis Seite 350 bekannt gemacht haben. Setzen wir nämlich
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aι — -o+wo 
a1 ~ — ι+wι

V a3 — -2+W2• ∙ ∙ ∙ ∙aι = -(p-ι)+w(p-ι)so erhalten wir folgende unabhängige Bildungsweise:ι / °1^1465)Y;”' = pü -I l7τrr ∙ (ψ*wo)(q-l+wl)(q-2+W2)...... (<J-n+l+w(n-ι))
- . (q-l+wo) (q-2+wi) (q-3+W2)..... (q-n +w(n-l))1 1 q2l^l
+ "⅛7^ , (q~2+Wθ) (q-3+Wl)(q-4+W2),....(q-U~l+w(n-l))1' 1--..∙.∙∙.÷.∙∙∙∙.....si-i

(-)' ψτr.(q-S+Wθ)(q-S-l+Wl)(q-S-2+W2)....(q~Π-S+l+w(n-l))

(-)1 3pjrr . (0 + wθX - 1+w1) (-2 + w2 )...(-n + ι+w(n-i)) j 
$. 125.Nachdem wir für die allgemeine von uns hier zuerst vorgelegte Aufgabe zwei zurücklaufende Bildungsweisen 459 und 460 und auch zwei unabhängige Bildungs weisen 464 und 465 der Vorzahlen aufgefunden haben, gehen wir zu einigen speciellen Fällen über. Es sei>0 ~ 0 und j/i = j/2 = y3 = . . . = mDie Reihe, welche hiedurch entsteht, ist

37 *
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292∙*> (""-⅛'-r∙'■".........∙(0*t
. V‘“> ,-1n(nι-ι)+ι ∕ ∖ -ιr 
+ Y‘ ’ U ’ ⅛) Y 

∣ Y<n> lln<m-l>+2 ∕^∖ V∙- • UP+...............................................
∕ z∕ ιi

ycn> nim-i) + <, I γ
•1 * • I 7 , 1÷...............................................

, ^γ^<o> ..W<n-ι∣+n / ^ \ V“ ’ ’ ⅛∕ Yund die unabhängige Bildungsweise ihrer Vorzahlen ist
467) T"’ = — . | <f,m-* . 1 , q l*ll* l i 1<>lι- (q->)","∙'. p 

+⅛-2)°ι~,∙5p
(-)Y<ι→ι)"1-' • ⅞l)

Für diesen Fall bietet uns unsere Gleichung 254 Mittel dar zu einer von der so eben gefundenen verschiedenen unabhängigen Bildungsweise. Setzen wir nämlich
7 Um ir7 = -,∕i, ∙ , = '

aso wird
(Z.d)qY i / d Ä<i 1<ιi">-ι= - •(’ ∙^)n=-........ .
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293und
'C(n,s) = uncm-*,+s . C(n,s)

∕(Z.d)lY (Z.d)2Y ∖ ∕ιll,n'1 ι2lm'l ∖l~7π~ , ^^Fγ~j........... ) ∖7πτ~j~5..............)folglich
468) (u"∙⅛"γ = *",'∙(c <“’„)• ⅛∙fefγ

÷c^1>∙ι⅛-∙½)'γ
÷C(n, O∙≠∙⅛fY
+........................................+c(.,.).^.(⅛v )

,^ιlm-ι ^2lιn-j ^3lm-ι∖ 1ll* , ^jjlι^ ’ ^13l1 .......................|Die Verbindungen, welche vorstehende Zeichen angeben, befolgen nach unserer Analysis Seite 132. N. 137, wenna = m, f — m-i, b = 2, h =z 1 gesetzt werden, folgendes Gesetz:
469) n . C(n,s) = s . C(n-1,s-1) ÷ ((n-1)(m-1) + s) . C(n-ι,s)

11luι-ι phn-t . 3lm-j(ιιi* , ττrr^ , vττ^ ................................................. I
Y\ ir haben für das mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren(u‘ ∙ ⅛Γγ

wo u und I willkührliche Functionen sind, und für die noch allgemeinere Formel, durch I(n) vorgestellt, mehrere unabhängige und zurücklau-
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294 ' . . .fende Bildungsweisen aufgesucht und gefunden. Die Wichtigkeit dieser Aufgabe, die wir hier zuerst vorgelegt und gelöst haben, forderte die lange Anstrengung, die wir ihr gewidmet haben, ehe wir zu dem Ziele und besonders zu 465 und 467 gelangten.Wir λvollen auf diese ganz allgemeine Untersuchung noch einige spe- cielle Fälle folgen lassen.
126.Wenn m = i ist, so ist nach 466 und 467 .70) („.!)■ . = „• - ⅛X-S-.(∕u)∙1

.*'∙S∙-⅛∙⅛p
∕ 2°1^1 n 2ll^1∖ U2 ∕Jfγ+ (2 * 1oiι “ 1 ’ "n* j ’ 1nι ∙ ,

∕ 3θl'1 3ll'1 n 32l'1∖ u3 ∕<^∖3γ+ * pΓΓΓ ~ 2“ ‘ ~ + 1 , 12∏ ) , 13U ’ ∖ju).. ............................................................................................................................................., nθl'1 nll^1 n2l^1 _ nu^ll",∖ n,' ∕(Z∖"+ (n“ ∙ψιr -(n-l)a∙ ψn+(n-2) ∙ψn "•••(“) 1 , 1"->0^) ’ p∏" ’
oder nach 464 und 466
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471, =
*ι"....∙-'∙0'τ

+ [1, 2]l"-≈, . l√ . ∕~∖, Y∖αu∕
+ [1,2,3]'"-'.uj.(-≤)1 Y 
+..........................................

+ h,2,3,..,nr.u∙.(^y Y

Einen sehr speciellen Fall von 471, nämlich wo t/u beständig istto ffindet auch Scheck in seiner Dissertation de evolvenda functioue. 1824 Seite 6. §. 2.
$. 127.Ist aber m = 2, so ist nach 467 v∙" =also nach Analysis Seite 353 N. 644Y,„, q"",,' . n,1*, z\ =-----Tn----  = — •mithin472) ∕u2 ._£\ Y — n°'^1 z yι-l „ Id \°

\ du) - ■ («*-) . U . Y

÷ 1- ∙ (n->)-"-. u- . (£_) Yn2l^1 z , / d \2
÷ — ∙ X+.................................................................... -nnl'1 z „i ld\"+ —- . (n—1) 1^1 . un+n . ¥v. 1 ∖rfu∕
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$. 128.Zuletzt ist m = -1, so findet man entweder aus 468 oder aus 461,dass
γ<.. _/ y>,1>≈ ('1+P-1Γ1^,1 n-r — 1 • , 2Pllund

∣ d ∖'' 0!, (n—ι)ol^1 -n ∣d∖° V473> (-Jγ= >,-∙-⅛÷-∙u ∙U)γ2l-ι I J \ n- ii, U -n-1 / Ci \- • ■ ------ 7«------------- ■ W 1
÷■ -⅛- ■ “ - ■ ½P

- - ■ -*ss≈.■ sp
<->-■....... . ⅛ε,- ■«.......■ S), ι
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T H E O R I E
DER GEDOPPELTEN

V ERBINDUNGEN
und der

z u r ii c k 1 a u f e n cl e n. B i 1 d u n g s w e i s e n, durch 
welche sie erzeugt werden.

129.

Es bedeute

474) A (l, 2,3,.n)<m>, n+ij ’

die Verbindungen zu m+i Elementen aus den Elementen

A?’
A<2) A‘2>210 ) Λ,l

A
<3>l . (3) i <3>
o ? A1 j A,

A<4) » (4) * <4> i'<4>
o ? A1 > A2 j Aj

38*

299
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. (n + ι-m> . <n+ι-m) * (n+ι-mι . (n÷ι-m)
Ao > Ak , A2 ..... ...................................... , An.m
ι<n+2-m> « (n+2-m) ι(ι>+2-mΛ . (n+2-m)
a* > A2 j Aj   , An+1.nιA(u÷3-m> . (n+3-m> . (n+3-m) . <n + 3-1n>> Aj , A4 ..... ......................................., An+,.m........................................................................................................................................A' (n+ι> 4<n÷i) » <n + i) „ Λcn + i>

uι ) j∙*m+∣ J A1n+2 >∙∙∙∙∙> Anso dass die ersten m oberen Stellenzalilen und auch die letzten m unteren Stellenzahlen geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen aus ι,2,3,...,n zu ni Elementen sind, und dass die erste untere Stellenzahl 0 und auch die letzte obere Stellenzahl n + i unverändert bleibt.Ist z. B. m — 3 und n ~ 5, so ist 475) A(∕,(1,2,334,5)∞,6p = A?’ A7, A,,j, A)6∖
A<*> Ä<2> X (4> .(6)

Jlg JA. 1 JA. 2 -OL4

.l,> .(2) .CS. .(6)Jv 0 Λ1 Λ2 A5
A*1’ .(3, .<⅛> .C6>

-ιY0 Λ,l √V3 √V4

A<” .(3, .IS, .<6>
Ä 0 - 1 3 4a. 5
Λf*, A<4) A<5> A'6’

JV 0 JA. l JA. 4 JA. 5

A<ι> A (3> A <4) A(6>0 JA. 2 A3 JA- 4Ä<2> a (3) 1(5) a (6)
0 A- 2 Λ3 A5

A<2» a<4> a(S> a<6>JA0 Λ2 Ja-4 JA5Ä< 3 > a ( 4) a ( 5 ) i ( 6 )0 A3 A4 A 5Die Gesetze, welchen diese gedoppelten V erbindungen unterworfen sind, geben folgende Zeichen an:erstens476) A∣,⅞(∙,¾¼n)">+<),=
Afj0,(ι,2,..,n-l),m,,n+l), + A(j0,(l,2,...,n-ι),-'>), X A?“’

zweitens
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WT) A(;0, (ij2, 3,..., n)""1, n+ιj ’ =

A(jθ,(2, 3,...,n)",, n + ι),+A,0,,XAf 1,(2, 3,...,n)l"-,,n+ιl,

drittens

478) A(j05(l,2,3,...,n)'m>+ι∣, = A (j o, (ι,2,...,n-ι),"-n, n j’ χ⅛n+n

+ A(j0,(ι,2,...,n-2)on∙n,π-ιp χ Aa^n

+ A(j0,(ι,2,...jn-3)'m-1',n-2∣, χ A'n.ζ*,

+.............................................................

+ A(j0,(∣,2,....,m-ι)'"-", mj’ x A),''t',und viertens
479) A(;o, (<,2,3,...,n)," n+ι),'= A√, X A (2, 3,...', n)"'*,,n+ι∣ ’

+ A'„” ×A(j2, (3, t,.,.,n)-",n+l)-

+ A'„” X A(j3, (4, 5,...,n).....l,n+ιl,

+.............................................................

+ Aθn^mi+1. X A ^n-m+ι,(n-m+2,n-nι+3r..,n)'m^n,n+ιj ’

$. 130.
Es bedeute

4S°) A (,o√<,2,3,...,n)'",,n+ι)j

Verbindungen zu m+t Elementen aus den Elementen
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302 , ,A,"Al” , Al”
ι <O> * (1> A <2’Aj ? A3 > A3

a<o> Au> A(2) A(3’A4 > A4 3 A4 5 A4

A(o) a tl> A (2’ A fn^nua41 —in 3 Λ-n+ι-in 3 2An43∙∙ m 3 • * * • 3 2*-n+ι- w
. (1) .(2) »<3> .<n+l-ra)

2Xu42-ui 3 ∙j-3[iψ2-m 3 ∙^*^ιι+2-m 3 β β * * 3 ∙i^n≠2"∏∣«Alm) , (111+1) 1<m+2) A <D>11+1 3 An+1 3 A,l+1 3 * * * * 3 ∙**∙n + χso dass die letzten in oberen Stellenzahlen und auch die ersten m unteren Stellenzahlen geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen aus 1,2,3,..., n zu m Elementen, und dass die erste obere und die letzte untere Stellenzahl unveränderlich sind.Ist m — 3 , und n — 5, so ist 481) A(’0,(i,2,3,4,5)(”,ß)? = A'°, A',n A,Λ Afδn
.<0> .«!) .(2> .(4)
Λ1 ∕V2 Λ4 2x6

A(0> A(1> A (2> A<5>2∖-1 Jl-2 ∙***5 ∙**∙6

Λ<O) λ<1> a<3> a<4>
2x1 A 3 2x 4 A 5AtO) 1 (1) . (3) . (5»

1 A3 Aδ A6A(0) i (l> . (4) i (5)
ι A4 As A6A<0> i (2) i <3> . (4)
2 A3 A4 AjA(O) . (2) . (3) . JS>
2 a3 as a6

A(o> 1(2) 1(4) i(S)
2x2 2x4 2xs A6

1(0) .(3) i(4» ι<S>
2X3 2x4 2x5 A6Diese Verbindungen befolgen Gesetze, die den vorigen ähnlich sind; sie sind folgende : erstens

482) A (’o, (i, 2, .. . , 11)'”’, n+i), =A (’ 0, (1,2,..., n-i)'"', 11+1); + A (’ 0, (1, 2,..., n-ι)'"-*>, n ), × Al"
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zweitens

483) = A (’ o, (2, 3,...., n),m,, n+i)j + A)" X A (i, (2,3,...., n)lm-,,n+ιj 

drittens484) = Al” X A(’ t, ( 2, 3, . . . , n )"“*’,n+i|+ A,Λ × A (’ 2, ( 3, 4, , n )“-’,n+<l
+ A,∕, X A(’ 3, ( 4, 5, ... , „ )'~',,n+ι} j+............................................................................................................
+ A"'n.1 XA(,n-m+l,(n-m+2,n-m+3,...,n),m'*,,n+ι∣

und viertens485) = A(,o,(ι,2r..,m-ι)tm"n,m ), χ AZ
+ A(,o,(ι,2,...,m )tm∙ι>÷ι) j x az*,+ A(,o,(ι,2,...,rn+ι)'m-l5,m+2j ? X A'“*2’+.................................................................................+ A |’o; (i, 2r..j 11—1) jii }, × An+i

131.Es sei • ✓486) χ((ι,2,3,...,n)'",, n+ι, j(n+t)mJdas Zeichen für die Summe der Producte, welche aus m + i Factoren bestehen, deren erste m oberen Stellenzalilen die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen zu m Elementen aus den ElementenA?’
A

d» * d>1 j A2

Ad) . d) » <3)
1 j A2 > a3« • • • • • •

A(n) . (n) A (o)l
1 ) A2 5 ∙ ∙ ∙ > λ-ii
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304sind, und deren letzte obere Stellenzalil unveränderlich ist, deren untere Stellenzahlen aber die Zerfällungen der Zahl n+i in m+i Elemente sind.Ist z. B. m — 3 und n 5, so ist
487; a |(«, 2, 3, 4,5)',,, e, 5(6)J = Al” Al” Al” Al*’

A
ll) 1(2) 1(4) 4 <6>1 A. 1 4*- 2 Λ 2

Ad) ι(2> ι(5) i(6>
1 411 JΛ-J Λ1

A(l) 1 <3> 1 (4) 1(6)χ -A-2 A-1 -t*-2A'1’ A'3> A‘25) A,∕,
A(1> a<4> A<s> A<6>
Ä( 2) . (3) . (4) 4 (6)

2 A1 Aj A,

A( 2 ) 4 (3) 4 (5) 4 (6)2 Al A, A j
A( 2 ) 4 (4) 4 (5) 4 (6)2 -A-2 «A-1 A-a
A<3) A <4) A <5> A <6>3 Ai A1 A1Dass diese Vereinigung der geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen aus n Elementen zu in Elementen mit den Zerfällungen der Zahl 11 + 1 in m+i Elemente möglich ist, geht daraus hervor, weil für beide die Anzahl der Verbindungen_ n”1"1 — 7=∏-Diese Verbindungen sind folgenden Gesetzen unterworfen :

488) a((i, 2,...,u)'"", 11+1,}(11+1)-1t1) =A ((b2>∙∙∙,11-1)'" ” 1b S(11λ,) XA,+A ((.,2,..,n-2)-∙1,n-1,j(n-ι).) XAl"*” +A ((ι,2,..,n-3)"*-*,,n-2,j(n-2)m) ×AΓ',÷ • •.............................................................
+ A ^(b2r∙∙jm~1) 1 >nι, j(m)roj × Aιv.m+l
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305489) = A',', ×A((2, 3, . . . , n)'~'>,n+ι,5( n )„)+ A‘,” X A((3, 4, . . . , n)'""",u+ι,s(n-ι)lul+ A,∕, × A((4, 5, . . . . , n)'"-,,u+ι,j(u-2) I
+...................................................................................+ A,Λ7++11,XA ((n-m+2,n-m+3r.,n)'m"1,,∏+ι, j(m )ιn∣ 

⅜. 132.Es sei490) A ( θj (1> 2,... , n ) , j(n+ι)ω+t∣das Zeichen für die Summe der Producte von m + l Factoren gewählt aus den GrössenA<0> i «*) ι (2) ι(3) ι <n+D'* > A1 >• A1 > A, > ∙ . ∙ , A1Al2°, , A?’ , A2, ..........................................., A'2n,A <0 > A(,) A '" “ ‘,Aj > Aj ...............................................∙ ∙ ∙ > A3
Λ<θ, A'*, . 1(0-2)xi. 4 > xx 4 9 ∙∙∙*∙∙∙∙j -i *-4
A<0> . A’1’ a<»‘>-γn-n1+1 1 rln-w+ι . ....................................................................................................., Λ11.n,+ ,und zwar so, dass die letzten m oberen Stellenzahlen die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen aus 1,2,3,..., 11 zu m Elementen sind, dass die erste obere Stellenzahl 0 unveränderlich ist, und dass die unteren Stellenzahlen die Zerfällungen der Zahl 11+1 in m + i Elemente sind. Ist n — 5, 111 — 3, so ist

39
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Ml) A(o,(i,2,3,4,5)i,,, s(6)4) = A'” A,,*, A'.” Ai”,
A‘°’ A‘° A<2> A'4’Λ∙> *¼ ⅛>-2
a‘°» A(1> Ä<2> A(S>∕i∙∣ «**> XX3 ∙^^i
.<O) a<1> a<3) a<4>
Λ∣' -E^-2 j^∙2

a;o) a'” a(23> a;s>
A‘°» A<n A<4> A<S>xxχ /*3 xx^ i

A<°> a<2” a<3’ a(4>
**■2 XX i XX2

a,2°, a(” a'2j, a,∕,
A(o) ä<2> ä<4> A<5>XX 2 XXg ∙^*∙1
a<°> a(3> a<4> a<S>

XX3 xχχ ^∙ι xx>

Die Gesetze, welche bei diesen Verbindungen Vorkommen, sind 
den vorhergehenden ähnlich; sie liegen in folgenden Zeichen:

492) A (0,(1,2,3,...,n)~,,5Cn+ι)mt,) = Ai” × A («, fe 3,∙∙∙,»)-”,} (n)„,)

+ A'"xA(¾(3,4,...,n)"-1,5(n-ι).) 

+ A'1°, × A ∣3, (4, 5,, n )'"•", }(n-2).∣ 

+........................................................
+ Al0Jm+t X A(n-m+ι,(n-m+2,n-nι+3,...,nynι∙1,, 5 (m)uιJund

493) = A{o,(b =,...,n-ι)"~*,, ä(«)„.) × Ai”

+ A∣o√<,2,...,u-2)'"∙,,,j(n-ι)m∣ X Ai“’”

+ A(o,(ι,2,...,u-3)'"-1',j(n-2χ,∣ X Ai"’”+........................................................................................
+ A{0,(.,2,...,m-1)'-" 5(m‰) X Ai"..

$. 133.Wenn in den Verbindungen «, in welchen die drei mittleren Elemente
geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen und die beiden äussersten 
o 0 o
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307Elemente unveränderlich sind, je zwei auf einander folgende Zahlen von einander abgezählt werden, so entstehen die Verbindungen/3, welche die Zerfällungen der Zahl 6 in vier Elemente sind:
ct, (3

0 1 2 3 6 1 1 1 3

0 12 4 6 112 2

01256 1131

01346 1212

01356 1221

01456 1311

0 2 3 4 6 2 1 1 2

0 2 3 5 6 2 1 2 1

02456 2211

0 3 4 5 6 3 1 1 1

Die Producte in 475 gehen also in jene in 487 über, wenn allge
mein A£ statt A?‘
gesetzt wird, und so auch die Producte in 481 über in jene in 491, wenn 

Ai,J1 statt A?’
eingeführt wird.

39*

www.rcin.org.pl



308

Zurücklaufende Bildungswei.se, durch welche die 
gedoppelten Verbindungen erzeugt werden.

134.Es sei494) (n) p + (n+ ι)p,1. [n] 1 + (n+2)p.s . [nj, +...........+ (n+p-l)1 ∙ [n]p., + [n]p = 0(n) und [n]s seien Functionen von n und von q und s, und finden statt für alle Wertlie von n, q und s, und zwar für l, 2, 3, 4,....................Diese Gleichung enthält die zurücklaufende Bildungsweise der beiden verschiedenen Functionen; sie ist wichtig, weil auf ihr die Theorie der Reihen beruhet, und besonders merkwürdig, weil mit ihr immer eine zweite Gleichung von derselben Gestalt verbunden ist, wie wir gleich sehen werden. <Es ist für p = l
(11λ + IaL = θ (»xW erden zwei Gleichungen gebildet, eine, wo p = 2, n = n, und eine zweite , wo p = ι, n = n + l ist,(n)2 + (n+ι)ι . [n]ι + [n]2 = o(n+ι)ι +[n+ι]ι= ound wird die erste mit l und die zweite mit (n)1 vervielfacht, so entsteht durch Zusammenzählen dieser beiden Gleichungen eine neue Gleichung

0*2(n)l + (nλ ∙ [n+1L + (nL = 0
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309Wir setzen ferner p = 3, n = ndann p = 2, n z: n + i und p = 1,n = n + 2es wird Ws + (n+1)2.[n]1 + (n+2)1 . [nj2 + [n], = 0 (n+1)2 + (n+2)1.[n+1]4 + [n+1]j = 0(n+2)1 + [n+2]1 = 0diese Gleichungen vervielfachen wir nach ihrer Folge mit 1, (n)1, (n)2, und zählen alle zusammen; es entsteht die Gleichung
W3 + W2 ∙ [n+2]1 + Wx ∙ [n÷1L + [11]j = θ WEben so finden wir durch Zusammenzählen der vier Gleichungen, welche entstehen, wenn p = 4, 3, 2, 1 n = n, 11+1, n+2, n+3gesetzt wird, und diese Gleichungen nach ihrer Folge mit 1, (n)ι, (n)2, (n)3 vervielfacht werden, dass(n)4 + W3 ∙ [n÷3]χ + W2 ∙ [11÷2L + W< ∙ [n÷1]3 ÷ [nh = θ («4Allgemein, setzen wir in der Gleichung 494p = q , q-l , q-2 ,..................... 1n = n , n+i , 11+2 ,................., n+q-ivervielfachen diese q Gleichungen nach ihrer Folge mit 1 , Wx , Ws > •• ∙ ∙ > W,1-,und zahlen sie zusammen, so finden wir durch Anwendung der schon gefundenen q-i Gleichungen αι, , #3 , ∙ ∙ , αq.1, dass495) (n),ι + (n)α.1. [n+q~ι]ι + (n),l.2. [n+q-2]2 +....+ W1 ∙ [n÷1J<1-. + W1 — θ
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310Durch ein gleiches Verfahren können wir aus dieser 495 die vorgegebene Gleichung 494 wieder herleiten. Diese Leiden Gleichungen sind also zu gleicher Zeit wahr, oder mit der einen ist auch immer die andere gegeben. Stellen wir diese beiden Gleichungen neben einander
496) (n)p . (n+ι)1,,1 ■ M. + (n+⅛,., • M, +...+ (∏+p->). ∙ [n],-. + Mp = 0

[n], + [ιι+l],,, .(n), + [n+2],,s.(n)1+ + [n+q-ι], . (n),.1 + (n), = oso sieht man, dass sie dieselbe Gestalt haben.
135.Durch dasselbe Verfahren findet man, dass auch folgende Gleichungen zusammengehören :49~) (n)p + (1*-1)1,.1 ∙ M, + (n-2),-1 • M. +∙∙∙∙+ (n^P+1λ • Mp-. + Mp — 0 und M, + [n-ι]q-, • ("). + [>>-⅛-, • (“), +••■•+ [≈-q+>]. • + (“), = öso wie auch die Gleichungen :498) (n)p + (n)p.1.[∏+p]1 + 0⅛-2 ∙ [∏+p]2 +••••+ W, ∙ [n+P]p-χ + [n+p]p = θ und ("),+(n+1),-,∙[ιι+ι],+(n+2),-.∙[n+2]≈+∙∙∙∙+(,,+q-,).∙[n+q-,],..+["+q]q=θ und auch folgende Gleichungen

499) (n)p + (n)p.,. [n-p]1 + (n)r.l. [n-p], +....+ (n)1. [n-p]p., + [n-p]p = 0 
und
(“), + (u^1),-. • [“-!], + (n~2),-. ∙ [>>--]1 +∙∙∙∙+ (n-q+<).∙[n-q+1],-l+[n-q], = 0 

$. 136.

Diese Gleichungen können nun unter verschiedenen Gestalten erschei
nen, z, B. die Gleichungen 496 in der Gestalt:
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500) D'∙, + D"t∕,E7, + D“” E,j", +.∙..+ DΓp",,. E^,. + E^, = o 
und

D;n’ + D∞ E'Γ,"n + D∞ E'Γ'n +∙∙∙∙+ Dχn, .EinΛn + E^", = 0 

Die Gleichungen 497 in der Gestalt:

501) G'n, +C7,.H'Λ +G7Λn.HΓ+..........+ GΓr+,,∙ιC,1÷ιC, = θ
und G7 + G'β.,1. HΓq+n + G"Λ . HΓq+n +.......... + G?’HX” + ¾", = 0die Gleichungen 498 in folgender:
502) l‘” + I^.I<n+p,+I∞ ∙KΓp, + ∙∙∙+Γ .Rp7,+K7p' = o 
und i;n> ÷ζ:7^IC+l’+ζr?,.κr2,+...+IΓ^■,, .ι⅛τn +κir, = o und zuletzt die Gleichungen 499 in der Gestalt:
503) ‰7 + LpTi.N,,n^p, + Lr”2 ∙ N'2n^r'+∙∙∙∙+Ll"i .C7, + XΓp, = 0 
undI√, + L^ΛNΓ*, + L^ +NΓq, = 0*Diese vier Paare von Gleichungen sind so beschaffen, dass wenn eine der beiden Gleichungen vorkommt, immer die andere auch statt findet.

$. 137.Aus diesen zurücklaufenden Bestimmungen ergibt sich folgende unabhängige Bildungsλveise:
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312504) d;’ = - E'1β,DΓ = - E'", + E'1nl .E'Γ*,D∞ = - E',n, +EΓ ∙EtΓn - E'xnl .E^.E?*2’+ E'", .E7+a,d<"> = - E'4n, +E'1", .EΓ1,-E'τυ .EcΓi,.EcΓ2'+E'Γ .E'Γ1,∙E'Γ2,.E'Γ3* + E",.E7+2,-EΓ∙E'ln+1,.EΓn +e∞.eγ3,-eγ∙eγ2∖eγ"und allgemein505) D1Γ = - E(n, (n+ι,n+2, ...,n+p-ι)'°, ,5(p)1∣+ E(n,(n+ι, . . . , 11+p—l)1’ ,j(p)2)- E(n, (n+i, • • • > n+p-i)'2’ >δ(p)3)+ •••••“..................................(-)v E(n,(n+ι, . ∙ ∙ , n+p-1Γ'1∖δ(p)p)
Vertauscht man D und E, so erhält man die unabhängige Bildungsweise von Ep“’ nämlich506) E‘” = - D(n, (n+ι,...,n+p-ι)c°, , 5 (p)1)'+ D( n, (n+ι,...,n+p-ι)u, , $ (p)1)'“■ ∙∙∙∙∙βf*∙∙∙∙∙∙(-)p D ( n, (11+1,..., n+p-ι)<p-1,, 5 (p)p JAehnliche Bestimmungen geben die Gleichungen 501, 502, 503 für die Grössen Gp“’, Hpn,, I∞, K∞, L∞, N∞.

⅛. 138.Von den Gleichungen 496, 497, 498, 499 oder 500, 501, 502, 503 sind folgende ganz verschieden
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313507) (ιι+p)n + (u+p),,tl. [n], + (n+p)n+,. [n]s +...+ (n+p).,t., . [n]1,.1 + ∣n]p = o und
(u+q)„ + (n+q-ι)n.[n+q-lj, + (11+q-2)n.[n+q-2], +.„+ (n+j)n.[n+ι]g.l+[∏]q= 0ferner
508) (n-p),, + (n-p∖.,. [n]1 + (n-p)„„. [n]1 +....+∙(n-p)t,,ptι. ∣n]ι. + [„] — 0 und(n-q)„ + (n-q+>)„- [ll-q+*],+(n→i+2).∙[n-q+5], +....+(n-ι),,.[11-1]11 ,1+[n]=0 oder in andern Zeichen509) I'Γ"' + Pl,7,1". Q∞ +1',)7'. Q‘” +....+ p;;;_. . q... + q». _ 0und

p(n + q) + p<n + q-1) ∩<n + q- χ ) p(n + q- 2 ) . θ(n + q- 2 ) _j_ _|_p<n + l> θ(n+1> + Q<n>   θ

so wie auch
510) R'";- + R"7,. τΓ + R,',T. τ", +....+ R'7Λ ∙ τ'",1 +17 = 0undjpn-q> _(_ pjn-q+1) rp<n-q+1 > j^(n-q+2 > rp<∣*-q+2)^ ^-R'""1’ rp("“1 ’ _j_ rp(n 1   θ

Jede zwei dieser Gleichungen sind so mit einander verbunden, dass, wenn eine von den beiden gegeben ist, auch die andere Gleichung statt findet. Das λ erfahren, aus der einen die andere ihr zugehörige Glei— chung herzuleiten, ist dasselbe, welches schon oben §. 134- gezeigt ist.Die unabhängige Bildungsweise der Grossen P, Q, R, T ist
40
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511) Q∞ = - P<n+n

Q(U) ___ τ>(n + 4> i p(«+l > p<n+4> pm + i) p(n+2) p(n+4) ∣pd∣+I' p<n+2> p<n+3> p
4 — ~ -*∙n "'^'^n **n+l *n ∙j∙n+l ∙^n+2 "∣^∙*∙n ,in+ι ,*∙∏+2 '*■

(n+4)
n+3

∣p<n+2) p(n+4> __p∣.ntι) p<n + 3> p<n + 4 )
• * n iiJ.4 j^ U TI A 1n+l n+3

P<u+3) p(∏+4> _ p(n + 2) p<n+3) p<n+4> 
4- ιι *^"ιι+3 ,'*'n+2 n + 3

u. s. w. und

5i2) pl<ln+*, — - o;
P(n+2) ------ —
■ ni “PC n + 3 ) -

n —

Q‘,n) +Q'1,° .QtΓn

or +o'1n' .orn-otΓ .o'1"+1,.o'Γn 

+ O'2n, .QΓ2'PC n + 4 _
11 ^ 0(n> i zλ1,1> z∖<n+ι> r∖<n' λ∖h>+i> V∖(n + 2) , r∖,n> r∖fn+1> r√n+i, r'k<n+3>,4 Qi ’ Q3 Ql ,Qι ,Qs . + Q, *Qi ’Qil ’Qi

+ ∏,2n, .QΓ2,-Q'ln, .q;+,,.q:73’

+ o;ni .Q'Γ3,- Q'2,u .Q'1n+2,.Q'1n+31

11. 6. \v. und alJgeinein

Q<n> ___  _ p<n+D p<n+l) p(n+2>

Q(n) ___ T>(n+3> T)<n + 1> T)<n+3> T>(n+1> T><n+2> ∙p<"+3>3 ------ “ P∏ +ln ∙*n+ι ” ∏ ∙ 11+1 ,*n+2

p(n+2) p(n+3)
• * n * ■** n + 2
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315513) Qι,,,'' = - Γ (jn∕n÷ι,n+2j.. ., n+p-ι) n', n+p∣ ’+ P ^n,(n+ι , . . . . , n+p-ι)u,, n+p∣ ’- P∣n,(n+ι, .... , n+p-ι)t2,, n+p∣ ’+ . . . ...........................................................(-)rp (∕√n+G ∙ . . . , n+p-ι)q,"1>+p),
1111(1514) P'"’"’ = - Q(n,(n4ι,n÷2,...,n+p-ι)'",,j(p)1)+ 0(n,(∏+* , , n+p-ι)'",}(p)s)- 0 (u,(n+ι , . . . , n+p-t)l,,, j(p)j)+...........................................................................

. (-)"Q(n,(n+t, . . ., “+p—ι)'p",, j(p)1,J

Die Gleichungen 510 fuhren zu ähnlichen unabhängigen Bestimnnin— gen der Elemente T(pu> und R'ιa^p5.Die Gleichungen 509 und 510 unterscheiden sich dadurch von den früheren 500, 501, 502, 503, dass bei 509 und 510 die Elemente nach verschiedenen Gesetzen 513, 514, hingegen bei 500, . . 503 nachdenselben Gesetzen 505 und 506 gebildet werden. Aber man kann von der einen zur andern übergehen, wenn man
τyn + s>   p(n+p)

p -s ~~ -*■ n+ssetzt.
40
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316• ∖Bei Bür man ιι *) Seite 33 findet man die ersten kaum erkennbaren Spuren von den gedoppelten Verbindungen 475, 481 und bei Kramp **) Seite 81 und 82 von den gedoppelten Verbindungen 487, 491; aber man findet weder bei ihnen noch bei andern Mathematikern irgend etwas von den zurücklaufenden Bildungsweisen 476, ..., 479 , ..., von 482,..., 485; von 488, 489, von 492, 493 noch irgend etwas von den Wahrheiten 494, ..., 514, welche diese Abhandlung enthält.
*) Ueber die Combinatorische Analysis von Hindenburg. Leipzig 1803 in 8.

**) De aequat. decre. sohi. gen. 1/89.
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THEORIEDER
PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN.

$. 139.Es kann bei denjenigen Mathematikern, für welche gegenwärtiges Werk bestimmt ist, als bekannt -vorausgesetzt werden, dass bei Auflösung der Gleichungen vom ersten Grade die Producte aus E"actoren mit Versetzungen unentbehrlich sind. Euler, Gramer, B e z o u t, H i n - d e n b u r g, Rothe und L a p la c e beschäftigten sich mit diesen Produkten, aber auch nur mit dem bei ihnen vorkommenden Gesetze der Zeichen + und —, über welches sie nicht hinausgegangen sind.Bezout gab im Jahre 1779 in seiner allgemeinen Theorie der algebraischen Gleichungen einige sehr einfache identische Gleichungen, welche, wie sich bei näherer Betrachtung zeigt, aus Produc ten mit Versetzungen bestehen.Desnanot gibt in seinen Zusätzen zur Theorie der algebraischen Gleichungen 1819 noch einige andere dieser einfachen Gleichungen. Ohne die Bemühungen dieses Gelehrten herabsetzen zu
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320wollen, müssen wir doch gestehen, dass alle Wahrheiten ohne Ausnahme, welche er über Producte mit Versetzungen findet, nur einzelne Fälle einer Wahrheit sind, die in unserer Untersuchung selbst nur als specieller Fall einer viel allgemeineren Wahrheit erscheint, wie die Untersuchung selbst zeigen wird.Wr onsky ist der erste, welcher die Producte mit Versetzungen auf die Entwicklung einer Function in Reihen angewendet hat. Aber ohne die Natur dieser Producte erforscht, und die Wahrheiten, zu welchen diese Untersuchung nolhwendig führen muss, gefunden zu haben, können die Producte mit Versetzungen auch bei Entwickelung der Functionen in Reihen bei weitem nicht das leisten, was eine gutgegründete Theorie dieser Producte zu leisten fähig ist.Diese Theorie, wovon wir nicht einmal einen Versuch vorlinden, wollen wir hier geben und zwar in einem Umfange, welcher eine weit grossere Anwendung zulässt, als wir in diesem Werke beabsichtigen. Wir wollen sie in folgenden Abtheilungen vortragen :Erste Abtheilung: allgemeinste UntersuchungI. Ueber die Natur der Producte mit Versetzungena) die verschiedenen Bildungsweisen der Producte, wovon die allgemeinste unbekannt war,b) das Gesetz der Zeichen + und —, für welches ein neuer Beweis gegeben wird, undc) der Einfluss der Gleichheit zweier oder mehrerer oberen oder untern Elemente, welcher unbekannt war.Die allgemeinste Bildungsweise in a und der Einfluss der Gleich- heit zweier Stellenzahlen in c sind sehr folgenreich; sie sind die Grundlage der ganzen Theorie der Producte mit Versetzungen, und ihr Mangel lässt erklären, warum diese Producte ohne weitere Anwendung geblieben sind.
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321II. Umwandlung einer Reihe von Summen dieser Producte in andere Reihen.Hier werden die allgemeinsten Wahrheiten ans Licht gebracht, von welchen sehr oft Anwendung gemacht wird, und von welchen Wronski und Desnanot einige ganz specielle Fälle gefunden haben.III. Auflösung der Producte mit Versetzungen in Producte aus anderen Elementen, welche durch Gleichungen gegeben sind.Oder das Eliininiren einer unbekannten Grösse aus gegebenen endlichen Gleichungen vom ersten Grade. Ein bekannter Gegenstand.IV. Auflösung der Producte mit Versetzungen, in welchen einige Fac- toren verschwinden, in Producte mit gedoppelten Verbindungen.Bis jetzt ganz unbekannt, so wie auch Folgendes:V. Entwickelung eines Bruches, dessen Zähler und Nenner Summen von Producten mit Versetzungen aus unendlich vielen Elementen sind, in eine unendliche Reihe.Zweite Abtheilung. Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente das Potentiiren angeben.I. Allgemeine Untersuchung.Bei Wronski findet man zwei der Wahrheiten, welche hier Vorkommen.II. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten mit Versetzungen und aus geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen, wird dargestellt durch Producte mit Versetzungen.III. Dasselbe mit Wiederholungen.IV. Summe der Producte mit Versetzungen aufgelöst theils in andere Summen vervielfacht mit geordneten Verbindungen, theilsblos in geordnete Verbindungen (das Umgekehrte von II und III}.
41
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322V. Auflösung einer Summe aus Producten mit Versetzungen in ein einziges Product zweiteiliger Factoren.Ö öAlle Wahrheiten, welche in II, III, IV, V gefunden werden, werden hier zuerst bekannt gemacht.Dritte Abtheilung. Producte mit Versetzungen aus Factoren, deren obere Elemente höhere Unterschiede angeben. .Die Untersuchung führt, aber mit Leichtigkeit, zu demselben Zielt, zu welchem Wronski Seite 236 gelangt*Vierte Abtheilung. Producte mit Versetzungen aus Factoren, deren obere Elemente höhere Differentiale angeben.
I. Allgemeine Untersuchung.II. Auflösen der Producte mit Versetzungen in das Differentiiren mit abwechselndem Vervielfachen.III. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfaches Differentiiren einer Function.IV. Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente das Differentiiren mit abwechselndem Vervielfachen angeben.Von dieser ganzen für die Theorie der Reihen sehr wichtigen Untersuchung ist nichts bekannt als nur zwei sehr specielle Gleichungen, welche man bei Wronski findet.
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Erste Abtheilung.

I. LIEBER DIE NATUR DER PRODUCTE MIT 
VERSETZUNGEN.

$. 140.Die Elemente, aus welchen die Producte gebildet werden, werden durch zwei verschiedene Zeichen unterschieden, durch eine Ziefer unten zur Rechten und durch einen Buchstaben mit einer Ziefer über den Buchstaben A.oder B; die Summe der Producte werde vorgestellt durch das Zeichen Jj . . • • | .Die Bildungsweise der Producte, welche hier untersucht werden sollen, geben folgende Zeichen an:
515> [ä.) = I[" ” \ _li“ \ ” li“ \ “[a.aJ-[a,∕∙a,-UaJ∙a1

I.i .≈ .j \ ii.i .ιi .j r.∙ ■> y r.’- "> \ =■A1A, A J = [∣A. A,/ ■ A. - [A, A.) • A. +1A. A.) • A,[ai a2 »3 »4 \A1A1A3 A4j '[ai ∏2 aj \ a4 Fax 82 a4 ∖ aj Γal aj a4 \ ai Γ *2 U »4 \ aiA1A,A,) ∙ A4-[A1 A, A.) ∙ A„ + l∣A. A, A.) 'A,-[a, A. A.J ’ A.
41’
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324und allgemein
B

ai....an ∖ f Γ a ∣ ∙ ∙ ∙ ∙ a<"-«) ∖ a" , f ∖, Γ n'-a<n-i’>Hn \“H [A1....AnJ∙ A. + H Ha,........A,,-,)∙ A.
I

ai... a(n-x-ι ),a(n-x+x )...nrt ∖a(n-x) Γιj..............an ∖ >»A,.........................A..,) A. *-+W"[a,....A,,-)a„

oder
∣

βl..............an ∖ Γ al . . . a(n-x-ι ),a(n-x+j ) ., . an l a(n-x)A.........A„) = s(->*[a.............................. A,., JA.
x — o, i, .... , n-iZwei verschiedene Arten von Zeichen , welche wir auch, weil sie bestimmte Geschäfte z. B. Differentiiren (Zl>, drι, . . . oder Unterschiede ∆p , ∆q, . . . angeben, Elemente nennen können, werden hier so mit einander verbunden, dass, während die unteren A1 , A2, A,, . . . unverändert bleiben, die oberen Elemente ai, a2, . . . nach dem Gesetze der geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen verändert werden. Werden die Geschäfte vorgenommen, welche die Zeichen angeben, so entstehen die Producte

∞>k)- x.
E

a, ,2 \ a, »2 .2 .XA, A,/ — A1 A2 - A1 A1
lj"‘ .2 "3\ ", "2 "3 ", .3 "2 .2 -, a3 .2 ., n3 .2 "3 "2 a»

|a, A, A,j — A, A, A, - A, A, A, - A, A, A, + A, A, A, + A, A, A, - A, A, A,welche der Gegenstand der Untersuchung sind; sie sind zweien Gesetzen unterworfen, durch welche sie sich vor allen übrigen Producten auszeich- nen, nämlich
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325Während die unteren Elemente unverändert bleiben, verändern sich die oberen Elemente auf alle mögliche Weise, und/3) Das Zeichen vor jedem Producte ist abhängig von der Anzahl, welche anzeigt, wie oft die Elemente ihre Stellen verändert haben.Das erste Gesetz ist offenbar, denn bei zweien Elementen ergeben sich die Versetzungen ai a2a? aiBei dreien Elementen sollen nach der Vorschrift 513die Versetzungen von den Elementen ai, a? mit a3.................................................................................ai, a3 mit a2................................................................................. ....... a3 mit aiverbunden, mithin alle Versetzungen aus den Elementen ai, a2, a3 gebildet werden.Das zweite Gesetz /3) ist eben so offenbar, und cs ist weiter nichts übrig, alseine allgemeine Vorschrift aufzusuchen, nach welcher jedem Producte sein zugehöriges Zeichen bestimmt werden kann, ohne genÖthigt zu sein, alle Producte zu bilden, welche diesem bestimmten Producte vorangehen. Damit aber der Einfluss, welchen eine veränderte Folge der Elemente auf das Zeichen vor jedem Producte hat, besser gewürdigt werden kann, suchen wir ihn zuerst bei der Summe der Producte und legen uns deshalb die Frage vor: Welchen Einfluss hat eine veränderte folge der oberen Elemente auf die ganze Summe der Producte ?Wir finden bei zweien Elementen, dassfinl λ2 \   n, n2 a2 sι ∕ a2 n, aι a2 \∣)A,A,^ — A,A1 - A,A, = - i A,A1 - A,Aj |oder
1

a 1 m \ F]»2 ai tA, A:) = - [a, A.)
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326und dass also bei zweien Elementen eine Vertauschung ihrer Stellen auch eine Veränderung des Zeichens vor der Summe nach sich ziehet.Wird diese Wahrheit auf drei Elemente angewendet, so können folgende Veränderungen vorgenommen werden:i"ai «2 »3 \ . pl ≈2 \ 03 »3 \ «2 Γa2 »3 I a,AiA2A3) ∣jA1A2j A3 ∣jA1A2j As + [aa A2j A3Iai ∏3 ∖ a2 Γaι a2 ∖ a3 Γa3 a2 \ a.A1 A J A3 + [A1 A2j A3 [A1 A2∕ A3oder ∣aι 02 83 \ __ Γn, 83 82 \a*4∙a>∕ - - ∣A,A,A,jDie drei ersten Summen zur Rechten des Gleichheitszeichens können auch in folgende übertragen werden :[ja2 aι ∖ a3 f]a2 a3 \ ai flaι a3 ∖ a2A1A2j A3 + [∣A1 Aj A3 [)aiA2, Aj
oder

∣∣a,a1aj) - - [a,a,a,∕
X Das, was vorhin bei Producten aus zweien Factoren gefunden wurde, bestätigt sich also auch wieder bei Producten aus dreien Factoren, näm- lieh, dass, wenn in einer Summe von Producten zwei benachbarte obere Elemente ihre Stellen vertauschen, die Summe das Zeichen verliert.Damit aber diese Wahrheit ihre allgemeine Gültigkeit für eine jede mögliche Anzahl von Factoren erhalte, muss gezeigt werden, dass das Verfahren, welches von zweien Factoren zu dreien Factoren führte, bei jeder Anzahl von Factoren statt findet.Es sei deshalb[ai....a(<j-1 ),aq,a(q+1 )1a(<ι+2 ).... a(n*i) ∖ flaι ...a(q- 1 ),a(q+ ι ),a∣j,a(q+ 2 )...a<n-ι) \a∙.................... .... • • M = ’ l,A‘ .................................A- /
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327es wird das allgemeine Verfahren verlangt, welches von n-i zu n führt; dieses ist folgendes:Die Summe von Producten aus n Factoren wird in Summen von Producten aus n-i Factoren zerlegt
E

ni an ∖ Γ" 1 ...a(q-1 >,nq,a(q+ι), a<q+2 )...a(n-i )\ an

A..... aJ=« [A....................... A...)’A.+ • • • •

[
aj ..a(q-l ),aq,a(q+1 >,a(q+3 )..an ∖ ntq+2) Fa 1 ...a(q-l ),aq,a(q+2 )...nn ∖ a<q+t>A..............................aJ∙A,, ÷(-Γq∙'[A.........................λJ∙A,,
(

ai ...a(q-l >,a(q+l ),a(q+2)...an ∖ aq F a ι ...a< q-2 >.aq,n<q+1 >...nn ∖ a<q-ι)A,.........................A... ) • A„ +«■-”■ [a,.........................A„.,)-A„
+..................................................................................+ [A........................A,,,)∙ΛuIn denjenigen Summen, in welchen die beiden Elemente aq und a(q+ι) zugleich Vorkommen, werden diese beiden Elemente vertauscht, mithin auch die Zeichen vor diesen Summen verändert. Diejenigen Summen aber, in welchen diese beiden Elemente nicht zugleich Vorkommen, bleiben ungeändert und es wird nur die Summe mit a(q+ι) vor jene mit aq, und zugleich (-)n^'1+1 statt (—)n^'1'l gesetzt. Hierdurch wird
1

a l.......nα ∖ Γu 1 ...a( rχ-l >,a(q+ j ) ,aq,a( q+ 2 )... a(n-i) an

∙A,....A.)=H, ∣∣a,...................... Au.1)∙A.+.............................

. λ,1-11.1 Γa*∙'∙∙n<<I-,ba<q+i>,aq,UTq + 33 an ∖ a(q,+ 2) F a 1 ....a<q-1 >,n(q+ ι ),a<q + 2 )....an \ aq+ ω l∣A,.................................A..J ∙ A.+ζ-)"^,[∣A,.................................A„.,)-A„
i

ai...α<q-( ),aq,a<q+2 )..→.an ∖ a(q+D Fa ι ....atq-2), a( q+1 ),aq,a(q+ 2).. .an \ a(q-l)A. ..... . A...) • A. +<-)"-qlA,................................ A..,)*A.
E

B2....a<q-1 >,a(q+i ),aq,a(q+2)... an \ aiA.................................A.J • A.Es ist folglich ganz allgemein
- ΓJo 1 ...a( q—i ),aq, a(q+i), a(q+2 )....an ∖ Γa I ...acq-I ),a(q+1 >,aq,a(q+2 >.... an \518) k...............................aJ = - ∣A, ........ A.)
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328Die Wahrheit, welche hei Producten von zweien oder dreien Factoren gefunden ist, bestätigt sich also hei Producten von jeder Anzahl von Factoren, nämlich: Vertauschen in einer Summe zwei benachbarte obere Elemente ihre Stellen, so muss das Zeichen vor der Summe geändert werden. Hieraus folgtunmittelbar:519) Wenn ein oberes Element um eine gerade Anzahl Stellen zur Linken oder zur Rechten riiekt, so wird das Zeichen vor der Summe nicht geändert; hingegen, wenn ein oberes Element um eine ungerade Anzahl Stellen zur Linken oder zur Re eilten rückt, so geht das Zeichen vor der Summe in das entgegengesetzte über»Ferner520) Wenn mehrere obere Elemente zur Linken oder zur Rechten rücken, so wird das Zeichen vor der Summe der Producte nicht geändert, wenn die Summe der Zahlen, welche anzeigen, wie oft niedere Elemente auf höhere folgen, gerade ist, hingegen geändert, wenn diese Summe ungerade ist.Z. B. in 154632 folgt 4 auf 53 auf 5, 4, 6 2 auf 5, 4, 6, 3Die Anzahl dieser höheren Elemente ist 1+3+4 = 8; es ist alsofaι a 2 a 3 a 4 a 5 a 6 ∖ Γ a i a5 n 4 a 6 a3 »2 \

A1AjA3A4A5 aJ (jA1 A2 A3 A4 A5 A6jHingegen in 265314 folgt 1 auf 2, 6, 5, 3 3 auf 6, 5 4 auf 6, 5 5 auf 6
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329Da nun 4+2+2+1 = 9, so ist
["* »1 »3 .4 «5 “6 \ _ I?2 "6 ’5 "J ’* "4 \A1A2A3A4AsAj [a1 A2 a3 a4 As A6y∣Nachdem wir gefunden haben, welchen Einfluss eine veränderte Folge der oberen Elemente auf die Summe der Producte hat, kann derselbe auch jetzt bei den einzelnen Producten aufgesucht werden.Es ist nach dem Obigen 517 immer das Product, welches zwischen den beiden Zeichen j∣ . . . ) s^c^1 befindet, das erste Product der Summe. Soll also das Zeichen vor irgend einem Producte bestimmt werden, so ist zu untersuchen: welches Zeichen (+ oder -) würde vor das Zeichen [| kommen, wenn das bestimmte Product zwischen den Zeichen [j ∙ ∙ ∙ ∙ ∣ sich he- fände? Es gilt also dieselbe Vorschrift, welche oben für die Summe der Producte gefunden ist, auch für die einzelnen Producte, nämlich 521) Wenn die Summe der Zahlen, welche an zeigen, wieoft unter den oberen Elementen niedere Elemente auf höhere Elemente folgen, gerade ist, so i s t d a s Product b e j ahet, und verneint, wenn sie ungerade ist.

141.Die erste Bildungsweise in 515 ist zurücklaufend und aus ihr ist die unabhängige 517 hergeleitet. In beiden Bildungsweisen sind die unteren Elemente beständig und die oberen Elemente v e r ä 11 de r- lieh. Diese Ordnung lässt sich umkehren, es lassen sich die unteren Elemente verändern, während die oberen Elemente beständig bleiben. Damit aber dieses iiehÖriif begründet werde, so kehren wir zu der anfänglichen Bildungsweise wieder zurück, von welcher wir ausgegangen sind. Es ist
1 »i ∖ "1 a2 "2 ’* Γaι∖ "5 Γ" 1 ∖ n 2A,A,) = A, A,-A,A, = ∣iA,) ∙ A,-[Aj • A, <■*
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330Bei dreien Factoren ist die erste Bildungs weise:
[

ai a2 «J \ Γai »3 \ «3 Γai a3 ∖ a2 Γa2 a3 \ aiA1A2A3) ∣A1aJ A3 ∣)A1A2∕ A3+[A1A2j A3Die beiden letzten Summen werden nach der vorhin gefundenen Vorschrift u zerlegt
I

a» \ a» _______ Γaι ∖ a3 a2 I1aι ∖ a3 a2A1 As) * A3 - " ∣∣Al∕ ‘ Ai∙A3 + [IA.) ‘ A,.A3
’ Γa2 »3 ∖ aι _____ p2 ∖ a3 a, p2 ∖ a3 aI÷∣a1aJ∙aj- + ∣∣aJ∙a,aj- H∙a,a,und diese vier Producte nach vorgezeichnetem Zwecke wieder gruppirt

∕f1aj ∖ a2 p2 \ ai ∖ a3 / Fa l ∖ a2 Γa2 ∖ a∣ ∖ a3' (∣∣A,) • A, - ∣∣A,) ∙ As) • A, + ∣∣)aJ • Aj - ∣Las) • A.) • A,
E

ni a2 \ »3 Γat ∏2 \ a3A,A,∕∙A, + ∣∣A,A,) • A,W erden diese beiden Summen statt der beiden letzten in der obersten Gleichung eingeführt, so entsteht folgende Bildungsweise:
E

„, ,2 a3 ∖ pl a2 l a3 Γ∏t »2 ∖ a3 Γ∏. »2 \ »3A, Al A,) = Ia, Al) • Al - ∣∣A. Al) ■ A, ÷ )Ai A3) • A,Dieser Uebergang von der ersten Bildungsweise, wo die unteren Elemente beständig und die oberen veränderlich sind, zu einer neuen Bil—dungsweise, wo die unteren Elemente veränderlich und die oberen beständig sind, hat schon einen bestimmten Charakter angenommen; das Zerlegen der Summen der ersten Bildungsweise in niedrigere Summen und dann wieder das Gruppiren dieser letzteren nach vorgestecktem Zwecke kehrt immer in derselben Ordnung wieder zurück. Es ist nach diesem nichts mehr übrig, als diesen allgemeinen Uebergang von der Summe der Producte aus n-i Factoren zu der Summe der Producte aus n Factoren auch in allgemeinen Zeichen vorzulegen.
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331Es sei die Summe der Producte aus n—< Factoren '(∕⅞
[
al....................a(n-ι)V θΓ. ..........................a(n-2)∖ a(u-ι) Γaι......................... a(n-jΛ a(n-i)

A>............ Aa.1f [A1........... An.2J , Ab.1 + [)A1....Ab-3Ab.J , Ab.2 +........

z Γaι................................a<n-2> \ a(n-i) f ai.................. a<n-Ij∖ a(n-i)+ (-)’ ∣A,∙∙∙ An.y-1A,-y,, ∙∙∙ A11., j ‘ A.-y^ ∣A,..........A..J ∙A1oder
____ , ........................................................................................................... •<«-»» a(n-i)

- >λ > DA,.............An.y.. A..y.,...............A._J • A,,.ywo y = 1, 2, . . . , 11-1, gefunden; es werde die Summe der Producte aus n Factoren gebildet.Es ist nach 515^∙.............*∙H<⅜,.......................................................A,J÷Λ,<'
WO X = 0, 1, 2, . . . , 11-1oder wenn der erste Theil davon getrennt wird

1A,....A.) = [a,.........A,.,)∙A+2∙(-) ∣)A1..................................A..1)'A.

WO X = 1, 2, ... , 11-1Wird der letzte Theil aus n-i Factoren bestehend nach der obigen ©Vorschrift /3 in niedere Summen zerlegt,
1

a,..............adi-x-i», a(n-x+l> .... an \ y_ j Γal . . . . a<n-x-ι >, a<n-x+χ) .'.... a<n-x >\ an

................................ An-ι) j ') [A1.∙∙ AB_y_x Aa.y+1........An,1 j An-ywo y = i, 2, . . . . , n-iso wird
I

ai . . . an ∖ Γu....a(n-ιA an χ + Γ aχ . . . . a<n-x-1 >, a<n-x+χ ) . . . . a<n-1 Λ a<n-x),an

At...A.∕=∣A1....A..1f A «A« * ∣∣A.∙∙∙A..,.1A..r., ... A...) • A. ∙ A..ywo x = l, 2, . . . , n-i und auch y = l, 2, . . . , n-i Lassen wir nun zuerst y unverändert und setzen x = i, 2, . . ., 11-1und berücksichtigen, dass nach der ersten Bildungsweise 515 42*
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f
m........................................... a<n-x-l), a(∙-x+ι) . . . a(n-ι)∖ a(n-x) Γal.....................................................a<n-ι>∖Al∙∙∙An.y.1An.y+1............................An - ∣A1∙∙∙Au.y.1Au,y+l.∙∙Au ,so geht jene Gleichung in folgende über:

1
aι....an ∖ Γaι . . . a(n-ι A an λy-*P1.....................................................a'"'1,l »nA1 ∙ ∙ ∙A11) = [A1∙∙∙∙A∏-1) ‘ An - ςΛ × ['Al∙∙∙An.y.lAn.y+1∙∙∙An ) ' Au.y wo y = l , . . . , n-ioder

[
ai . . . . an \ Γa*........................a(n-l>∖ an

iA1.......Aj — 2y θ [∣A1∙∙∙An.y.1All-y+1..∙ Au ) , An.ywo y = o, ι, 2,...., n-1
[

ai ... a(n-ι)ι au ∖ιΓial........................ a<n-ι>∖ an
A,..... A,-.)∙A.+(-) [⅛,..∙∙ A„ A. ) ‘ A„_,

A1........All.3 Ai1.1 Ai1 ) ∙ A„_2 +∙∙∙∙+<-) [Ja2........A„ ) * AlEs findet also ausser der ersten in 515 noch eine zweite zurücklaufende Bildun<ιsweise 522 statt, deren Unterschied in der Veränderlichkeit und Unveränderlichkeit der oberen und unteren Elemente besteht. Eine von diesen beiden Bildungsweisen musste bei der Untersuchung zu Grunde gelegt werden; wäre diese letzte zur Grundlage gewählt, so hätte die erste aus ihr hergeleitet werden müssen.Die erste zurücklaufende Bildungsweise 515 hat zu der unabhängigen 517 geführt. Die zweite zurücklaufende 522 führt zu einer zweiten t? ounabhängigen. Der Unterschied dieser beiden unabhängigen ist derselbe als jener zwischen den beiden zurücklaufenden. Es ist
5ι3>

i
a* a2 a3 ∖ βl a2 a3 al 02 83 ’* *2 a3 ", 83 ’* 82 ” a, i2

A1 Ai A3I — A1A2A3-AiA3A,-A2A1A3+A,AjA1+A3A1A2-A3A2A1

u. s. w.
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333Die Gesetze, welche in Hinsicht der Zeichen für die erste unabhängige Bildungsweise 517 gefunden sind, finden auch für die zweite 523 statt. Die Weitläufigkeit entschuldigt, wenn dieses nicht näher nachgewiesen wird, welches nur in einem Wiederholen derselben Gründe besteht.
142.Um den Gegenstand weiter verfolgen zu können, führen wir für alle mögliche Versetzungen der Elemente ai, a2, . . ., an das Zeichen V(aι, a2, . . . , an) ein.524) Wenn aus n verschiedenen Elementen die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen zu q Elementen und dann auch zu n—q Elementen gebildet, alle diese Verbindungen auf alle mögliche Weise versetzt und zuletzt alle diese Versetzungen mit einander vervielfacht werden, so dass in jedem Producte alle Elemente ai, a2, . . ., an Vorkommen, so entstehen alle mögliche Versetzungen aus deu Elementen a l, a 2, ..., a n.Ist z. B. n = 5 , q r=∑ 3, n - q = 2, so istV (12345) Z= V(l23) X V (45)

+ V(l24) X V(35)

+ V (125) × V (34)
+ V(134) X V(25)
+ V(135) X V(24)
+ V(l45) X V(23)
+ V (234) χ V (15)+ V(23∙5) X V(l4)
+ V(245) X V(l3)
+ V (345) X v (12)
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oder ist n = 6, q = 3 , n-q = 3, so ist

V (123456) = V(l23) . V(456)

+ V(l24) . V (356)

+ V(125) . V (346)

+ V(l26) . V(345)

+ V(l34) . V (256) ,

+ V(135) . V(246)

+ V(l36) . V(245)

+ V(l45) . V(236)

+ V (l46) . V (235)

+ V (l56) . V(234)

+ V(234) . V(l56)

+ V(235) , V(146)

+ V(236) . V(145)

+ V(245) . V(l36)

+ V(246) . V(l35)

+ V (256) . V (l34)

+ V (345) . V (126)

+ V (346) . V(l25)

+ V (356) . V(l24)

+ V (456) . V (123)

Dass keine Verbindung melirmalen vorkommt, ist offenbar, und dass 

alle mögliche Versetzungen entstehen, lässt sich leicht nachweisen; denn 

die Versetzungszahl

von V(i, . . . . , q) ist 1.2.3.... q 

und von V(q+ι,...., 11) ist 1.2.3.... (n-q)
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335Wenn daher die V(i,...., q) mit den V(q+ιn) vervielfacht werden, so entstehen t.2....q × 1.2.... (n-q)Producte. Da nun hei jeder geordneten Verbindung ohne Wiederholungen dieselbe Anzahl der Pro- ducte entsteht, und n(n-i)...........(n-q+i)1 . 2 . . . q -geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen möglich sind, so entstehen n(n-i) .... (n-q+i)1.2...q. 1.2... (n-q) . -Δ-----'------- 1----i—' = 1.2.3.... n1 . 2 .... qoder alle mögliche Versetzungen der n verschiedenen Elemente.
143.Nach dieser Weise, alle Versetzungen zu bilden, welche wir hier zuerst bekannt machen, können auch die Summen der Producte mit Ver- Setzungen und mit veränderlichen Zeichen in niedrigere Summen zerlegt werden, wenn bei jeder Versetzung nach der oben gefundenen Vorschrift das zugehörige Zeichen bestimmt wird; z. B.
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336
p,⅛ΛHλU)PA) = p,UHU)

1
,1 »2 »4 ∖ Γ,"3 ,5 ∖ Γ- «2 »3 ∖ Γa4 "5 \

i,Λ,Λ,)∙∣Λ,A,) -∣Λ.A,A.) [a.A.)

*P.ä,j.)-Pä) *∣⅛^,*j 'p,^j

4i.U)M ÷tu,y∙M

!
,1 ,3 ,5 ∖ Γ∏2 »4 \ n2 "3 ∖ fl'4 ,5 \A.A,A,) ∙∣A.As) -∣A,A3As) ∙ ∣ΛsA,)

E
al ,4 ,5 ∖ Γλ2 «3 \ Jim »2 »3 ∖ p4 »5 \

aia,λs) ∙ ∣1a4a3) +∣!a,a4a5) ∙ 1)A,a,)

!
,2 ,3 ,4 ∖ Γm .5 \ p* a2 »3 ∖ Γa4 aS \A,A,A3).∙ [a.As) -(Jλ,A3A.) ∙ i∣AtAs)

E
a 2 »3 »5 \ [al "4 ∖ p, "2 i'3 \ p4 ns VAlA3A3) ∙ [A.As) +[a3A3As) ■ ∣A, A4
I

ai a4 ns \ [al »3 ∖ [al »2 «3 1 p4 aS \

a.aa)∙M -∣,asa.as) ∙∣a,a3)
Γa3 n4 aS \ Fm ,2 \ pl »2 »3 i p4 aS \+ A.A,A,) • IM,) + [a3A4A3) ∙∣A,A1)

In der ersten Scheitelreihe sind die oberen und in der zweiten die unteren Elemente veränderlich; die Zeichen + und — befolgen das Gesetz in §. 140. Eben so ist

www.rcin.org.pl



337[«' »2 «3 «4 «5 «6 «7 ∖ IJaj «2 « ∖ Γa4 ∏S <n6 a7 ∖A A,A,A4A,A4A,) = ∣Ja,a1a3)∙[!a4a≈∖a,)
[l.l »2 »4 ∖ Γa3 a5 n6 a7 l- Iaa^au)g.i .1 eS x r.3 ,s „ xaiasas)∙[a4as a4a,)
Eaι a2 aδ ∖ Γ∏3 n4 aS a7 \a,λiλ3)∙[)a4λ5 a( a,)
[jai »2 »7 ∖ Γa3 n4 a5 a0 \A.Aa)√A4AsAtA,)
f” «3 «4 l Γa2 as a6 a7 \+ ∣A1A.Λ,)∙∣jA4AiA4A,)
Γa1 .3 a5 ∖ lja2 a4 a6 a7 \" 1A‘ N ∙ Lλ4 As a< a7) u. s. w.Wir wollen für diese Bildungsweise folgende allgemeine Zeichen wählen:*» = ......)

und
enpλ Γ aij »2    aq ∖ Γ a«j+1), a(<l+2),....an) l526) = ς (-)',l(Aι,Aj,...,Anr>) ∙ [(Al,Aι,...,AJ∙-1i
wo * nach dem Gesetze bestimmt werden muss, welches in §. 140 gefunden ist.Diese beiden Gleichungen enthalten die allgemeinste Bildungsweise,in welcher die vorhergehenden in 515 und 522, die einzigen, welche 43
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338bisher bekannt waren, enthalten sind. Dieses oberste Gesetz ist sehr wichtig bei der Umformung der Reihen bestehend aus Producten mit Versetzungen, wie bald der Verfolg lehren wird.
144/Nachdem das höchste und allgemeinste Bildungsgesetz der Producte aus Factoren mit Versetzungen aufgefunden ist, ist nur noch übrig, den Einfluss zu würdigen, welchen die Gleichheit mehrerer Elemente auf die Summe der Producte hat.W ir gehen hiebei von der Gleichheit der Elemente aus, wenn sie in der niedrigsten Anzahl Vorkommen; es ist

I
ai «2 κ aι a2 a2 oiA1A1j A1 A1 - A1A1 θ 0*Beim Fortschreiten zu Producten von dreien Factoren finden wir das Gleiche, wenn wir die Summe von Producten aus dreien Factoren in Summen von Producten aus zweien Factoren zerlegen, wovon jede Summe nach vorstehender Gleichung = o ist;

E
ai 02 03 ∖ Γoi 02 \ 03 a3 \ 02 Γ∣02 03 \ 01A1A1A>) = ∣JA,A,)∙A, - [a,aJ∙Aj + j∣Λ,A,)∙A, =o + o + o = 0und eben so finden wir durch das Zurückführen der Summen von Producten aus vier Factoren auf Summen der Producte aus dreien Factoren, dass

B
oi 02 03 04 \A1A,A,A.∕ =

f" >, \ r., .» i r., .i .. i .2 r.> .j .. . ..= lA‘ A, Aj ∙ As - |)A, A, Aj • A, + | A, A, aJ • A, - [a. A, A.) • A, =— O + O + O + O — oDieses Zurückführen der späteren Summen auf niedere Summen zeigt allgemein, dass immer die Summe der Producte, worin zwei der unte
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339ren Elemente gleich sind, = o ist. Denn ist die Summe der Producte, welche aus n-i Factoren bestehen, wovon zwei untere Elemente gleich sind, — o oder ist
✓

I
ai a2 aa a4 . . . . a(n-ι>∖A.A,As A«.........a-≈∕ = 0so ist, weil

3 i

[
ai «2 a3 a4....................an ∖ Γaι a2 a3 ...a<n-x-j ),a(n-x+ι »....an \ atn-x)A1A1A2A3.......... Au.1j ()[A1AxA2 .... Aa.2J , An.1λvo x=o,ιj2,...., n-i

auchcn-7λ f∣3* a2 a3 34............ ... \527) ‘ [lAιA A2A3 .... AιιJ = θ
Die Untersuchung behält denselben Gang, wenn unter den oberen Elementen zwei gleiche Elemente Vorkommen; es ist

[
aι o1 \ ai ai „A1A2j == A1A2-A2Ai=oferner

I
ai ai a2 ∖ fai ai ∖ a2 Γaf aj ∖ a2 fai ai \ a2A. A, A.) = K a≈) ' A, - h. A.) ∙ a≈ ÷ K Aj) • A. = o ÷o ÷ o= o 

und allgemein, ist
I

ai ai a2 ..... . a(n-2) \A............................ A...) =oso ist, weil
1

3* a‘ . ................................... atn-l)∖ flat a1 a2........................................................a,n.2>∖ α<n-ι)A,......................... A = ςH A..................A A....................A • A
< n / L 1 n-x-ι∙.*n-x÷ι n 7 n-xist, auch

528) [k ."'.'∖ "a„") =θ
«•
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340Es ist hiedurch ganz allgemein gefunden , dass immer zwei gleiche Elemente, sie mögen unter den oberen oder unter den unteren Elementen Vorkommen, die Summe der Producte zernichten.Diese Wahrheit, so nahe sie auch liegt, ist doch noch von keinem Mathematiker bemerkt worden; sie ist eine der wichtigsten für alle Untersuchungen, bei welchen Producte mit Versetzungen der Factoren Vorkommen, und der Verfolg wird lehren, wie viel auf ihr ruhet.Diese einfache Wahrheit gibt den wahren Werth folgender Reihen an:
I

o l a- \ «3 Γ ■ ®3 \ Γa2 »3 \ aiaiλ,)∙a2-Ja, a1)∙a,+Ja1a2)∙a1 = °
E

lm a2 «3 \ a4 Γ∙l «2 a4 ∖ »3 1>1 a3 ∏4 ∖ a2 Γa2 a3 a4 \ aiA, A1 A5)∙A, -[a, A, A1)∙A1 + Ja. As A.)∙A, - Ja, A, Aj)∙A, - °
[

ai a2 a3 «4 ∖ nS Fnι a2 ∏3 a5 \ n4 Fai 82 a4 ai V ∏3 Γal »3 »4 a5 \ »2A1A1A1A,) ' A, - Ja,Λ2A2A4) • A, + Ja,A,AsA.) ’ A. - Ja,A2AjaJ • A,
1

∏2 «3 ∏4 a5 , aiA,A2A3A4) • A, — 0u. s. w.so wie auch der Reihen
Γai «2 \ 02 Γ>u 02 \ «2 flai 02 \ 82MO) ∣A, a,) ∙ Aj - Ja, aj) • A, + Ja, a3∣ • a, = o

[
Ol 82 83 \ 83 [ai 02 03 \ 0» Γ,01 02 83 \ 03 Fol 82 83 \ 83 ____a, a, aJ • a, _ Ja. a2 a4) ∙ aj + Ja, a a4) • a2 _ Ja, a, a4) • a, -
[

ai 8 2 83 “4 \ «4 Fo 1 82 a3 »1 \ »4 Γa∣ B2 a3 o4∖ o4 Fa∣ 8 2 0 3 a 4 ∖ n4A,AsΛ,A J ∙ A, - ∣AlA,A1A,∣ ∙ A. + Ja,A.A4AsI • A, - ∣!a .A,A.A.∣ • A,
(

ai 02 «3 a4 \ a4a,a1a4as) • a, - 0
u. s. w.
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341denn die Summe der Reihen in 529 istIai............................. .... a(n-i) an \4.................4 A ∣=o
1 * n-1 -cn-ιund jener in 530 ist [ai.................................. a(n-ι), a(n-ι>∖

A-............. A J = 0welche wegen der Gleichheit der beiden letzten Elemente verschwinden. Ueberhaupt ist
3 ' ∑ (-Λx | A .. .A A .............................A j • A — θ

∖∕[ji x-ix+1 n ? xund
ς□∏∖ . . _ Γa* ∙ ∙ ∙ a<x-l>, a(x+ι)..........................................................au \ ax532) ς (_)' iA.................a a a • A = o

L 1 ι-, τ 'i+1 '-∙ <iwo in beiden x =z ιj 2, . . . . , n gesetzt werden muss.
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II. Umwandlung der Reihen bestehend a u s S u m m e n von Productcn mit Versetzungen in andere Reihe n.
145.

Der Werth einer Reihe, welche aus diesen Producten besteht, lasst 

sich oft dadurch leichter würdigen, wenn sie in eine andere Reihe ver

wandelt wird, in welcher die Elemente auf eine andere Weise gruppirt 

werden. Damit aber hier der Uebergang von einer Reihe zu einer andern 

ihr an Werth gleichen Reihe deutlicher vorgelegt werde, so werde eine 

Reihe vou einer bestimmten Form und einer bestimmten Anzahl von Ele

menten gewählt; sie sei folgende:
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Cu ,*~'X 1X c3 « £” § ' ~",^ ζ ~ ζΓ « m "

Z CQ g 2 03 2 pq - 03 ~ ‰__ ∞ -« Λ∙X ⅛ *«"2 ef r⅛ ½ cg’ - f√ £oo^ £~uu
- <<" c3 2 03 c 33 2 03 ≈ ^"i

• pH . β β •J_ s 7√ Γ√' f√ i <"2 X ’S " *3 s < 2 *3 "" CO c3 “ * -, - .u"£S x≤- ⅛≤≈^7" § I I I 1«H rX? § 203' s« sX "7 '⅛ a X p • • • §*2 1 lJ ' M ~ m~ <t SuN < O 2 < 2 < 2 < ι-- ∖l --0- r**^ es 5* oi io ^U Ci2 < j « 2 < 2 < 2 < π \ .3+ 3 p < rg<¾ - p <2 X-- ä£x√ _S + + + ^l g7. W « CQ” 2 03' „ 2 Ö ⅛~ < ä ’ • “ . ’ --, < » 2 <1 2 ω⅛~ ∣ ;< :<- \< j-< -⅛ ⅛ ,? ,< .⅛ §;■ <” o t i > „ ‘ i i -
:ffl" :« . c√ .es -=e⅞l- j c . . r. pq = i—i ⅛—∞ - √ n <j '------> ?2 03 ∏3 - o. 2 < " g- ^^ • ® "*^ “ "*^ w <5^ ”X 3 .⅜ ⅛ : √ : √ j

2 C3 « , + , ⅛« 3 oä2 ■< 3 Cu w2 √ N2 ,√
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"'∙J'fc 

∙s ~

ω S « I S
___  __  ⅛ ⅛ nfl ~
2 <f ,* <ζ" c <5 * ~

5' .r' « Φ « —∣ fl
‘1 S1 ■< ■< S s√ 3 a
Λ-∙⅛-, λ<, -ζ≤ ⅞√ ; :<- i |

& ⅛ § |

i« ;n ΓΞr ⅛ ⅛ °

‘ i« SB SB . '3
" m - ∣*τ∣ * « © = P3 _f5zJZ- i±L £« 2 M ⅛ l~v~j r3 ÷r ≈

+, l" + , 1 j' T√ ⅛ s i
SM IM ,.(£," -«" .⅛ :«f '” ⅛ 1

-αf ~ a •:< g ’ 'SΛ hH -H-i « q-1 « Q-J fl Lπ,..-S rfl ⅛
„ j m ~ w ∞ + c3<--S

ς p5- cq 2 & 2 & Ci 77^ 4? r- J?
m., f⅛si - (√ S ;w„ .3 -g «

i k-~-, u™, «tt pj-j £ |
« « , + o - eac, .⅛ S5C□nC0 ” «fl m hj. oe μ÷ , H „ c3 - rq c rfl ~ fl

, , „ λ√ b£> fl fl----* .... «_W φ r
m a√ „ ’ -—>■ " ? fl ui.'- φ flr H S H „ m* ~ ca 2 ; ⅛ S a
5« -“« SB S J< « £ |

i≤ isl .-«- ⅛⅛ i :^- s g 5
+ i u-■7-s 1 o « < fl fl .2τ I j. I n t__—; o p=3 qfl« * + L ,2 fl5 <x> ~

. s 03 = cq b° < b0 g a
___  , . . κ ,a qq o •£ A

<*> f° f*> M -f° 'S
- w5 b cq 2 sq 2 C3 ⅛ ~ W o .« 3
c, -√' « M « _ rC fl- pq . cq " qq «qq *j ^o m p-1 ⅛ S
m rr⅝ - λaw, ∙* h φ *t M rZ√ σi Wl---s cq ,∙=-A r2 -h uL⅛a∙ r2 cn

1 l-^"^Γ^~i ——i n γ→ 2 ""l ω
II "--- ^^" ''--- r-, 00 S <j" lJ⅛ «X φ

÷ + + Ö fl " μ ’S Afl q 2 <j !> ∏q fl
βd ⅛

II

f⅛
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Dieses Ueberlragen einer Reihe in eine andere ist einfach und be

stellt in dem Zerlegen nach der ersten Bildungsweise 515 und in dem 

Summiren nach der zweiten in 522. Es ist noch übrig, dasselbe bei 

einer unbestimmten Anzahl von Elementen vorzunehmen.

Die Reihe, welche in eine andere übertragen werden soll, sei

In l....................................... n<n+ι)∖ Γ)>ι................................................ lim \
A, ...................A.B, )∙∣B,...Bi., .... )

wo x= i, 2, . . . ., m+i

Der erste Factor wird nach 515 in niedere Summen aufgelöst

Iai................................ ∙ a<n+ι)∖ Γaι . . . a(y-ι), a<y+ι> . . . a<n+ι>⅛ av
*................

wo y = i, 2, . . . ., n+i

wodurch die vorgegebene Reihe in folgende übergeht:

[aι ...a<y-l), a(y+ι >....a(n+ι )∖ Γl>ι........................................l>m \ ay

A,...............A. ∙∙)∙1b,....B,..B,............ B,,,,)∙B.

Es ist aber nach 522

Ilii........................................Inn ny Γbl . . . . lim, ay \

B,.∙.∙B,.1B,,1∙∙∙∙ Bm,,) ∙ B, = [b,................B„J

Iny, b i, ⅜2 . ∣bnι \B,............... IC....)

folglich

1aι....a(y-l)1 a<y+j)...a<n+l> f Γay,T>l,lι2 . . . Inn \A.................. A. ) • ∣B,.......................B„„ )

oder es ist

44
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533) ς' (_)’"[A....................A.B« ) • , . ∙ ■ ÷ bL,) =

z Γ*l∙ ∙ ∙"<y-*>.><y+t>∙ • •“(“+»), IJny,bl,b2 . . . hm \

=ς'h k.......................aJ∙(b∙....... b~J
wo x = 1, 2,........ , m+i
und y = i, 2,........... } n+i

oder es ist

™> ,∣!Λ∕.∕...a,b,"∣∙⅛.JU

[jaι....................................... acn+ιΛ rb,......................................bnl" Ha,............ a„b, I ∙ I!b,b,.................... b„J
|j»l........................................ a<n+ι) ..l>ι.................................................... ι,m

+ LA.................. A.B. )'∣∣B,B,B,..................II |

÷'->-i'*...L. a.1□∙K.LL.'....L,U 
- l'A,...............a„| • Hb,........................b„J

llai .... n(n-ι >,n(n+1) l ι∣an,hι........................................bin i
^ ÜA.......................A„ | ∙ {∣B..............................Bm,,)

+ l!A,...................... A„ | ,1∣B1..........................B„J

„ „ n«2........................................a(n+ι)∖ raι,bι........................................... hm \
(-) k.....................aJ • k.............................B.J

$. 146.
So allgemein auch diese Reihe ist, so ist sie doch eigentlich nur ein 

einfacher Fall von derjenigen Reihe, zu welcher die Untersuchung fort- 

geführt werden kann; wir gehen zunächst zu der allgemeineren Reihe 

über, vorgestellt durch die Zeichen
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1a*........................................................ »B l Γbl . ... . . . b(Bl-η)(
a. ......... B', ) • [B ............... B . )

wo der Strich über den Elementen B bedeutet, dass aus diesen so aus

gezeichneten Elementen alle geordneten Verbindungen ohne Wiederholun

gen zu q und zu m-q Elementen aus m Elementen gebildet werden sollen, 

und wo die Zeichen + und - nach den früher gefundenen Vorschriften 

§. 140 zu bestimmen sind, und zwar nur mit Rücksicht auf die Elemente 

B. Ist z. B. q = 3 und m =. 5, so ist
/

s
I »t........................................-in ∖ ri>i 1>2 \

B = []A,.... An,sB,B.Bs) ‘ liβ4 B,l 

- [Ai....Ao.j B,B,B4) ' Ubj Bs)+ 1∣a,....a..,b4bsb5I ∙ l∣B3 b4)
l  ........................................... an 1 I bl 1>2 .

+ l∣A,....A,.4B1B, B4, • llß, bs)
.»1............................................an ι I)l,∣ b 2 i

- 1∣ai....a,.jb,b1bJ - llß, bJ

+ [i,."∙V-,B.B.B,) - ÜB, B.)
- 1∣a.∙.∙∙a.,-,b,bjbJ • (b, b.,

.......................................................an 1 . b b2 l

+ l)A,....A,.j B, B,BJ • Ib. BJ
i »l........................................... an I, b 1 b 2 .

- h,∙∙∙∙A,.jB,B4Bj ∙ ∣iB,B,)

ι∙ai . . . . . .an. . bi b2ι
+ h..∙..A4-.B,B4Bi) ∙ ∣∣B. Bj

/

Biese Reihe ist allgemeiner, als die Reihe 534, welche entsteht, wenn 

q=i gesetzt wird. Das Geschäft der Umformung besteht in einem Zer

legen und einem VI iedervereinigen; es wird nämlich die erstere Summe 

nach der Gleichung 525 in niedere Summen zerlegt, so dass die Elemente 

A von den Elementen B getrennt in verschiedenen Summen Vorkommen

44*
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∣aι................................... an k f , j ∖Γ \' a ,.... a„.,iB' ,.... b ,) = * w¾∙- r;j ∙ ∣b,t.,., :: b, )

wo (1er Strich über a dasselbe, was vorhin bei B, bedeutet; hierdurch 

zerfällt die vorgegebene Reihe in folgende

wo die beiden Zeichen sich auf die geordneten Verbindungen ohne Wie

derholungen der Elemente a und auch der Elemente B beziehen.

Die letzteren werden wieder nach der Gleichung 526 in eine Summe 

vereinigt

Z X u,Γn<n-'I+1 ’ ∙ ∙ ∙ "n \ Fbi .... b<m-q>∖ fl∩(n-q+ι). . . an, bi..............b<m-q)∖1<->[e...................∣>. )=j»........................................................ B. |

wodurch die Gleichung entsteht

1
nl........................................ • an ∖ Γ b i.................................................. b(m-q)∖

λ.∙∙∙A-b.......b'√ ∙ [β,o..............B'J =

____ V f-λ⅛ ∣j,'∙...................................................a,<n-q>∣ e tn,(U-q+j) ... an bl . . . b(m-q) l
j Ai....................... A / Ib............................. B /

welche die Gleichheit zweier Reihen angiebt, die verschieden gebildet 

sind; in der ersten sind nämlich die Elemente a und b und in der zwei

ten die Elemente A und B durch verschiedene Summen getrennt: in der 

ersten werden aus den Elementen B und in der zweiten aus den Elemen

ten a die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen gebildet.

Jst z. B n=∑5, q = 3 und nι = fi, so ist 

-W[Ä, Ä, B√B√B'j) | B∙4B∙iB'l) = *(-)∙∣Xj l) • Sb.B, B, BiBiBJ

oder
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[

’ »1 a2 «3 a4 a5 ∖ Γ l'l ’>2 1'3 ∖ Γ "l ” ∖ (1 "* "S 1° 2 b3 k!a,a,b1b,bJ∙[b,bsbJ= | AA,∙kMΛV. )

E
al a2 a3 «4 n5∖ F bi 1)2 b3 ∖ 1 »1 β3 ∖ | a2 «4 aS bl 1)2 1)3 \

Aι A1 B, B, B.) • ∣' Bj Bs B6 ) ’ ∣j Ai A J ∙∣∣ B, B, Bs B, Bs B, )

I
ai a2 83 a4 a5 \ fl 1)1 1)2 1?5 \ F aj a4 \ F a2 ft3 aS 1>1 1)2 1)3 \∣aiasb,bsbj)∙∣Ibj BtBt) +| A, ai∕∙[b,b,bj b4bsb4 )
I

ai .12 a3 a4 nS ∖ Γ 1)1 1)2 1)3 ∖ f∣ aι a'5 ∖ F a2 ∏3 »4 l)i b2 1)3 \

A, A. B, B, B,) ’ B, B4 Bs ) - ) A, A J • j, B, B, B, B4 Bs Bt )

I
ai a2 a3 a4 aS \ F 1)1 1)2 *>3 \ F »2 aj 1 Γaι a4 aS 1)1 1)2 1)3 ⅛A2A2B1B1B4)∙(!B2 BsB4) +∣iA,Aj∙[B1B2B,B4 Bs B4 )

i
m «2 a 3 a 4 a 5 k |1 b 1 b 2 b 3 y 1 a 2 a 4 k Γ a 1 a 3 a 5 b 1 b 2 b 3 ka,a2bibjb5)∙[∣b2b4b4) -∣!a,a2)∙[b,b2b,b4bs b( )
I

ai a2 n3 a4 a5 ∖ Γ bl b2 b3 k fι ∏2 a5 ∖ Γ al a3 a^ ^,2 f

A, As B, B2 Bs ) ∙ ∣! B, B, B J + Ji A, A.) ∙ [ Bι B2 B, B4 Bs B()

I
ai a2 a3 a4 a5 ∖ Γ 1) 1 1)2 1)3 i F »3 n4 ∙ i Γ al ∣12 a5 l>ι b2 1)3 i

A, A, B, B, Bi) • | B2 B, Bj + [ A, At) ∙ ∣∣B, B B, B4 Bi B,)

I
ai a2 a3 a4 a5⅛ Γ 'J1 1>2 ^,3 ∖ { a3 aS ∖ F a, a2 a^ 1 ^2 1)3 \

A, A, B, B4 B4) ∙ ∣B2 Bj Bi ) - j A, A,) • [ B, Bs Bj B4 Bs B4 )

η ai a2 a3 a4 as 1 Γ bl 1)2 1)3 k Fl »4 aS ∖ Γ ai a2 a3 bl 1)2 1)3 l+ [a,A2BiBsBi)∙∣B2B2B4) +[iAιA2)∙jjB,B2B2B4Bi B4 )

I
ai a 2 a 3 a4 a5 l Γ b i 1) 2 1)3 C

A, a2b2 bj b4)∙[b, bs b4)
I

ai h 2 a 3 a4 a 5 ∖ Γ b 1 1)2 1)3 ia.a2 bib2bs)∙[bib4 bJ
[

ai a2 a3 a4 aS \ F bl b2 b3a,a2b2b2b4)∙[b,b4 bJ
S

a 1 ai a3 a4 a5 \ Fl bi b2 b3 Vaia2b2b4bJ∙∣bi bj bJ
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1.1 «3 «3 «4 .S ∖ Γ 1>* '>2 1*3 ∖A,AsB..B4B6)∙∣B, bj b5)
r ., .2 .3 .4 .s ∖ r bi b2 b3 ∖

-∣!a,A,BiBsbJ∙∣B, BjB.J

Γ .1 »2 .3 »4 »S ∖ Γ bl b2 b3 \

+ ∣∣AlA1B,B4Bi)∙∣!B, B, ßj

-JiA,AlB3B4B6) ∙∣iB, B, B, )

11», »3 »3 »4 »5 \ fl bl b2 1.3 \

∣A,A1B.Bs B,)∙∣jB1B,Bj

|»l »2 03 »4 »5 . | b, 1.3 1.3 \

A1 As B. Bi B J ' j; B, B2 Bj )
/

Diese Gleichung 535 enthält das höchste Gesetz für die Umwandlung 

und Summirnng der Reihen bestehend aus Summen von Producten mit 

Versetzungen, und ist die Grundlage zu einer ganz neuen Untersuchung 

über die Theorie der Reihen im weitesten Sinne.

147.
Wir wollen einige besondere Fälle von dieser allgemeinsten Wahr-ö I o

heit herausheben, welche durch die Gleichheit der Elemente veranlasst 

werden. Da nämlich jede Summe verschwindet, worin zwei gleiche Ele

mente Vorkommen, so ist, wenn einige B den Elementen A gleich werden, 

536) ∑(-r[χ • • ■, ;.;.;T) =
* i p+s i q ' U q+1...................... q + k x i ... ∙∙. ∙ I

------ v∕, λ* | 01...................................... a<p+S)∖ Ija’r+S+I) . . a'p + s + q)bχ...............................................................b(k+p)∖

lA,........ aJ∙∣IB.............. B,.lA............aJ
wo s jede ganze Zahl o, 1, . . . . nur nicht verneint sein kann.

Und wenn einige a den b gleich werden

www.rcin.org.pl



351
ß yy \ v/_× tt f b i • • • • bp , a’l • • • a’q j I a’fq+j )................................a(q+h), b t....................................b<p+s) \ -------

L7∖.......................¼+<ι l i.....................................................Bp+s+h /

A,. ∙ ∙Af,,, B,...................Bh ∣∙∣)B,,tl.................................

λvo s jede Zθhl nur nicht verneint sein kann.

Findet beides statt, so ist

⅛Qβ∖ v∕ Λ*I∣1j* • • • • bh, «i . ∙ ∙ ∙ a,(p+s-h> \ ∣a<p+9-lι+ι> .... a’cp+s-h+q), bι ∙ ∙ ∙ ∙b(b+k)∖' h11A,............ ................A., ∏B,..Bω,t,A1........................... A1, I

= ς <">1 A................... A,... B,.... B∙,, ) ■ [ B',t..... B..........A,............ A„ j

$. 148.
Ist k ~ o, so erhalten wir aus 536 die Summe folgender Reihe :

-.j∏λ I  ..........................................................a<p+9+q>∖ Γ bl....................................................bp \°i9) ∣! A. ....At.B,....B,, )1)A.......................A1,) =

~~ ^' I.A....................A1,JlBι...................B,1A,................................ Aj

und ist q — o, aus 537 die Summe folgender Reihe :54°) [a................... aJ∙[b,..............................BιJ ==ς<-∏a. •••:• a„b...........Bh)∙μu,...........B,,.r,.)

$. 149.
Ist q = l, so geht die Reihe 539 in folgende über:

c∕∣lλ [“................................’• ∙-<F+>+ι>∖ f b»..................... bP \541) |a-...........a-b∙ )∙h.........................\)=

i Ia,................................Ap,,)l∣B1A1.....................Aj
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welche immer verschwindet, wennBι = Aj + ι oder = Ap+. oder—A 

ist, und ist h=i, so entsteht aus 540 die Reihe

sκ> fλ A,).p∖.: j...⅛ιj =≈ 
=≈(-r [ä

welche immer verschwindet, wenn a = bnx oder = h , ... . oder —1> ist.z V+1 p+2 p.+ s
Setzen wir daher in jener Bι = Ap+ι und in dieser a=b , so wird

543) Σ f-)* j ’*................................................................ ι,<p+S>∖ [k’p+S+D.l.!...................................... l,p \ — 0
Aa,......... AtJ [!a..................................ApJ

und«*> *ws[a a ιf,)∙f⅛.j = °l 1 r 1 / U 2 p+’+i/

Wird in dieser Gleichung s=2 gesetzt, so entsteht folgende:

il»  ....................................... l>(p + l)∖ Γl>l 1)2...........................................................l)<P+2) \
A,................. ApB; ) ∙[b,bj∙.......................... b;.. )=o

wovon Des 11a 110t einige ganz specielle Fülle gefunden hat, oder viel

mehr der ganze Inhalt seiner Untersuchung ist in folgenden dreien Glei

chungen begriffen

11)1 1)2 1)3 ∖ Γ bl l)2 1)3 1)4 \A, A. B. j ∙ i B,.B,jB'.B,s j = θ («

II) 1 1) 2 \ f 1) 1 1) 2 1) 3 ∖ λ
A. B∙, )∙[b≈ B∙, B. )= »

1)1 Γ 1)1 1)2 1)3 1)4 \
ς(-)* b, b b' b,,b' = 0 w

1 I 2 3 4 5 /
welche mit ermüdender Weitläußukeit bewiesen sind: und zwar enthaltÖ 1
ce. die sechs Gleichungen des ersten und zweiten Systems Seite 50, /3
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die sechs Gleichungen des dritten und vierten Systems und y die vier 

Gleichungen des fünften Systems; dasselbe gilt auch von den Gleichun

gen mit fünf und sechs Elementen, welche sämmtlich in der obigen 545 

enthalten sind.
t

150.
Gehen wir zu dem ganz einfachen Falle über, wo unter den unte

ren Elementen nur drei veränderlich sind, und setzen s~2, B — A , 

B.- A2, . . . . , so wird •

». ∙w∣X, A,r).[i⅛A = »

worin die drei Elemente Bι, B2, ß3 veränderlich sind, oder aus diesen 

dreien Elementen die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen 

gebildet werden müssen; nämlich

∣A ...... AB. ).∣B,BsA.................................A„ )

A....................... A,,B1 )∙∣∣B.B1A.................................. Ap )

Ibl................................................btp+l)∖ f bl.......................................................................................... b(p+2>∖

A....................Ai,B. )•[ B.B.A,.................................... A„ )= o

Es ist gleichgültig, welche Elemente veränderlich angenommen wer

den , und es ist eben so

ςH [A....A AA ......... A I ♦ Ä ...A A ...A A B )—θ
| i n-1 n n∙f∙ι ιι + n> r ∣ ι u-ι u+ι n+m u+m+i 7

worin A , A , B, mit einem Striche versehen, veränderlich sind,u×n÷ιn+l×× × x
\

und in deren Rücksicht die Zeichen + und - bestimmt werden müssen; 

es ist nämlich
45
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∣at..........................................................a(n+m>V' II aι................................................................................ a<n+ul+,>∖

A1 ∙ ∙ , ∙ Au.jAnAn+ι ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ An + ,,J ∣∣ A1∙∙An.1 An+1.. An+mAu+nι+1B I

[
al......................................................................... n(n+m>∖ Fa*................................................................................................ n<n+m+l)lA1 ∙ ∙ ∙ An-1An+m+1 An+l ∙ ∙ ∙ A,,+2n^ Jj A1∙∙∙∙∙An-1A,,+1........An+n,AnB I

∣ai........................................................... α(n+πι)∖ Γ al............................................................................... a(n+m+ι>∖

A1 ∙ ∙ • An_i B An+ι...... .... Alj+,nj ! A1∙ ∙ ∙An,1 An+,∙∙∙An+m A11 An+1n+1 J 0

oder, wenn die Elemente auf andere Stellen versetzt werden,

„ ΛO∖ Γ nl......................................a(n+m) ∖ F a 1................................................................... ∙ a(u+ιu + ι) \

3484a*................. a"""∕ 'L1a.∙∙∙λ-.a-.... a.. ..b )
1al • • • »...............................n(n + ni) \ f 01.................................................................................. a(a≠m+i) \

Aι ... An.1 An+ι..... An+ιn+ι I | A1...................................An+ju B I

[
“»..................................................................... atn+ιn>∖ fl ai...............................................................................a<n + m+ι> \

Aι...Au,tAn+1...A+raB ^∙∣jAι....................................... An+m+J = θ

$. 151.
Eben so ergibt sich aus der Gleichung 543, dass

cλπx fl bl.............................................⅛ ∙1 n2 \ fl ∏3 bi...................................... bp \
549) h«...........................∖mJ∙∣aΛ.................. aγ∙.)

[
bl...............................................bp ' nι a3 \ fl al bi.....................................l.p \

A,......................... A„ A1,.,A.J |)A, As................... Ap,J

[
b1...............................................bp a2 a3 \ fl al bl....................................bp \A................................. A,' Ar-M JA. A».........................A,J = 0

und aus dieser Gleichung folgendeO o
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45*

r∙ f∙f∖∖ Γal..............................................................................a(u+m> ∖ Γ a ι . . . a(n-1), a<n + I >. .. a<n+m+1), b \55O) lA...................................................................................A_)

!A............................. a∙~ )¼............................. A_.)

»ai . . . a<n-ι>, a(n+ι, , . . a<n+u,), I, ∖ Γa,..................................................................a(n+m+l,∖

A-.............................. A,,.m)∙∣A,...............................A„„.J= 0
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III. Ueb ertragen der Producte mit Versetzungen in andere Producte, wenn die Elementedurch Gleichungen gegeben sind.
152.

w eπιι die Elemente, aus welchen die Producte mit Versetzungen gebil

det werden , nicht unabhängig von einander, und ihre gegenseitigen Bezie

hungen durch Gleichungen bestimmt sind, so kann durch Hülfe der 

früher gefundenen Wahrheiten die Summe der Producte mit Versetzun- 

gen aus bestimmten Elementen auf Summen der Producte aus andern 

Elementen übertragen werden. Es sei z. B.

551) X0A'°, + X1A,,0' +X2A,2°, +....÷ X11 A'n°, = B,°,

Xo Ac0*, + X1 A'1,* + X, A?’ + ...+ X» A?’ = B"’

X0A'an, + X1 A,Γ + X, A'2n, +... + X„ A? = B,,°

Werden diese Gleichungen nach ihrer Fobre mit

(-r hi" a'.” ... a:,v, Air." .... aH
(-r,hi", a,∕, ... a;1.’, a;::" .... Ai”)

(-)o Ur a,," ... Air," Air ... .Ai-,)
vervielfacht, und alle Gleichungen zusammengezählt, und wird nach 515
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f I, ι(∣) ι(2) i <,ι> ι(η+ι> i <»> I * (o)

U Ao A, .∙∙A,i.1 A1+1 ..∙An J ∙ As

∕ λ,,-ιli 4 (0) 4 (2) 4 tfIj 4 (q + ∙) 4 <n> I i <»>L Ao A1 ∙∙∙At,.1Λ,j+l .∙∙Au ∕. As

Hl) II 1(0, » (1 ) 1 (q- 1 ) ι (∏) . (n-1 ) V .(∏)   ∣∣A<°, i<,> ι (q- 1 ) ι (∏> i (n-1) . (n> |

L> Ao A1 ∙∙∙A,1.1 Aq+l..∙An | • A, — l)A0 A1 ∙∙∙A,,il Aq]1...All As f

(-)" I!a,o∙, a,.*, -ax a;;,1’... a,.∙, ). b,∙,(-)-,∣Ia,.",a,.s,-a;’.',aX"...a? ).Bl,'

(-)” l,A,,"'A'."...A^,'A^1...AΓ,,)∙B'", = ∣∣AΓA'1"..∙A7.h,A^... AΓ',B'"')

und s=o, l, 2, . . . , n gesetzt, so verschwinden nach 532 alle Schei

telreihen, nur jene nicht, wo s=q ist, deren Summe

L, Ao A1 ∙∙∙∙Aq., Aq+1∙∙∙∙All A, / —Ll Aj A, ..............An f

und es entsteht die Gleichung

552) (-)■- X, . |AΓA'∕,....A,'1"')=I1 A,,', A,.*,- a;.'," A'1',....AT’B'")
welche zeigt, wie die Summe von Producten aus bestimmten Elementen 

in Summen von Producten aus andern Elementen übertragen werden 

kann.

$. 153.
Sind die Gleichungen
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358553) X0A,∕' + X,A,,*, + X,A,∕' +......................... χ,Ana' = oX.A,.,' + X,A,," + X,A'=*, +.................. ...... X,A)" = o• • • • • •X» AΓ"+ X,AΓ,,+ X≈AΓ∙,+...................+ X,AΓ∙'= O
gegeben, so bildet zum Uebertragen einer Summe in eine andere fol
gende Gleichung statt:

554) (-)’ X Jaγ λ',*' ,A—) =(-)∙χJa;' A'1'' .∙..Air1"Aχ....AΓ'j
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IV. Auflösung der Producte mit Versetzungen, in welchen einige Factor en verschwinden , in Producte bestehend in gedoppelten V e r b i n d u n g c n.
154.

Die Producte mit Versetzungen lassen sich immer in Producte mit 

gedoppelten Verbindungen auflosen, wenn diejenigen Factoren, deren 

obere Stellenzahlen grösser als die unteren sind, verschwinden, oder, 

wenn

555) A'p+*, = A;,r+2’ = a;,p+3> = .... = o

Zuerst bemerken wir in dieser Hinsicht, dass

556) Ca- . a-........a;”) = a,,,∙ . a-.a,,s,....a'∙,
denn in allen folgenden Producten ist wenigstens die obere Stellenzahl 

eines Factors grösser als die untere.

Ferner ist nach 515

[i i <n> 4 <n+p> 4<n+p+u 4<n+n1) ⅛ ____ I . <n+p> . cn + p+ι) . <ιι + ιn> j A (,,)
∙^*∙n+p , j'n+p+ι , -^*∙n + p+2 ∙ ∙ ∙ ∙ ι∣+nι+l∕ ~~ L -*n+p+ι ∙ Ajι+p+2 ∙ ∙ ∙ ∙ An + nl+1 * ∙ -An + p

Iι i <n> ι<n+p+i) 4<n+1n) j 4 <n+p>
ll -*n+p+ι * -*-n+∣>+2 • • • • n+111+1 / * j*An+p

denn die folgenden Producte verschwinden, weil

A<n+p+l) ____ l <n+p+2) ____ ____ -u+p — A„+p ------ • • • — 0

Wir messen die vorstehende Gleichung durch das Product

A(n) 1 (n+p) a <n+p+ι> * <n + nι>
n ∙ Au+p ∙ Aa+p+1 ∙ ∙ ∙ ∙ An + m
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setzen zugleich

i (n>
-*u+s __ τVιn

. <u> _ J-^n+s
A„

und
fj ■ (11) i (11+p) « Cn+p+I) 1 (n+111) |
I -^*n + p * -*-n+ρ+l * -*n+p+2 ∙ ∙ ∙ ∙ Λut∣∣∣+∣ 1 __

. (11) 1 111 + 1') . (li + p+i) . (U+111) kjl ) 11+p , 11+ül+l)
Λ-n * Λιι+p ∙ xV11+p+1 ∙ ∙ ∙ ∙ Λu+111

Wir erhalten hierdurch folgende :

557) (n, n+p, n+m+i) = (n+p, n+p+ι, n+m+i) . D1',ζ - (n, n+p+i, n+m+i)

Wird in dieser Gleichung p = l, 2, 3,...., m gesetzt,

(n, n+i, 11+m+i) = (11+1,11+2,11+111+1) . D"’, - (n, n+2,11+111+1)
- (n, 11+2,11+111+1) = - (11+2,11+3,11+111+1) . + (∏> n+3,11+111+1)
+ (11, 11+3, n+111+1) = + (n+3,n+4,n+m+ι) . D'",3 - (n, n+4, n+m+i)

(-),n'1(nj n+m, n+111+1) = (-),n',(11+111,n+m+i, n+111+1) . Dι,ι,)m + (-)"'D'"'uι+ι 

und werden alle diese Gleichungen zusaminengezählt, so entsteht die 
Gleichung

55S) 0 — (11, 11+1,11+m+i)

- (n+1,n+2,n+1n+1) . d1'7,
+ (11+2,11+3,11+m+i) . d',ΓΛ

(-)m (11+111, n+111+1,11+111+1) . I)1',"m 
(-Y"+, n<n.
∖ ∕ j-jn + m+l

oder, wenn f
Z x -r (n + m +1 >(11+p, 11+p+i, n+m+i) — L11+1, 

gesetzt wird, die Gleichung

ζζ∩∖ τ <n + n, + l> T <n + m+l> T√n, I T <n + ιn+l> τ-√n>joy; Jbn - Lu+1 ∙ jju+1 + lii+2 . du+2-∙∙∙
, γ∏r <n+ιn+ι> -d<∏> +∕y-+>p<n> _ 0

• • • < ) i^u + m a7u+hi < / -L/n+in +1
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Mit dieser ist nach 494 auch immer folgende verbunden :

Sβ∩λ nιu, τV,,* *» τ <“+»> , τ√n+2* T — .∕ "n+m+i -L'u+uι+ι , "n Dn+uι+l , ∙*-jn ∙ ∙ ∙

f Y“ τYn+m> T <n+m> f ∖m+l r (n+m+i) — ~
• • • • \~~) "n+w + l , -*-jn "•* K ) "n

Diese beiden Gleichungen gehören zu denjenigen, welche gedoppelte

Verbindungen erzeugen; nach ihnen ist

. <n+ι)" ____ n<n>
-Lu ■" "u+1

L(n+2)   T√n, i τVn, τ√o+l>
U "u+2 ■ "n+1 * "n+2τ <α+3) ___  , T∖(H∣ τ√nl τ√n÷∙> , τ√,n τk(n+I> τ√"+2)Ln — + D11+j - D,1+1 ∙ D„+3 + Dn>1 ∙ Du+, ∙ D11+3

D<n> -∣-κ(n+2)
n+2 * "u+3

L(n + 4>   τVn> . τ√", τ√∏+l> T√", τ√n+n τ√n+2> 1 τ√n) τλ(n+l) τ-k(n+2) τγ!n+3l.« — - Dll+4 + Dn+1 ∙ D,l+4 -D1,+1∙Dn+, ∙ Jλ,+4 ÷Dn+1. D11+2 ∙D,1+3 ∙ υι,+4
, τYnl τ∖<"+2) T)<n> Tι,n+ι, -∣yn+3)“■* "n+2 * Un+4 u+i * "11+3 * "n+4L. TV"’ τYn+3> T^¼'n, -,Λ<n+2> TA 0+3 )^*" "11 + 3 ∙ -U,ι + 4 ~~ "n+2 * "n+3 * "n+4

u. s. w. und allgemein

fj ∣ (II) A (n+D | <n+2> λ (n+111) |
561) ua1>+>∙a∏+2 ,a»3 ......... An+n,+ , / — /, .

tdu λ<n+ι> (u+2) <n+n∣) | n,(n÷ι,n+2,....,n+m), n+ni+ij.An ∙ An+ι , All+2 ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ Λβ+m
-D ( n,(n+ι,n+2,...jn+m)∕",'1,n+m+ι)

+ D ( n, (n+ι,n+2r..,u+m)∕m'24ι+m+ι) 

β"∙∙∙∙∙ ∙¼ • • • • •

(-)m D ( n, (n+b n+2,...,n+m)/0> n+m+i) 

wo

A(n)11 + 8 __ TA (II)i in) "n+sA„
Diese Gleichung zeigt, dass, wenn die obere Stellenzahl eines Fac

tors nicht grosser als die untere sein darf, die Producte mit Versetzun-
46

www.rcin.org.pl



362
gen immer in Producte übergehen, deren obere und untere Stellenzahlen 
geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen sind.

$. 155.
Wenn aber die unteren Stellenzahlen nicht grösser als die oberen 

sein dürfen, oder wenn

562) A'p“n = AΓn = .... = o

so findet man auf gleiche Weise, dass

,rqλ f A'u+1'∙ Vu*2'. Vu*3,....A'n*,n+1,) l 1’
363> 1 . ; -√ΓJ, -;r .⊂, ’ = E∣∕b(n+bn+2,....,n+m)∕-'n+m+ι)

-E ( n, (n+ι, ιi4-2,...., n+m),'m"11 n+m+i)

+ E ( n,(n+1, n+2,...., n+m),'nι"∙½ι+m+ι)

- -......................+................................

(-)”e( ∏> (n+ι,n+2,...., n+m),t°, n+m+i)

wo

A (U + »)
564) p<n÷s> _ An__
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>∙

V, Entwickelung eines Bruches, dessen Zähler und Nenner Summen von Produc teil mit Versetzungen aus unendlich vielen Elementen sind, oder Entwickelung des Bruches
Ini ........................................................................................a≈ \

B A,............................. An., Au+1.............................Ax /

in eine unendliche Reihe.
156.

Wir beschliessen die allgemeine Theorie der Producte aus Factoren 

mit Versetzungen mit einem Probleme, welches hier zuerst vorgelegt 

wird, und von dessen Auflösung die allgemeine Theorie der Reihen ganz 

abhängt. Die obige Untersuchung setzt uns in den Stand, dieses Prob

lem vollständig zu losen.

Wir messen die Gleichung 548 durch das Product

[n  ...............................................aιn+m)∖ I n  ....................................................................................a   im + i )\

Ai......................An+ιnJ [ A1.............................................An + n,+ ,*

und erhalten die Gleichung

46*
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[
aι............................................................................. a<n+m÷ι)∖
A1 ∙ ∙ ∙ An-∣ A1∣+l ∙ ∙ ∙ An+m+l ß I 

oo□)---------------------------------------------------, ∣j ... ............................................................................. ..............  ) ∣
I A1 . ∙ ∙ ∙ . . ∙ An+m+1 y

[
»1 ... -.......................................................... a<n+ιu) \ fl ai..................................................................................................... a<n+m+ι)⅛A1 . ∙ . ∙ ∙ ∙ An-I An+, ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ An + n,+ ι∕ Jj A1 ,∙∙∙∙∙∙ ∙∙∙ An + nιβ f

[
ai................................................................................................. a(n+ra) V f aχ , . ............................................................................. a<n+ιu+ι>A1 ∙∙∙∙∙∙∙ An+n∙ I | Al ∙∙∙∙∙∙∙ A∏⅛m÷l )

Γ “* •  ..................................................................a<n + m>'∖
| A1 ∙ ∙ ∙ ∙ All.1Au+1∙ ∙ ∙ ∙ ∙ An+m ß y

4. - ——0| ..................................................................................................a(n+∙u)∖
I A1 • ...............................A,∣+nJ

oder, wenn wir wegen der Kürze den ersten Theil dieser Gleichung mit 

f(m+ι), den zweiten mit g(m) und den dritten mit f(m) bezeichnen, die 

Gleichung
f(m+ι) - g(m) + f(m) = 0

Nach dieser Gleichung bilden wir durch die verschiedenen V5 erthe 

von m mehrere Gleichungen :

f(>) - g(θ) + f(°) = 0

- f(2) + g(.) - f(l) = 0

+ f(’) - g(2) + fM = 0

- fW + g(3) - f(3) = 0

(-)-f(m+1) +(-)"- g(m) + (-)"f(m) = o 

und erhalten durch Zuzählen dieser Gleichungen folgende Reihe:

(-)ffif(m+ι) = - f(o) + g(o) - g(ι) + g(2) - g(3) +...-.... (-),n g(m) 

oder da

Ia  ................................................................... .....  n ÷ m ♦ i ) 1B A1 ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ A„_, A„„ • • • * ∙ An.,π.,l (-)"f(m+ι) = (-/ „----------------------------- ——------ -×× V ∕ k ∕ faι................................................................................................. a<n+n∣÷ι>∖I Al ∙∙∙∙∙∙∙ An + 1a÷1∕
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folgende Reihe:

I
al.............................................................................................. a(n+m+ι)∖

B A1 »•••••• An-1 An+1 ∙ ∙ • • •»∙ An+m+11

ööö) c-r, r---------------------------------------------------------' x ' II Ol...............................................................................................a(n+m+ι>∖

∣J A1 , * * * * * * * , A,1+ιn+J

I
al....................................................................... ....... ∙ a(n-ι)∖ f ai . . . ,.......................................................an 1

A1...........................................An.1∕ [ A,..................................... Au.1B )

I
al...................................................................................... ..... II a 1 ....................................... .......................................an i

A*..........................................................................................A“'7 l Al...............................................A“/

A1.............................. Au-1A11+J |A1...................................... AnB )

I
nt • • • •................................................................................an \ I ai • • • «.................................................................... a<n+ι>∖

A1................................................ A„) [JA,..............................................A„+1)

I
al.......................................................................................a(∏+ι)∖ II ai................................................................................ ∙ .a(u+2)∖

A1........................ An.1 Au+1 An+J I A1..................................An+1B /
■4- " • ■ ,

[
ai.......................................................................................a(n+ι)∖ j ai.......................................................................................a<u+2>k

A, ∙∙∙∙∙∙∙∙ An+1∣ Al •••••••• An+;|

[
 ai...........................................................................................................a(n+2j∖ I  ........................................................................................ ...... a(n + 3)∖

A1 ∙ . ∙ ∙ A1∣., An+ι An+l An+3∕ I A,..............................A11+j ß )

I
ai atn+2) f] ai........................................................................................am+3)∖

A1.................................... An+,) I A,.....................................*. ∙ An+3)

+................................................................................................................................................................................................................

|
»l.................................................................................a(n + nι) Γ ai.................................................................................. a<n+m+ι>∖

A1 ∙ ∙ ∙ Au.j An+1 ∙ ∙ ∙ An+m+1∕ | A, ..... An+m B

|
a*....................................................................................... , f] al • ..........................................................................a(n+uι+t)ι

ι ∙∙∙∙∙∙∙ Au+1J I A1 ..∙∙∙∙∙ An+m+l)

In dieser Reihe kommen zwei Arten von Brüchen vor, wir wollen für 

sie besondere Zeichen festsetzen, nämlich
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1

(11.................................................................................. ......•Ai ∙ ∙ • An-1 An+1 ∙ ∙ ∙ ∙ An+m I
30- ------------------------------------------------- - = Un>

| A, ••••••• An+m-1∣

und

I
ai.............................................................................................a<n+nι>∖

A,.........................Au+m.ι B I
30») ---------------------------------------------------r = ysn+,n>

Γ 01 •   a(n+ιn>∖

[ A1 ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ An+m∣

Hiedurch erhält die Reihe 566 eine Gestalt, welche leichter zu üb 

sehen ist

I
ai.................................................. ...... ....................................................... , o'(iι + uι+ι)∖

BA, ∙ ∙ ∙ An.1 An+1 ∙ ∙ ∙ An+nι+1,
369) f-r*------------------------------------------------------------------------i —

I
ai............................................................................................. ...... n(n + m+j)∣

A1 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ All+ιn+1l 

= L'0n, . Vcn> - Lt1n, ∙ V'a+n + Lt2n, . V<n+21 -∙.∙√-Γ1LX . v'n+n,+1'

Ist m unendlich gross, oder m = oo , so ist

Ijai n 2 • • .......................................................................................................... .... \

∣j B A1 ∙ ∙ ∙ A„_, An+, ∙ ∙ . Ax)
570) -----------------------------------------------------------------=

11 a ι . ...................................... ....................................................... ......∣Ja. a≈............................. a-)
___ τ <n) ττ-A' T xT^u+li l τ <I1> vr(n÷2) t— Lo • V - L1 • V + L2 • V +...........................

Die zurüklaufende Bildungsweise der Vorzahlen L'n) , L” . . . . 

ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung 569 selbst, wenn

B = A 7 .
und
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- . -' ' ' *

1
ai a(n-l+P> a<n*Γ, ∖

Al ∙ • ‘....∙ ∙ ’ ∙ .⅛2L±r- = u<x

' r ,ι a'n+r>∖

1) A1.................................................................... An+y∕

gesetzt wird, und ist

e√79λ TT1"’ ττ("+ι> τ <n> , ττ<n+2) γ <n> _ TT<" + 3' . T 4-3z∙*7 Un + nι+2 Vn + m+2 , ∙L1 + Un + ln+2 ∙ ±J2 L,n+m+2 L⅛ .... .......................................
• t

ω∞+! ∣τ(u+m+ι) τ (u) , / ∖m+2 T <»» _un+ιn+2 . Lm+t + i-; un+2 — θ

nach welcher die Grössen L'ιn, , L‘“‘ , . . • , aus den Grossen Un,,' i 

U^"∖ , U'ιn+'2 , . . . . gebildet werden können.

Mit dieser ist, wie im §. 134 gezeigt ist, immer eine zweite Glei

chung

573) ≤ - u‰ ∙ l,,u∙γ",+u™ .1. l,γγ", - •••• (-r,∣c. l,1"*,+w 14∙,=»

verbunden und beide Gleichungen führen zu folgender unabhängigen Bil

dungsweise :

574) LΓ = IC

. j in» ____ rτ'n, Π<n+∙, — TT<n>
-t-12 ------ Un+ι ’ tJl,+ 2 “ *-,tι+2

r <">   ττ<n> TT∣n÷ι) TT<"+2> TT(ι>) TT(n+ι, ττ,n>
1-,3   Un+i∙Un+2 ‘ Un+3 “ uu÷1 ‘ ‰3. + Gu>J

TT'n, TT'"*2» .
n+1 ‘ n+3

L(i>) l TT<,'> TTi"÷∣∣ ττ(n+2)rτ(u+3) TT<n> r]<"♦«> TT<"+2> rτ<", TT,"*∙, TT,n>
4 ~^^ '- a+ι, *^ n+2 , ^"n+3 u + 4 1 n+2 ^u+4 Bn+, u+4 ιι+4

• TT'"’ T?"*“ TT'n+3> . ττι'n TT1"*2’- ’ ιι+1 n+3 n+4 *t" n + 4

_ TTl", ΓT'n+j, TT<β*iJ . ττ<n> TT<"*3*
*jn + 2 v∣ι+3 ιι+4 + ∙Λl+j vn+4

und allgemein
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575) L‘n) == U (’ n, (n+i, n+2,...., n+p-ι)'p',\ n+p),

- U ∣ n, (n+i, n+2,.. .., n+p-ι)'p~2∖ n+p),

+ E ( n, (n+l, n+2, .. .., n+p-ι)'p"3,, n+p),

-....+...........................................

(-)r-jU ( n, (n+l, n+2,...., n+p-ι),°, , n+p),

}. 157.
Eben so finden wir aus der Gleichung 550, dass

1
1» m a2 ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ n(n-ι) a(n+ι>................................ ... \

A,∙A, .A,...........................................Aj
«#) (-)"” ;---------------------------------------------------------------- - -

Jj n 1 ft~ ............................... ... aao i
[ A1 ∙ A2 . A,...........................................A j

__  £<") ^5'n, _ qu*, ^5<n+l> 4. Q(n) ^3'n+2> — 0'n, 2$‘n+3) ψ

wo

[
®l.........................• » n(n-ι), a(n+ι> ....... a(n+m) \A,................................................................... A„w. I

577) X.- = -----------------------------------------------------------------I .............................................................. ..
|j A1 . ....................................................................................................Aa+ιn-l∕

und

|
»t a(n+m-t), l> \

Aj .. ........ A∏ + ιn)
  '

I
ai β<n+m)∖A1 .... ...... An+nιj)

so wie auch ähnliche zurücklaufende Bildungsweisen für diese Brüche.
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Zweite A b t h e i 1 u n g.

PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN, WENN DIE OBEREN ELEMENTE DAS POTENTIIREN ANGEBEN.
I. Allgemeine Untersuchung.

$. 158.
Die Elemente, welche der folgenden Untersuchung zu Grunde liegen, sind 

A, ) A? , Aj > • • • ) A„
und ihre Potenzen

i m ∣ a l Aa* a λi
A, ) A2 ) Aj , • • » , A,.»1 .«i A” la2A, j A; J _A3 ) ... , An

a »r a »p * »p i arA, j A1 j Λj j ∙ ∙ ∙ > Λn

wo aι, a2, a3,.... ganz willkührliche Grössen bedeuten, welche keinem 

Gesetze unterworfen sind.

Zuerst finden wir, dass für jeden Werth von h
47
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370578) A',, • A'; . Aj • •.. Aj ■ [1a',' A? A“,‘.......... A,7) = [∣A^", Ah∕, Aj*,'-A?"")
Diese Gleichung findet nur hei den Potenzen statt und hei keinero

anderen Functionsart.

Ferner ist nach der vorhergehenden Untersuchung

579) [∣A∙1, AV • • a"7', a:) = (-)"■■ [a;‘ ....
+ (-/- [,lA7 a;= .. 
+ 1!a:*ava;’ .

. AΓ"",,) • A7 

. Ar,j∙ Ar

Aa(n-i) 1 .an 
n ∕ , A3

• Z \0 ! 1 aj 1 «2 1 «3 1 a(n-i)l . an
+ (-) IA, A2 A3 ∙∙ ∙ An,1 ). A„

Ist an einer der Grossen ai, a2, a3, . . . . , a(n-i) gleichi oder ist 

an — ap, so verschwindet die Summe aller Producte, oder es ist

580) M1AZ - M, AZ + M3 A"3γ - M4 AZ + ∙ ∙ ∙ ∙ ("Γ*Mn AZ = o 

so lange p kleiner als n ist; ist aher p = n, so ist

5S1) 

wo

M1 AZ - M, AZ + M3 AZ---------+ ∙ ∙ ∙ ∙ (-Γ1Mn AZ = (-)n'1 M

m, = fiA∙,,............... Ar.v"Ar.,..................a:--)
und

M = I A",' A?........................................... A7 )
• »

bedeutet. Ist aber an — o, oder sogar verneint, so verschwindet hiedurch 

die Summe aller Producte noch nicht, und es ist allgemein

582) M. - M. + M, -M. + ...-... (-)"M, = (-)'-(jA? A'15.... a;'.7,! Ai) 

und, wenn an verneint ist,

5S3') __ ( w-* h'1 A "1pr - pr + -TT -∙.. + .... (-) ∙77Γ = H ∣A1 A;A1 Aj A3 Au 1j Aa(n-i) . -an|
n-i Ao /
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Wie die Summe dieser Reihe in besonderen Fällen näher bestimmt 

werden kann, wird in der Folge angegeben werden.

Diebeiden Gleichungen 580 und 581 gibt auch Wronski in seiner 

Critique Seite 71, aber ohne Beweis. Ausser ihnen ist von dem ganzen 

Gegenstände, der wegen seiner Wichtigkeit für die Theorie der Reihen 

und der Gleichungen im allgemeinen alle Aufmerksamkeit verdient, nichts 

bekannt. Wir wollen hier durch mehrere neue Theoreme wenigstens den 

Grund zur Untersuchung legen.

Diese Theoreme, welche wir hier zuerst bekannt machen, betreffen

«) ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten mit Ver

setzungen und aus geordneten Verbindungen zuerst ohne und dann 

mit Wiederholungen, dargestellt durch Summen von Producten mit 

Versetzungen;

6) eine Summe von Producten mit Versetzungen aufgelöst, theils in 

andere Summen vervielfacht mit geordneten Verbindungen, theils 

blos in geordnete Verbindungen, und zuletzt

c) Auflösung einer Summe aus Producten mit Versetzungen in ein 

einziges Product zweitheiliger Factoren.

47*
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II. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten mit Versetzungen und aus geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen(A';, Ab Ab , A'; )'p, ∙ ∣∣A"., Al’ a;3 ... • a~ ) dar gestellt durch Summen von Producten mit Versetzungen.

159.
Zuerst bilden wir das Product, wenn p = i ist, nämlich

(a'; + a: + a1; +... + Ab . C A7 a;3 a:3 .... a:- ) = p
Die Geschäfte nehmen wir in folgender Ordnung vor: wir entwickeln 

nach der Vorschrift 515 den zweiten Factor dieses Products nach den 

Potenzen von Aπ und vervielfachen mit A* ; dann wieder denselben Fac

tor nach den Potenzen von A und vervielfachen mit Ah ; denselben 

Factor nach den Potenzen von A und vervielfachen mit Ah : u. s. w∙
n*2 n-2 '

und zuletzt nach den Potenzen von Aι und vervielfachen mit A11, ; es ent

stehen hiedurch folgende Reihen:
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373Λ β, "*- «5 + V I --+ - fl" * -__ -
7 H ; 7 '. : M

i ⅛ ÷ ü : : J<s ’_ " ’ I « cβ* j β ~, ^ L e*i |
_< C 7 « i ∙ ∙ Λ“ = 5 w <5
U ° 1 : ’ ‘ +< I b < • •• IJ τ ∙ ∙ ¼I ⅛ H I ’ ' T<c ~ s fl 7i « i ■ < • ’ , ;<
j< J⅛ 7? ; . . J 7
sj M < • • . <
< z • • 7 N7 i 7 - • ’ • £ 7
U M • <
< ? + J7 „ s 7 7 ‘ ‘ L-s ∣ «^ ! "*s∙*⅞ • +7• ∙ r⅛ a •“7 √ ^ sL

=? r h : : /3 t 7 _ £• * ” ⅛ fl • • +fl + , ofl ∙ ≠ -<
b < ? ■ . Λ5 0 I c C■----- = ≈ 5 a • . <J
c , < < ~«c fl 2 • ,< «7 ;; ’ ’ 57i γ <-^ ,M > j . . ⅛
j w ∏ . . =≤
3" 7 -≠ • • Lβ _fl fl fl ∙ ∙: •« +≈ s _ ■< »-≠η —^ • • +
^ l b . . Vi £ e fl _I «4 CS C . - -5 I <! <1 -< 7 „ 7 „ £: £ i 5 i • • M

: < <! •• • • • • _,• • • o e*
ς ⅛ a • • =II , + 1 + v
(‰
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Wir summiren die Scheitelreihen nach 522, und erhalten folgende

Gleichung:

584)584) (A1; + A≈ + a; +....... + A.‘ ) ∙ l∣A,,' A,,' A?........... A?) =____ I ι>l i n(O-i) . li+aul= LA,.....................................An-, Au /

, 1>1 , n<n-2> , h+am-1) , an|+ LA,................................ Au., All-, An f

_L ∣i 4a, λn<n-3) Ä l,+n(∏-2> >i∏-, ) an J

U -A1 ∙∙∙∙∙∙ Λu-3 Au-2 -Al-1 Avu J

j. IlC* λn<τ∣-4) AI.+n(n-3) λn(n-2) Ä .(»-,) Ä an|LA, ∙∙∙∙∙∙ 2xu-4 A∣l-3 Au-2 Au-1 Λd j
+.....................................................................................+ HaTava;1..................................at,'aJ

In dem Falle, wenn

h — a, ai = l. a, a2 = 2. a , a3 = 3 . a,.................. ... an — n. a

werden in der zweiten und jeder folgenden Summe zwei obere Elemente 

gleich, welche bewirken, dass alle diese Summen verschwinden, und nur 

die erste Summe übrig bleibt, so dass

585) (a-,+a;+a;+...+a;.) . Haγaγaγ....Ar)=k-AT∙∙AT"∙AT,∙)

$. 160.
Vervielfachen wir die Amben, Ternen, Quaternen.................. mit der

Summe [∣A"∕ Aa2 . . . Aa,,), so finden wir folgendes Gesetz : es ist
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375(Ab Ab Ab A,<' b • C A? A? A∙,, AV) = C A’b Ab A7 A?)+ |j Ab A? Al1,*"s A-?)
+ 11 Ab A? AV Ab)
+ I1a,1, Ab Ab’ a;*)+ [| A7 Ab, A'1, Ab*)
+ Ca,1, A? Ab Ab)

Hier entsehen alle Vertlieilungen von h , h zu zweien in vier Ab

keilungen, nämlich

li + ai h + a2 a3 a4

h + a l a2 h + a3 a4

h + a l a 2 a3 h + a 4

ai h + a2 h+ a3 a 4

a l h + a 2 a3 h + a 4

a l a2 h + a3 h + a4

Eben so ist

(A'1' , A‘ , Ab A, , A> )•”. [a7A',jA'1A'*A*,) =(A'l, , A'; , A’; , A'; , A‘ ),1,.[jA"1'A"A∙31A"A") = [Af∙,A'1,∙∙5Ahj*∙'A-,'A∙ss)

+ [a’;*"'a';*"a;’a,∕""A"4

+............................................

+ [jAalAa22A1j+a3'A^+a4 A,j+as)

wo h , h , h in fünf Abiheilungen zu dreien vertlieilt werden, nämlich
c
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1 ,
j h + a 1 h + a 2 h+ a3 a4 aö

h + a 1 h + a2 a 3 h + a4 a5

h + a 1 h + a 2 a 3 a 4 h + a5

h+ a 1 a 2 h+ a3 h + a4 a 5

h + a 1 a2 h + a3 a4 h + a 5

h + a 1 a 2 a 3 h + a 4 h + a 5

a 1 h + a2 h+ a3 h + a4 a 5

a 1 h + a 2 j h + a 3 j a 4 h + a 5

a 1 h + a 2 | a 3 h + a4 h+ a5

a 1 a 2 h + a3 h+ a4 h + a 5

Wir wollen diese Bildungsweise durch ∑ω angeben, so dass

(A,h , A1; , A3 , A‘ )'” . [ A∙l, A" A" A“ ) = ∑<>> fl A‘"‘ A,f" A“ A;4) 

und(a; , a1: , a; , a1; ,a‘; ∕1,.[a∙i,a"a∙3ja∙,*a∙s,) =∑<'>Ka^∙,a^ia1,∙ma∙∕a∙ss) 
Das Verfahren, welches von dem Vorhergehenden zu dem Folgenden 

führt, soll hier in allgemeinen Zeichen vorgelegt werden. Es sei die

Gleichung

(A'ιl , A1; ,...,At1)tp,. βAβι1A7........Aat"ι^1,) =∑ω()A^+alA^+a∖...Aj+aι,Aa'+r1+n....Aa'"∕1j

gefunden, und es werde das Product

(A,11, A^,...., A")'p>. [∣Aaι Aa∕ . . . . A;j = P

gesucht.
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Zuerst wird der zweite Factor in folgende Theile zerlegt:

A7 A?......a:-) = ∑1 (-r* 11 A7....A--A"1... a∙∕-") . a;
WO X = 1 , 2 , . . . . , 11

und der erste Factor in die beiden Theile

(A'l, X ,....,Ai )',, = (A'l, ,..,At.,Alλ,,..,A^"> + (A,ι',..χ.,,A^l,..,Ai)-'-*'.Ai'

Hiedurch entspringen aus dem gegebenen Producte zwei Reihen durch 

folgende Zeichen vorgeslellt:

P=∑,(-)"^, (A';,..., ap.,,aL>∙∙> Aj'f' ∙ 1∣A7...A--"A",.......a;'-").a;"
+ *„(-)”’ (A1;,..., At,,At.,...jA^-".()Ar∙∙∙∙A∙, ,Λ-', A“...... A;,-'->) .Al“"

wo x = i, 2n

welche nach der oben gefundenen Gleichung in folgende übertragen wer

den können:

p ------ v (-Λn"x ∑W li Ah+al A',+a2 A,l+a<*-*> A,l+nx A I>+∙∙>F A a(p+ι) An<n-∙d A»n
X V / 1111 i 'z*^2 ∙∙∙∙ rx-ι ∙rvx+ι f+ι "ι>+2 ∙*,,∙zu ∕ ∙ ∙zχ

+ v ζ-)n-χ [All+"1 Ah+al... A1, + a'x^', A1,+ "x ^∏<n-!>j J^li+au

Bedeutet nun∑ (}*_J , dass in den 11-1 ersten Abtheilungen h in p Ab

theilungen Vorkommen soll, so entstehen, weil die ∑x und ∑ω sich ver

wechseln lassen, folgende Vertheilungen:

r — ς('l'..∏λ'7∙, a':*“ .... Aj*,p A"7". . . . a;;;1' a~)+ ∑ (:::) I'a',,∙", a';;" .... Aj",p^,* a;\ . . . a""1^,,a^*")
wo nach der eben festgesetzten Bezeichnungsweise sich das 5 weder auf 

A"u" in deι, ersten noch auf A1n1+β" in der zweiten Summe beziehet.

Da nun

* ∣,Jx AΓ÷z(j,-,)x A- = I Q)

48
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so ist

F = Hs)

oder

586) (A;, a‘ , a; ....., a: )'” • Ca-; a; a;............a;) =.= ∑tι> Ca';*“ a';" a;-’. . . . aJ"γ a"∖*',. . . . a;)
$. 161.

Von dieser allgemeinsten Gleichung lieben wir einige besondere Fälle 

heraus, in welchen wegen der Gleichheit der oberen Stellenzahlen die 

Summen, worin sie Vorkommen, verschwinden. Der erste ist, wenn

ai = a+h 

a2 = a+2h 

a3 = a+3h

• • • •
an — a+nh

es wird

587) (a; , a; , a; , A,j,f,. [a-∕iua-1*,i,a∙j*∙i∙............... a;*‘) =
= CA;'hA;=‘................a:;;-‘'”a;:;7-1-...............A,;>....... )

Der zweite Fall ist, wenn - h statt h und 

ai = a+ih

a2 — a+2l1
• z .• • • •

an = a+nh

gesetzt wird; es entsteht die Gleichuim

58S) (Ai",Aζ,*, . [∣Aa∕lhA"2+ihA^3k................A"∕ab) —= 11a"i Aa∕1,* a∙÷λ a*+<f-i>u A.+{p+Ilfc +ah∣
P P+i ...........................-zγa /
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Der dritte ist, wenn nachdem n=n+m gesetzt ist,

ai = a+ih 

a2 = a+2h 

a3 = a+3l1

und a(11+1) = b+ih

a(n+2) = b+2h
⅛

a(n+3) = b+3l1

an = a+nlι a(n+m) — b+mh
< t

gesetzt wird; die allgemeinste Gleichung 586 geht hierdurch in folgende 

über:

589) (a; , a; , a; ,∙∙∙∙, . [A7*kArt∙∙∙∙ aγ,'Ai„:;h a∖*s∙i.......a^i,) =
— 1 V+l11....................... A<∙+<Λ Ab+Ili ∙ ∙ • . Ah+rm-p)h Γb+tm-p+2>h A’’+(m+Dld

Ul......................................ixn xxn≠l........................-tu+ m-p αxn+ιu-p+l ∙ ∙ ∙ . . An+m I

+ f A"+1', . . A" + iτ,~lll,A,+<n+,,∖Ab+,u . . Λ1>+<∞-r+t>l* Λl>+<m-p+3>ll Ab + (m+j,h∣

U l o-i n+ι ∙ ∙ ∙ ∙ Λ,n+uι-p+ι xxu+ιu-p+2 .....................An+nι I

. [l Aa+,h A»+<«-2)h A"÷nb 4n + (n+ι,b^b÷,b A b+,m-p+2,h Ab+Cm-p+4)h A**<">+i>ld
i ∙ ∙ ∙ ∙>-2 j- n-l O 0+1 ∙ ∙ -fxn+m-p + 2 il+m-p + 3 «... An+m, f

, l∣A"+*,> A□+("-3>,∙A *+<n-l)b A "+nl* A "+<“+»>'> A b+«1∙ A l> + <">-p+ 3 >b 1 b + <m-,,+ s Ab+(m+.,bl
*t^ II 1 ∙,∙2xn-3 n-3 j n-l n n+l .......... ∙txn+m-p+3 zxn+n1-p + 4 .... An+m I

.11 Λ"+*h A"÷<*>→>lιΛn+'n'2,1'Λa+'n"llllA*+n'lAa+'n+1,ltAb+,h A,,+'m^p+4,1,Λb+ιn,-ι,+6>l1 a •»♦<«»♦ ni.1
1 ∙,-rxn-4 xx0-3 -tln-2 n-ι o ∙i „+, ,,x n+m-p+4 xxn+m-p+5 .. Afl + ω ]

÷......................................................................................................................................

|| A’+lh A ∙∙,+ <n-5>,1 Aa+<n-s+2)l> Aa+',∣+1>b Ah+lh ll+⅛-p+l,ll A b+(m-p+s+2)lι lb + (ι.l+,)lΛ*+^U2xι ∙,∙2xn→ ∙cxn-s+ι ∙∙,∙xxn λb÷j ∙,∙,zxu+m-p+s zxn+m-p+s+l ....Ajl + m J

.. ...........................................................................................................................................
1 Pi Aa+3l' A"+jU 4>< + (n + l)h4b+1lι ^b+(m-r+n)b ^b+(m-p + n+j)l, *b+(m+ι)bl

"■ IJ71 λ"2 ............................ » »+1 ∙ , , , -vn+m-p + u ∙fxu + ιu-p + n+1 .... Ao + m

Dieser Fall lasst sich auch auf folgende Weise besonders behan

deln , wenn die Gleichung 587 als schon bewiesen vorausgeschickt wird.

Der zweite Factor des obigen Products wird nach der Vorschrift 526 

in geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen zu n und auch zu m 

Elementen aufgelöst, nämlich:

48*
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(JA".*"'...................... ..................................................a^'∙) -

= K' ...............................A7"'j . [Ia;;;"...................... a^")
- [jA-;'“ . . . r,""1 Ar;,") . k“h aJ«‘ .... A7“7)

+ l)A7"ι . . . ax∙--"∙a-"∣ . k*,X"Xir.... Aι','-k)

- l∣A∙∕," ∙ ∙ ∙ A77-"AX'∙) . k*'"Ai""A^"A7r,∙∙∙∙A7-)

÷................................................................................................................................

(-)∙8a",1'1...............................A""l) . k*lk............................... A7""')

und nun das erste dieser Producte nach Anal. N. 394 Seite 244 mit

(A1;,...., ailγ, = (A1;,..............., A;r . «,  ......................aD'1"
+ (A',, ................, Aj)," . (a∖,,............. , a^,„y-"

+.................................................................................................

+ (A';,............ , a^-’ . (A;ti ,............, ad,'~,

das zweite Product mit

(A,1'a;„,)'-'= (A';,. .., al,aL)T∙(al,al ,..., alf,
+ (A-; , . . . , At,,A:tl)“'.(A„\A:„ , . . . , At,)'r-

+ •••••..........................................................................

+ (A1; , . . . , A^,,Ai,ιr'.(A,∖Ats , . . . , AL.)'1'-“'

u. s. w., und das letzte Product mit

(A';aL)"" = (Atι , ... .

+ CAL ...............

+ ∙∙∙∙. ∙∙→∙∙∙∙∙∙∙∙∙

+ (AL, . ..................... .... AL.)-’ • (AL.................., AL )'r~'

. AL,Γ'. (AL,..............., ALT

, AL,,,)",.(AL.................. ... AL
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vervielfacht; zuletzt werden, nachdem die Gleichung 587 angewendet 

ist, die Scheitelreihen wieder nach 525 summirt. Wir begnügen uns das 

Verfahren hier angezeigt zu haben, welches wir befolgten, bevor wir diθ 

allgemeinste Gleichung 586 aufgefunden hatten, worin diese und auch 

die vorigen enthalten sind.

Diese Gleichung 589 gibt zu vielen particulären Wahrheiten Veran

lassung; ist z. B. m = ι, so ist

590) ( Λ,l' , A'; .......................... , A^l)"'. (,A7"'A'7≈',..................A7",A^') =

_   ∣ 4a+,h ^a + (n-p+1)b ^a+(iι-p+3)h ^a+(n+∣)lι ^b + 2b∣
ll i ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ Λ-u-p+ι "*n-p+2 * * * * * ll ^ n+1 l

+ l∣A7,l∙............... A~"-1'hA7,p",-Γ,',......................A7,"*,,"A^yj

und ist m = 2, so ist

591) (A',, , A1; , ∙ . . . , Λl,J",. h7"'A7,"∙.∙Ar,∙A!77 A.1::1) =

— II An*l^l A a + (n-p+2)h » a+(n-n + 4>h ^ ia + <n + ι>b ∣ l+2l∣ 1b+3hl
■ ’ L A, ∙ ∙ ∙ A11-p+2 jn-p+j ............................. An All+1 A,1+2 f■4“ I Ai,*lh A a+<n-P* ∣ >h 1 a+<n-p+3 . a+(n+ι)h . b + ιh . b+3hlL Λj ... Λa.p+1 An.p+2 ............................... An An+1 An+, f

, Aa+lb . a+(n-pjlι . a+{n-p+2)h .a+(n+ι)h , b+∣]ι >b+2b∣

+ [A1 ... An-p An.p+∕ ...............................All Au + 1 Ai1+2 f
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III. Ein Product, gebildet aus einer Summe von P r o d u c t e n m i l Versetzungen und aus geordneten Verbindunge n m it W iederholungenLc, a; , A'J'r' ∙ [ a∙,, a" a;j..............a;-)dargestellt durch Summen von Produclen mit» vrV e r s e t z u n g e n.
162.

Der Anfang, wenn p = ι istj ist schon milder Gleichung 584 gege

ben. Das Verfahren für p —2, 3, . . . . ist folgendes: Es ist[a',, , Ail". [a"1' a',) = (a7+ai,, a'; +a;") • (a7 av - a? a∙,∙)
A2I1+01 » Λ2 * «2 A 2l1 + n 1j A 2 A1 A 2+ a',,*m a≈*∙, - Ai*“ Ai*“+ A7 a’"*” - A,tk*" a?

und folglich k, Ai]” . [ A7 A∙,1j = l∣Ar∙'AΓ ) («+ Ha*", Ai*“ )
+1 a'' a:"*" )

Bei der Bildung des Products
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[a',, , A‘ , Ai']”. flA'/AVAr)

√
verfahren wir auf folgende Weise: wir zerlegen den zweiten Factor nach 
522 in seine Bestandteile

∣]A7AVA∙1∙) = fl a? a7).a∙,*-Da7 A7).A∙1* + [A7 a',∙).a7 

und vervielfachen den ersten Theil dieses Factors mit

[a'; , a'; , a’; r = [ a’; , a': Γ + [a’; , a1; , a,3* γ*, . a;
den zweiten mit = [A'1l , A3‘ ]<2> + [ A'1^ , A, , A3‘ ]“’ . A,

den dritten mit = [A, , A3 ]<2> + [A,1,, A3 , A3 ]u> . A'l,

Hierdurch entstehen die Producte

[Ai, Ai, Ail"'. Ua∙.,ava∙,,) =
[Ai,Ai],".∣Ai∙ Ai’) • Ai’-l Ai,Ai] ” .fiAi’Ai’) . Ai,+[Ai,Ai],' .(∣Ai'A",'). A’,’+ [Ai,Ai,Ai]". (k.,A∙,,) • Ai“’- l∣A".'A∙1'). Ai"∙+ k'A7) • Ai“’ )

Aus der ersten Horizontalreihe entspringen nach der Gleichung « drei 

neue Reihen,kl*,,A∙,, ) ∙ Ai* - (fAib*∙* Ai’ )∙A7 + [aΓ", AV ) • Ai’
+ l∣Ait', Ai“’ ) . A’,’ - ∏Ai+"∙ Ai“’ ) • Ai’ + IIa1;“* Ai“’ I . Ai’

+ Ea,., A;"“’) • Ai, - l)Ai, A,Ai∙ + Uλ∙,, A,Ai’

welche durch folgende ersetzt werden können:

[ Ai"“’ Ai’ Ai’ ) + 11 Ai“’ Ai“’ Ai’ ) + [ Ai’ A;““’ Ai’ )

Die zλveite Horizontalreihe der obigen Gleichung vertritt das Pro

duct
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[a',', A'i, Λ,j'] ". [ A7 Ai’ A,Γ, )

und wird die Bildung dieses Products nach 584 vorgenommen, so ent

springen hieraus die Summen1∣a∙1*a∙j1a^∙, ) + Da*,' A'7“ Ai**1) + 0a7,,a7a,Γ3)
Es ist daher

[Ai , Ai, Ai hi, Ai’ Ai1) = B Ai'”*‘ Ai"- Ai'”’1 ) (0

+ 11 Ai"*“ Ai1”" Ai'”“ )

+ li Ai'”“ Ai'”" Ai1”*1 )
+ D Ai'”" Ai"*“ Ai'”*1 )

+ D Ai'”*1 Ai1”" a;'”*s )

+ 11 Ai"“1 Ai'”*’ a;'””’ )

Eben so finden wir das Product

[a1; , a1; , a'i 1∣a,,, a? ai,) = C ai"4∙, ai"4” ai"4” )

+11 ai"4∙, a1,"4” a;"4“ )
+ 11 Ajh", a:"*" aγ,4^i )
+ 11 Al"4“ AI"4“ Al"4“ )
+11 a,∙i,4∙, a:"4“ ai"4“ )

I I x Oli+ai 1 2lι+a2 » llι+a3 |+ U A1 Ä3 A3 J

+ 11 a;"4“ ai"4“ ai"4“ )
+11 AI"4“ AI"4” AI"4“ )

+ 11 AI"4” AI"4“ Al"4“ )
+11 AI"4“ AI"““ AI"4“ )

(?
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Hier werden alle mögliche Zerfällungen einer Zahl in mehrere Ab- 

theilungen gebracht; in «3 ß, y, sind folgende Zerfällungen in Abthei

lungen vertheilt:

06 ß y

2h , oh 2I1 , oh , oh 3h , oh , oh
ih , ih oh , 2h , oh oh , 3h , oh
oh , 2 h oh , oh , 2h oh 9 oh , 3h

■------------------ - ■——--------------
ih , ih , oh 2h , ιh 3 oh
ih , oh , ih 2h , oh 3 ih

oh , ih , ih oh , 2h , ih

ih , 2h , oh 
ih 3 oh , 2I1 
oh , ih , 2h 

ih 3 ih , ih

Machen wir dieses Zerfällen einer Zahl p auf alle mögliche Weise 

und dieses Vertheilen in 11 Abtheilungen durch g bemerkbar, so 

können wir die Bildung der obigen Producte durch folgende Zeichen 

angeben:

1 A'; , A'; 1 • II A',‘ A’.‘ | = 3,„„ [ Aih", A1"l∙∙≈ )[a‘; , a1: , a‘ ] ∙ ∣∣a'.,a'i,a∙,,) = 3,„„ Da:1“" a;"4,! a;‘-’ )| a1; , a'; , a'; ]” • Iia7a:‘a;3) = 3..,,, II a]"*" A°,h4,∙ a?4“ )
wo oh , oh die Stellen anzeigen, auf welche die Zerfällungen ausgedehnt 

werden müssen.

Nach diesem können wir jetzt das Verfahren , welches vom Vorher

gehenden zum Folgenden führt, in allgemeinen Zeichen vorlegen.

Es sei das Product
49
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k , A‘ ,...∙, AL,]'"k,A∙Λ...A"r,j =3,p,..jAΓ',Ar∙,AJ''∙∙∙...A^"-'i)

gewonnen, und das Product

[a1;, Ai,.........aJ'γ,∙Ba-., a? .... a:;) = 9

zu bilden.
Z

Der erste Factor wird in seine Bestandteile zerlegt,

lai1',aij,.... ,aJ^1'’=[a';,....,aI.1,a^„.... ,a:]""+[a‘ , Ai ,• • •, a; ]Ai

und eben so der zweite Factor in die Bestandteile:

l∣A".,..........aH=∑(-)"∙,I∣a∙1, ... .a"Λ^',a",...........a:'-') . A“
welche mit den Vorigen vereint folgende Producte erzeugen:

Q = ∑(-)-[A,1',...,A^,,At.,∙..,A lJ'1"∙ k,-∙A∙",-,A"1...∙Ar-') . Ai“

+ f a',,, Ai,∙∙∙, aJ,",,.2(-)••«Ja;*....a“7,,a“..-a:-’) . Ai,-∙

Durch den ersten Theil entstehen nach der oben gefundenen Glei

chung die Zerfallungen

2(-; 3<p,n-ι, 11A, A, ∙∙∙∙Ax,1 Ax+1 ..............A. | ∙ Ax

oder

3 1 a pli+al a oh⅛a2 . 0h + a3 a 0h+a(n-1> * an} ∕ ħ
<p,n-j >ι∣Al A2 A3 ∙ ∙ ∙ . . An-1 All /

und durch den zweiten TheiP entsteht das Product

[a‘: , Ai, • • • • , Ai 1[a,.'A7....A"7,,aH 

welches folgende Zerfällungen erzeugt:

3 : 1 (p-t>h+βl . 0l1+a2 . oh+a3 , 0l1+a(u-1) . ok + li + anl /
<p-ι,u>L A, A∑ A, .... An.l An |

Werden alle Zerfällungen in $ und g vereinigt, so entstehen alle mög

liche Zerfällungen der Zahl p in n Abteilungen vertheilt, oder
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592) [χ, a1; , a‘ , ∙.., aU 'p, • Da;* a;’........... a;-) =

= 3,p,, D aγ.,'*" a;1"1 a;u“................ a:"*")

163.
Wir zeichnen von den unendlich vielen Fällen, welche in dieser allge

meinsten Wahrheit begriffen sind, folgende aus.

Erstens, ist

ai = a+h 

a2 = a+2h

an = a+nh

so zernichten sich viele Summen wegen entgegengesetzter Zeichen und 

viele wegen gleicher Elemente, und es bleibt nur eine Summe übrig, 

nämlich

593) [ a';, a,1',..., a; j'1".DAr",Ar*'*Arιl*......................aγi,) =

____ I 1 a+ tli 1 a+2h . a+(n-i)h * a+(n÷p)lι I— 11 Al Ä2 .... An.1 A„ /

Zweitens, wenn n+m statt n und

ai = a+h und a(n+ι) = b+ih

a2 = a+2h a(n+2) = b+2h

• • • • • • •••••

an = a+nh a(n+m) = b+mh

gesetzt wird, so entstehen folgende Summen:

49*
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5θ4) [a'., , A*,...,aL,Γ ∙ l∣A7,"A∙t*≈∖...ArkA^"hAi-''....Al,',r) =

— !∣An+*h _ 4a+<n-ι)h ^l>+ι∣l A x ,11 1 l, + π,h |

Uλ-i λ∙-* λ" "+> ..............................Λ11 + ln.1 A,1 + m I

+ k∙'h............A-.......Ar'........A^;;"..................A,';:r."" ax-a)

+ Ia?“...........Ar",‘A?,"*r-!"'Ai;;1................je-,"' Ab*,m∙1,h)

.................................................................. . ...........................
n • • • •

+ kr......................A∙r-h Ar a£‘................................Arr -c∙*I
Z" κ

Ist z. B. 11=2, mid 111 = 3, p = 3, so ist

l a^ Ar ∙υ Ad’lAr A-r Ar Ar Ar M ArAr Ar Ar A,r)

+∣!A∙,*,l,Aζ""A7,l,A')""A,Γ'"' ) 

+liA7,"A7,,'A7'"A1.∙≈hA75'j 

+l∣A-,*,hA,,*,',A7'',A7"'Als*,'j

Diese beiden Gleichungen 593, 594 sind in der allgemeinsten Glei
chung 592 als einzelne Fälle enthalten; sie können auch unabhängig von 
der allgemeinsten 592 bewiesen werden. Wir wollen das Verfahren , wei
ches wir bei 594 befolgten, bevor wir die allgemeinste Gleichung 592 
gefunden halten , wenigstens in seinen Grundzügen mittheilen.

Der zweite Factor wird nach der Vorschrift 526 in Producte zerlegt, 
w ovon der eine Factor n und der andere m Elemente hat,

I 4 ∙'>+ih 4 a + uh 4 b+llι. . b + iuhl , I 4 a+χh, A a + nhl j A b+lli 4 b + mlil
L A1 ∙∙∙An An+1 ∙∙∙A1∣+1∣l f — (JA1 ∙∙∙∙∙∙ An f ∙ (jAn+ι ****** An+,u J

(-/kr. .. Ar∙""A,r). Lckr.........Ar)

...................................................................................
(-)βl∣Ar.................Ar) ∙ Ur...............Ar)

und das erste Product mit
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[A* > ∙ ∙ ∙ ∙ > AL,)'r' = ΓA',', ∙ ∙ ∙ , A‘ r,. [aL , • • • , A.∖J",

+ [A',', • • •, ALT"'. [Al.1 , . ∙ ∙ , AL,rn

+.....................................................................................

+γa',^, ∙ ∙., An,-∙ rAt,,..., al,γ

(siehe Analysis Seite 252 Nro. 407)

das zweite mit = ∣a',' , . . . , Aj.,, A,'L,J,°, ∙ [Ai, Ai'., , ■ ■ ■ , AL,]“"
+ ∣A'1∙, ∙ ∙ ∙ ,At,,A∖,]'". |a;, At, , • • . , AL,]"""

+.....................................................................................

+ [A*, ∙ . ∙ ,At,,At,Γ"'. ΓaL< AL , . . . , ALΓ'

u. s. w., und das letzte Product mit

[aL. ,■■■■, aL,Γ°,∙ [a'',.................. , A,J't,

+[al, al.j". [a;,................, a::,]“'-1’
+.......................................................................................................

+ [At1 ALP”. [A;,......................, AhJ<0>

vervielfacht, und nach Anwendung der Gleichung 593, welche wir zuvor 

besonders bewiesen hatten, werden nach der Vorschrift 525 die Scheitel

reihen wieder summirt.
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IV. Summe der Producte mit Versetzungen aufgelöst, theils in andere Summen vervielfacht mit geordneten Verbindungen, theils in geordnete Verbindungen.
$. 164.

Alle diese Gleichungen geben das Product, gebildet aus den geord

neten Verbindungen und aus der Summe der Producte mit Versetzungen, 

durch ähnliche Summen an. Wir wollen die Aufgabe umkehren, und 

letztere durch erstere darzustellen suchen. Die Wichtigkeit dieser neuen 

Aufgabe wird sich in den späteren Untersuchungen bewähren. Wir wäh

len hiezu als Hülfsgleichung die Gleichung 590, setzen in ihr n-p statt 

p, b = s-h, und n-i statt n; dadurch erhält sie folgende Gestalt:

Uh » h . h 1 r> ∣∣ i n+llι ι a+(tι-l>lι ii I __
, > A2 >∙∙∙>An ' UA1 , , , , An-1 A„ '  

__ ^a+nh ^(s+h) j

I II 1 a+ll» ι B+(p-l>h * a+(p+ι)h * a+uh * « I
+ 11A1 ∙∙∙Ap.1 Af ...∙An-1A∏∕

oder wenn

(A,1', A‘, • • • , Al )'-p' = N„.„

Ci a+lh i a+(n-i)h i i I aA1 ∙ ∙ ∙ ∙ An.1 Aa / — A.

und
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hr,h∙ ∙ ∙ ∙ A~r'"at∙',".... A-r a; ) = m,p,,

gesetzt wird,

Nn_p ∙ A„ M,p+lι8+h, + M(P),)

Nach dieser Gleichung werden mehrere andere gebildet, indem 

p = p+i , p+2 j p+3 j .... , n
und

s = s+h , s+2h , s+3h ,............... ...  s+(n-p)h

gesetzt werden,

Nn.p • A, = M , + Ml -l 1<Γ+1, 8+h) i 1 (p , 9)

” Nn.p.1 ∙ Aβ+j, —— — j\] — j\i
i<P+2, 6+2lι> x ∙,(p+I, 8+ h)

+ Nn-p-2 ∙ A8+2h = + m , + M,
∙*∙<P+3, β+3ll) i i(p+2, l+2ll>

Nu-p-3 ∙ Aa+3]l — ∣∖[ _
<Γ+4, β+4ll> 1 *(p+3, 8+3l>)

(^^) No * A,+(n.p)i1 — θ 4. Y’ 1']∖Jl v v< / 1 1<n,s + <n-p>lι>
Werden diese Gleichungen zusamniengezählt, so entstellt die Reihe 

M,pι,, = Nn-r∙A.-N,,.r., ∙A,,1, + N,.p.1 . A,,,ι*∙∙∙∙(-)"'N, . A,t,..p,hL(p, »>

oder

595) l!A^,*,tA'rlh....A",Γ',"A'pt'p*,",..... A"",',aJ =

= U'; ,λι∙,..., a1; )'*ua∙*'". ... a”‘,-’\a: )
^ >a'' ................. > A J P "[∣a",*,1'. ∙ ∙ ∙ Λ","^"'A7")

Uh hl CD“P* 2 ) r.
1 >...............> An ) Uv+lh. ∙ ∙ ∙ An17"1,hA,+ 2h)

+ (-)""p(A1J..............., An ) Ia711,. • • ’ An+Jιn^1,hAl+'n^p,k)
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Aus der obersten Gleichung ergiebt sich für dieselbe Summe eine 

zλa eite Reihe, wenn

p = P-1 , P-2 , p-3 ,..................................... ... 2, 1, 0
und

s — s-h , s-2h , s-3h,............................................ s-ph

gesetzt wird, Mlp,s> "t* j\l; p_ 1 )S_I, ) Nn.p+l • Aj.Ji
-^1( 1>- 1 ,S-ll> ∙^f(p~ 2,S-2ll) ' N,,.p + 2 , As-2h

+ Mtp.j,s.ih, + M,p.3j5.3h, = + Nn.p+3 ∙ As.3∣,

(SΓ,‰-,p,1,ll,+ o = (-Γ,Nn • As.p∣1 

und diese Gleichungen zusammengezahlt werden; es entsteht die Reihe

Mtp,,> = Nn.p+1 ∙ As.ll -N11.p+2 ∙ A,.2ll+Nu.p+3 . As_3h-∙ ∙ ∙ ∙ (-)p ,Nn∙As.ph 

oder596) [a?«*2"..................A"r'"'A7'p*,"'......................A"",kAl ) =
= >.'√ ,..., Ak)p*,,. li Ar“aγλ...............Ar.'.-*”' a:‘)

(I li l l> i P I 1 a+ιlι , a+<n-j)Iι . 3-2∣d

A1 ,............. , An f • ö A1 ..........................An.1 A„ f

+ (a';>........... , aH','^1'",. l∣Ar,h.............................Ar.'.-”‘Ar“)

(-),^, (a,1, ,.......... ; aJ “ .∣l a∙∕'"................. A∙∕-'r"'Ar"")

165.

Dieses Zurückführen von Summen der Producte mit Versetzungen 

auf geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen und auf ähnliche, aber 

einfachere Summen, so wie es die Gleichungen 595 und 596 angeben, 

setzt uns oft in den Stand, den Werth der ersteren besser würdigen zu 

können. Ist nämlich
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s = a+(n+m)h

so ist nach 595 und 593

I A"+lh ⅛a+al1 ια+(p-ι)H ιa+∣p+υh . a+nh a + ,n+,n,kl

597) 11 λ' λ ■ , ■■*_:. , λ!--> -λ∣i .................. An-, -A,, _____ ∕ __
l∣Ar,',Ar=l'.............................................................................................................................................aγ" )~

= (a',' , a': , . ∙. ∙, a: ),-p, . [a1; , a'; ,..., aI γ,
- (a‘ ,...................., a; ),-'∙[a1;  ., aiγ*∙,
+ (A,,',..........................., A'; [a;   , Al ]'"*■'

(-γp(a',' ,................. , a’.: y” . [a‘; .. ................ , a; ]■--»•
mul nach Nro. 596 und 593

598) = (a',, ,.............. ..  a:: r^r,". iai,, ...... a: r-
- (a1; ,................ , ai: r» • [ai ...... ai ]"-≈,
+ (a',, ,........................................... , Al ),"-ι'"'∙ [Al)..... , Al I ’■

(-r,(A,,ι,................... , a; ),∙' . [ai , a:; ] -

Ist aber s= a+h, so verschwindet die Summe in 596, und es ent

steht, wenn wir noch a = o und h= i setzen, die Gleichung

599) o = | a, , A, ,......... , A J ""1'*". [a; Ai ... . A~1, A’)

- (a,,a. ,....... , A.)Da:a; •... a::;a„--)

+ U.,A.,......... ,Aj^1'.kA,∙....A-AΓ)

(-)p'* (a,, a, ......... , aJ " .(|a;a: •. . .a:;;a?""(

welche die zurücklaufende Bildungsweise der Summen angibt, wenn in 

ihnen eine verneinte Potenz vorkommt.

50
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Bestellen aber die Producte nicht aus einer bestimmten Anzahl, wie 

in 597, sondern aus unendlich vielen Factoren, wie in dem Bruche

j Ab Aa Aa+h An+2h . a .+(n-2>h a a+nh....................... J
l'A1 A2 Λ3 A4 ∙∙∙∙ 2xn An+j ∙∙∙∙∙∙ √Vα jHa: a-;" a;*!"................................................................. a:I

so ist auch die Reihe, in welcher dieser Bruch entwickelt werden kann, 

unendlich, und es ist nach §. 157 der Zähler des Bruches

ha . a+h . a + (n-2 )h * a+nh » a+{n + m-i)h |

_ l j-*- 2 • • • • _ZYp_ l Au ∙∙∙∙∙∙∙∙ An+ηι∙ 1 f
|j a a 1 a + h . a + (u+m-2>h 1
l)A1 A2 •••••••••••• An + in-l /

der als Factor in der Entwickelung §. 157 vorkommt, nach 587

____ I t ,l » k 4 h 1 '1 , !1 4 a 4 a+lι 4 a+<n+m-2)h i
---- 'A1 J A, ) ∙ ∙ ∙ } An+m-J ∙ L'Aι A2 ......... A11 + ,n-ι 1

und folglich dieser Factor

£<n> = (A', λi' . Al' Y“’

mithin der unendliche Bruch

600) ( γJa'a^ Ar'ιAr,".... aγ~*a~-........................ a;> _'∣A,, A71'A*j*ik................................................................................................ a;)
--- t A ll A h A k Λ ,l Yo> Λ7",n*— IA1 , Aj , A3 , ∙ ∙ ∙ ∙ > An_J • V- (a'; , a; , a: , a; )“* ∙ v,∙,,'+ (a1; . a; , a; ....., At.),∙∙. v,∙∙≈,- (a'1,, Ai . A. ..... , aL)'” • V'“'”

λVO

llA" Aa+h Aa+i*, ' A a+(n + m-2>U 4b I

------- l-A, √V2 A3 •♦««»«» Am-m-1___________ An⅜m_________ /

I Aa A a+h Aa+-k . a + <B + m-i)k |
LA1 A2 A3................................................... ∙ . . Au+,n f
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V. Auflösung einer Summe aus Producten mit - Versetzungen in ein Product zweit heilig erF a c l o r e n.
⅛. 166.

Durch diese Untersuchung sind wir in den Stand gesetzt, die Sum

men der Producte aus Factoren mit Versetzungen in zweitheilige Facto

ren aufzulösen. Es ist
⅜

..... A","^,,h) =- (-)"'⅜",Ar,"...A"'ι^-l'A"-''.......a--<'') a7'",',
wo x= 1,2,.............., n

und nach der Gleichung 587Ca;,1 a+ili i a+(x-2)lι i n+xl> A n+(n-∣)lι, ____
A, ∙ ∙ ∙ Ax,1 Ax ...............................a∏-, / —

=(aIX-,Al., ((a; a7"'a-1∙=".......... A--≈"i
folglich

+ (Al,', ∙∙∙,A^.,)'1,∙AΓ,n^3,"-∙∙∙∙(-)"^'(Aa'„'., A’J"‘
= a;.(a:'-a';) ∙ (A'-Al,') • (a‘-a‘)............ (a.1-aD

5(1«

Ia; Λ',*",.................... AΓ"^"'j =
= 1! a", A,1∙,h.... a",γi,") • * k a'; ,...., A;Ja:*'”‘*

da nun
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so ist

601) 1∣A) A7," A*j∙,l*............................. AΓ"∙,,") == a; . (a: - A';) • (Ai - a',,) . ca’; - a;> • • . (aI - ÄD . ∣Uxr,h......A~,,~"j
Werden nach dieser Gleichung andere gebildet, und zwar dadurch, 

dass n = i, 2, 3, . . . . , n gesetzt wird, uud werden alle diese Glei
chungen miteinander vervielfacht, so entsteht folgende sehr merkwürdige 
Wahrheit:

602) |(a: A7,"A7j"......................Ar",h) =

= a;× a; .(a',-a'11) 
χ a; .(a;-a';).(a';-a‘)
× A". .(A,)-A,,').(Al-A,)).(A,.'-Ai)

X a; ∙ (Ax-A)) ∙ (Ai)-Ai)) ∙ (Ais, - A^) ∙ (Ais'-Ai)

X a; .(aXa,,').(aXa^).(aXa,3').(aXa1)........X-aL)
Die übrigen Summen, welche früher vorgekommen sind, lassen sich 

vermittelst obiger Gleichungen in ähnliche Producte au fl Ösen.

167.
Machen wir hievon Anwendung auf den unendlichen Bruch

∣∣∣i∙ a∙∕i' Ar1-;:a„., a„„ :::::::::: :a;> _ r_Da; Ar" aV“: ::::::::::::::::::::::: a:)
und setzen

(B-A1) (B-A,)...................(B→p.x) = «(B-A,.,)

so ist
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I' A a A a + 'l A n + 'n-2^l A n + (n-J >h A n + (n + n)-2)lι∣

1. A1 A 2 ∙ ∙ ∙ ∙ An.1 A,x+ι •••• •>••• y∖,n+ιn j_a;a^a:_x,,--^:,^aSv';)....^a\,-AL)∙≈fAL,-A⅛..√AL-AL,-.)
(A„\,-A,,) <X,.-,-O OC. ,-Aj.................... (AL-Aj)

und

LA1 A2 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ An+m.1 j —

= Aa1 Aa2.............Aa+m.1 α (A2-A,1l) • 06 (A2-A2)..................  (Ai+m.i - A,*+m.2)

und[AiA2.............................. Au+n,.1 B / =

= AI A: • • • Aa+m.1 B“ • ^(A^-A,1l). ec ^-k‰oc (A1,11+1∏--A"+m-2)∙^(Bll-A1^m,1) 

folglich nach §. 156

y i®> __  A,11+m 06 ζAn+n, An+nι-,) i
m ” KΓ'o6<Xi -AL )x(All+rAi)(Ai+-Ai).....................CALrAb

und

v(n+.n)=_ B1 « (Bh ~An+m-1 ) 

λ Aa ,qjΓa'1 -Ah

mithin

, ,„> v<„»> __ B“ <* (Bl' -aL,-, ) χ______ i______________a;'«ca;-a:., ) (al-a:;) (a.\,-a:).... (a:..-a;)
oder

, y, Bl (B"-Al,') (B''-a1)........................................ (Bi∙-aL-, )
' Af(Ai-A',')(A^A l,')....... {A>ALXAH-a1',1)............. (A^-A^m )
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Es ist daher

!lr⅜', 4 a+ιlι ι a+2lt » a+(n-ι)lι 1 a + nh 1 a+(11+1 )h 1 αl

603) (-),,+ 1 *j - ......... A°-, An+1 Ant, ................. Aa∕Da“, a7,"a7"'..................................................a:)
_ B’ (B"-A'')(Bl'-A',)(Γ.,'-Alj,)......(Bl'-At,) /, _ Bl,-Ai

a; ' (Ah-Al,')(A,>Aj)(Aj-A,1')~⅛⅛J * ∖' " A^-An∖,'(b'-a;: )(bi,-a,∖,) (a'>aL,xa^aL.)(b'-a;; )(b1i-a-,,)(b"-a",,) (a;-a::„)(a::-al,)(a;-a::,s)
+........................’....................................•)
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Dritte Abtheilung.

roducte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente höhere Unterschiede an geben.σ
$. 168.

Es ist nach. §. 41.

δ(A1.A2∙A3'.A4) = δ0A1.δ0A2.δ0A3 ∙∆, A4 + δ0A1.δ0 A2.δ,A3.δ,A4 δ0 Ai . δ0 A2. δ1 A3. δ0 A4 0101

∆0 Ai. ∆1 A,. ∆θ A3 .δ0 A4 oiioδiA .δ0A,.δ0A .δ0A. looi12 3 4
10 10 \
110 0

+ ∆0 Aι. ∆l A2. ∆, A3. ∆1 A4 + ∆* Aι. ∆, A . ∆* Aj . δi A
r V
10 11

110 11110
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folglich

604) δ ∣j∆-A1 .δi,A, . ∆tA. .δjA4) - (j δ' A. . δ" A, . δ' A, . δj*'A4 )
a b c+i d

a b+i c d

a+i b c d

+ il ∆∙ A, . ∆l A, . ∆'*,A, . δ-∙A4) 
a b+i c d+i

a b+i c+i d

a+i b c d+i

a+i b c+i d

a+i b+i c (1

+ 1) ∆' A, . ∆"∙'A, . ∆-'As . δj∙'A4)
a+i b c+i d+i
a+i b+i c d+i

a+i b+i c+i d

+ Si Δa+1A1 . δi,+jA2 . Δc+1A3 . δj+1A4)
In dem Falle, wo b = a+ι , c = a+2, d = a+3, , verschwin

den alle die Summen, worin zwei obere Elemente gleich sind,...... und cs ist

605) δ1)δ*A,δ"'A,δ"∙Aj....δ'*"A,41)= Dδ-Λiδ∙∙'Ai....δ∙*-A11 δ""-A,,J
+ (j∆∙A,∆"*'Aj......δ""-iA4.1 δ∙*"A.δ"*"*'A.,J

+ l∣∆∙A, ∆'**A1..... δ-"-A,,.jδ7"-A4., ∆""A,,∆∙,"*,A.tJ

.. ............................................................................................................

+ [∣δ∙A,δ∙*'A4..............∆∙**Ax,. δ∙*^÷≈Ax.∙,................ ∆""*,A..J

.. ....................................................................................................................................
÷ [| ∆a+1Aj ∆i+2A2.............................................................................................................∆a+n+,A11+1)
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⅞. 169.

Der Unterschied des Bruches

∣j∆*Al a**'A. ∆**iA3...........................A—;A„.,a...........A„J _ P

[)∆'Al δ"*'A3 δ",A3.....................................∆""^,All ) V

lässt sich auf folgende Weise näher bestimmen. Es ist 

/P \ _ P+AP P _ O.∆P-P1AQ
' ' Q^ ■ - Q+iQ _ 7) — V (Q+iQ)

Nach dem Obigen ist aber

o. δp = q.∑Jδ*a1 4u,a1∙.∙.'.∙. t.∙t. :::: a'*"-,a..a'"a,,,,)
und

p. δq = p.∑ff∆,A, δ∙*,a,∙.∙.∙.∙.∙."f∙.,'.'T,. :::::::::: a*,,a1i )

wo in beiden p = o, l, 2,.................. 11-1 vertritt, folglich der Zähler des

Bruches

O .AP - P . AQ =

= ∑r(∣Jδ'a,....δ..... aJ . [∆∙A,∙.∙.∙.∙"rγ'-.*>r'.∙.∙.∙.∙.∙∆∙*,'-A,,.t∆∙∙"An,ι)

- [∆,A∕.∙.∙.∙∙.*p.-'.∙"'r.∙.∙.∙.∙.'A∙" aJ . [j∆∙A, . ... ∆-"-=Λ,,.ι ∆"-'A,,,Π

und nach der Hiilfsgleichung 541

= ∑J∆-Aι....∆-A,.1) . 1) ∆∙A1∙.∙.∙.∙∙Λ-.∙∙.*'r.∙.∙.∙.∙∆'*"-A..,) 

=1∣δ"A,....δ''*"A,,J.ς[! δ ,A.∙. •/. '"p^'.',.∙l,.∙,A.J

Nach 605 ist der Nenner des Bruches

51
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Q(Q+ΔQ) =— ∣]δ-a,............. δ'"^, Aιι) ∑ιβ δ,a,∙. ∙. ∙. ; δ"°a„)
wo q = o, l ? , n

Es ist folglich der Unterschied des Bruches∕]1a∙A, a- A,.................A"-i-∖.1 a∙*°-aJ∖ _
606) δ ∣jλ.a, δ.*i a................................. δ***-'A,, ∣ / _
-(j∆,A, ∆"∙Aj.... δ∙"Awi) . ∑r(j∆∙A1∙.∙.∙.∙.∙"'-.∙∙"Γ'. ; ; ; ; ; δ∙÷-a..i) (∣δ∙ai δ∙*,as...δ""-,a, ). 2,[(δ'a1'.'.'.'.'.∙77∙.'t., ::::: δ∙÷o a„ ∣

wo p = o, i, 2, . . . , n-i und q=o, l, 2, . . . . , n, und wo 

⅞ li ∆,A.∙.∙.∙"p.∙1.',.*p*,.∙.' ∆"s∙,A,.1)= [)∆"Al∙.............................. A∙"∙≈An.,)

+ h"A...........δm-sAo.i δ∙*"-A,,.,)+ [ δ∙A1...δ∙÷"-4A,,.jδ"÷-jAo.jδ∙*"-A..,)
+.............................................................

+ h”‘A<.................................

und∑,[δ-a1∙ : .∙"∙,r∙. “r'::: δ∙*"aj = ∣∣ δ-a1....................................δ-*-aJ
+ h‘A........................... ∆'"∙,Ao.. ∆∙"A,)

+ (j∆∙A, . . ∆∙*-sAa.1 ∆"-A,.1 »~A.j

÷.∙∙∙∙.....................................

+ [∆"1A.............................................∆∙*'An)

Bilden wir nach 606 eine Gleichung, worin An+2 statt An+1 gesetzt

www.rcin.org.pl



403
wird, und messen sic durch die Gleichung 606, so entsteht eine andere,

in welcher die Reihen ∑ uud ∑ nicht mehr Vorkommen, nämlich diep q 7
Gleichung

4 ⅛∙A,i'lAi..... a**"^*A,,., a**"^'An,,)∖
607)_* ⅛a^a∙ λ^,'a>...................λ*"'^a. V

∣)a-A,a-A,...a-'-A a∙÷-Aj,,⅛ ~ > /[|a*A, a***A,......A∙*'-iA,.t a»"- A.,,)∖

∖[∆i,A1 λb+,A2......................∆a+n-1An )/

Diese Gleichung ist diejenige, welche in der Theorie der Reihen 

grosse Dienste leistet.

51*
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Vierte Abtheilung.

PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN, WENN DIE ELEMENTE DAS DIFFERENTIIREN MIT ABWECHSELNDEM VERVIELFACHEN ANGEBEN.
∖ -7-- - z ------------------ -----------

• I. Allgemeine Untersuchung.

$. 170.
w enn Z, A , A , A , . . . . verschiedene Functionen mehrerer ver

schiedener veränderlicher Grössen sind, so ist

Zrf ((Zrf)∙A,. (Z<Z)>A,. (Zd)'Aj. (Ztf∕A4) =

(Z<I)~'A1. (Z<∕)t A,.(Zd)' A,.(Zrf)j A4

+ (Zrf), Aι. (ZfZ),∙lAi. (Zrf), A, . (Zrf)d A4 

+ (Zrf), A,. (Zrf)l A,. (Z<i),*cAs. (Z<∕)" A4 

+ (Zrf∕ A,.(Z<Z)" A,.(Zd)∙ Aj. (Zrf)-dA4

folglich
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608) Zd∣j(ZeJ)"A, . (Zd)',A,. (Z(/)“A,. . . (Zrf)"'A,,) == [j(Zd)'*" A1. (Z<Z)*i A,.(Ztf)∙, Aj.............................. ... . (Z<Z)," A„)+ ∣)(Z<Z)", A,.(Zrf)'"≈A,.(Zrf)"* A1......................................(Z<Z)" A,)

+ [∣(Z<Z)"* Al.(Z<Z)", Aj. (Z<Z),*" Aj. (Z<∕)'4 A4. . . (Z<Z)" A„)

.. .....................................................................................................................................

+ ∣(Z(Z)∙* A,.(Zd)-s A..........................(Zd),,~,’A„.1.(Z<Z),*"A„)

Wenn nun die Summe

[∣(Zd)'A1.(Z<∕)'*,Aj.(Z<Z)"*iAj...................(Zrf)""-An)

differentiirt werden soll, so muss jedes Differential erhöhet werden; da 

nun aber, wenn unter den oberen Elementen zwei Elemente gleich sind, 

die Summe verschwindet, so bleibt nur eine Summe übrig, und es ist 

das Differential

609) Zrf[∣(Zd)∙A,.(Zd)∙*,A,.(Zd)"iAj...(Zd)-"-A1,) =

= [∣(Z<Z)"A,.(Z<Z)**,As.(Z<Z)", A1...(Zrf)∙'"-=A,,.,.(Zrf)∙*∙A.∣

Das Differentiiren der vorstehenden Summe besteht also nur in dem Er

höhen des letzten Differentials, welches in der Summe vorkommt.

⅞. 171.
Das mit Z vervielfachte Differential des Bruches[(Zd/ A,.(Zd)-A, .... (Zt¾)**",A. ) _ p_ [(Z<Z)"iAl.(Z<Z)'*jA, .... (Z<Zχ*''-,A,,. 1 _ Q
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ist

Q . ZcZP-P . ZcZ 0
Q3

Es ist aber nach 609

ZdP = fl(Zd)"A1 .... (Zf/)“"”A,,.1. (Z⅛∙"Λn )

ZdQ = jj(ZrZΓ'A1 . . . . (Zd!)""1^2All.j ,(ZcZ),*°All.ι)

folglich

Q.ZdP-P.ZcZQ =

= [(Zd)"A1...∙(ZJ)∙"^A,.,.(Zd)∙t"A.) . [(ZdrιA,.............(Z<-'An.,)

_ [(Zd/A..............(Zd)∙÷"-Aa) , [(Zd)∙~Al... (ZfZ)"-=An.2.(Zd)∙"'An.,)

ferner ist nach 543

, x il, fl a'l T>1....................................... l>p, a<p+l>∖ Γ bi . .......................................bp, a(,p+2>∖2W*1∣A....................... Alt,∏A.......................................A1J=0

mithin, wenn aι=a, a(p+ι) = a+n, a(p+2) =a+n-ι, bι=a+ι, b2⊂=a+2, 
. . . , bp —a+11-2 gesetzt wird, so ist

o=[∣(Z<f)∙ A,................(Z<Q~ A").fl(Zd)"*Ai......................... (Z<∕)"÷"-'A

- BW A,................(Zd)∙*-Aj∙∣](Zdr'A,....(Zdr"-=An.2.(Z<Z)"" A .,)

+H(Zd)∙"A,.(zdrιA2.√z^r"^,Aj∙lI(z^r,A1....(z<7r"-Au.j.(z<∕)' a.,)

Es ist daher, wenn auf die Zeichen Rücksicht genommen wird

Q.Z<ZP-P.ZdQ = [jfZ√∕*'Λι....(Z(Z∕"Λιι).∣((Z⅛-Aι....(Z<"-≈Aι,ι) 

und das Differential des vorgegebenen Bruches
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610) A, .(Z<'Λi............................(Z<'-A,, )∖ _∖∣(Zd)~A1. (Zd)~A,......................................(Zd)∙"-An.J7
_[(Zd)- A1 . . . (Zd)""∙1An.,) ∣](Z(Z),+,Aι . . . (Z<i)∙*" A„ ,“ j(Zd),*1 A1 . . . (ZdΓ"-A.ι) ' U(ZdΓ1A . . . (ZdΓ"-A.,)

$. 172.
Ehen so finden wir das Differential des Bruches

[)(Zd)-A,.(Z⅜∙÷1A,............................(Zd)“"-’A ., . (Z<∕)1*-Aιιtι) R

[(Zd),Al .(Zd)",A1............................(Zd/*“'’A„_, . (Zd),"^'An ) - u

Es ist

7rf z R \ U . 7,d B - R . Zd U
\ U / 1P

ZtZR = ∣J(Zd)∙A,............................(Zd)∙*"-=A,,., . (Z<Z),*"Antl∣

Z<∕U =C(Z<Z)∙A,............................(Zcir-≈A . (Zd)""A,, |

also der Zähler des Bruches =

∣i(Zd)-Al...(Zd)-"-An.1.(Zd),*"-A. ).lj(Zrf)∙Aι....(Zd)∙∙"-≈An.1.(ZdΓ∙A,w) 

4∣(Zd)∙A,...(Zd)∙"-An.ι.(Zdr"-A.w).[(Zc∕)∙Aι....(Zd)-"-Aπ.,.(Z(i)∙"An ) 

allein nach 542 ist
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[bi ∙ ∙ ∙ ∙ l>p ∖ fι a bi..............b<p+l)∖ fj b*..........................bp » \ Γ b . ................................................b(p+ι).

A, . . . aJ∙[B,A,...ABJ-[a. ∙ ∙ ∙ ∙ A1,B. )∙∣∣A................A„ ßj

A................ApB J∙[lΛ1.................. A„ B, )

folglich der Zahler des Bruches =

= [(Zrf)’A,............... (Zd)'*"^'^An.ι) . U(Z<∕)∙Al......................... (Zd)""A J

∕r
und endlich das mit Z vervielfachte Differential des vorgegebenen Bruches

— ist
U

eil) z√C(Zrf)1A,.(ZrfΓ'A1...................... (ZfZ)***^iA.., . (Zd)........'A,,J∖ _
‘ ∖[(Z<Z),A1. (Zd)'*,Aj.......................(Zd)--A..,.(Zdr-‘A. ))

_∣l(Zd)*A,.(Zd)*"A....... (ZdΓ-iAj.,) J(Zrf)∙A,.(Z⅜-Ai....... (Zrf)»» A„J

0(ZcZ)∙Al.(Zd)-A1...... (Zd)“~ A„ ) '[(Zd),A1.(Z<i)"∙'A5....... (Zd) 'A,, |

Diese Gleichung gibt zu einer zweiten für die Folge eben so wich

tigen Gleichung Veranlassung; wird nämlich nach vorstehender eine 

andere Gleichung gebildet, in welcher An+, statt An+ι steht, und diese 

durch die vorstehende gemessen, so wird

www.rcin.org.pl



409
612)

52

7ld pZ⅛ Aι.'⅞√Γ'λ,.......................(Zd)"*^*A,., . (Zrf)............ A,,J ∣j ∖^Z⅜∙A,.(W'A,.......................(Zd)-Λ,,,, ■ (Zd).......... 'A,, )∕ _z,∕ ∕lkWA,.(Z⅜"1Λi........................(Zd)--A,,.,.(Z⅜.......... ∙A,,,,) ∖∖Jj(Z<J)"A1.(Zd)"''A,.......................(Z(∕),t-≈Aa.ι. (Zd)""∙,A. )∕
_ l∣(Zrf)∙A,.(Ztf)-Aj ■■■■■■■ (Zrf)~-A. .(Z<7)-A,J I(Z<Z∕A .(Zd)∙*1Aι............................(Zdr-A.. .(Zr/r-A....)

www.rcin.org.pl



410

'
■II. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfaches fortlaufendes Differentiiren mit abwechselndem Vervielfachen.

173.
Machen wir von dieser so eben gefundenen, für die Theorie der Rei

hen so wichtigen Gleichung Anwendung auf den Fall, wenn die Ele

mente Potenzen einer Grosse A sind, so ist

6ι3. C(Z<Z)'Al".(Z⅜iA∙, ...(Zrf)"A,*.(Zd)"*'B ⅜ _

[(Z(i)'A-,.(∙Zrf)≈A"...(Z<Z)1A".(Z(Z)"*,A∙,∙∙,j

∕∣∣(Zrf)'A**(Z(f)1A*,....(Zd)*"A*"^^ll(Zd)*B ) \

\||∣(Z<Q,Am(Z⅜,Am ....(Z√)-' A'll^ll(Zr∕)*A*1' I /
∕∣∣(Zrf)1Al"(Zrf)’-A“....(Zd)"^,A"^^1 ,(Zrf)l,A,,"l,⅜ \ 

∖∣∣(Z<Z)'Am (Zrf),A" ....(ZtZ)"^*A^1^^ll(Z<Z),A"' ) /

Diese Gleichung zeigt, wie der erste Bruch, worin d‘, d2, . . .

. . . , d"+l vorkommt, durch das Differentiiren zweier anderer Brüche, 

worin nur dl, d2, . . . , d“ sich befindet, gewonnen werden kann; sie

weiset d,,*1 auf d“ zurück, also du auf d1,^,, dn^1 auf dn"2 ,...................

Gehen wir bis zu d', d1 herab, so können wir hiedurch den vorstehen

den Bruch in ein allmäliges Differentiiren einer Grundfunction auflÖsen.
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Bezeichnen wir also, um den Gegenstand mitgrösserer Leichtigkeit verfol

gen zu können, den ersten Bruch durch (n+i, B), so ist

(n+ι,K) _ Z(J(-11;A.,

Für n = l ist

∣j(Z<Z)'A∙'. (Z<∕),b) = (Z(∕∕A,,.(Z<Z)tB-(Z<∕)sA".(Zd),B =

(zdH'∙zrf(⅛)

D(Z<Z)∙A".(Zd)1A∙≈)=(zd (A") = ^.(z<Z(A"))^ ∙ Z<i(A"-)

also

_ ∣i(Z<Z)1A*1 . (Z<Z)*B | _ _ai_ _ . / dB ∣

jj (Zrf), A“ . (Z<Z)s A") a2 rf(A,i^∙,) ' ∖rf(A")∕

und wenn B =. A"p gesetzt wird

A, _ ∣∣(Z<i)* A*, , (Zrf)’A*) _ Jψ _ ap-ai . a.p-., 

U(zrf)'A" ∙ (ZcZ), A'1) a2 a2"al

und wenn a3 statt ap gesetzt wird

. , a.3 a3 - ai
(2,A"3) = -----  . -------------- . Aa3'"1

a2 a2 - ai

Nach diesem ergehen sich folgende Gleichungen:

R. _ Zd(2,β) _ ai a2-a1 1 √∕ 1 ril \ 1
( J — z,∕(vV) — al • a3_al ∙ d(A,s-≈) ’ Ua∙-')' ‘ <Z(A") / I

'2 1 1 2

und
52*
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, *∙∏ — zdfeA’F) _ aP . aP~al . aP-a- . A.p.« 

' Zd(2,Aa3) a3 ’ aa-aι a3-a2 ’

und

a4 a4-aι a4-a2
(3,Ab4) = ~ ‘ ’----------------A ik ’ 7 a3 a3-a1 a3-a2

Ferner ist
♦

,i m _ zd⅛β) -
(*,B) — zj(3ja∙4)

1
/ / T» \ \ '1 d 1 <71^1

j(ab~)*6 JcΓ2-a1) (T(Γfty∕
. b j * U,

und

, 1 •»> — ZJfaA''j _ i!P . aP~at . aP~a2 _ aP~aa . a,p-,. 
jJ ' Zd(3,Ani) a4 a4-aι a4—a2 a4-a3

Dieser stäte und unabänderliche Uebergang von 11 zu n+i führt, ⅞u 
folgenden allgemeinen Gleichungen:

g ∣l(Zd)'A-....(Zd)-A,.... .(Zd)"B )_ aι a2-al a(n-ι)-a(n-2)

∣∣(Z<Z)'A".......................... ,,(Z<∕)"A""∣ an aπ^a, an-a(n-2)

xrf(A-"-'∙zτ7)-c‰A∙,"-"-,"-")..........rf∣V(Aπ~ ∙rfGη⅛) ) ""I

* 1 /„ I
n-ll - - h-1

und

j ∣i(Zd)'A,'....(Zrf)-A"-,.(ZzZ)"A∙f) _ ap _ ap-ai _ ap-a(n-i) _ a,γ... 
j(Zd)'A".......................... (ZcZ)"A∙") aa'a∏-a>.........an-a(n-1) ’
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Nack der allgemeinsten Gleichung 614 kann der vorstehende Bruch 

durch ein fortgesetztes Differentiiren und Messen, welche mit einander 

abwechseln, hervorgebracht werden. Den Nutzen von diesem Zurück

führen auf diese beiden mit einander abwechselnden Geschäfte bewährt 

die Gleichung 615.

W ir können noch weiter gehen , und sind nach §. 124 im Stande, 

den allgemeinen Bruch in 614 auf das Differentiiren und Messen mit einfa

cheren Grossen, als in 614 Vorkommen, zurückzubringen; es ist nämlich

616) t(Z⅜'A,', (Zd)1A"........ (Z<i)l-1A∙"-'l(Z√)''B |

∣∣(Zd)'A∙,.(Zd∕A"..............................(Z<Z)"A*^)

■ —■  ______t  ___________ | θ (n) l -nn ∕ jp \

an.(an-a1)(an-a2).............. (an→(n-ι)) ’ \ 1 ' ’ JA \ /r

+ Bn, .A2-an.-Z-l Ißj j 
2 JA c/A\ / /

* * 2

+ B!U’. A3"an.-≤(jL∕jL∣β) j |

3 <mJjaUa'i I
2 1 1 2

3 3

+................................................................................

+ βun, . An^an. —(—/....... — (ß)......ll
JA∖JAf JA'1 'i |

u n -1 n/

wo die Vorzahlen B n, , B u) , . .1 × 2 ’ . , Bun, folgendes Gesetz befolgen:
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617) B',", = (ι-a(n-ι)) . B'ι"∙,

B'1", = (2-a(n-1)) . B,"^*, + B'l"-,

Bιn, = (3-a(n-1)) . B',~,’ + B'"^*,
X ∖

B<Q) = o + Bn^un ui

oder auch nach folgendem Gesetze gebildet werden können:

618) Bqn, = (q-a(n-ι)) B““’

+ (q-1-a(n-2)) . B;”7’
¼

+ (q_2_a(n_3)) . B;n_;3’

+...........................................

+ (<j-q-a(n-ιj-l) .B,"^,^,*

Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach 464

619) B'u) = ( ι-aι, 2-a2, 3-a3, . ... , n-ι-a(n-ι) )'u'q* 

oder nach 465620) B;’ = ∙ ∕⅛r- ∙0-a0 (*-»*) ∙ ∙ ∙ ∙ (∙-a(n-ι))
(q-l)ll^1

--------. (2-a1) (2-a2) .... (2-a(n-1))

(q-i)2l-,
+ —-lT---- . (3-a1) (3-a2) .... (3-a(n-1))

— ...... ÷∙∙∙∙∙∙∙

(-yi~ '1~ι-nι∙ , ∙(cI-al)(fI-a2) ∙ ∙ ∙ ∙ (<I-a(n-ι)) j

Oder, wenn diese Producte nach den Potenzen der Zahlen 1, 2,

3, . . . , q entwickelt werden, so nimmt diese unabhängige Bilduiigs-
*

weise nach der Gleichung 645 unserer Analysis folgende Gestalt an;
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621) B∞ = + (aι, a2, . . . , a(n-ι))'°, . [ι, 2, 3, . . ∙ , q],,^q,

- (aι, a2, . . . , a(n-ι))'n. [1, 2, 3, . ∙ ∙ , q]'n"1'o

+ (aι, a2, . . . , a(n-i))u,. [1, 2, 3, . . ∙ , q]'n",1Tn

(-Γq (aι, a2, . . . , a(iι-i))^.[i, 2, 3, ... , q]t0>

Will man den Bruch in 613 nicht bis zu diesen einfachen Differen

tialen verfolgen, und nur durch eine Gleichung den W cg angeben, auf 

welchem man zu ihnen gelangen kann, so setze man in 615, p = n+ι^ 

differentiire dann die Gleichung 6l5 und führe sie in die Gleichung 

613 ein; es entsteht, nachdem n statt n+i gesetzt ist, die Gleichung

622 ∣(Z<Q,A,∙ .(Zrf)1A*1....(ZJ)l,-A∙"",,.(Z⅜°B ) _
t(Z<2),A∙,.(Z<Z),A"..........................(Z<Z)"A"")

_ a(n-ι) a(n-ι)-aι a(n-1)-a2 a(n-1)-a(n-2) 1
an an-aι a11-a2 an-a(n-2) d(Aau^"'n~11)

χ ∕C(Zd)lA-.(Z⅜2A"...(Zd)''^1A-,l",l. (Zrf)-, B )\

∖∣i(Zd)'A∙'.(Z<i)≈A",......................... (Z<i)"-A',"")∕
•

wodurch der Bruch, worin dn vorkommt, auf das Differentiiren eines 

Bruches, worin da~l das höchste Differential ist, zurückgebracht 

ist.

1/4.
Eben so finden wir durch ein gleiches Verfahren folgende Glei

chungen :
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023 [∣(Zd)°A∙'.(Z√)'Aji (Z√)-'A-.(Zrf)"B ) _

(j(Z<Z)0A" .(Z<Z),A",...................... (Z<Z∕A'1-*∙')

__ a2^^aι  a3—a2 . . . an—a(n—1)
a(n+ι)-aι a(n+1)-a2 a(n+ι)-a(11-1)

1_________ , < _ J i'_J_______ _ 1 ,/ B \ 1 \
* rf(A∙'∙t''-")' d(A"~,-, )' rf(A∙'-"-1"-=') "" jd(A"'∙∙∙)'d∣A≈r∣

∖∏-1 2 1 1 2 4

und

fio1J(¾^)0A-1.(Zd),A,,∙.∙.(Zd)'-A".(Z<f)''A", )

(i(ZfZ)0A*'.(Z(∕)'A∙1......................(Zrf-)"A,,"∙') ~

_ ap-ai _ ap-ai ap-a,1 vp..,„„
a(n+ι) -aι a(n+1)-a2 a(11+1) - an ’

Die Gleichung 623 hat gleichen Zweck mit 614 und kann eben so 

wie letztere auf einfachere Differentiale zurückgebracht werden; es ist 

nämlich

625) H(Zd)°A>‘ ∙(z⅜'A∙,..........(Z<Q-A-■ (Z<i)∙B ) _

[)'Z<Z)0A" .(Z<Q,A',..........................(Zd∕A"°*',)

/
■1_____________ _______________ . ∕ QYn,. A0^n'n+*,. B

(ar1n+1)-a1)(a(n+1)-a2).l..... (afxn+b-an) ’ y
' d X+ <s,,", . A,∙∙,"∙',. ττ(β)

+ <8-. A— ∙ ⅛(~(B) )

÷^,∙a-,"∙"∙⅛(⅛U<b), ))
3 3

.. ................................................*.................................................

÷ ¾-. A—> . ⅛(⅛( ∙ .∙⅛),-j )
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wo die Vorzahlen 237 , 53'1n' , . . . , 237 nach folgendem Gesetze gebil

det werden:

626) 237 = (o-an) . 23711

237 = (ι-an) . 237*, + 237”

237 = (2-an) . 237” + 537”

237 = (3-an) . 237” + 237”

237 = o + 337;”

oder nach folgendem:

627) 237 = (q-an) . Wqa~'>

+ (q-1-a(n-1)) . 237”

÷(q-2-a(n-2)) . 9377

+....................................

+ (q-q-a(n-q)) . 237’“”

Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach 464

628) ¾7 = ζo-aι, 1-a2, 2-a3 , . . . , n-i-an)“'”

und nach 465

53
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629) a5∞=-L-.^ 5πr.(<j-o-aι)(q-o-a2)(q-o-a3)....(q-o-an)

q,1^l
” — ∙ (q-l-a1)(q-l-a2)(q-1-a3).... (q-ι-an)

q2l^l
+ γτrr, (q-2-ai)(q-2-a2)(q-2-a3) .... (q-2-an)

“........................... ...... ...........................................
« cf1^l(√ —. (q-s-a1)(q-s-a2)(q-s-a3) .... (q-s-an)

(-)1 ^1rr∙ (o-aι) (0-a2) (0-a3) .... (o-an)j

Oder, wenn nach Auflösung dieser Producte die Gleichung 645 un

serer Analysis berücksichtiget wird,

630) 33∞ = (aι , a2,a3,...,an)'0,. [1 , 2, 3,..., q]ln-q,

- (aι , a2 , a3,..., an)'1’. [1,2,3,..., q]'n^q"o

+ (aι , a2, a3,..., an)'2’. [1 , 2, 3, ..., q]u,-q^n

- ................................+............................................

(-)n-q (aι , aM3,..., an)'n-q>. [1 , 2 , 3,..., q]‘0>

Die Gleichung, welche den obigen Bruch, in welchem d" vorkommt, 

auf das Differentiiren eines Bruches, worin nur da~, sich befindet, zurück

führt, ist

C(Zd)^A"...........(Zd)”'‘A“(Z</)“B )
631) r------------------------------------------------=

∣∣(Z<J)0A∙,.......................... (Zrf∕Λ1,∙*,j

an-aι an-a(n-ι) i / |ld°A“ ■ ■ ■ ■ d,^,A*'"^1,d*^,B } \

a(n+ι)-aι a(n+1)-a(n-1) d(A" "+1 ^nu) ∖[<-f7v'l....................... du~lAaa) /
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Wir verfolgen diesen Gegenstand weiter, und nehmen die Gleichung

[Bl..............ap a(p+l> a(p+2)Λ Γ≈>l.........................................................ap \

A1... Ar A1,,, ArJ • Ja,...........................A J =

(ai...................................... ap a(p+ι)∖ Γaι . . . ............................... ap a(p+2>∖

A................. A1, ApJ • [a,........................Al, A1,,,)

Iai.......................................ap a<p+2)∖ Γaι . .  ap a(p+ι),.

A1................Ap Ap+l, IA1 •••••••• Ap Ap+j

welche sich aus 541 ergibt, zu Hülfe; wir bilden nach ihr die Gleichung

[j(ZeZ),A",.............. (Z(Z)aAan(ZcZ)n+1Aa'n+1'). [(ZcZ)1Aal..............(Z<Z)n-1 Aaιn-*,) =

= H(ZcZ), A11.............. (ZcZ)aAan) ∙ [(Z(Z∕Aal .... (ZrZ)"-Aa'a-ιχZfZ)n+, A""+*j

- l∣(ZeZ), Aal ...(Zφa^1Anta-°(Zd)n+1Aa,,) .[(ZcZ)1Aaι ..(ZcZ)n-1Aala-,,(ZJ)nAn,n+1 j 

und selzen in ihr nach 615

['Z√)'Λ" ..(Zd)"-A-'-,.(Z(i∕A∙,"*,,) =(n+ι,n)∙A1 n*, ∣(Zd)∙A,∙..(Zd)∙A~)

wo (n + l , n ) den Bruch

a(n + ι) a(n + ι)-aι a(n + 1)-a2 a(n + 1)-a(11-1)__  (11+1 π)
an an —ai a11-a2 an-a(n-i)

vorstellt, und nach 609

[(Z<∕)'Λ"l ... (Z<∕)"∙,A∙,"^,,.(Zd)"*1A,,"*'j =

= Z<i(J(Z<∕)'A∙, ...(Z<∕)"-A-∙,,(Zrf)"A,'∙*∙' )

= (π+ι,n).Zd(A,'",,'").[<Wa" • • • (WA")

+ (n+ ι,u). A"ln*,l^"nZtz[(ZeZ)'A", ... (ZtQ’A")

= (n + ι,n) . Ztf(A,'∙*,'∙∙"). [∣(Zd),A"... (Z(Z)*A")

+ (n + >,n) . A∙'-''~". D(Zd)'A“ .. ∙ (Z<Z)-A∙'-1(Z<∕)'*∙A-)

53
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Wir erhalten nach Einführung dieser W’erthe folgende Gleichung:

i∣(Zd),A" .. .(Zd)∙A,"(Z(Z)"∙,A∙,"∙,,). [∣(Zrf),Λa, ... (Z<Z)~,A“—j =

= (u+ι,n). ZfZ(Λu"∙'-,"). [∣(Z<Z),A"1... (Zrf)"A"n) ∙ fl(Zrf),A", ;.. (Zd)hA"") 

oder

632)
[l(Zd)'A"∙..■ (ZιZ)'*'A1,"ll⅛ _ 

[∣(Z<Z),A",.... (Z<Z)"A" )

_a(n+i) a(n+ι)-aι o(u+ι)-a(n-ι) zj ∣j(Zd)'A" ■ ■ ■ ■ (Zrf)'' A“ ⅜

an an —aι an-a(ιι-ι) (,(Z<Z)'A"∙...(Zd)"^'A""^,,)

633)

$. 176.
Durch dasselbe Verfahren erhalten wir folgende Gleichung:

∣j(Zd)0Aj'.(Zd)'A,i.(Zd),A∙,.... (Z(Z)-lA,'1,*i j _
D(Z(Z)0A∙'.(Z(Z)'A∙,.(Z(∕),Am ....(Zd)" A"^*,,)

_a(u+2)-ai a(n+2)-a2 a(11+2)-an 7^7z A,(„,2).a(n41)> [i(ZcZ)0A 1 ... (Zd)nAa<n+,j 
a(11+t)-a1a(n÷1)-a2 *a(n+ι)-an" " ' ^z^oa,1 ... (ZfZ)u',Aan )

$. 177.
Wir wollen gleich die Folgerungen geben, λvodurch diese beiden 

Gleichungen ihre Wichtigkeit bewähren, und stellen desshalb den ersten 
Bruch in 632 durch Pu+ι, also die Gleichung selbst durch

P+ι= (n+ι, n).Pn.Z(∕(Aπ ,,**,'an) 

vor, und bilden nach ihr folgende Gleichungen:
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P,, =(n,n-ι) .Pa.1. Z<Z(A"*"*^*,) 

P,,., = (n-1,n-2). Po.,. Zd(A-- 

P,,., ≈= (n-2,n-3) .Pn.3. Z<Z(A,""1"'l"^3l)

Pj = (3,2) . Pa . Z<Z(A-3^"3)

P1 = (2,1) ∙ P1 . Z<∕(A*≈-)

Pι = O(Z<PA',) = Zd(A,,)

welche, wenn sie miteinander vervielfacht werden, folgende erzeugen: 

Pn = (2,1). (3,2) .... (11, n-i). Z“. d(Aal). <Z(Aa2'aι) .... J(Aan-a(n-1’)

= an. (an - ai) . (an - a2) .... (an-a(n- ι)) .Aan^n.(Z <7A)n 

Es ist folglich

634) β(Zd)1Aa*. (Zd)2Aa2.(Zf∕),Aa3... (Zd)∙Aan) =

= an. (an-ai) .... (an-a(n-ι)) . Aau^n. (Z.cZA)n[(ZcZ),Aaι... (ZJ)n'1Aa'n'* j

$. 178.
Ein gleiches Verfahren führt von der Gleichung 633 zu folgender:

635) [(Z(i)’A“ .(Zd),A"2.(Z<i)sA"......... (Z<∕)"A""*,j =

— (a(11+1)-a1).... (a(n+ι)-an). A',"*,,-, (Z. √∖∕1 Z',Λ' .... (Zd)n-'A,") 

welche für alle Werthe von n =z 1, 2,3,..., gilt.

179.
Setzen wir nun zuletzt das Product

(an - ai) (an - a2) (an — a3) .... (an - a(n - ι)) = Qu

bilden nach diesen beiden Gleichungen folgende:
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j(Z<i)*A,*... (Zrf)-A") = an. Qn. A"-". (ZrfA)∙.∣∣(Zd),A-... (Z<Q~A--) 

U(ZcZ),A,1...(Zd)°-A""∙,,) =

= a(n-ι).0,l.,.A∙'"-'-,"-',(ZdA)n-1.ll(ZfZ)'A∙,...(Z(7)'-jA∙'"-≈ j 

C(Z<Z)'A∙,...(Zrf)"-=A,'"∙,j=

= a(n-2).0,,.2.A∙'"-"-'"-,,. (Z(ZA)"-,.[l(Zd)'A" ... (Z<Z)"-1A"*",,)

[∣(Z<Z),A"' .(ZfZ)2A") = a2.02. A”-=. (Z<ZA)*. [(Zd),A") 

H(Z<Z),A",)= aι.A,,^,.(Z<ZA),

so wie auch

H(Z<Z)0A,∙,...(ZfZ)uA''",’)=<?„„ 

∣ι'(Z<Z)0A''...(Z<Z)"^,A'") = Q„.A

. A,'∙∙,,-. (Z<ZA)". [)(Z<Z)°A''... (Z<Z∕-A∙") 

∙"-,"-,,. (Z(ZA)"-, [(Z<Z)°A'" ... (Z<Z)-=A,u∙, j

[∣(Z<Z)°A",. (Z(Z),Λ,∙) — O,.A,i". (Z<ZA),. (,(Z<Z)’A“ )

[∣(Z(Z)"A-,) = A"

und vervielfachen sowohl-jene als diese miteinander, so entstehen fol

gende Endgleichungen:636) C(Z4),A∙,. (Z<f),A". (Z<Z)3A"... (Zι∕∕Λ"i =
— ai

. a2. (a2-a1)

. a3 . (a3 - ai). (a3 -a2)

. a4 . (a4 - ai) . (a4 - a2) . (a4 - a3)

. a5. (a5 - ai) . (a5 - a2) . (aä - a3). (a5 - a4)

. an. (an - ai) . (an - a2) . (an - a3) . (an - a4) .... (an - a(n - 1))., Aax + a2 + ... + an-<l + 2 + ... + n, ,Z(/Ay + J +..........÷n
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und

637) ∣∣(Z<Z)"A∙,. (Z(Z),A,=. (Z<Z)'A"j.... (Zd)"A*'∙*∙') =

= (a2-al)

. (a3 - aι) . (a3 - a2)

. (a4 - aι). (a4 - a2). (a4 - a3)
. (a5 - aι). (a5 - a2). (a5 - a.3). (as - a4)

. (a(n + 1)-a1) . (a(n + 1)-a2) . (a(n+ 1)-a3)......... (a(n + ι)-an) .

. a-÷-÷∙∙∙∙ + -÷1>-÷-∙∙∙∙÷- (Z.dA)1 + a + -∙ + n

durch welche die VI ertlie dieser Summen näher gewürdigt werden können. 

In diesen Gleichungen sind die Elemente aι , a2,..., ganz allgemein;

nehmen wir an, dass
* ‘

ai ~ a, a2 = a + 1, a3 = a + 2,...,an = a + n-1 

so erhalten wir aus 636 die Gleichung

638) D(Zd),A∙.(Z(Z)≈A"'..(Zrf)"A""-)=ι"'.ι≈',...ι"-,".a"1,.A'"-,.(Z.(∕A)1"***∙∙∙*^ 

und aus 637

639) ∣kz<Z)°A∖(Z⅛-A"*...(Z,Z)"A∙") = ι*l-.√>'...ι-.A-*"∙.(Z.dA)∙*- 

ferner aus 614 und 638 die Gleichung

640) [(Z(∕)'A,.(Z<Z∕A"1...(Z<Z)∙".A"""'.(Z(Z)"b) =
= .∙1∙.ι≈1'->"-1'∙-...... .A-.(Z∙dA)-......-.⅛(..

\n-i n —2 1,1 'n-1

und aus 623 und 639 die Gleichung641) [(Zd)∙A∙.(ZJ)∙A"∙.(Zd)-A∙*≈...(ZJ)"-A"-'.(Z<∕)"B) =
= l r-... r-∙. A'-. (Z,<ZA)~∙ ⅛(⅛(. •: ∙ ⅛(⅞)∙ • • •)

n n-i ι i n
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Gehen wir zuletzt zu dem ganz speciellen Falle über, wo a = 1 ist, 

so erhalten wir

642) ∣](ZtZ)'A'.(Zd)≈A,...(Z<Z)"Au) = ι,l,. ι,',.... ι"1,. (Z.fZA)'"*

und

643) [∣(Z(Z)'A,.(Z<Z),A,... (Z<Z)"A"-) = ι,l*. ι≈1,.... >"1'.A"1.(Z.(ZA)'*,*-"

und ist a ⊂= o, so ist aus 639

644) [∣(Zd)θA0. (Zd)1A*.... (Zd)" A") = ii1i. ιsll.... ι,,1,. (Z.dA)1+2+-+w

Setzen wir noch in dieser Gleichung Z ~ l, so 

jene partikuläre Gleichung, welche auch Wronski

erhalten wir endlich
'v- ‘4Seite 110 findet.1
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III. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfaches Differentiir en einer Function.
180.

Da die Gleichungen gefunden sind, durch welche eine Summe von 

Producten mit Versetzungen in das Differentiiren, welches mit dem Messen 

abwechselt, aufgelöset werden, und früher wieder eine Gleichung 321, nach 

welcher das Differentiiren mit dem abwechselnden Messen in das Differen

tiiren einer einzigen Function übertragen werden kann, so kann jetzt aus 

der Verbindung dieser Gleichungen ein System von Gleichungen hergeleitet 

werden, welche eine solche Summe auf das Differentiiren einer einzigen 

Function übertragen. Wir erhalten aus 321 und 640 die Gleichung

645) h'(fx), rf1(fx)"', <f (fx)“’.... (∕"-(fx)"-= rf"Fx) =

=ll''.l=''..∣-il∙.n a"-''.(fvy ,-’.(rffy)'*»--» rf^ J( x^y V ’.jLI <?Fx' ,i⅛
<⅛ΓV⅛l-fχ∣

und für den Fall, wenn a = i ist, aus denselben Gleichungen die Gleichung

646) (k(fx), ^j(fχ)2 ^,(fx)3. ∙ .. <rι(fx)"" <ΓFx) =

=: ι,1,.ι2l,.... ιn',1,.C(∕fχ)1+2+-+n d" ‘ ∕∕ x~xV rf*x.⅛
7 ’ dxn-1Vfx -fx/ ’ rfx

1 \ 1 ' 1 / Xl-X
54
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Verfolgen wir diesen Gegenstand weiter, trennen nach 515 die Func

tion Fx von den übrigen Grossen

∑∕-y ^γfx)7zχfχ)2....^n"'1",(fχ)u^'1∙,(Zn∙,1+j(fχ),,∙,,....fZncfχ)n-ι). <rψx =

— ι,1,.ι2l∖..ιn"11,.(6Zfx)t+2+∙∙∙+,,.ι,,'11*.∑ d'__ ∕xC-∖'∖ _≤ψx
V1,.tfxq∖fx -fx∕ ι"~q~ll,. rfxn^q

wo q — o , ι, 2n -1

und bemerken, dass die Factoren, welche in beiden Reihen cZn-qFx be

gleiten, gleich sein müssen, so erhalten wir folgende Gleichung:

647) [∣cf (fx), cf (fx)’.. ∙ ∙ cf^,^'(fx)"-,-, (/“•”'(fx)"’’.... cf (fx)"") =

lll .2ll -t / -V _ Y β
— (-)i1 ∙1 ∙∙∙∙1 , (Jfχ)'∙∙∙-∙∙ X> x.⅝

7 n.>,,'. 1—" ■ clx.“ 'fx-fx
1 1 X∣=∙X

in welcher, so wie in den vorigen, x jeden Werth annimmt.

Wird nach dem Differentiiren und nach Beendigung aller Geschäfte,

welche durch Zeichen angegeben sind, dem x derjenige Werth gegeben, 

der fx = omacht, so kann der vorstehenden Gleichung nicht allein eine 

einfachere Form gegeben werden

648) [cf(fx)' cf (fx)’.... cf--(fx)- <f--(fx)"-".... cf(fx)"") =

ι,1*ι2li ιnl* i ∕x∖n= ∙ ....... • ∙ d,⅛) für fx = o

sondern diese Bedingung fx =. o gestattet auch mit der Gleichung selbst 

eine wesentliche Veränderung vorzunehmen. Wir zerlegen nämlich jedes 

Product in vorstehender Summe in zwei Producte

[cf (fx)' cf (fx)*.... cf-’-'(fx)"-’- ci"-”'(fx)"-’.... cf (fx)—) =

Σ (-) e [cf (fx)' cf (fx)’.... cf--(fx)-) > [∣cf--(fx)"-''.... cf (fx)"-') 

wo die Exponenten von fx

l, 2, 3,...,n-q-ι, n-q + l,..., n-i
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den Gesetzen der geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen, so wie 

wir es in §. 143 angegeben haben, unterworfen sind. Wir setzen ferner 

l∣eZ,Cιxy,<7∖fx72...(Zn',17CfxΓa-,1-t,) =

JJ ζfχς),' l+yi + ... + KU-([- 1)-(1 + 2 + ... + u-q-I ) 1 + 2 + ∙,∙ + n-q-I

wo der Factor II nach der Vorschrift 635 gebildet wird.

Bei den geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen, welche oben 

angegeben sind, kann nur bei der ersten Verbindung, wo

1/1 = 1, 1/2 = 2, v3 = 3 ,. ..., j∕(n-q-ι) = n-q-l 

der Exponent von fx verschwinden; bei jeder ihr folgenden Verbindung 

wird
vi + v2 +....+ y(n -q- i) >• 1 + 2 +....+ 11 - q— 1

Da nur im ersten Falle (fx)0 und in jedem anderen (fx)v entsteht, 

wo p grösser als o ist, so bleibt für fx = o nur die erste Verbindung 

in der Gleichung und jede folgende Verbindung verschwindet. Es ist also

∣Jd,(fx),. ∙ ∙ d""l- (fx)"-’- d"-’*'(fx)-’... <Γ(fx)-) =
X ,

=[jd,(fx), <F(fx)i... (Z"--(fx)-,- ∙ [)<Γ"1∙,(fx)°-"... <Z"(fx)"-) 

= ι,',. ι≈l,... l"-’-1'. (dfx)'∙=*-∙"-,- ∙ [)d"-,-(fx)-,... <Γ(fx)-)

Die Gleichung 648 geht hiedurch in folgende über:

649) ∣idα^r,+j(fχ),,*1 rfa-1+2(fx)n-1+1... ∙ dn(fx)n-1) =

nll U-lll n-ql1 7., / ■_  f_y 1 • 1 ∙...1 (^jyy+u-l+n-2f,,.+n-(i / A. I
~ > n.i*1“.!"-’-11* ’1 ; ’ 3xηTk‰0

Diesen ganz speciellen Fall findet zuerst Wrouski Phil. d. 1. T. 

Seite 60 auf einem ganz verschiedenen V ege.

54 *
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IV. Uehertragen der Product« mit Versetzungen zusammengesetzterer Grössen in andere Producte.
181.

Setzt man in 228,

U= i

X= ψ(xι, x2,......... )

Ys= X—‘f (yι, y2,......... )

Z = ψ(z, zι,......... )

so ist

1 (Z.(Q0Xv (Z.d)n(X"c.Y1,)
p Γ°l7 ι"u

1 (Z.d)1χp+≈ (Z.d)n-,(X,u∙1,c.Yh)+ 777 ’ ιllx P-γn
1 (Z. d)2Xp+sc (Z.d)n-2(X'n'2,c.Yh)

+ p + 2C ι2l* ’ 1u ,̂'l1

+....................................................................................

1 (Z.d)nXp+nc (Z.d)o(Xoc.Yh)
+ p+nc ιnl* ’ iol‘

1 (Z.d)"(Xp+"c.Yh)
p * 1nl1

Wird nun in der Gleichung 551 und 552
. /7 J\»-s Vp+⅛-s∣c

• - p + (ll-s)c ∙ 1--1u- , A, _ (Z. </) (X . TJ
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und B,„,_ (Z.d)"(X1*".Yt)

p. 1

gesetzt, so entstellt die Gleichung .

650) U(ZcZ)0(XotY0)...(ZcZ)'^,(X'",,,Y,.1).(Zd)'*,(X',*','Y,)...

.(Z<∕)"(X"cYn.,).(Z<i)"CX1,"tYn))

. ™ p.1”“ (Z<Z)~, Xp*'"-,t ∣ „ , 1= (p÷(n-^i>)∙ Λ ■ i-- ∙∣l(Z⅜χXa∙Y0).(Zd)'(X"Y,)..(Z⅜∖X~Yn))

durch welche die Summe der Producte aus den ersteren Elementen, unter 

welchen sc fehlt, in die Summe von Producten aus den letzteren Ele

menten übertragen wird.

Ist s— n, so wird

631) [zZ^)°(Xr" Yo). (Z√)'(X,'Y1)... .(ZcZ∕'^'(X"^'"Yιι-1). (ZfZ)"(X',*"'Yui)= Xr.[∣(Zd)0(X0'Y0).(Zd),(X∙,Yι)... .(Z<∕)"(XncYj)
und ist s~o, so ist

652) D(Z<Q,(X,tY0).(ZJ)∖XjcY1).... (Z<Z)"(X∙'Yn.l).(ZJ)n(Xt∙"Y.))

= (_)“ 17+⅛c ∙ (zd)"x"t"∙ 11(Z<∕)"(X"1 γ,). (Zd)-(X'∙γ,).... (Zd)∙(X~Yn)) 

Ist c — o, so wird aus 650

653) Li(Zd)“Y„. (Z<∕)1Yl...(ZcZ)"'Y,.,. (Zd)∙÷'Y ... (Zd)"Yu.,. (Z<Z)"(X>'Y„))

= W -ψιτ- • ■ • [(Zd)"Y„.(Zd),Y,.... (Zd)-YJ

$. 182.
Aus der Gleichung 237 und 552, wenn wir 

x,= C-), l7,τj1-,. χ-,, , A)-p'= (Z.d)-p(U.Xrt)
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und

p = 1 , 2, 311 

setzen, erhalten wir die Gleichung

654) [(ZfZ)χυX"")...CZJ)-'.(UX"-'",).(Z(Z)∙(UX'1*,,'')...(Zrf)"-(UX"l,)) =

nll ^<n-s)lι

= 1rt.^ 1.,-.∣, ∙ [i(Zrf)0(UXol,). (Z<Z),(UX",)........ (Z<∕)"-'(UX,-∙,'j

Setzen wir aber in der Gleichung 237 und 532

p = o, ι, 2,..., n

so erhalten wir mit Hülfe der Gleichung 23S folgende:

„ i /llZ dX\
655) [(ZfZ)o(UXoll)....(Zd)n(UXnll))∑= ιsll. ιu^sll.U.Xs',∙ ^^^X∕ X

χ [l(Z<Z)"(UX'∖).... (ZtZ)-(UX'-','). (Zd)∙(UX"*,,l').... (Zrf)n∙*(UX"h))

Beide Gleichungen haben den Zweck, die Producte, worin sh fehlt, 

in andere Producte, worin sh nicht fehlt, und diese in jene zu übertragen.

Ist s = o, so wird

656) [(ZcZ)"(UXλ). (Z<Z)'(UX*,').... (Z<i)"(UX"l,)) =

(li 7 cl3Q w-⅛~) ∙ [(Zd)0(UX'h).(Z<Z)'(UX,l,).... (Z(Z)"-,(tX""))

und ist s = n, so ist

657) [(Z<Z)∖UX∙,').(Z<Z),(UX,*)............ (Z<Z)"(UX"l,))

= Γ',. UX"“ •(—∙ β(Z<Z)∖UX°k). (Z<Z),(UX,h)... (Z<i)-,(UX'"-,t))
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Setzen wir in der Gleichung 656

ü = ü, = UX'h, = uxh, = ux3h,....,= UX,n-1,h
und

n = n, — n — i, n - 2, n — 3,... ∙ j i 

und vervielfachen alle Gleichungen miteinander, so erhalten wir folgende:

658) H(Zrf)0(UX°u).(Z<∕),(UX ,l')... .(Zd)"(UX"h)) =

= ι'1,. ι5,'. ι",.... t"". U^*,. (Z. <Z(X',)),*>∙∙*-*"

Diese merkwürdige Wahrheit gehört in die Reihe derjenigen, welche 

wir oben zu Ende §. 179 gefunden haben; auch aus ihr lässt sich jene 

partikuläre Wahrheit, welche Wronski Seite HO findet, herleiten, wenn 

man Z = l und U = i und h = ι annimmt.
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I

THEORIE
DER

REIHEN.

Erste Abtheilung.

ELIMINIREN BESTIMMTER GRÖSSEN AUS UNENDLICHEN REIHEN.
I. Allgemeinste Untersuch u n g.

183. . .
Die vorhergehende Untersuchung setzt uns in den Stand, eine Theorie 

der Entwicklung der Functionen in Reihen zu geben; sie erscheint hier 

zuerst; das, was wir anderen Gelehrten schuldig sind, werden wir am 

gehörigen Orte erwähnen.

Die Untersuchung fängt mit dem allgemeinsten Eliminationsprobleme 

an, wovon wir hier eine directe Auflösung mit unabhängiger Bildungs

weise der Vorzahlen geben, was beides nie geschehen.
55*
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Es seien die Grössen Xι, X2, X3,...., deren Anzahl un

bestimmt oder auch unendlich ist, durch eben so viele 

Gleichungen oder Reihen bestimmt:

659) B ,, = A,,,,.X, + A'2,,.X2 + A'∕,∙X3 + At41,∙X4 +...................

B<2) = A,,2,∙X1 + At2i,∙X2 + A,32,∙X3 + A'42,∙X4 +............... ...

B(3> = A∖3,.'Xl + A7,.χι + A'33,.χ3 + A^3,.χ4 +...................

B'41 = A'∕,.X1 + A,24,.χ2 + a,34,∙X3 + A44∙,∙X4 +

Es sollen diese Grössen unmittelbar aus den übrigen

Elementen der Reihen gebildet werden.

•Die erste Reihe werde mit [λ',,,A',".................A^AL””............. AL*’)
» zweite » , » - [!a,,"A7,...........A",.A"*∕,........ A',"')» dritte » » )>+(jA,,,,AV,A,j,'... ∙ AL".,,AL""........... AL”)

vervielfacht, und alle Reihen werden zusammengezählt. Die erste Schei

telreihe ist

Btl) ' . (2) 4 (3) 1 <"> l (n+i) 4 < ≈ > I• LA, A,........... Au.,An+1 ..............A. I

• L∣AtuA2............A11.iA11+, .. . Aa /+ B”. [∣A,,',A7,A,1*,∙ ∙ ∙ ∙ A'Λ'1AXV,........... A'.*,)
= (jB"A',lA'.1,∙ ,∙ ∙ ∙ AL".',A"*,"......... A',∙,)

and wird hierin ∙A statt B gesetzt, so ist die Scheitelreihe, welche von
q O

X begleitet wird,<1 O z

= liA^'A'.’-'A?’........... a:.,a:""............. AL” ) .X
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Diese Summe verschwindet wegen der Gleichheit zweier unteren 

Stellenzahlen, ausser in dem Falle, wenn <j = n ist, und cs entsteht die 

Gleichung

Db'"A'."A'Λ ∙ ∙ AL,L,.AL"". ∙ ∙ A"j = ΓaL"A,,"A,". .. AL"-’,AL""∙.. AL"’). X. 

oder wenn die Folge der Elemente wieder hergestellt wirdI P»'1’A'2’A<3> A(n) A'"+*, Atβ,∣
ßßQ) _  (-)""* 7V> zx^2 ’ , , , ∙ah ι-ftn+ι ,,,,Λ, '

1!a',"a7'a,j,,. :::::::::: al”)
> 1

Dieser Bruch besteht aus Producten mit Versetzungen der Factoren, 

deren Anzahl unendlich ist; wir haben in §. 156 gezeigt, wie solche 

Brüche in unenliche Reihen entwickelt werden können; es ist nämlich

661) χ = h,,"......................................................A,'""Hai,"....................AL"-^,1'B"" )
[∣a,,',.................................. al".^,") ' Da1,".................. a’.“' )

_ ∣∣A',,'.....................................A"7,A",, ). Da',’’...................A'."’ B"l*ll)
Ca',',...........................................AL'" ) [∣A,."......................... AL"")

, Da',"....................aL""aL'L,,aL"") Da'."............ aL""b'"")
∙⅜∙ ——————————-——— '      —— ■— • — .   ■

Da',"........................................AL"") Da',".......................AL"")

I » (1) 1 (n-1) 1 <n) . <n+∙∣) . (n+2)∣ I i <»> i <«♦ 2 >T»<«+ 3) |

_ L∣A1............... Att-1 Au+,Ab+, An+, I HA,...............Au+2 B____f
Da',"........................................AL"")’Da’,"..................... AL"")

+...................................................................................................................

Die zurücklaufende Bildungsλveise derjenigen Brüche, welche kein B 

enthalten, ist 572 und 573 angegeben.

184.
Wird eine andere Bezeichnung der Elemente gewählt,
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438662) Bj = At1*,.X1 + A'12,.X2 + Ac13,.Xs +............
b2= a'21,.x1 + A22,.χ2 + a23,. x3 + . . . . . .
B3 = A3n∙X1 + A32∖χ2 + A'33,.χ3 +...................

so hat man nur die oberen mit den unteren Elementen zu vertauschen, 
und es ist

I p A (1> A (2> ‘ ' , ∙ <n-ιb <"+») > • • • • i <«) l663) Xn= (-)n", l-⅛ a3- A3..................................................Ax |
k/’A'/’A'”................................. A∙->)

und664) χ,- 1∣a∙"........................................A-j l∣A',".....................AI,""B,, >llA'."∙ ........ . Al"") [a,∕,............................AΓ )
Ca,,"......................AΓ,"Al,"'j t∣A,.',.................... Al,'"β,,,, I

k"......................... Ai,- f ()a'.". ... .^.. Ai,r,,i

+ k,,,∙ ■ ■ ■ aγ,"ai,"∙,iai,'i,H ∙k,ι,∙... Ai,r,'‰ )
1)a,,,'........................................Al,””) [∣a,,"............................. AI"")

Diese Entwicklung ist die allgemeinste, und das Verfahren, aus den 

gegebenen Reihen die unbekannten Vorzahlen zu bilden, ist ganz direkt. 

Wie aber Reihen 659 und 662 hervorgebracht werden können, wird später 

gezeigt werden. Wir wollen vorerst noch einige specielle Fälle näher 

würdigen und zeigen, wie auch auf anderen Wegen, die freilich nicht 

ganz direkt sind, dasselbe Ziel erreicht werden kann.
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II. Erster besonderer Fall.

$. 185.
Es sei

665) Bn = Ac∕,.^X1

B',,= A',,,.Xl + A',,,.XsB'j,= A,ls,.Xl + AV,∙Xi + A's"∙X,B'1,= A∙14,.X, + Λ,4-X, + A,,,,.X,'+ AZ'∙∙X4
In diesen Reihen verschwindet A^p,, wenn p kleiner als ({ ist; diese 

Eigenschaft macht, dass auch

Ca'.1’: : : x~-,,) =

χ(-Γ~- ||a',“'.".'x.^,.".",.**.,:: :a„:.-a„/. ::: a,x;")∙ a‰= °

denn x ist immer kleiner als n + m. Von der ganzen Reihe in 661 bleibt 

also nur das erste Glied übrig, und es ist

666) χ.= Pa'.^,................................. A-B'∙')1]A,.....................................................A) ’)
Dieselbe Gleichung ergibt sich, wenn die vorgegebenen Gleichungen 

in 665 nach ihrer Folge mit

www.rcin.org.pl



440(-)"^' [a'Λ..............................A'"J. )(-)"^≈ Ka,,,,a,,∙,. ...'.................a“’, )(-rιCA'.*'A',i,A,s∙,................................a;j, )
(-), lfA'.',........................................ A"','l)

vervielfacht werden.

In diesem Bruche verschwinden noch viele Producte, und von den

jenigen, ∖Velche übrig bleiben, enthalten viele noch überflüssige Fao 

toren. Es ist nämlich der Nenner dieses Bruches
«

II A'*,.... 4(,”l — A(”. A<2’. A'31. Au>. ... A'n,J->n ] -t>-i -^*-2 ∙^*-3 **4 * j-*n

Der Zähler des obigen Bruches istCa?’.........a:,".7’b"’)= ∑(-γ^ Ca',”;;:*:".': :a?.’J.b'*’
und jedes dieser Producte kann in zwei Factoren zerlegt werden:0a,.,". ∙.,"'.,∙. : :∙.a7,,)= 2(-)*[a∕,........Ai,r,,,)∙ Ca?“’.........a?J
wo die unteren Stelleuzahlen den Gesetzen der geordneten Verbindungen ohne 

Wiederholungen unterworfen sind. Da aber durch das Uebertragen eines 

Elements die obere Zahl von A kleiner wird, als diejenige, welche /1 unten 

begleitet, wodurch dieser einzelne Factor A^1’ , also auch das Product, 

worin es vorkommt, verschwindet, so bleibt von der ganzen Summe der 

Froducte, welche unter dem letzten ∑ begriffen sind, nur das erste Product, 

nämlichCa',“.-:,.*7,.∙::: :a?;J = Da?’..........a?.?(. Ca?“1.......... a?J
Es ist aber nach der obigen Gleichungc o

∣A<*> *'x*,il __ it*, A(l> i <J) .(X-I>l)A1............Ax_, ) — A, . A, . A,............Ax.l

folglich der Zähler des Bruches 666
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[a'1',.......... A"∙.,,∙B'",) = ∑(-)"^xA',"∙ A',”........... A'r,,,.Bx,. CaΓ"............ A",.)

mithin der Bruch seihst

P»lx> h-.......... A'n> I
V __ v ∕ ∖n*x ° UAx A,,-∣ 'uu z) Aπ ∖ J . (X7 777+7 777+77 . <u)Aχ ∙ Ax+∣ ∙ Ax+2 • • • An

oder

fififi'1 x - 52 b,',-".∣1a,∙, ) B,"-*'. (!a77,a7'. ) B",-,,.t∣A7-7∙A7V,∙A7,,)
' “ A <U> . („-.) . (□) + * <n-2> a<u-,> Alu, i<>>-3> a'"-2> Al,,-', A ,n,Au Au.1 ∙ An Au-2 ∙Au.1 ∙Au All.3 ∙A,., ∙An-1 -A„

,v., b"'∙1!a'7a',,'...........A7l,>
.............. u a,,"∙a7.a,7............ A7"

Hiedurch ist viel Ueberflüssiges aus der Gleichung 666 gebracht; 

wir können noch weiter gehen, um sie noch mehr davon zu befreien; die 

Gleichung
/

669) k"7Λ • • • A7,)=k∙-7,. • • • A77 ’) • A7’, -1A77. ∙ ∙. A.7j, A7,). A„7.'' 

welche aus

∑ (-) ∙ k,∙~,.∙ r,.∙∙.∙ .~r ? ∙.∙ ∙.'A7,1). a7,”
entspringt, leistet hier grosse Dienste. Wird nämlich

h
<ι-nι) . (∏-ι)∣ . <n)

..............A„_, I - An-, vr, x7»»-,,-,,-------------------------- ;--------- -77r77= V(n,m + 1)
Λn-11ι-ι • ••••• •••••• 'An∙ι

und

I A <n”nl) 1 (n —2) . <!»>> I^77—......... a-, ∙^⅛,= U(ü , ni + .)
«*>n—111-t ♦•••••••••••••• Ja.u-2

gesetzt, so wird

56
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670) X., = -ξ⅛r ∙ ∣ (v(n > °) - U(n, 0)) . Bt∙,

- (V(∏>1) - U(n,i)).B'“-'’

+ (v(n,2) - U(n,2)).B'-,

(-)-(V(n,n-l) - U(π, u-ι)) . B", j
Oh.ngeach.tet dieser Reduction bleibt noch mehreres Ueberflüssige in dieser 

Gleichung; wollen wir sie hievon ganz befreien, so müssen wir diesen 

Weg verlassen und einen andern einschlagen.

Die Gleichungen 665 enthalten nämlich eine zurücklaufende Bildungs

weise, welche wir früher §. 138 gewürdigt haben; setzen wir

B(n) » (n>____ Ct<n> At ____ rt(n)
. (11) ~~ θθ , 1 (II)

Au A„
A<n)
_ q_ __ <X<n>

, 1 (11) ”<1
All

671)

so wird

672) 0 = 5'α∙, + 5',",∙X, + 5,≈",∙X, +....... + S7.,,∙X..1 + X.
Aus dieser Gleichung ergibt sich folgende unabhängige Bildungsweise 

der Grössen Xj , X,,..............

673) Xι=-5'*,

x,= - 5;” + 57,∙57,
__  rt<3> , rt<ι> rt<s> <χ<ι> rt<2> rt(3)

3 Oo Oo * θl * ^0 • θl * ^2

+ S',,∙S7,

x.= - δ'∙, + 5r∙5,Λ - 57,∙57,∙5,.*, + sr.s',1,∙5',3'∙sr,
+ 57,∙5'∙, - S',,∙S7,∙Sr,

* i <T<3> ft,<4> rt∣2) rc,∣3) rr<4>+ O0 ∙ O3 - Üo • • Ü3

und allgemein
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674) χn= - 5(,o, (ι, 2,...j, n-ι)<0>, ∏)>

÷ 5(,°> (ι, 2,..., n-ι)'l∖ n),

“ 5(,θ> (1> 2> ∙ ∙ ∙> ∏-ι)'2,> ∏),

+.............................................................

(-)"5(,θ> (ι, 2,..., n-ι)'"^*,, ιι)∙

Dieses Biklungsgesetz ist von dem vorigen 670 ganz verschieden, und 

enthält kein überflüssiges Element.

56»
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[TI. Zweiter besonderer Fall.186.
Der zweite besondere Fall ist folgender:

675) B'1= A'1,,X1 + AV1X2 + A'3,,X3 + A'4,,X4 + Ats,,Xs 

B”= A'22,X2 + A'2,X3 + A'42,X4 + A'52>X5

B 3 =

B4 =

At33,X3 + A'43,X4 + A'53,Xs a44,x4 + a1Λx,
Dieser Fall kann entweder als in dem allgemeinsten in §. 183 enthalten 

betrachtet, oder er kann als für sich bestehend behandelt werden. Der 

erste Weg führt zu folgenden Resultaten: es ist[a,,, a <n-l> a (n> | 4 (i) . (2) . (3) . (n-l> a <n>An-i Au ∕ — A1 • A2 • A3 ∙∙∙∙∙∙ An-ι • An
und

II 4 < 1 > l (n-l∣n(n) |   i (i) i(2) i (3) ι <n-l) ηr><"AHA, ..........................All,1 l> I — A, ∙ A2 ∙ A3..............................A„_, • B
denn jeder Factor A<1” verschwindet, venu p grösser ist als ([, also auch 

jedes Product, worin ein solcher Factor vorkommt. Ferner ist

D a,."....... a,‘,7 ‘a::,....... a,) = ∑«∙ ∣a,.∙ •....... ax? ■) ■ [ a;;. .... ax; )
wo die oberen Elemente ι, 2,...,n + m in zwei Abtheilungen gebracht 

worden, so dass die erstere alle geordnete Verbindungen ohne Wieder

holungen zu n-i Elementen, und die andere zu m + i Elementen enthalt; 

hiedurch wird in der ersteren Abtheilung ein oberes Element grösser als
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das ihm entsprechende untere Element, mithin dieser Factor, also das ganze 

Product = o. Von allen geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen 

bleibt daher nur die erste Verbindung, und es ist

A,.',.......... a-7>a-.........AX'.) = [∣A'∕∙...........Ar,”). Ca;;,............... a“»\ )

welche nach dem Obigen = A',,,.A'15'∙A'∕,...A7',,,.Ca7,i.............. A"*"l,

Es ist also das allgemeine Glied von der Reihe in 661

Ca1,"........ a;,-,"a;;,.........a;»;,). Ca;1......... a^-,b'∙,**', } _
liA',"............................. a;;_- )∙Ca',"................Aχγj

prn + m+i) I 4 («) ♦ 4 <n + m) j
------ ------------------* ii^^^n÷ι *.......................................................j^∙n + m+∣ /

4 (U) 4(U+1) 4 ( n+m+i)Au . An+ι ••••••••••«••• Au+m+l

mithin die Reihe, welche den Werth von Xn angibt,

6761 x = + B""!k';,A;;,") _B'w⅛ia-∕'a-j
' n A <”> A(n) A(n+1) A <n> Alll+ι, Aln+z, A4<n+ι> A<"+ι> A <∙>+3>i» 2vu ∙2vn+ι jfl,, • An+1 ∙jn+2 An ,An+1 ∙jAi+2 ,An+3

+................................-...................................................................................

Diese Reihe enthält noch viel Ueherflüssiges; bemerken wir, dass

|| A (,1> Λ ("+nl> I   V A<n) * * ∙ > n + χ∙l∣ n+x+i , • • • . 4 <u + m) 1 4 <,ι + x>
11 ^ n+l.....................2r11 + nl+1 ∕ < J l 1>+2.................................................................................An+m+i ' ∙ λ1i+i

und dass AJιn++jx, verschwindet, wenn x grösser ist als 1, so erhalten wir 

eine Gleichung

677) ∣,A'n, , ' ∙ ∙Atn+ml I =pA't'+1,...An+Tn) I A(n) - IIAtn) Aln+1> A'*+m, I A<n+∙>

welche grosse Dienste leistet, wenn die obige Reihe von dem Ueberflüssigen 

befreiet werden soll. Setzen wir desshalb

■ A n+*, a,',+d" > a<“>678) l n+2 ‘‘ *—U±“+1 y ∆,ιt±  H<1β
' An+” a<h+^77> — M∖π√m+ι

und

| A't,> a n+i) A'n+m, I679) 1 n+; n+3........... .... !!±Ξ!U.L--- TC√n∖
z 4 «+2) 4(∏+m+i) ------- ±∖∖*a√ui+a

n+2 •••••••♦•• n + m+i

www.rcin.org.pl



446
so ist das allgemeine Glied obiger Reihe

T)(n+m+ι)

An

und folglich die Reihe seihst

680) Xn= -ζr( B'n) (H(n)0- K(n)o)
n '

- Bl",,(H(n)l- K(n),)

+ Bl",,(H(n), - K(n),)

welche noch nicht ganz von dem Ueberflüssigen befreiet ist, zu dessen 

Fortschaffung ähnliche Gleichungen wie 677 gebildet werden können,

Soll der Werth von Xn ganz befreit von dem Ueberflüssigen dargestellt 

werden, so müssen wir zu denjenigen Verbindungen übergehen, in welchen 

die obern und die untern Stellenzahlen den Gesetzen der geordneten Ver

bindungen ohne Wiederholungen unterworfen sind; es ist nämlich, wenn 

wir

681) —aΓ÷9  = «D'n>
> . <11> -*-,n + s

A„

setzen, nach 676

1
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187.
Der obige Fall lässt sich auch unabhängig von dem allgemeinsten in 

§. 183 aul folgende Weise behandeln. Die Gleichungen

B — A?’X„ + AL+1Xu+1 + A"Γ2Xn+2 + A1'l",3Xn+3 +................

B<n+l1  i<n+i)v .<n+i)v i<n+1)χr
An+1 -Λ-l,+ 1 + Ai,+ 2 X«+2 A∣i + 3 Xn+3 +......................

b'”’”= ’ a7λ≈‰ + a::vx„,+.............
B(u + 3 >_—. t (n+3)v

---  - An+3 Xn+3 +.................

werden nach ihrer Folge mit ι, Qι',, Q,n , Q,"’,........... vervielfacht, und

diese so bestimmt, dass

683)

p<D) o<u+l> p<n+2> . T⅜'nl Γk'n+1>682) X = -2_____5. D'"' + 5____ + D.≠. ∙ D∙,÷.' a A ln, Acn+1> "l7π+1~ . (u+2) τ-,<n>a∏ Au+1, Au+2 - Du+2

Ij<n+3) ττ√n> τ√"+l> τ∖ln+2) ∩(n + 4) 1 -r√n> τ√n+*' τ∖ln+≈' τ-√" + 3>_ _>___+ Dn+1 ∙ l)n+2 ∙ L>u+3 + b___  + Du+1 ∙ D11+2 . Du+3 . Di1+4 - .. . + ...
A<n+3 ) * (U+4) *

n + 3 _ n(n> T√n+*> All+4 _ T√,1> n<u+∙> -n n+2)Vn+l,3√n+3 JJn+1∙JJ11+2 ∙JJ11+4
— n“’ Pi<U+:> _ T⅛'n, pι<n+l' τ∖<ι> + 3>-*-'n+2 * J-'n+3 JJn+i ∙ Uu+3 ∙ Ul∣+4

1. T√n> __ τ√1>> Γ√n+2> p∣<a+3)
~ j-7u÷3 •L'u+2 , -∣Ai+3 , J-,1ι+4+ dz∙∏z,

+ dZ∙dZ"
+ dz-dz31 
- DZ

AZ + A'"+γ∖Q7= 0

AZ + azz<Xb, + AZZQΓ=o

A<n> -L. A'n+1> Γ4,n, I A <n+2> fA(μ> . *<n+3> fX(n) __
a∏+3 + a∏+3 • Q« + An+3 • V, + a,,+3 ∙ V3 =θ
A<n> , A',l+*, ΓVnl A'n+2'∏tn, 1 A <"+3> ∕"Vn, I A<b+4) ∏ nl ____  λa∏+4 + An+4 ∙V1 + A,l+4 vi + Ai,+4 . V3 + A,l+4 .u4 _ 0
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Hiedurcli entstellt die Reihe

684) X = --.... ∕b'", + B'"*,,.0',", + Bn∙,,.∏Γ + B,",,∙Ω,∙"⅛+...........∖, » A.(n) ∖ κ 1 κ l v 3 f

Aus den Gleichungen 683 ergeben sich auf die Weise, welche in §. 137 

gelehrt ist, die Werlhe von O”’, Q‘,n>, Qt,n', .. .., welche mit denjenigen 

Grossen, die wir oben gefunden haben, übereinstimmen.
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IV. Zurückführen des. allgemeinsten auf clen be- sondern Fall.
188.

Die allgemeinste Aufgabe in §. 183 lässt sich auf die besondere in 

§. 186 zurückführen; werden nämlich die n ersten Reihen in 659 nach ihrer 

Folge mit

(-)"∙, [∣A,1-,...........................A∙∙.',)

(-)"-" 1∣A'i"A,2j,................A-"J,)

1)a1,"A-ΛΛ,3∙,......... A∙".',)

(-)’ (JA-/’.......................au-7,)

vervielfacht, und alle zusammengezählt, so ist die erste Scheitelreihe

[]a',,. .. A^.'1,,).Bl", - (∣iA∕,... A'".√lAn".1,').B"^"+... (-)— ∣∣A1l≈,.. .A",}.B," =

= [∣A*"..............A7-',B'"')

und diejenige Scheitelreihe, welche mit X vervielfacht ist, wird

A-∕'...A-γ>) .a",-Ca'.,,.∙∙A"V,a"J.a"-∙‰(-)∙-¼,...a",1 ). a;" =

= Ca,.',....... a-γ∕'aH

So lange q kleiner als n ist, verschwindet diese Summe, und es wird 
57
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685) kn..........a"-V,b'",) = k”.......... a^.*,aΓ ) ∙ χ

+k,,∙......... a"^∕,aJ ∙ χ~1
+k,,∙.... a-a<-J •χ-÷,
.. ............................................................

+k,..... A?.7X"J • X...
+.......................................................

Wird nun n = l, 2, 3,, gesetzt, so entstehen folgende Reihen:

686) bui=h7')∙χ.+lk,j.χ,+ li a'.,,) ∙χ,+ II av, ) ∙χ.+........

[A',',B,.,j= h7,AH∙χ≈÷k,xkχ,+li a√, aH∙x4+.........

[a∙∕'A'1≈,Bij') = [)a'1'iAi1'iA,1j,). X1 + [∣A7,A∞A7j . X, +.....

oder wenn

[A',"A7>A7>......A-B-')_
bö7) ,r 7 — V

l∣A7>A's>A∞.......................A7j

und

[| A<*’ A,2> A'3’ ’ Afn^lt A(n> i£ O Q ∖ Uj∖ A2 A3.................................An-l An+i»Z   TTtn’vOO ) | v n + ni
∣∣A,∕,A7'A7,.......................A)"’ )

gesetzt wird, so ist

689) Vcι,= X1 + U'211.X2 + U7,.χ3 + U7∖X4 +...................

v<2>= x2 + u7,.χ3 + u7,∙x4 +.........................

v<3)= x3 + U∞χ4 +.........
v<4>= X4 +.........

folglich erhalten wir, wenn diese Reihen mit 1, L'1n,, L2n,j h⅛ "> Ij4nL'sn,>∙∙∙ 

vervielfacht werden, die Reihe
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690) χn= γ'n, + L'1nι∙V'u+n + L'",. Vtn+2) + L'n,. V(n+3) +..............

deren Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen:

691) u;;, + ι√' = o

U",, + L,Γ∙U"ζ" + L's",= o

u:;;, + l'-’.u?;,- + vλut + l,,∙, = o

U“ + L',",.C*r" + ι√,"1.u,,7' +.................. + L∞.U)7-' + L'-' = o

Wir erhalten durch dieses Verfahren dieselbe Reihe mit denselben Ge

setzen, zu welchen uns früher die erste Hauptidee, die der Theorie der 

Reihen zu Grunde liegt, führte.

57*
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Zweite Abtheilung.

Bildung der Hülfsgleichungen vermittelst der Unterschiede und der Differentiale.
$. 189.

Die Gleichungen 659, 662, 665, 675, von denen die Entwickelung einer 

Function in Reihen ganz abhängt, können auf verschiedene Weise hervor

gebracht werden, und zwar

I. durch .Einfuhren verschiedener bestimmter Werthe einer veränder

lichen Grundgrösse, oder durch Einfuhren verschiedener bestimmter 

Functionen für eine willkürliche Function;

II. dadurch, dass alle Glieder der zu bildenden Reihe einem bestimm

ten Algorithmus entweder der Unterschiede oder der Differentiale 

oder irgend einem andern Algorithmus unterworfen werden;

III. oder durch Hülfe eines Algorithmus und durch Einführen eines be

stimmten Werthes für die Grundgrösse.

Das Einführen bestimmter Werthe oder bestimmter Functionen soll der 

besonderen Untersuchung überlassen bleiben; nur über die Bildung der 

Hülfsideichumren vermittelst der Unterschiede, oder vermittelst des DifFe- 

rentiirens soll hier das Allgemeine voraus gegeben werden.
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$. 190.

Es sei

692) F(x + h) = A0.φ0x + A1.φix + A2.φ2x + A3. φjx + . . . .

wo φ0x, φιx, φox>......... .. verschiedene Functionen von x sind,

aber die Vorzahlen Ao, Aι, A2,..........kein x enthalten; erstere
sind gegeben, die Bildungsweise der letzteren wird gesucht.

Es werden vermittelst der Unterschiede oder auch der Differentiale

Reihen gebildet,

693) ∆*'0F(x + h) = Ao. ∆v0φ0x + At. ∆,'0φ x + A2. ∆,",φ2x +...................

∆vjF(x + h) = Ao. ∆3,,φax + Aι. ∆r,φ x + A2. ∆v'φ2x +............... •

∆yiF(x + h) = Ao. ∆rlφθx + Aι . ∆ylφιx + A2. ∆y2φ2x +...................

∆y3F(x + h) = Ao. ∆r3φ0x + A1 . ∆r3φιx + A2. ∆y3φox +...................

und aus diesen Reihen nach der allgemeinen Theorie, welche wir oben

gegeben haben, die Vorzahlen A , Aι, A2,...........gesucht; es ist nach

dieser

694) v _ ∣k⅝  ,χ∙ ^1Φ,χ∙ ∙∙ *r,∙",Φ...*) D^0Φλ∙∙∙ ∙Ayl"-φj.,χ.∆-F(x+h)⅜
[∆-^<p0x.∆-φx...4∙"-"(pιι.ιx) (i∆"<px.∆-φιχ..............4-"φnx )

_ ∣i∆∙⅛x.∆∙'φιx...∆"'-'^,x.∆"¾,ιx> jl∆-"φ0x.................∆""φjx.∆*'l''*"F(x+lι))

(j∆'0φ0x.∆,',φιx.........................∆'"φnx) '[!∆∙'^φox.∆^φ,x.........................

+ C∆-φ0x.Δ-φ,x...Δ-'-'φn.,x.∆∙'∙φ.,ιx.Δ--'φ..,x>

∣∣∆"φox.∆,*φjx.......................... ... ∆,'~,,φ,,,x) ‘

[∆^φax,∆-'φx....∆-'φat X.Λ-F(x÷h))

(j∆voφβx.∆*,φix..............................4-'∙÷≈'φι,ιx)
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Nach Vollendung der Geschäfte, welche diese Zeichen angeben, wird 

statt x nach Willkühr irgend eine beständige Grösse gesetzt.

Welche Werthe für ∣∕O, yi, j/2,.... angenommen werden müssen, ist 

der Wahl des Rechners überlassen, die durch die Natur der Func

tionen geleitet wird.

Für diejenigen Brüche, welche kein F(x + h) enthalten, sind in §. 156 

die zurücklaufenden und die unabhängigen Bildungsweisen angegeben.

Hier ist das Verfahren ganz im allgemeinen vorgelegt. Die Natur 

der gegebenen Functionen gestattet oft, aus der gegebenen Reihe 692 

durch Unterschiede oder durch Differentiale solche Gleichungen wie in 

§. 185 oder solche Reihen wie in §. 186 zu bilden, und die dort ange- 

stellten Untersuchungen auf diese Reihen zu übertragen.

Wenn das erste Glied φox kein x enthält, oder wenn sogar <pox = o 

ist, so wird dieser Factor ∆yθφθx unterdrückt, und die Reihe für Aιι in 
694 leidet weiter keine Aenderung.

$. 191.
In dem Falle, wenn

vo = a, yi = a + l, y2 = a + 2, v3 = a + 3......................

kann auch folgendes Verfahren gewählt werden. Es wird jedem Gliede 

1n der vorgegebenen Reihe ∆" vorgesetzt, die Reihe durch ∆aφθχ gemessen

√F(x÷h) + A.^ + A.^ + A.≤^÷...................
δhΨo∙x ∆aφ0χ 2 ∆aφoχ 3 ∆aφβx

und für diese neue Reihe folgende Bezeichnung gewählt:

Fl0,(x + h)=Ao + Aι. φ'ι0,x + A„. <p'20'x + Aj. ψ'30,x +

Von dieser Reihe wird der erste Unterschied in Hinsicht x genommen, 

und die Reihe durch ∆ψ'ιo,x gemessen
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∆F'β,(x + h) . ∆φ'20'x . ∆φ,3,,x . ∆φ'0,χ

φ'0,χ δ<PΓx δ⅛°,x ∆φ∕,x

oder

Fu,(x + h) = A1 + A2.φ'3*,x + A3.φ'3,,χ + A4.φ41,χ +...................

Wird wieder von dieser Reihe der Unterschied in Hinsicht x >re-Ö
nommen, und die Reihe durch ∆φt∕,x gemessen

aF?'(x ÷ h)= A +A £^ + a ill2 + A5.^ +..................
δ⅛1,x δΦ'2,'x δ<P'∕'x δΦ,21'x

oder

F∞(X + h) = A2 + As.ψ3j,χ + A4.φ42,χ + As.φ∞χ +...................

und mit diesem Geschäfte so fortgefahren, so entstehen folgende Reihen:

695) F'0,(x + h)= Aβ + Aι.φ'ι0,x + A2.φ'20,x + A3.φ'30,x +................

F“’(x + h) = A, + A1.<p',,x + At.φ,j,x +...............

F'11(x + h) = A2 +Aj.φ-X+................

F',l(x + h) = Aj. +.................

wo

696) F,",(x + lι) = -^r⅛- + 19 und φu∙,x=
∆∙φox ∆,1pox

F'"(x + h)= a^f"^,(x ÷ h) <p7,x=
k y A1∕At0,v r" . I -.< 0)Δ φ X Δ φι X

F 2,(x + h)= .-'f.--⅛ -+-.h)- φ'1,x= --1¾≥
y ∆1ψ,21,χ ψ" δ*φ12,,x

Mit Hülfe der Wahrheiten, welche wir in einer früheren Untersuchung 

über Unterschiede §. 169 gefunden haben, können wir vorstehende Func

tionen F0), Ftl,, F'21,....und φt0i, φ'1,, φ'3 ‘,.... auf Producte aus Fa c- 

toren mit Versetzungen zurückführen. Es ist nämlich
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F",(x + h)= unj <p'”x= DyΦ^x)

l∣i'Φ<,χ ) lkφ<,χ)

ferner ist nach 607

, /11A- F(x + h)) \

Ftn(x+h)__ A Φ°x Φqx* a *1 F(x •*■ h-)⅝

, /0 a^Φ∙x >\ ∣)∆∙φ0χ.A"∙φ1x )∖[) δ"<P.x ) /
also auch, wenn φnx statt F(x + h) gesetzt wird

λ,.,x _ b>*∙*~Φ,*)

ζr,* λ i] i[∣Aaφ3χ. ∆a÷jφx)

Ferner ist

∕]∣∆∙φ0χ.A∙*'F(x + h)>\

F'≈,(x + h)= ∖Ca^Φox∙a"'Φ.x )/_ [∆∙φox■ ∆∙∙tlφ,x■ ∆^÷Ψ(x + h)> 

∕∣∆∙φ.x.⅛~,φ,x)∖ jj∆"φ0x. ∆'f,φ,x. ∆"'1φ1χ )

∖(,∆∙φ0χ.Λ'*,φ1χ) /

und, wenn φux statt F(x + li) gesetzt wird

φlljχ= lkφ°x∙ Aa+1fliX-An+^«X)

[j∆aφox.∆n+,φlχ.∆β+jψ2χ)

Allgemein linden wir auf diesem Wege, dass

697) F'"'(x+1.) = h,φ,x∙∆-,'Φ,x∙∆",^x............a--Φ..,x.λ-F(x + h)>

∣]∆*φ,x. ∆-φ x. ∆,∙,φ,x....................................∆,*∙φmχ )

und
,.,x_ tj∆∙φ0x. A"*lφιx ■ .√*1φ x............Δ-÷"-φm,,x ■ Λ-*"'φ,x)

φ" l)∆∙φt,x.∆",φ,x.∆∙"φ1x...........................................∆∙",φmx)

www.rcin.org.pl



457
Nachdem wir die Grössen F,°,, F"l, F’,.... φ'°', φ"', φ'",.... 

welche durch abwechselndes Abzählen und Messen entstanden sind, auf 
Producte aus Factoren mit Versetzungen zurückgebracht haben, gehen 
wir zur Bestimmung der Vorzahlen Aθ, Aι, A2,...,iiber. Wir verviel
fachen desshalb die Reihen

F(n> (x + h) = An + An+ι .<pΓ+∖x + An+2.φJln+,2 X + An+3.φι'",3 x +................

F-*>(x + h)= An+i An+2.CV,χ + An+3.CV>x +................

F("+2> (x + h) = An+, ÷Ant3.C ’x +................

Ftn+3,(x + h) = An+3 +.............- - - ' •

nach ihrer Folge mit ι, L'ιn,, L'f’, L ”3,.... und setzen

6θ¾ φ∞χ + L∞=o

Φ'71χ + CV,χ.L'Γ + I√2",= 0.

O + C7,χ∙LΓ + C+Λx∙LΓ + l?= 0

Φ'nΛx + C7,χ-I√, + C+Λχ.LΓ, + C7,χ.LΓ + LΓ= o

dadurch entsteht die Reihe

699) An = F'n,(x + h) + LΓ∙F'"+1,(x + h) + J√2n,. F'n+2,(x + h) + . . . 

deren Vorzahlen durch die Gleichungen 698 bestimmt, und nach folgen
dem Gesetze gebildet werden:

700) L,,",= - C.

Ll,n,= - c, + ΦΛ,. .<ZC,*,

L<n> ∕A<nl ’ i ZA<n> λ<"+1> ∕λ<n> A<"+X> ∕%'n+1>3 — - φn+, + Φn+χ∙φ.+ 3 -Φn÷i∙‰ ∙φn+3
+ Ψn72-Ψ(n+2)

n+3

L(n)— i ∕Λcn, ∕x<n+ι> zx<n) z-√n÷J) /Ä(n+2) i z<n) ∕%<n+*> ∕<n+2> ∕x<"*a>4 — - Φ∏+4 + φ∏+χ∙φn+4 - Φ∏+χ∙φα+2 ’ Φ∏ + 4 + Φβ+χ∙φn+2 ∙φ∏+3 ’ φn+4 ,
, /A(n) ∕+∕n+2> /»(“) /%<“+*> z∙Λ<n+j,+ Φ-+2 ∙φn+4 - φn + χβφn+3 ∙Φ∏+4
, ∕Λ<n> zj√n+3) /*(“> z><n+2) -(n+3)+ φn+J*Φn+4 " Φu + 2*φn+J « φn+4

58
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und allgemein

701) l; = - φ(∙ n , (u + 1 , u + 2 j.. , _ j n + m_t)„, n + i

+ <P(∙ n >(∙> + 1>n + 2,....,n + m.1)...,n + my

- <P(' “ , (n + 1 > u + 2,....,n + m.,)-> , n + m)

+ ...∙∙~-w

xy τz∖ , v 7 τ , ...,, n + m — l) ,n + m)

Nach Beendigung aller dieser angezeigten Geschäfte wird dem χ nach

Willkühr irgend ein beständiger Werth gegeben. Dieselben Resultate 

•würden wir erhalten haben, wenn wir das Verfahren, welches in §. 188 

gelehrt ist, auf die vorgegebene Reihe angewandt hätten.
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Dr itte Abtheilung.

Entwickelung der Functionen in Reihen.
$. 192.

Nach diesen allgemeinen Untersuchungen gehen wir zur Entwickelung der 

Functionen in Reihen selbst über. Damit aber diese Untersuchung sich 

in gehöriger Haltung bewege, und nicht im Zufälligen herumschweife, 

führen wir die Reihen in folgender Ordnung vor:

I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr als ein Glied der
I

Reihe zernichtet.

II. Reihen, in welchen das Einführen einer bestimmten Function von 

x das ute und jedes folgende Glied der Reihe zernichtet.

III. Reihen, in welcheu das Einführen eines bestimmten Werthes von 

x ⊂= aa das ute und jedes folgende Glied zernichtet.

IV. Reihen, in welchen x = an alle früheren und späteren Glieder 

zernichtet, nur nicht das ute Glied.
⅜

V. Reihen, in welchen x a alle Glieder zernichtet.

___ _ •
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I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr als ein Glied zernichtet.
193.

Die Reihe, welche diese Eigenschaft hat, sei

702) F(x + h)= Ao + A1.(φx + 11)

+ A2.(φx + 2ι)(φx + 22)

+ Aj . (φx + 31) (φX + 32) (φX + 33)

+..........................................................................

= Ao + Aι. <ψιx + A,. ∙ψ2x + Aj . ∙ψjx +..........................

in welcher die Vorzahlen A , A , A ..............kein veränder-

liches x enthalten, aber durch unveränderliche Werthe von 

x gebildet werden können.

Erste Methode.

Durch das Einfuhren verschiedener Werthe a“’, a<2>, a” ,.... von x 

entstehen eben so viele verschiedene Reihen

703) F(a(1> + h) = Ao + Aι. ψι a,n + A,. ψ2 a(I> + A3. ψ3 a,*, + . . .

F(a,1> + h) = Ao + Aι. ψι a,i, + Al. ψ2 a(i> + A3. ψ3 a‘” + . . . 

F(a∞ + h) = Ao + A . ψι a<3> + A2. ψ2 a(3’ + A3. ψ, a,3> + . . . 
...........................................•.......................................................................................

Aus diesen Reihen können die Vorzahlen Ac, Aι, A ,so wie es 

in den §§. 183 und 184 gezeigt ist, hergeleitet werden.
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Zweite Methode.

Dadurch, dass die vorgegebene Reihe in Hinsicht x mehrmalen diffe-

rentiirt wird, entstehen Reihen

704) d°F(x + h) = Ao + A1.d0ψιx + A2.d0∙ψ2x +...................
dl F(x + h) = Aι. d1 ψι x + A2. dt ψ2 x L...................

d' F(x + h) = Aι. d2 ∙ψι x + A2. d2 -ψ2 x +...................

aus welchen nach §. 183 und 184 die Vorzahlen Aθ, Aι, A2,.... gefunden 

werden können. Nach Beendigung aller dieser Geschäfte wird statt x 

irgend ein bekannter Werth eingeführt.

Dritte Methode.

Zuerst wird ein willkührlicher Werth von x in φx ein geführt, diese 

beständige Function φa zu- und abgezählt, oder

<px - φa + φa ÷ n ι statt φx + n 

und dann ferner zur Vereinfachung der Zeichen 

703) φx - ψa ~ φ,x und φa + nq ~ n,q

gesetzt. Die Reihe, welche hierdurch entsteht

706) F(x + h) = Ao ÷ Aι. (ψ,x + Γχ)

+ A2.(φ,x + 2∖)(φ,X + 2\)

+ A,.(φ'x + 3,,)(φ,X + 3,,)(φ,X + 3’,)

+ ...... ........

wird mehrmalen differentiirt, nach jedem Differentiiren wird die Reihe 

durch dφ,x oder dφx gemessen, und auch x ~ a gesetzt. Da nun 

nach 444
((⅛)'ψ∙^),,= .......... ............. .................

oder, wenn einfachere Zeichen
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707) (n∖,n∖,....,n∖)"∙,'= (<pa +n,, φa + 1,ι,..., <pa + n)'~-,= B)"-J

gewählt werden,

((⅛)'ψ∙x) = ,,"∙b∙','
' * xjca

so entstellen durch, die angegebenen Geschäfte folgende Reihen:

⅛∙(⅛fp(a + h>= a∙ + a'∙b∙,' + a∙b∙*, + a∙-b∙" +.....................

7πτ ' ⅛pa) r(a + h)sr a, + A1.Bii', + Aj.Bj= +....................
F(a + h)= A= + a,'b, +........................

⅛∙⅛^a + l,)= A’ +∙∙................

welche nach 186 und 187 zu der Bildungsweise der Vorzahlen Aβ , Aι, 

. . . . führen, nämlich

*°8) A = -Λ- . (-≤-)" F(a + h)

+ L; V*τi'∙⅛i f,(a + h)

+ L'“'-A.-U-arr(a+h)

Die Factoren L,ιn,, L'i',,, J√n ,.............. welche in dieser Bildungsw eise

Vorkommen, werden bestimmt durch die Gleichungen
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oder auch durch die Gleichungen

710) L<∏> + β<.> _ θ
aji j-,n+ι
LΓ + B',+,1 . LΓ*, -F*B'lΛ = 0

I√, + B^,1.LΓ*, + BL2Λ.LlΓ" + B,Λ1j = θ

I√, + + BX.L'2u+j, + Bχ.LΓj, ÷ BL4+,4= o

welche nach §. 135 immer mit ihnen verbunden sind, und aus wel

chen die unabhängige Bildungsweise der Factoren L*ιn,, Ll,n∖ ♦ . . auf 

die Art, wie es in §. 137 geschehen, hergeleitet werden kann.

Die Grossen B^11', B^2,, . . . werden nach der Vorschrift 707 aus den 

gegebenen Elementen nι, nj, . . ., nn und aus der vorgegebenen Function 

φx, deren Grundelement x = a nachWillkühr angenommen werden kann, 

gebildet. Die Gleichungen 709 und 710 geben die zurücklaufende Bil

dungsweise der Grössen L'n,, L2di,........... Nach Beendigung dieser Vorar

beiten tritt das Hauptgeschäft 70S ein, wodurch die vorgelegte Aufgabe 

in der grössten Allgemeinheit gelost ist.

194.
In dem einfachen Falle, wo φx = x, den auch Wronski Seite 517 

aber auf eine von der unserigen ganz verschiedene Weise behandelt hat, 

geben für die Reihe

463
709) b∞ + L? = o

.BLlJ1 + b'1+2i√, + LΓ= θ 

B'Λ,j + B7Λ ∙ L'1n, + B7Λ . L',", + LΓ = 0
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711) F(x + h) = Ao + Aι. (x + ι1)

+ A2.(x + 2ι)(x + 2a)

+ Aj.(x + 3ι)(x + 32)(x + 3j)

+.............................................................

folgende Gleichungen die Bildungsweise an:

712)

und

713)

714)

715)

_ d"F(a + h) τ (n) cZ,1+1F(a + h) . τ (a> cZa+Ψ(a + h)
" ~ ι,*∙. da" + * ' ι"∙*1'.dan*, + ’ ' Γ*≈1,. da”2 +.............

(a + n1 , a + n1,........... .. a + n„) 1' — BJ”

Bp"' + ¼-Jι.B'" + L-.B- +............+ I√,.Bχ-t∙, + B£ = o

l,.. + l;;/’.b;;,+L'~2,.b- +........ + l'∕*--'.b.-'.∙1 +b⅛∙p= o

www.rcin.org.pl



465

II. Reihen, in welchen das Einfuhren einer be- • stimmten Function von x das n te und jedes folgende aber kein früheres Glied zernichtet.
195.

Es sei F(yfx) in eine Reihe nach den Unterschieden 

der Function x zu entwickeln, oder es seien die Vorzahlen 

Ao, A , A2,. ... in der Reihe

716) F(y.fx)= Ao.∆°fx + Aι.∆*fx + A2.∆2fx + A3,∆3fx + . . . 

zu bestimmen.

Diejenige Function, welche hier gewählt werden kann, damit sie 

statt fx eingeführt, ein bestimmtes und jedes hierauf folgende Glied zer

nichtet , ist

fx = xnl',

Denn für ∆x = h ist

∆mx"lh= nml',.hm.(x + mh)""ιnlh

also ∆nxnlk — nnl-1. hn und ∆n+pxnlh — o

Werden nun die Functionen xυlh , x*l∖ x2ll',.... für fx eingeführt, 

so entstehen zur zurücklaufenden Bildungsweise der Vorzahlen folgende 

Gleichungen ∙^
59
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717) F(y.x°u,)= Aθ

F(y.x'u,) = A0x'"' + A1 t,1"h'

F(y.x,lh) = A0xi", + A1 2,1∙' h,(x + ιh),lt + A121," h’

F(y.x,'l*) = A0x,lh + Al 3*1^,h,(x + ιh)*lll + A132l^'h,(x+2h),",+A1331^'h,

F(y. x",l') = Λx'l", + A, n"' h*(x + ιh)"^,,h +......... + A. n"1- JΓ(x + nh)""*

Aus dieser zurücklaufenden lässt sich die unabhängige Bildungsweise 

herleiten, wenn vorstehende Gleichungen nach ihrer Folge mit

(-)“ (x + ,

(.)--■ ≤1 (x + 2h)"-lh (-)’ ¾x + nh)∙,k
1 1

vervielfacht und alle zusammengezählt werden; wir erhalten hiedurch 

die Vorschrift zur Bildung der \ orzahlen von der vorgegebenen Reihe 

nämlich

718) A„ = h~ . ( (x + lll^'l'∙ '⅝-≤J

(x + (n-l)h),ll.F(y.χ-“)
■ 1 111 1 n -111 —

(x + (n-2)h),-lk.F(y .χn^2lll)
*+^ ~ ι2lt, ιn-jl1

^χ-11∙.F(y.x"l,∙) 1 
1 i-. ι°,' I

Die Reihe selbst ist
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719) F(y.fx)=Fy.≤≥

∕(x + h)°"*.F(y.x",') x"∖F(y.χ∙ll)∖ ∆,fx
+ ' ι0". ι", ^ ι'l∙. i°“ I ' h'

∕(x + 2h)0lh. F(y . x2l,l) (x + h)llh. F(y. xllh) x2lll. F(y. x0lh)∖ δ2 fx 
÷ | 1 oii 12∏ — ι*iι. ιιu *** ι2ll.ι0il I’ h2

.. ..................................................................................................................................................u
wo ∆X = ll 196.

Die Bildungsweise der Vorzahlen lässt sich durch einen besonderen

Algorithmus darstellen. Es habe y die Bedeutung, dass

720) y"t'Fn = γmFn - γ"'(<pn. F(n - i))

also

721) y Fn — Fn- φntF(n-l) 

y2 Fn = y Fn — y (φn . F(n - i)) 

y3 Fn = y2Fn - y2(φn .F(n-l))

722) y1Fn-Fn- φn∙F(n-ι)

y2Fn = Fn-2.φn.F(n-ι) + φn.φ(n-1).F(n-2)

y3Fn = Fn-3.φn.E(n-1) + 3.φn.φ(n-1).F(n-2)-φn.φ(n-1).φ(n-2).F(n-3)

Nehmen wir nun für den neirenw artigen Fallo σ Ö
Fn = F(y.xβlll) und φn = x-h + nh 

an, so erhallen wir die Gleichungen

59 *

und
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723) γ1F(y.xnlh) = F(y.xalh)-(x-h+nh).F(y.xa'llh)

y2F(y.xalk) = F(y.xalh)-2.(x-h+nh) lll,.F(y.xa"ιnι)+(x-2h+nh)2lll.F(y.xa^2lll)

y3F(y.xnlh)==F(y.xalll)-3(x-h+nlι)llll.F(y.xa"llh)+

3. (x-2h+11h) 2ll,.F (y .xa"2 lh)-(x-3h+11h)3 lll.F (y .χn"31 ll)

und aus diesen’ für n = o, l, 2,............ dieselben Producte wie in 719
und dadurch folgende merkwürdige Bildungsweise der Vorzahlen:

4 _ 70F(y∙χ"lh)..o 
-24) . ------------πr-p-----

= ylF(y. x^l''),..
1 1lll.h1

_ 7Ψ(y.χ"lh)n.1

4 =
p ιp,l.hp

Die Reihe aber selbst ist 

725) - F(y.fe)= LM¾A

A'£x.y‘F(y.x"lk)„,
+--------- h77√π

A-fx, 7Ψ(y. χ-1',),,, 
h’. ι,',

. ∆sfx.γ3F(y.x"11)^1 
+-------hr7eπ

.. ..........................................
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$. 197.

In dieser Allgemeinheit und mit diesem Beweise erscheint sowohl 

diese Reihe als der Algorithmus hier zuerst.

In dem ganz speciellen Falle aber, wenn h = o angenommen wird, 

kommen wir zu einer viel einfacheren Reihe und zu einem minder all

gemeinen Algorithmus , den schon B ris s o n (in seiner Abhand

lung über Integration der Gleichungen mit partiellen Dif

ferentialen in dem Journal de Γecole polytechnique 14 Hefte. Band 

VII vom Jahr 1808 Seite 191) auf eine sehr unklare Weise zuerst 

bekannt gemacht hat. Der Algorithmus ist in unserer Bezeichnung fol

gender :

726) γ1 Fn = Fn - x . F(n-i)

γ2 F n ~ y F n — x . y F(n— l) 

y3 Fn ~ y2 F n - x . y2 F(n-i)

oder

727)

y"+ 'Fn = ymFn-x .γ,nF(ιι-1)

y F(y.xn) = F(y.xn) - x . F(y.xn"1)

γ2F(y.xn) = γF(y.xn) - x. yF(y.χ"-*)

= F(y.x") -2.x1. F(y.xn",) + χa .F(y. χ"'l)

γ3F(y.xn) = γ2F(y.xn) - x . y2F(y.χn-1)

= F(y. x11)-3.xl.F(y.xn^1)+3.x2.F(y.x""l)-x3.F(y.xn"3)

wo also ψ n zz x eine beständige Grösse ist.
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Die Reihe selbst ist

728)F(y.fx) = F y ∙ ⅛o

÷(F(y.χ∙) - x.F(y.χ∙)j.-⅛⅛

+ (F(y.x,) - 2.x,.F(y.x,) + x,.F(y.x0)j . .^ι ⅛r

+ ∕F(y.x,) - 3.x,.F(y.x,) + 3.x2.F(y.x') - xs .F(y .x0)j .

...................................................................................................................................................................................................................♦.....................................................

oder mit dem bezeichneten Algorithmus

d° fx
729) F(y.fx) = √F(y∙x°)∙ jτττ^

+ vW.*∙)∙ ⅛⅛.

+ √*"(y∙χ2) ∙

+ √F(y.x3) .

d2 fx 
Γ5l,.fix1

d3 fx 
ι^τrτT⅛c'3

.. ...............................................
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III. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Werthes von x — an das nie und jedes folgende aber kein früheres Glied zernichtet.
A. Im Allgemeinen.

198.
Es sei

730) F(x+h) = Ao. ∙ψ'°, x + Aι. ψ*, x + A, . ∖J∕2,x +.............

und die Functionen ∙ψ 01x, ∙ψt,,x, .... so beschaffen, dass

731) √1∖= √∕2∖ — ψ<3>aι —...................— o

ψ,2,a = ψ<3∖ = ∙ψ'4,aι =.................. = o

ψ3>a3= χ∣Λa,= ψ∞a, =...................=

• ••••••••••••«•»

• ____ f ____ I <U+2>λ   ____ λv a,—Ψ a∏—ψ aιι—.......................... o

Diese Bedingungen erzeugen folgende Gleichungen :

732) F(aι +h) = Ao.∖J∕o,aι

F(a, + h) = A .ψ'0∖ + Aι.∙ψ'*,aj

F(aj +h) = Aιs.ψ'θ∖ + A1.ψn,a3 + A2.ψ-aj

welche die Vorzahlen obiger, Reihe bestimmen
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Wird zur Vereinfachung der Rechnung

733) F(a„„ + h) - ±2½. F(a, + h)
____________ v aι____________ — b

d/‘“’a .- u+i

und für q = l, 2, 3, . . . gesetzt

Ψt,'⅛÷x __ R<q)

Ψ,"∖., “ ■

so nehmen vorstehende Gleichungen eine einfachere Gestalt an:

734) B(00) = o

B?’ = A1 '

B2°, = A1.Bt3*, + A2

B‘o> = A1.B3,i + A2∙B'3^, + A3

B'4°, = A1∙B4n + A2.B'f + A3.Bc4s, + A4B's°, = A1 • ⅛n + A,. Bs2) + A3. B‘” + A4 • B's4* + As

aus welchen sich die unabhängige Bildungsweise der Vorzahlen Aι, A2, Ai, .. 

ergibt:
\

735) A1 = B1°1

A2 = B'2°, - B'1θ,.B2*1

A3 = B30> - B'2o,.B32' - B'10i + B3ij
- BV, B3i,a4 = b4°, - b;°’ . b∞ - b2°, +b;2> - b;o) +b?‘- b'32,.B4j, - B21,.B4i,- b31,.b^

+ B'2,,.B'32.B∞
u. s. w.

Dieselben Gleichungen findet Bür mann Seite 31. §. 3.
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Die allgemeinste Form, in welcher die obige Reihe 730 mit ihren 

Bedingungen 731 erscheinen kann, ist

736) F(x + h)= A0.f'0,x

+ A .f*>x.(φ∞x.-φ7χ)

+ A2. f-x. (φ∞χ -ψ7X) <5χ - C\)

+ A, .P’X. (φ∞x- φ'∕>aι) (φ∞x-φ'23,a2) ffi3,*<aj)

+...................................................................................................................

= Aj . ψ'0,x + Aι. ψ,1,x + A2. ψf2>x +............... ... . .

Die Gleichungen zur zurücklaufendeil Bestimmung der Vorzahlen sind

737) F(aι+h)= Ao.fo,aι

F(a2 + h) = Ao. f °∖ + Aι. f *>a,. (φ'∕ ’a, - φ<∕ >aι)

F(a3 + lι)=∑

= A2.f°,aj + A1.f 1,aj.(φ'l',aj-φll,,al)+A1.f,laj.(<p2,,aj-φ'l,,aι) (φ'2,laj-φ'2l,aj)

und die Vorzahlen Ao, Aι, Aa,.... entstehen, wenn für ψ und B in 

733, 73⅜, .735 die ihnen entsprechenden Producte gesetzt werden.

$. 200.
Diese allgemeine Reihe 736 begreift drei Fälle unter sich, und zwar 

zuerst

738) F(x + h)= Aβ.Γ0,x

+ Aι.fnx.(φ'1x-φ'1,aι)

+ A,. f1,x. (φ,≈,x - <p",aι) (φ,≈,x- φ',,aj)

+A,. f ”x. (φ'3,x-<p,s,aι) (φ,,,x-φ1,,a2) (φ,,'x - φ'1'aj)

60
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wo die Functionen 0, welche die Glieder der Reihe durch Einführung 

der Werthe von x verschwinden machen, in jedem Gliede der Reihe 

gleich aber in verschiedenen Gliedern verschieden sind.

Diese Eigenschaft begründet keine neue Behandlungsweise, und es 

ist, wie in 733, 734, 735 zu verfahren.

201.
Der zweite Fall, welcher in der allgemeinen Reihe 736 begriffen ist, 

ist

739) F(x + h) = Ao.fwx

+ Aι.f1,x.(φ',,χ-φ'1,aι)

. + A2. f2 ’x. (φ'1 ’x - φ'1 ’aj (<p‘2 ’x - ψ'2 \)

+A3. f 3,x. (φtl,χ-φcna1) (φ,2,χ-φ'1,a2) (ψ'3,χ - φ,3∖)

+.......................................................................................... . .

wo die Functionen, welche die Glieder verschwinden machen, in einem 

und demselben Gliede verschieden, aber in verschiedenen Gliedern gleich 

sind.

Auch hier gelten die Bildungsweisen in 733, 734, 735, welche für 

den allgemeinen Fall gefunden sind, und es ist diesem noch das Eigen- 

thümliche dieser Reihe 739 hinzuzusetzen, dass sie durch folgende Glei

chungen erzeugt wird:

740) F (x + h)= A0.f0,x + (φ'1,x-φ'1∖).Fι(x + h)

F/x + h)= Aι.f,,x + (φ'∖>x-φ'2,aa).F1(x + h)

F,(x + h) = Aa.ft2,x + ⅛'3x-φ'3*a3).F3(x + h)F3(x + h)= A3.f3,x + (φ'4>x-φ'4,a4) .F4(x + h)

die zu folgender Bildungsweise veranlassen:

www.rcin.org.pl



475
741) A.= M und Γι(χ÷h)=g⅞h)-5∙f^

' ∙ f∙>>aι φ,,x-φ1,a1

Λ - f.<X * h) F (x + h)= r.(x * h)-A,.Plx
1 f(1>a2 2 φc2,χ-φ'2,a2

A = + h) F/x + h) = Elfe + h) "V”*
fu,a3 φ'3,x-ψ'3,a3

A = F‘(a^ + h) F fx + h) = F°(X + h)-An.fwx
fn,aa+1 n+1 C+11χ-F+‰

Eine unmittelbare Folge dieser Bildungsweise ist dann auch, dass 
die Function, von welcher alle Glieder, welche nach dem nten Gliede 
folgen, die Entwickelung sind, vollständig angegeben werden kann, welches 
durch folgende Zeichen angezeigt werden mag:

742) F(x + h) = Ao. f 0)x

+ A1.ftl,x.(φu,x-φu∖)

+ A2. f 2,X. (φtl,χ -φ'1,al) (φl2,χ - φ,i, al)
+ ...... .

+ A„. f",x. (<p",x-φ'*,a1) (φ",x-φ's,a2) . . . (φ'">x - <p'" a„ ) 

+ (φ",x-φ',,al)(φl,,x-<p'i,aj) ........................(φln+,,x-φ'"t,,au.1). Fa>/x + h)

$. 202.
Der dritte Fall, welcher in der allgemeinen Reihe 736 begriffen ist, ist

743) F(x + h) = Ao.fo,x

+ Aι. f!l)x. (φχ- φaι)

* A2 .f2,x. (φx-φa2) (φx-φa2)

+ A,. f ”x. (φx - φai) (φx - φai) (φx - φa1)

+........................................................................
60 *
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wo die Functionen φ, welche die Glieder verschwinden machen, sämmt- 
lich gleich sind.

Bei dieser Reihe linden alle früher gefundenen Bildungsweisen der 
Vorzahlen Aβ, Aι, A2,statt, sowohl die allgemeinen 733, 734, 735 
als die besonderen 740, 741, und es gilt von ihr auch die Wahrheit, 
welche die Gleichung 742 angibt.

$. 203.
Diese allgemeinen Reihen sind vielen Abänderungen unterworfen, und 

zwar durch Eigenschaften

a) der begleitenden Function fn>
\ •

b) der Elemente aι, a,, a3,....

c) der Hauptfunction φ und

d) der Haupt-, der begleitenden Functionen und der Elemente zu
gleich.
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B. Wenn die begleitenden Functio nen bestimmte Eigenschaften haben.
$. 204.

Wird die begleitende Function
' ∖ s

f°’x = f“’x = f2>x =.... = 1

angenommen 3 so hat diese Annahme in der Reihe 736, 738 und 739 bei 

der Bildung der Vorzahlen keinen, aber grossen Einfluss in der Reihe 

743, deren Vorzahlen dadurch sehr vereinfacht werden; es ist

744) F(x + h) = Ao

+ A1.(φx-<paι)

+ Aj.(ψx-φaι)(ψx-φa2)

+ As.tφx-ψaι)(φx-φaj)(ψx-φa3)

+............................... .........................................

Die Gleichungen zur Bildung der Vor zahlen sind erstens nach 732 

oder 737

745) F(a1 + h) = Aβ

F(aj + h) = Ao + At ∙ (Φaj " ΨaJ

F(aj+h) = Ao + A1 ∙ (φa3" φa1) + A1 ∙ (φaj -φaι) (φaj-φaj)
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und dann nach 740 und 741

746) F (x + h) = Ao + (φx-φaι).Fι(x + h)

F1(x + h) = A1 + (φx-ψa2).F2(x + h)

F2(x + h) = A2 + (φx - ψa3) . Fj(x + h)

und

747) A„ = F (a1+h) und F (x + h) = F (x+h)~A,
1 φχ-φaι

a, = f,<Λ + 1i) F (χ+h) = f-(x+⅛^ A'
<px-φal

At = F,(a,+h) F (x + h) = F/* + h)-A,
(px-φaj

A. = F.(alt.+h) Fmi(x⅛) = f∙⅞÷J⅛.∑a.

φχ-φan+l

Aus diesen Gleichungen ergieht sich folgende einfache unabhängige
Bildungsweise:

748) Ao = F(a1+h)

F (x+h) = ⅛+jp F(al+h)
φx-φa1 <fa1-φx

A = ⅛ + h) + F(a, + h)
Φa2~φat φaι-φa2

F,(x+h) = ----⅞÷ ll) f(3i + h) F(a, +h)

(<px-φa,)⅛x-φaj + (φa,-φa1)(φa-φx) + (φal-φa1) (φα-φx)

A, — - F(a» * h) F(a, + h) F(a, + h)
^a>"faχ) ⅛a,-<pa,)+(⅛a,-<fa1) (<fa 1-φaj)+(φa 1-ιfaj)(fa,-4a,)

u. s. w.
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Hier entstehen die Producte mit wiederkehrenden Elementen, welche 

wir in der 7ten Abhandlung itnserer Analysis untersucht haben; und es 
ist durch Hülfe der am angeführten Orte entwickelten Wahrheiten leicht 
zu beweisen, dass allgemein

749) F (x+li) = F-x + h)______________________
(φx-φaι) (φx-φa2)..............(φx-φan.ι )

+ ‰-1÷h)_____________________
(φall.1-φa1)(φan.i-φaa) .... (φan.ι-φx)

+ ______^(an-2 ÷^1)________________________
(φan.-φaιχψan,-φa2) .... (φan.-φaιι,1)(φaιiβ2-φx) 

+...............................................................................................

+ _______ Fl(aι + h)_________________________________
(φa,-φa,) (φa,-φa,) .... (φaι-φa..,) (φa,-φx)

und

750) A,.1 = -------------------------- ∑(il" + b)-----------------------------
(φan-φaι)(φan-φa1)........................(<?a„-£a—)

+ ___________________F(an., ÷ h) _________ __
(<fa-.-φal)(φa,.,-φa1). . . . (φao.1-φan.s) (φa,.ι-φa.) 

+.................................................i............................................................

__________________F(aι + h)___________
+ (φaι — φa2)(φa1 — φa3).......................... (φax-φan)

Soll die Entwickelung bei dem raten Gliede stehen bleiben, so ist

751) F(χ + h)= Ao + Ai.(φx-φa1)

+ Aj.(φx-φaι)(φx-φa2)

⅛. ........

+ A..(φx-φal)(φx-φa,)...(φx-φa. )

+ (φx-φa,)(φx-φal)............(φx-(fa..,).F.^(χ+h)
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wonach bei praktischer Anwendung der Fehler bemessen werden kann, 

welcher durch Vernachlässigung späterer Glieder entsteht.

Die obige Reihe 744 kann auch als ein besonderer Fall von der Reihe

702 betrachtet werden; dadurch gewinnen wir für die Reihe 744 jene 

Bildungsweisen, welche dort die Gleichung 708 angibt, deren Glieder 

L'n) > L,n j Lζn,, • • • • durch die Gleichungen 709 und 710 zwar hinreichend 

bestimmt werden, aber in gegenwärtigem Falle einer wreitern Entwickelung 

fällig sind.

Es ist nämlich, wenn wir die geordneten Verbindungen aus n Ele

menten zu p Elementen

ohne Wiederholungen durch (n)<r> 

und mit Wiederholungen durch [n](p> vorstellen,

nach der Gleichung 709

(n + rn)tm, + (n + m)tw"o. L'ιni + (n + m)(m’2>. L'n,. +......... + (n+m),0,. Lwn' = 0

und nach der Analysis Seite 256 N. 413

(n + m)cnυ-(n + m)cm~n. [11+i](1> + (n + m)πu-2,. [n +ι]'i,-.... +
....(-)m (n + m)<0>. [n +ι]t", = 0

I

Werden diese beiden Gleichungen miteinander verbunden, und 

m — 0, 1, 2, ... gesetzt, so wird

752) L'ιn, = - [n + i]'*’

Lcj"5 = + [11 + ι]'a,

L∞ = - [n + 1]'”

I√,=(-)p [n + ι]'p,

und folglich nach der Gleichung 708
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753) A. = [φaj-φb,φa1-φlh,φaj-φb,...,φaω,-φb]'∙, * .∕√LfF(b + h)

ι ∖dφb∕

-[φa,-φb, φa-φb, φaj-φb,..., φa,,-φb],,,.-L .(jL)"*F(b+h) 

+ [φa.-φb, φa,-φb, φaj-φb ,..., φao,-φb],≈,.-J-.^^ ⅛(b+h)

(-)r[ψat-φb, φa-φb, φa,-φb ,..., φa,4-φb]",.-∆1-. "*⅛(b+h)

wo b eine fremde willkührliche Grosse ist.

Diese Bildungsweise gehört nur einzig der Reihe 744 au, und keiner 
früheren Reihe.

61
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C. Wenn clie Elemente bestimmten Gesetzen unterworfen sind.
205.

Wird die Willkühr der Elemente aι, a2, a3, . . . . aufgehoben, und 

werden diese bestimmten Gesetzen unterworfen, so ist der Einfluss auf 

die Bildung der Vorzahlen gross. Dieses gilt wenigstens in dem Falle, 

wenn bei diesen Elementen ein gleicher Unterschied obwaltet, oder wenn

aι- a, a, = a + ιk, aj = a + 2k, a4 = a + 3k,...........

und

754) F(x + h)= A0.f0,x

+ Aι.f1,x.(φ<ι1,x-φ'∕,a)

+ A1.F,x. (φ,'-,x-φ',,'a)(φ'1s'x- φ,t=,(a + k)) '

+ A,.f1,χ.⅛'1,,χ-φ'1j,a)(φ-χ-φ'l∙∙(a + k)) + =*))

+ A,.f *'x∕φ∞x-φ^)fe4'x-φ',4,(a + k))(φ-'x-φ∞(a + 2k))(φ'4*,x-φ^(a+3k))

+.............................. ...........................................

= Aυ.ψ,0,x + A1.ψ,1,x + A2.ψ1,x +........................

Die allgemeinen Bildungsweisen 732, 734, 735 gelten auch für diese 

Reihe. Wegen des gleichen Unterschiedes der Elemente lässt sich der Al

gorithmus der Unterschiede auf die Glieder der Reihe anwenden, und es 

entstehen dadurch zur Bildung der Vorzahlen Gleichungen, welche dieser 

Reihe 754 ganz allein angehören oder ihr eigenthümlich sind. Es ist, 

wenn das an ∆ angehängte k bedeutet, dass x um k wächst,

www.rcin.org.pl



483
δ, , ,.>χ _ f->(x + qk) . (<p'1",<x + 1k) - <f,"'a) ∙ ∙ ∙ (f"",<x + ≠) ^ Φ∙",^a + (n - 1)k))

n22^.∕x + (q-1)k).(<p',∙'(x + ⅛-ι⅛)-φ',",a)∙∙∙(ψΓ,(x + (q-1)k)-φi",(a+⅛-<)k)) 
ι'1*' k

.. ....................................

,y≤,∖f">Zx + (q-p)k).(φ'n,(x+⅛-p)k)-∙φΓa)∙∙∙(ψnnCx÷⅛^P k)-φ∏n,(a+(11-1)k)) 

V ∕ 1pll ’ ∖

• ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ *

∕ y"1,1^' f-χ.⅜",x-Φ'."'a).............................................(<fCx-<ft∙,(a + fa-ι)k))
× ∕ . ul i1

Ist nun x = a, so ist für q < n oder für q= n - s

755) MΓΨ'n,χ)= θ

für q = n ist aber

756) ∕λ"1 Ψ"'xj = f "'(a+ιιk).(φ'1"'(a+ιιk)-φ" a).., (⅛n(a+∩k)-φ∏a+(n-ι}k))

' x*a

und für q 7> n oder q = n + s ist757) ∕∆Γ∙ψ'n,χ)=
x*a

= f'",(a+(n+s)k).(φ*1n (a+(n+syk)-ψjn*a^...ζψ^n,(a+(ιι+s)k)-ψn ,(a+(n-ι)k)J 

.lLτrfn,(a+(n+s-ι)k).(ψ'n,(a+(ιn+s-ι)k)-φ7,a)..(φ*ni(a+(n+s-ι)k)-⅛n,(a+(ιι-ι)k))

.. ..................................................................................................................................... ......

sl- i
(-)∙,lrr. f ∙>(a + nk). (ψ'1"(a + nk) - φ,"1a)............... (φ)"'(a + nk) - <(a + (n-ι )k))

Wird nun von der vorgegebenen Reihe 754 der o, 1 , 2, 3,........... te

Unterschied genommen, und dann x = a gesetzt, so entstehen zur Bildung 

der Vorzahlen folgende Gleichungen:
61 *
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758) (∆JF(x + h)— Ao.∆^ψnιx)χ^

W F(x + h) = Ao. ∆⅛'0>x + Aι. ∆ *ψ<* ’x)_

(∆* F(x + h) = Ao. ∆Jψ'0,χ + Aι. ∆2ψ'1 ’x + A2. ∆ kψ2’x)_

(∆κF(x + h) = Ao. ∆ 3ψ'0 ’x + Aι. ∆3kψ' * ’x + A2. ∆3ψ<2 ’x + A 3. ∆3ψt3’x)

Diese zurücklaufende Bildungsweise ist der Reihe 754 eigenthümlich; 
auch Bürmann findet sie Seite 36 §. 7.

Die unabhängige Bildungsweise der Vorzahlen Ao, A1, A2,..., kann 
nach der Weise 735 dargestellt werden.

e • . : ⅛;.

. $. 206.
Diese besondere Bildungsweise gilt auch für die untergeordneten Reihen

738, 739, 743, wenn in ihnen die Elemente a1, a,,... gleichen Unter

schied beobachten. Für die Reihe

759) F(x÷h)= A0.f0,x

÷ A1.f1,x.(φmx-φu,a)

+ A 2. f2 ’x. (<p( 2’x - 2’a) (φ'2 ,x-<p*2 ’(a + k))

+ A1.f,,x.(<p,,,x-φ,,,a)(φ'1,x-φ,1,(≈ + lt))('P',W,(a+2t))

⅛∙∙∙∙∙∙∙∙∙

gelten daher die Bildungs weisen 732, 734, 735 und 758.

Für die Reihe
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760) F(x + h) = Ao.f0*x

+ Aι . f'11x. (φmx-φ'1,a)

+ A2. f 2,x. (<p‘ ‘ ’x - φ'1 ,a) ⅛>' 2,x-<p'2 ,(a + k))

+ A3.f3,x.(φ','x-<p,1>a)(^2,x-φ<2>(a + k))(φ∞χ-φ<3>(a+2k))

gelten die Bildungsweisen 732, 734, 735, und 740 , 741, 742 und 758, 
und für die Reihe

761) F(x + h) = Aθ.f0,x

+ Aι ,fu*x.(<pχ-<pa)

+ Aι.f2,x.(<px-<pa)(<px-<p(a + k))

+ A3. f3 ’x. (<px - <pa) (φx - φ(a + k)) (φx-φ(a + 2k))

+....................'....................................................

gelten dieselben wie für 760.
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D. W enn die begleitenden Functionen und auch die Elem ente bestimmten Gesetzen folgen.
$. 207.

Es sei

762) F(x + h) = Ao

+ Aι.(φx-φa)

+ A8.(φx-φa)(φx-φ(a + b))

+ A3.(φx-φa)(φx-φ(a + b))(φx-φ(a + 2b))

+........................................................................«
In dieser Reihe sind alle begleitenden Functionen — 1 gesetzt, und 

die Elemente nehmen um gleichviel zu; es gelten also hier auch die Bil
dungsweisen 732, 734, 735 und 746, 747, 748, 749, 750 und 753 
und 758 also überhaupt vier verschiedene Bildungsweisen. Auch kann 
hier nach 751 die Function angegeben werden, aus welcher alle folgen

den Glieder der Reihe entspringen, nämlich

763) F(x + h) = Ao + Aι.(<fx-<pa)

+ A3.(<px-<Fa) (<fx-<P(a+k))

+........................................................................
+ (<px-<pa)(<px-φ(a+k))...........(φx - Φ(a+(n-ι)k))

+ (φx-^a)(^x-<P(a+k))................(<Px-‰-nk)).Fn+ι(x + h)

wo F (χ + h) nach 749 gebildet werden muss.
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E. Wenn die begleitenden und die Hauptfunctionen bestimmte Eigenschaften haben.
208.

Es sei

764) F(x + h) = Ao

+ A1.(x-aι)

+ A2.(x-aι)(x-a1)

+ A3.(x-aι)(x-a4)(x-a3)

wo die begleitenden Factoren f = ι gesetzt und die Hauptfunction x selbst 

ist, hingegen die Elemente willkiihrlich sind.

Die erste Bildungsweise ist nach 732

765) F(aι+h) = Ao

F(a2 + h) = Ao + Aι.(a,-aι)

F(a3 + h) = Ao + Aι.(aj-aι) + Λ,. (a3 - aι) (a3 - a1)
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Die zweite nach 747

766) Ao = F(al+h) und

A, = F(a, + h)

Al = F(a, + h)

F (x + h) = L<x + h)-A- 
x- a 1

T7 ∕ κ∖ F,(x+h) - A F (x + h) = -ii------- '------- i
x-a2

F,(x+h) = ¾-*-+h> - A-

x→3 .

und nacli 749

^67) f.-,(x + 5i) =
F(aι + h)

(a1-a2)Caι-a3)................... (a1-an-1)⅛-χ)

+________________ ⅜t+h)________________
(a2-a1)(a2-aj................. (a2-an-1)(a2 -χ)

+.....................................................................................

+>________________ r(a-, +h)_________________
(au-,-alX⅛-,-a1)............(a-,-a,-,Xa-,-x)

F (x + h)
(x-aι) (x-aa)....................................(x-a„-,)

und nach 750

/68) A..1 = F(aι + h)
(a,-a,)(a,-a,)...................... (a.-a.)

+ _____________ Γj⅜+h)______________
(a.-a,)(a≈-aι).......................(a,-aJ

+.........................................................................

+ _____________ F⅛+⅛______________
' (an-aι)(an"a2)...................(V*J

und die dritte Bildungsweise ist nach 753
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769) A,= [θ,-b , al-b, a,-b,..., a.,ι - bj”.

ι . rfb

-[a -b , a,-b,.....................;a l,]'∙√"'r(b+h)
, r∙"'.db"÷-

+ [a1-b , a,-b,......................a -[,l^,7'^''r(1,+h)
* ι"all.db∙*,

+.......................................................................................................

wo b eine fremde willkührliche Grosse ist.

62
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F. Wenn die Elemente und die Hauptfunction bestimmten Gesetzen unterworfen sind.
==»X» *$. 209.

Wenn den Hauptfunctionen, welche die Glieder der Reihe verschwin

den machen, bestimmte Eigenschaften zugetheilt werden, so geben sie oft 

zu ganz eigenthümliclien Bildungsweisen der Vorzahlen Gelegenheit. Wir 
w ollen dieses an einigen Functionsarten nachweisen. Wir nehmen an, dass

770) F(x + h)= Ao.fo,x

. x-a λ
+ A .------ . ix

1 ι

+ a (x~a) (*-a-k∖f>>χ 
1 . 2

+ A .(χ-a)(χ-a~k)(x~aτ2k). f ,,χ3* 1.2.3
+ .∙....∙∙∙∙..∙

Die erste Bildungsweise ist nach 732

771) F(a + h) = Ao.fo,a

F(a + k + h) = A0.f0,(a + k) + Al.±.k,.f,,(a + k)
1

F(a + 2k + h) = A0.f""(a + 2k) + Al.l.k'.f0(a+2k)+A .-.k,.f'≈,(a+2k)1 ' 1.2
F(a + 3k + h) ==A0f",(a+3k)+Λ1Λk,.eχa+3k)+Al±Λkl.f,,(a+3k)+A j.hh2.ksf 1,(a+3k) 1 1.2 1.2.3
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aus welcher wie in 735 die unabhängige Bildungsweise hergeleitet werden 
kann. Diese Bildungsweise findet auch Bürmann Seite 38.

Die zweite ist nach 741

772) A _ F(a + h)
. fo.a

4 = F.(a + k+h) 
f,,(a + k)

. __ Fj(a + ak + h)
f2,(a + 2k)

und Fl(x + h) = 1''(x + h)-A,,.f°1x 
x-a

F,(x + h)=^i⅛±≥∆.⅛ 
x-a - lk

F(x + h) = ⅛⅛!L* 
x-a - 2k

Die dritte entspringt aus 758, wenn nach 167

x-a

gesetzt wird; sie ist

773) ∕∆°F(x+h)=A0.∆∑f"'xi’ ' x=n
∕∆'F(x+h)=A,.∆Jf'x+Aj.ζ7 . k'.∆"f'>(x+,k))\ t / x=a

^2F(x+h)=A0.∆if^⅛A.^.k,.∆if-(x+1k)+A,.≤^.k≈.∆"f≈'(x+2k)j

und allgemein

62*
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7*4) ^T(x + h)= A0.!Li-.v.1ςf",,(x)

+ + <k)
n-2l-l

+ A3-7rüT-k’^rf!,(x + 2k)

* As-7^-k’-C,f’3’(x + 3k)

4
÷......................................

• + Au-^.klXf->(x + nk))
β / x¾a¼
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G. Wenn die begleitenden Functionen, die Elemente und die Hauptfunction bestimmten Gesetzen folgen.
$. 210.

Es sei

775) F(x + h)= Aβ

+ Ai.(x-a)

+ A2. (x - a) (x — a - 1 k)

+ A3.(x-a)(x-a-1k)(x-a-2k)

+ A4. (x - a) (x - a - 1 k) (x - a - 2k) (x — a — 3 k)

+........................................................................................

Die Bildungsweise der Vorzahlen dieser Reihe können wir entweder 

aus §. 207 oder aus §. 208 herleiten; wir finden nach beiden, dass

776) A = a^1'V* t h)
ι"',.k"

und dass also
777) F(x +Ji) = F(a + h) + —Tllll. ½L⅛jJ∩

i‘ 1 k‘

l (x-a)il~t ≤f(0 + h)
∙l,,' ' k*

. (x-a)jl^k ∆)F(a + h)
+ -τπ--------------- f—
+...........................................
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ferner, wenn die Entwickelung nur bis zu einem bestimmten Gliede ge
führt werden soll, dass

7*8) F(x + h) = F(a + h) + ⅛-~¾7. . ^F|> + h)

+ (x-a),'^k ∆kF(a + h) 
ι,1' ' F

+...........................................

(x —a)"'^t ∆"F(a + h)
+ —i, ■--------p------

+ (x — a)n*'1^k .Fntl(x + h)
WO

779) F (x + h) ~ (—)"’* —l)a-+ fe-------------------
> ∏÷A ) J ι0ll. ιn-lll.(a-x).kn^1

f-Vl^2 F(a + h + i k)
ι*1,.ι"-2l*.(a + ι.k-x).kn'1

∕ y-3 F(a + h + 2.k)
ι2l*. ιu'3l*. (a + 2.k-x).kn^x

• ••«•• •••••••

, y F(a + h + (n - i)k)_____________
ιu-lll. ι0ll.(a + (n-ι)k-x).ka'1

F(a + n k - x)
+ (x-a)"1-l
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IV. Reihen, in welchen das Einfuhren eines bestimmten Werl lies von x—a alle früheren und
Balle späteren Glieder nur nicht das nte Glied zernichtet.

211.
Es sei

780) F(x + h) = A1.(φx-φaj)(<px-φas)........................................ (φx-φan)

+ A2.(ψx-φaι)(φx-φa3).........................................(φ*-<fan)

+ A3.((fx-φa1)(φx-φa2)(φx-ψa4)......................(φx-φan)

+ .............................................. .....

+ Au∙(φχ-ψaι)(φx-φa2)(φx-φa3).................. (φx-φan-j)

VVird x=ai, a2, . . . . , an gesetzt, so entstellen die Gleichungen

781) F(aι + h) — Aι. ⅛al-φa2) (φaι-φa3)...............(φaι-φan)

F(a,+h) = A2. (φa2-φaj (φa2-φa3)............... (<^a2-φau)

F(an + h) = An.(<pan-φaι)(φan-(pa2)...............(<Pn-<Paa.1)

durch welche die Vorzahlen Aj, A,, . . . . bestimmt werden. Die Reihe 

selbst ist
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782) F(x + h) = ⅞z⅞⅜⅛⅛> —■............... <tχ-φa-∖ F(a ÷h)

(Ψaχ-φ^)(φaι-<pa3)...................... (Φai-φaιι)

a- ⅛5∑⅛)(Φχ-φa3) ∙ ∙............... ⅛x-φan) Fz , m

(ψa2-φaι)(φa2.φa3)...................... (φa2-φau) ‘ 2 '

+ (Φ^S⅞a.Xφχ-φa2) ( frx-ψa4) .. . (φx - φa ) 
(<Pa3-φaι)(φa3.φa2) (φζ-φa4).. .^(φa3-φan) , ^θ3+ '

+ . . ..........

+ (Φχ-φa,Xφx-φa2)∕φx-φa3).... (φx-φan.,) 
⅛aa-φaj⅛an-φa2) (<paa-φa3).... (φan-φan,ι) ’ 1'

$. 212.
Hieher gehört auch folgende Reihe:

783) F(x + lι) = Ao. s'11ι x 7r + A,. ⅛+ A . slll(x~-)* +...
smb0x7r sιιιbι(χ-ι)7r - sinb2(x-2)7r

wo b0, bj, b2, . . . . keine ganze Zahlen sind.'

, Wird x — n gesetzt, so verschwinden alle Glieder ausser jenem 

worin x-n vorkommt; werden deshalb statt dieser Functionen die Reihen 

welche sie vertreten, gesetzt, so wird

(x-n) TT (x-n)3√sin (x-n) τr_ i___ 1.2.3 ÷∙∙ •”••••
sinbu(x-n> bn(x-∏> b3(χ-n)V

------ •—1 1.2.3
(x-n)V

1 I 7 ‘ ~ ....1.2.3
_ 1. l>λχ-n)V 

” ^^T7ΓT~+,∙ ^

folglich für x = n ist F(∏ + h) = A . _L

also An =bn.F(∏ + b) und
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784) F(x + E)= bo.⅛ΞT-.F(h) + bi.⅛⅛5∑2⅛-.F(ι+h) + ....

• sιnhθxτχ sin bι (x —1) zr

$. 213.
Eben so findet man die Vorzahlen der Reihen

78^ P‰j.b)-A .sinx’+ * sin(x-ι)ff sin(x-2)7r
'03> ( + ' « 1 + 1 e-"1∙,- 1 + 1' +....................

und •

786) F(x ÷ h) = Ao, (g⅛ΣT j + At .∕⅛.⅞∑1) g⅛ ^÷ A, ■ (*¾x~^ ‘ ♦..........

$. 214. « •
Hieher gehören auch folgende Reihen:

787) F(x ÷ h) — Aι.(sinx - sin a2) (sin x - sin a3)............(sin x - sin au)

+ A2. (sin x - sin aι) (sin x - sin aj)........... (sin x - sin an)

+........................................................................................................

+ An. (sin x - sin aι) (sin x - sin a2)..........(sinx- sin au.ι)

und

788) F(x + h) = Aι.sin(x-a2)7r.sin(x-a3)7r.................. sin(x-au >

+ A,. sin (x — aι) τr. sin (x — a3) -∏ ......... sin(x-au )?r

+ A3 . sin(x-a1)7r.sin(x-a2)7r.sin(x-a4)7r.... sin(x-aβ

+ .............................................................................................

+ An.sin(x-aι)zr.sin(x-a2>.sin(x-a3)7r ... sin(x-an.ι>

__________________

63
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V. Reihen, in welchen das Einfuhren eines bestimmten Werthes von x alle Glieder zernichtet oderEntwickelung einer Function in eine Reihe nach den Potenzen einer andern Function.
A. Allgemeinste Entwickelung.

215.
Es sei F(x + h) nach den Potenzen der Function φx 

zu entwickeln, oder es sei

789) F(x + h) = Ao.(φx)a° + Aj.(φx)aι + A2. ⅛x)" +......................

man sucht das Gesetz der Vor zahlen Ao, Aι, Aa,................

Es ist nach der früheren Untersuchung §. 190

790) \ — 5∙<,γ⅛0φ^^d1φx,,1...dll',φxatn-1,.d,,^ntt,...dn÷lu-,φxa,°÷m,⅜

l∕Γψxao,d'φχαι........................................ du+,u-jφxa'n+m-ιj

I∣doφxo.d1φxal ....rm-⅛xt,atuι-t,. dn÷mF(x + h)⅜ 

[∣d0φxa0.d*φxaι........................................dn+mφxal"+mj

wo

ni = 0, 1, 2,3, 4,................
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Die Producte aus den Differentialen der verschiedenen Potenzen von 

ψx können wir durch Hülfe der früher gefundenen Wahrheiten auf ein

fachere Geschäfte zurückführen; setzen wir zu diesem Zwecke

(an - ao) (an-aι) (an-a2)............(an-a(n-ι)) = Pn

so ist nach 637

IJ"<pχ"".tf,φχ∙'.... d"-φ√,"-,. <Z"φχ","t∙'........... d"÷"-φχ∙,"*"' ∣

pp p ∕Λ . "0 + ni + .... + n(n + m)-nn-( 1 + 2 + .... + u + ιn-ι) z^ \ 1 + 2 + .... + n + ni-i
~l 1∙-l2∙∙∙∙-*- n+m * ψ^, • V r -“ /

Pu x (a(n + 1) - a n) (a(n + 2)-a11)........... (a(n + m) - a 11)
und

h>χ"0. cZ,ςxn,.......... dn+m-1φxβln+m-n)

___ p p p + m + ... + a(n + nι-l)-(J + j +...+n + m-1) 1 + l+∙" + n + ,n-l

Ferner ist nach 625

∣∣d"φx 0.d,φxn,........... dn+n,-,φxa'n+m-1,.dn+n,F(x + h)| __

(ldoφxao.d,φx*............................................ d"+mφxa'n+u,j

= p~“ x (^υ∙B0.φχ0^a'n+m,+¾',n+m,.Bι.φχ*-i,tn+m,+... +^7,∙Bo+m.φχn+m-"'n+u,,) 

Es ist folglich die Bildungsλveise der Vorzahl Au

791) Λu =-y(-)"÷" ¾rmi∙B0.φx0-÷¾Γm∖Bι.φx1-an+... + ¾-m‰.φxn^l- 
(ao-an)(aι-an)... (a(n-t) - an)(a(n +1)- an).. .(a(n+m)-an)

oder wenn m — o, l, 2, 3,........... gesetzt wird

792) A = (_)“ ¾n,∙Bo. φx0~an + ¾tl°,.Bι.ψxl^i,n+.. .+¾-. Bn .φχ- 
(ao - an) (ai — an)........... (a(n - l) - an)

+ A∙φx°T + ¾Γ,,∙Bχ.φx*^an +... + ¾-∕,.Bntι. φχ"*'-"
(ao - an) (ai - an) .... (a(n - l) - an) χ (afn +1) - an)

+ (-)n÷^Γ2,∙ Bo.ψxo~nn + ¾<ιn+*>. Bιφx,-nn +.. . + ¾'°+V,.Bn*a.φχ"+*- 
(ao-an) (ai-an).... (a(n-i) - an) χ (a(,n+ι) - an) (a(n + 2) - an)

+ .......................................................................................

63 *
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WO

793) B,= jL/d/dJ.......jL(F(x+h))....V∕jLVr(x + h)
dφx∖dφx∖dφxl dφx∖ / ∕ ∖dφx)

<1 «l-i '<χ-l 1 ι ' '<ι

ist, und 53'0n+m,, 53'1n+πo,.......... folgende Gesetze befolgen:

794) 53'n+Ä> = (o - a(n + m -ι)) . 53'n+m"n 

53'ιn+m,= (ι-a(n + m-ι)).33'1"+n,~n + 23'n+m-‘>

23'a+m,= (2-a(n + m-ι)).337m∙χ5+ 33™’1’

¾nr,= o + ¾+r,
und

795) 537m,= (q- a(n + m-1)). 33^n+m-1)

+ (q-ι-a(n + m-2)).^ζm-1>

+ (q-2-a(n + n1-3)) . 23^_+“_3>

+........................................................

+ (q-q-a(π+ m-q-ι)).33θn+ra",n

Da nun

796) 23∞ = 93'1n = .... = 93'nl = 1 und 33'0n = - a 0

so können nach den vorstehenden Gleichungen die übrigen Vorzahlen 

gefunden werden. Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist 
aber nach 628 und 629

797) 3∖jn+m, = ( o-ao, 1-a1, 2-a2,........... n÷nι-ι-a(n+m-i))'"+m'v

und
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1 Z ∏0l^i

/98) ~ ρr*^∖ ι°lχ * (9",θ~ao)(q-o-aι)........ (q—o—a(n+m-1))

ti-i
- ‰r ∙ (q-ι-ao)(q-ι-aι).........'.. (q-ι-a(n+m-ι))

1

Q-1“1
+ ψT7 ∙ (q-2-ao)(q-2-ai)   ........(q-2-aCn+m-l))

- ..................................+...........................................
. qsl"1

(-)s ⅛Γ∙ (q-s-ao)(q-s-aι)...............(q-s-a(n+m-ι))

• • ••••• • ••••••••

qql'1 v(-)q ^7√τ , (θ-aθ)(θ-al).......................... (o-a(n+m-i)) I

Nach Vollendung dieser Geschäfte, welche in 792 angegeben sind, 
muss für x irgend eine beständige Grösse a gesetzt werden, die nach 
Willkühr angenommen werden kann.

Dieses ist die allgemeinste Entwickelung einer Function in eine 
Reihe nach den Potenzen einer anderen Function; sie ist neu, und um
fasst alles, was bisher über diesen Gegenstand bekannt ist.
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B. Entwickelung von F(x + h) nach d e n ganzen Poten
zen von φx

§. 216.
Es sei

799) F(x + h) = Ao + A1. (<px)1 + A2. ⅛x)2 + A3. (φx)3 +...................

Man sucht die Vor zahlen Ao, At, As,.....................

Bei dieser Reihe ist a o = o, a ι = 1, a 2 = 2, . . . ., a n = n 

also auch nach 794 und 795

<0θo> _ <δ<n _ = 1

und für jeden andern Werth von -q, ausser für q = n, ist 

¾n, =Z 0

Es ist daher

cnm » — Φ∙*"∙β. Φa' ∙B.÷,, <?■•>’• B,,.≈ _
θU(ly 2Vn --- ll lll ll ull 2tl ui,1.1 1.1 1.1
WO

8θl> b- = ⅛ (⅛L...............⅛(f°,+ll)); ∙-)=fc⅜)"F(a+h)

Dieselbe Bildungsweise findet Wronski Seite 111 

Die vollständige Entwickelung von F(x + h) ist also

www.rcin.org.pl



503
∞iΓ(x⅛)= ⅛^.( W.B√W.B.*½r.B,................ )

÷7⅛∙( ^'∙b.-v⅛∙b.÷t⅛∙b, -....... )
1 (^x) ∕ (φa> ∩ (φa) f⅝ _[_ Cφa) ∏ ∖
+ ^7∏v~ • I ^lτττ^ ∙ -d2 “ -γπτ- ∙ o3 + ψ∏- ∙ n4 “............... I

+.................................................................

⅞. 217.
Die Reihe 802 erhält eine andere Form, wenn die Glieder in der so eben

gefundenen Entwickelung nach Bo, ß , Ba,......................geordnet werden,

nämlich

Γ(x+h) =(φx)°.⅛a)° r j.(φxΛ(φa)∙ r 1(φ×),.(φa)∙ .B1 + ....
l°ll.l°lt • 0 l,1,.lθlx * 1+ ι2lt ι°u

+ (φx)∖(φa∕ (φx)'.(φa)1
ι0ll.ι*l1 ι,1,.ιaι

(φx)°. (φa)i
1 Oll 2li
1 ∙1 - I

Die Vorzahl von B ist

(<fx)p.(φa)0 (φxy-.(φa)∙ , ,.(φx)∙.fla)p 1 .
ρ,1,.ιolx V,lι.1*h →∙∙∙-∙.(-) ---0l∙1 pιll - — ^rr. (φx-φa)v

und folglich, wenn p — o, l, 2,............gesetzt wird,
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d°803) F(x+h) = A.. (φx - φa)∙. r<a+h)

+ ⅛ ∙ (φχ-φa)>. J-a Ii^-λ ⅛(∕.(a + h⅛ )J1
+...................... ..... .........................................∙.

oder auch

dt \804) F(x+h)-F(a+h)= -S. (φx-<pa)*. ^( F(a + lι)ξ

.. ..........................................................................................

Die Entwickelung 803 oder 804, welche den Unterschied

F(x+h) - F(a + h) 

durch Potenzen des Unterschiedes

φx - ψa

angibt, ist nur eine andere Form von der Entwickelung 802, welches 
sich hier zuerst durch unser Verfahren herausgestellt hat.

Die Gleichung 804 gibt die unabhänge Bildungsweise der Vorzahlen 
von den verschiedenen Potenzen von (<^x-φa) an; die zurücklaufende Bil
dungsweise derselben erhalten wir aus der Gleichung 254, wenn wir

1
Z =3 setzen; nach dieser Gleichung ist, wenn 

da
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805) F(x + h) — F(a+h) = Aι. (ψx — φa)l 

+ A2. (φx-φa)2 

+ a3 ∙⅛x-φa)j

gθ setzt wird,
*

fi∏fix l rZuF(a + h)
~iτττ------- √a7 = Ai,C(n>1)+A2.C(n,2)+A3.C(n,3) + ... + An.C(ii,n)

∕ d,φa d~φa diφa
∖ι,lldal ’ ι2llda2 , ι3l2da3 .........................|

$. 218.
In dieser ganzen Untersuchung ist x willkührlich. Wird für x der

jenige Werth genommen, der φx~o macht, so ist

^θ') F(x + h)= Ao + Aι.(φx), + A,.(φx)2 +.............

wo aber

sos> i∙=Λ(⅛(⅛⅛(∙∙.......... ⅛(y<**-,.............)X=„

und nach dem Differentiiren derjenige Werth von x in den Vorzahlen 

Ao , A1 , A,) • • • • gesetzt werden muss, der bewirkt, dass ψx~o

Diese Bildungsweise, welche 808 bemerkbar macht, ist diejenige, 

welche Paoli angibt. Biirmann hat zuerst folgende bekannt gemacht:

809) A =-⅞-.-≤2∕⅛n∕r(x÷±))
7 u ι,,1* dχ-* ψχ / rfx /

wo x — a und ψa = o 

und Wronski Seite 26 und 27 folgende:

810 [rf'⅛x''.rf'<fx1.⅛-................(∕"-'fx"-'.d"F(x + J,)(

wo x — a und <pa = o
64
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Die letztere 810 folgt unmittelbar aus (1er Gleichung 791, und die 

erstere 809 entsteht, wenn 808 mit 321 verbunden wird.

Die Gleichung 810 bleibt wahr, wenn auch der Factor rZ0(px0 unter

drückt wird, und es ist •

sll ___ [⅛lφx,. J2φx2 . .......................(Zp^1ffx°^1. cZnF(x + h)(

' u ι,1* . ι2ii . ι3'1..........................Γ1,.(d{x), + 2 + - + "

Viele der Producte, welche durch diese Zeichen vorgestellt werden, 

verschwinden; es ist nämlich

[U,φxl. <Z2φx2............c∕n"*ψxn',. (ZnF(x + h)) =

= ∑q(-)q [ld1(f x1.... Jn-'1∙,φx,,-'1-*. (Zn^'1+lφxn^q.... (Zαφx,,-,). √',-ψ(χ + h)

q = o, l, 2,..., n-1

und

fld,ψx∖..d"-,-,<fχ∙∙,Λ<f-,*∙<fχu‰d,φxn") =

= ∑(-)*[d,ψxι....d"->-'φx"-'-j. h"',**<pχ"',.∙∙rf"(pχ"^,) 

wo die Stellenzahlen von φx, nämlich ι, 2, 3,...,n-ι den Gesetzen 

der geordneten Verbindungen zu n-q-i und zu q Elementen ohne Wie

derholungen unterworfen sind.

Wird nun nach 267 das Differential <Zs^xp in Potenzen von φx und 

in Differentiale eZ1<4x, <Z2φx ,.... aufgelöst, und φx⊂zo gesetzt, so ver

schwindet (Zsφxr nicht, wenn s = p oders>>p, verschwindet aber, wenn 

s «< p. Von allen den Producten, welche in

[)(Z,φx,. (Z2kpx2........... (Zα-q-1φxu-ι-*)

begriffen sind, bleibt also nur das erste Product, die übrigen Producte 

verschwinden, weil wenigstens ein Factor cZ’tjx1’ in ihnen vorkommt, wo 

s < p ist, und der durch sein Verschwinden auch das ganze Product zer

nichtet. Zugleich ist für φχ-0
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dpφxp = ι1'u. (cZφx)p

mithin

0<Γφx,. <Γ<px'.... d"∙,-φx"-,∙') = ι,1,. ιj',............1-,-∏.(jfχy*∙÷-*-'.-∙

Die Gleichung 810 verliert hiedurch viele unnütze Producte, und die

Producte, welche bleiben, viele unnütze Factoren; die Bildungsweise 810 

wird dadurch einfacher, und geht in folgende über:

S12'> A = √. J<*",*'Φ*^"l∙<r-∙φx"-∖............d"ψχ-). f-φ⅛÷⅛)
* / 11 x ' * 1∙>-'β* 1u-<l+1*1 ~ 1∏*1 ζf∕ψχy'1+n^,*+1+∙,,+u

q = 0, 1 , 2,............. ,11-1

oder

813) A = ,fr'x + h> 
ι,,u.(c∕φx)β

l⅛xl'J ∙1"",f(x+io
F-^^lir.T,lll7(dφχ)2n'1 ^

hβ'1φχn'2. rfnφχn ,) ∙ <Zn'2F(x+h)
+ ln'll,.l"-ll,.l,,1,(dφx),"-'-l

[jfZn^2φx,,^3.6Z,,'ιφxn^2 . iZnφxn-,). <z,,-3F(x+h) 

ιn-3l,. i"-21,7ι ,7-7117r1 Tθ⅛χ)4n^1^2^3

+ . . . -.............................................................

r_v«-i [<Z2φx1. cZ3φx2................dn<pxn^1). cZ,F(x + h)
~ ι,u.ι2ll.ι3l*........... ι,,1,.(rfφx)l+2+3+-+"

219.
Auch nach diesen Geschäften bleiben noch mehrere unnütze Pro

ducte und auch noch unnütze Factoren in den Producten zurück. Um 

die Bildungsweise von allem Ueberflüssigen zu befreien, schlagen wir fol

genden Weg ein. Es ist nach 220 für <£x — o
64*
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d"(pe)n~p c
-ynll- = C(n,n-p)

ld'(px. d2φx d3φx, ∖
> — > —  .............. )Setzen wir nun

SU) du(φx)n~p _ C(n,n-p) __ f(n)
ιnl1 . (c∕φx)n C(n, n) ~ n-p

so wird
815-, A _ <Z"F(x + h)

' — ι"1,.(rfφx)u

d 1 F (x + h .. ,
- ι"^*1,.(<∕φx)"^, ’ ∣∣ c""-,∙ ∣

<Γ"iF(x + h) , ,
Γ-1,.(<fcpx)-' ∣∣ t~∙ ∙b--'

_ F(x + h) I n fιπι.1, ,1(n) |
Γ3ll.(⅛xf3^ c“-’ ∙b"-2 ∙bn-1 ’

+ .........................

f—)n'1 Γ(x+ll) p(J) p(4, f lU) |1 ; 1,,,.(⅛x),*∣1g> ’ -C3 ...............

Da nun in C(n, n-p) die erstere Zahl n nie kleiner als n-p werden 

kann, so verschwindet Ck5’; wenn k grösser als s ist. In allen diesen 

Producten verschwinden also alle Factoren, deren obere Stellenzahlen 

kleiner als die unteren sind, mithin entstehen hier nach §. 155 diejenigen 

Producte, deren obere und untere Stellen zahlen den Gesetzen der "geord

neten Verbindungen ohne Wiederholungen unterworfen sind. Setzen 

wir also

S16) A —F(x + h) l d I1(x + h) (∕ F(x + h)
' " - ι"1,.(dφx)∙+ιu∙,1,. (dφx)°^, * ι"-≈1'.(dφx)'-1-υ, +∙∙∙∙

dl F(x + h) βyn,
.....................+ι'".(rfφx)''
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so ist, weil C)"’ = i,

817) ©',“’ = - C™

©•" = - er, + er..er;“

©7’ = - er, + cr,.crv, - er,∙err.crγ>
+ cr,.crr

©r = - er, + cr,.crr - cr,∙cr,ι,.cr-∙+cr∙,.cr-r.c'-≈>.crr 
+ cr,.er^r - cr,∙cr>,∙crr

C<J1> p<(D-3) fU) p<n-2> p<n-3)n-3∙½,-4 “ ½-2*cn-3 ∙bu-4

und allgemein

818) ©;,n) = - C(,n,(n-1,n-2, n-3,.................. > 11-P+i),'0,n-p),

+ C(,n,(n-1, n-2, n-3,........ . ∏-p+ι),u,n-p),
“ C(,n,(n-ι, n-2, n-3,........ . n-P+C'2,,n-p),
+ . . . . -...........................................................

(-)p C(,n,(n-ι, n-2, n-3,.................... ∏-p+ι)'1"1,,n-p),

Diese Bildungsweise in 816, 817, 818 ist von den unnützen Pro— 

ducten und Factoren ganz befreiet, welche sich in jener, die Wronski 

gefunden hat, nämlich in 810, 811, 812, 813 befinden.

Es ist oft nützlich, durch eine zurücklaufende Bildungsweise die Grössen 

(5)<n), ©2b>j ..∙∙ zu bestimmen; diese ist nach 509 folgende:

819) Θ'1n, + C∞ = o

+ Θ∞.C^i, + C∞ = o

©;° + Θ'n,.C'"√, + Θt,,1.cχ,i + C∞ = o
und allgemein

820) @7 + . crpp+*, + (¾∖.cr∕+j> + ... + Φ∞.c<r∕> + c∞ = o

oder auch
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821) + c;;, = o

©™ + ©';-■>. c™; + c™ =o 

©,'" + ©r.". f∕"jι + ©■;'•■■. c“ + c™ =o

und allgemein

522) ©■"’ + c- + c- +........... + + c;;; = o

lenn nach 509 sind die Gleichungen 820 und 822 immer mit einander 

verbunden.

Setzen wir nach 814

ß<«> __ β(n, n-p) __ C(n,n-ρ)
n'p C(n,n) ~ (dφx)n

so nehmen die Gleichungen 820 und 822 folgende Gestalt an :

823) C(n,n-p) + Θ'1n,.C(n-bn-p) . (dφx)* + ....+ (f∕φxy = 0 

und

824) C(n, n-p) + . C(n, n-p+ι) + 03Γp+2,∙C(n,∏-p+2)+...+Θ,rn,.C(njn) = o

∕ eZ1φx rZ∖Tx d3φ>x 
( ^1,u ’ i211 ’ ι3l,~^

Diese Gleichungen gehen die zurücklaufende Bildungsweise der Grös

sen (^j2n,j .... an; wir können sie benutzen, um eine zurücklau

fende Bildungsweise der Vorzahlen Aj , A„, Aj,................aufzustellen.

Setzen wir nämlich in der Gleichung 816

, n = n, n-i, n-2, . . . ., 2, l
und vervielfachen diese n Glcicliui gen nach ihrer Folge mit

C(ιι, n) , C(n, n-i) , C(n, n-2) ,...... , C(n, l)
und zählen alle diese Gleichungen zusammen, so entsteht die Gleichung
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<S25) LA__jLJ = Aιι. C(n, n) + An.ι. C(n, n-i) +.......... + Aι. C(n, 1)

∕ fZ1ψx <i2φx f∕3φx \
' ~pπ~ ’ ψτr- ’ γπτ~  ...............)

für φx — υ

welche die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen A , A , A........
angibt.

Dieselbe zurücklaufende Bildungsweise ergibt sich aus 806, wenn 
φ'∖-o gesetzt wird.
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C. Entwickelung von F y = F (fx) nach den ganzen 
Potenzen von φχ

∕~. ■ ' '!' b •

220.
Es sei y —fx und z = φxj man entwickele Fy nach den Po

tenzen von z, oder man suche die Vorzahlen der Reihe 

826) Fy-Fb = (φx-ψa)1. Bι + (φx-φa)2.B2 + (ψx-p)3.B3 +..........

Diese Reihe lässt sich leicht auf 804 zurückbringen, wenn h~o und 

y — ix , b =r fa

Fy = Ffx = F x , Fb = Ffa = Fja 

gesetzt wird; es ist

Fy-Fb = F.x-F.a = . (pt-<fa)1. (2-)'F,a

.⅛∙β-w∙t⅜)X∙

+........................................................

mithin B = — . - F ai"“ ><Zja *
Nehmen wir nun unsere Gleichung 254 zu Hülfe, setzen in iln

U = F a , Y — fa und Z = — und zugleich
1 rfφa ’ ö

∕JL∖γF a = (—1 Fb = £11’
\ eZfa / 1 \ d\) I dbp

so erhalten wir folgende Bildungsweise der Vorzahlen:
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65

827> B.= zpJπ.C(n,p).^ -
= +c^2)∙ra÷∙∙∙∙÷c^∙⅛⅛

(ττπ'(⅛) fo'⅛(⅛)fa'........................)

Diese Entwickelung ist ganz allgemein, gilt also auch, Λvenn φa = o 
ist, und ist verschieden von den bis jetzt bekannten.

Für den Fall, wenn ψa ~ o, gibt Wronski Seite 121 folgende 
Vorschrift:

82S) B,= H 4— - + H . dJ"Fy +... + H t*ψy-+∏. d'^
° ι"'.dy' , Γ-∙1∙.<Zy"- ι'1'.<∕y, " i°',.dy"

WO

829) H = 2⅛J1^P) 
p (<Zφx)n

0 tΓφx"", ). C(n-ι, n-p) 

ιnl1. (dφχ)ln∙1

+ h"',φx"^2∙ d'pf-). C(n-2, n-,,)

»•“. Γ,1,.(⅛x),,∙'∙∙

[j<f 1φx"-,. rf"-'⅜χ-i. <τ∣tχ-'). C(n-3, n-p) 

ι"". l"-“*. ι"-≈,1. (rfφx)*-—•

÷ .... -..................................................

, y H d-r÷lφx''--...........................tfφχ-'), C(n-p , n-p)1m,ιl.-,.................................... ι*1'.(<zφχ),t*,,∙^∙,'a∙∙∙∙∙∙p
l d'y ä'y .......................................................... \
’ ιlll.cZx1 ’ ι2l*. dx2 ’ .............. ... /

wenn nach dem Differentiiren derjenige Werth für x gpsetzt wird, welcher 

φx = o macht. 65
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Diese Vorschrift entsteht nämlich aus 813, wenn h = o, Fy statt Fx. 

und nach 266

dmFy d"'Fy rz λ cZm"1Fy rv λ JθFy ,v ,
Γ1,.dxm ιml,.dy* k Γ-*ll.fZym-, / 3 i ι0l,.dy0 k ’ '

/_£y d’y )
∖ιιu.c∕x* ’ ι2ll.<Zx3 ,....................•...........................I

gesetzt wird. Die Reihe, welche nach dieser Vorschrift gebildet wird, isl

830) Fy = Bo + Bι.(φx)l + B2.(φx)2 + B3. (φx)3 +...................

$. 221.
Es sei y —fx und z = x.<px; man entwickele Fy nach der 

Potenzen von z.

Man erhält aus dem Obigen folgende Entwickelung:

831) Fy*=F(fx)= (F(φx))x,0

+ •••••••••••
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D. Entivickelung von F(x + h) nach den Potenzen

p

von (φx

$. 222.
Die Reihe, deren Vorzahlen gesucht werden, ist 

832) F(x + h) - F(a + h) = Aι. (φx'i-φa¾,

+ Aj. (φx‰φa^ι)2
P P

+ Aj. (φx^ι-φa^)3

+.........................

In der Gleichung 804 setzen wir (ψx)q statt φx, und

P z ∖ p ■»— (φx)V1. uφx statt αφx 

Die λ orzahl An ist nach diesem

a-=⅛∙⅛) ∙(φa"t5⅛) F(a + h)

und also nach 466

853) A„= ⅛∙(f)"∙( Fn,..(<paΓl. (-A)°F(a + h)

+ F”--^a)""’-(4)'F<a + h)

+ F~ • (<pa)"'"’ ∙ ⅛) F(a + h)

÷.......................................................

65*
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wo die Factoren Fn l , Fn 2 , . . . nach der Vorschrift 467 gebildet 
werden:

834) F,,= ⅛∙( s"∙i∙5

- (s→)∙,*p5∙⅛^
∖ 1 1

P Sll^*+ (s-2)∙'-,-.Lπ-

f

oder (468) nach folgender Vorschrift:

835) F.,.= 2ζl.C(n,s)

Wronski findet Seite 447 für den Fall, wenn p = i und φx=∑∑ι+kx, 
auf einem von unserem ganz verschiedenen Wege, eine Bildungsweise, 
die mit unserer zweiten 835 übereinstimmt, ohne dass das allgemeine 

Gesetz derselben angegeben ist.

(1"-i .=-? \
(√ιr ’ τtr,,,,∙ I
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-E. Entιυi c k elung von F(x + h) nach den Potenzen von 

lg : (l+bx)

Es sei
$. 223.

836) F(x + h)-F(a + h) = Aι. (lg:(i + bx)-lg∙.(ι + b.a))1 

+ Aa. pg: (1 + bx) -lg: (i + b. a)∣a 

+ Aj. pg: (1 + bx) - lg : (1 + b. a)) 3

+.......................................................... ......

Diese Reihe ist ein besonderer Fall von 804, wo

<px = lg:(i + bx) , also d1px = ±-≤L , ‘ = 1 ÷ 1∣x
i + bx (Zφx b . flx

Die Bildungsweise der Vorzahlen ist

A. = * P + 1-. —⅛°Γ(a + h)
“ i““ \ b dal k '

oder nach 471, wenn u = _L +a und Y —F(a + h) gesetzt wird 
b

837) i∙= ⅛∙( "Γ"∙⅛÷∙)'-⅛ti

*f.«......∙⅛÷√∙-⅛ja

+ [1,2,3]'-”. (’ + aj’. * h>

’ b / dSL3

+....................................................................

÷[t,2,3,...,n]'∙-. /* + aj^. £f<a * h) \ 
’h I da' I

Die Vorzahlen können auch wie in 470 angegeben werden. Wronski 
findet Seite 449 ein anderes Gesetz.
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F. Entwickelung von F(x + h) nach den Potenzen von 
(Are : (tg = b + c.x)∖

$. 224.
Es sei

838) F(x + h)-F(a + h) = Ax. (Arc.(tg = b + c.x)-Arc.(tg = b + c.a)) 1 

+ A2. (Arc.(tg~b+ c.x)-Λrc.(tg~b +c.a))2 

+ A3. ^Arc.(tg-b + c.x)-Arc .(tg — b + c.a))3 

+........................................................................................

Auch dieser specielle Fall von 804 verdient besonders gewürdigt zu 

werden. Es ist

839)

840)

φx — Are : (tg = b + ex) und __ 1__ = 1 * Φ + cx)__
dφx, c. rZx

Die Bildungsweise der Vorzahlen geben nach 804 folgende Zeichen an:

a- = ⅛ ∙ ⅛∙ (<ι + (b + c∙a>,) ∙ 4)^ρ<a + h)

Wählt man aber die zurücklaufende Bildungsweise 806

d rnιιa V= A* ∙ c(n J 1) + A2. C(n, 2) +... + A„. C(n , n)

∕ d,φa diφa, y
∖ιlll.da7 ’ ι2l'.da2  ................................... )

so müssen die Elemente, aus welchen die Verbindungen C(n,ι) , C(n,2),... 

gemacht werden sollen, nach den früher aufgefundenen Gesetzen gebildet 

werden, nämlich nach der Vorschrift 415
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∕7,n+j∕7∙n n,κ+ι ∕ rn0l"1

841∙> 1i,.ι,-rfa-,. = -(-)" -φπτ- ∙≈≈" ∙(b+ca)" .(ι+(b+ca)')-- 

+ ⅛*)1ll. 2"-. (b+ca)-.(ι+<b+ca)*)-

+ . i-.(b+ca)"-*.(ι+(b+ca),)-"*

+( ⅛⅛1L . 2"-∙.(b+ca)m-β.(ι+(b+ca)i)-"*∙

+..............................................................................)

oder auch nach 416

842) = (. + (b + ca)')"“- ∙ ≤v ( W" --↑.1,Γ^^ ∙ 0> + θa)"

+ h--∙<^Γ11 .Cb + ca)-

+ (-)"■’ • (b + ca)--1

+.................................................. )

Bei Wronski Seite 461 findet man eine unabhängige Bildungsweise 

der Vorzahlen A , A , A .....I 1 2 ' t 5
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G, Entwickelung der Function F(x + h) nach den Potenzen von 
(x-a), von h und von x; ferner Entwickelung der Function

F(x.+h,x,+h ,..,x +li ) nach den Potenzen von h , lι ,..,hιn.v 1 1 × 2 2√zmm∕ 1' 2 z × uι

$. 225.
Wir lieben diesen sehr speciellen Fall besonders heraus, theils wegen 

seiner grossen Anwendung, theils deswegen, weil er gewöhnlich als 

Grundlage der Differentialrechnung gewählt, und also auch in geschicht

licher Hinsicht merkwürdig ist.

Unmittelbar aus 804 folgt, dass

843) F(x + h) - F(a + h) = (x-a),. d

,1. <FF(a + h)
+ (X a) ’ ',-∙.da- 

+ (x-a) •—

+........................ ......

Diese ist die allgemeinste und bequemste Form; andere Formen er

hält man leicht, je nachdem man x, a, oder h verschwinden lässt. 

Nimmt man z. B. a = o, so wird

844) F(x+h) _ Fh + x . ι-7π-δ-r + x ∙pιr^5∙, + ............
• 7

oder wenn man h und x vertauscht

zx∕,a-x τ,∕ ix τr, i . <ΓF x 1 , d' Fx845) F(x÷h) = Fx + h ÷ h +.............

oder wird h = o angenommen
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846) Fx-Fa = (x-a)* . j⅛⅛ + (×→), ∙ ⅛¾ + ∙ ∙ ∙ ∙

und

o,,~x τ-z x ι d1F(x = o) , <∕2F(x = o)
84z) Fx = F(o) + x . -a,7c^τj + * ∙ ~V∖⅛τ^ + • • • '

$. 226.
Oft hat man bei der Entwickelung in Reihen sich nach der Natur 

der gegebenen Functionen zu richten. Ist z. B. (fy)" = (fφx)n in eine 

Reihe nach den Potenzen von x zu entwickeln, und ist

848) fy = A0.ya + Aι.ya+lb + A2.ya+2b .. ......................

und

y = φx = B0.xh + Bi.xh+lk + B2.xb+2k +...................

so werde fy zuerst auf die ιι te Potenz erhoben

(fy)u = (fy)nfι.y"a + (fy)"f2.y"a÷*b ÷ (fy)nf3 . yna+2b +................

und dann die Reihe y auf die verschiedenen Potenzen na, na+ib,.............

nach der Vorschrift

y,nn+pb __ yna+P1,^j ^(na+pb)b y"a+Pbf'2 j^,na+Γb^ + lk ψ ynn+1'1,f3 j^'na+P1,jll+2k ψ

Es entstehen hiedurch folgende Producte:

849) (fy)n = (fy)nfι. (yna fι . x,,ah + yna fc . xnab+lk + yna b.xnab+2k + ....)

+ (fy)nfc. (y,,a+bfι. x'na+b,b + yna+bf2. x'na+blb+lk + yna+bl3. xtαa+b,b+2k +..,) 

÷ (fy)nf3.(y"a+2bhtχ<nn+2h,,, + yua+2bf2.χcua+2b,ll+lk+yna+2bf3.x'na+2bjb+2k+...)

÷................................................. • •••••••••»••

Je nachdem nun die Grössen a, b, h, k beschaffen sind, werden 

diese Producte sich entweder zu einer allgemeinen Reihe oder in mehrere 

Reihen gruppiren lassen. Es sind hier vorzüglich drei Fälle zu bed

achten :
66
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Erstens ist h — o, oder ist

850) fy = Ao. ya + Aι. ya+lb + Aj. ya+2b +....................

mul

y = Bo + Bι . x,k + B2 . x2k +...................

so ist

(fy)u = Eo +Eι.xlk + Ej.x2k +....................

wo

Ep =(fy)"h.y"'f(p + ι) + (fy)¾.y"rt f(p + ι) +............

Zweitens ist k = h. b, oder ist

851) fy= A0.ytt + Aι.ya+lb + A2.ya+2b +................

und
y “ no. x + riι.x + r>2.x +................

so ist

(fy)∙ = G,.x'-', + G1.x,",tl,', + Gj.x,"*,iλ +................

wo
Gp = (fy)"fι .y" fp + (fy)'f2 .y'"lf(p-ι) + (fy)'f3 .y'""',f(p-2) .. ................

............. + (fy)'fp.y°"'r^,llfι

Drittens ist k= - h.b, oder ist

852) fy = A0.y* + Aι.y-l +A,.y"lb +.............

und
y = Bo.x" + B,.x,-l,k + Bl.y,-,l,u +.................

so ist
(fy)" = Ho .x"λ + H, .x"-*l", + H, .x,"-=l,h +...................

+ H.1.x"***w,+H.2.x""i1λ +................

wo

H = (fy)" h . y” f(p+ι) + (fy)' h. y""b f(p+2) + (fy)' fs. y~’‘ f(p+s) +....
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wo p = o, ι, 2, 3, . . . . und auch = - 1,-2,-3,............ gesetzt werden

muss, und zu berücksichtigen ist, dass y1f(o), yqf(-ι), . . . . = o.

Beide Reihen, wovon die eine nach den steigenden und die andere 

nach den fallenden Potenzen von x fortgeht, bilden nur eine einzige 

Reihe, die weder Anfang noch Ende hat, und deren Mittelglied Λoxnak ist.

227.
Soll eine Function f(xl, x2,............, xm) von mehreren Grundgrossen

x1j χ2> ∙ ∙ ∙ > χn, in θillθ Reihe nach den Potenzen der Zunahmen hι, h 2,...,hn 

dieser Grundgrossen entwickelt werden, so ist das Verfahren folgendes: 

f(x1+h,, x,,...,xm) = f(x.,x1, ∙.∙,xj

i>: d' f∕
+ ^Γ7π^- *F f(χ.>x.> •••>*.)

1

h; d‘
+ ⅛Γf<x.>x.>∙∙∙>x..)

+.............................................................

Nimmt x2 um h2 zu, so geht f(xι, x.,xm) über in 

f(x,,xl + hj,X1,...,Xm) - f(xι, x1,...,x,)

h* dl „
+ ⅛Γ f<x.>x≈>->x")

+ ⅛∙ ⅛ f(*.,*,j∙.∙><)

⅜
+.............................................................

und es wird

66*
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f(xι+h1,x.+h,,xj,...,xm) = f(xι, x,,...,xm)

hl dl h‘ <71
+ ∙ ⅛-x-∙"xj+ ≠ • f<χ.>∙∙∙>χJ

h’; d~ e h‘. h* di .f x h* dz
+ Fπ'⅛J (x∙>∙∙>x")+ ,∏. 11'1∙∙⅛]⅛jf(x∙,∙∙,x") + pf∙ ∙⅛jfcx ,∙∙,xj 
+.................................................................................................................................

Man erhält allgemein folgende Reihe:

853) f(x, + hl, xι + hs,....,xm + hm) =

^β,β.ot • ■ • ■ ÷ -^J,O,O........... ' h, + A,ιβt0t. , , . ∙ h, +..............

+ An 0 .h* + A .hl hl0>lj0>∙∙∙∙ 2 i>l>O>β∙∙*∙ 1 *2

+ A h‘ + A . h* h*O∣O∣1(∙∙∙∙ 3 l,Ojt>∙∙∙∙ 1 3

+....................... + Ao,s,o.......... • hj

+ Ao,............∙hJ h3l

+ ao,o,1,. . . .∙ll3 

+.....................

WO

Jαι+n2 + n3+......................................+nπ,f∕'γ Y γ γ λa — _____ ________________________________________ 1<x.> x2? x.ι-> ∙ ∙ ∙ >X.J
j ................1-*na**3θelu3i......................... ιnu*1*.rfχn* rfx“2 dxui...........dκm

12 3 »«

Soll f(xι j x2,...,xm) nach den Potenzen der Grundgrössen x , x ,...,xι 
entwickelt werden, so wird in vorstehender Entwickelung x — χ —....

Ol 2

= xib = o und X1, x2,...,xm statt hι, lι2,...,hβ gesetzt.
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Ist yι = φι(xj , x1 , . . . . )

ya — <r∕χ1 > χi > ∙ ∙ ∙ ∙)

uncl soll f(yι , yj , yj,....) in eine Reihe nach den Potenzen von xι , xj 

... . entwickelt werden, so kommen hiebei jene Wahrheiten in Anwendung? 

welche in den 76, 77, 78, und 90 gefunden sind.
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,√"

f
i∙*∙ - 7

H. Wenn die Hauptfunctio n noch von einer anderen 
Function begleitet wird.

a) Im Allgemeinen.

228.
Es sei

855) F(x + h) = Ao. (φχ - <£a)°. f°’x

+ Aj.(φx-<pa)1.f ”x 

+ Al.(φx-φa)*.fj,x

+.....................................

Die Reihe wird difFerentiirt, nach jedem DifFerentiiren durch d<px ge

messen, und dann x = a gesetzt. Durch diese Geschäfte entstehen, weil 
für x ~ a

⅛∙⅛l'>-W^-⅛∙∣sf'*

folgende Gleichungen:

856') Jr.∣i,F{a+h)=A,.∣AVf⅛
ι0 ‘ 'dφa∣ ∖dqa∣

⅛'(⅛)'f<∙÷,'>=a- ⅛ ■ ½γ∙∙a-⅛ ■ ½i'1",∙

und allgemein

‘ Λ±V,F(a + h)=A — i —∖°f°,a + A _±_( —∖" fl⅛÷....+A,4r(f"'a 
ι ,∖dφaf v ' °ι,,'U<pa∕ , ι"∙,u∖<Zφa∕ ι0',∖rflpa∕
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welche die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahleil A , A......... an-

geben, und die auch schon Bür mann Seite 39. §. 9 gefunden hat.

Die unabhängige Bildungsweise kann, wie es in §§. 137 und 138 ge

zeigt ist, aus dieser zurücklaufenden hergeleitet werden.

b) Im Besonderen. 
$. 229.

Es sei

857) F(x + h) = A + A, . ⅛x→a)^ 
bι + (px

+ A . (<Pχ-<Pa)^
2 ’ (bi + <Px)(¼ + <px)

+ a .__________ (^x-φa)3__________
(bι + φχ) (b3 + φx) (b3 + <px)

+..........................................................................

In diesem Falle ist

f'1'5x = ___________________ £___________________
(b1 + <P×) (bj + φx) ... . (bp + <px)

und wenn wegen der Kürze

858) ~+ φa = e*∙ und [c- ’ c>’ ∙ ∙ ∙, cΛ"υ = M ",

gesetzt wird, nach 449

1^∙fc⅛) fp,a = H'c∙∙^..........≈f∙tpΓ

Die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen der vorgegebenen 
Reihe ist also nach 855
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859) ⅛'(⅛)'f'∙*,,j= λ∙ ∙∣

- A..,.[n-ι],*,.c, .c,.c,...c..1

+ An . Γn-2T2∖ c1. c . c ... ch z u j *23 n-2

"™" ∙ ∙ ∙ *fβ *•*•••

(-)"■'A1.[ι],-'.c1

Aus dieser zurücklaufenden erhalten wir die unabhängige Bildungs

weise, wenn wir 11 = 1, 2, 3,...,11 setzen, die Gleichungen, welche 

dadurch entstehen, nach ihrer Folge mit

(n-1)-*’ , (11 — i)fn*2> , (n-ιΓ-,.... (∏-ι)">

vervielfachen, alle diese Gleichungen zusammenzählen, und nach unserer 

Analysis Seite 256 N. 413

(n-l),n^q,. [qT°,-(n-ιy^-j∖[qP> + ..-..√-)"-χ11-1)'θ∖[q]'"-<ι> = 0 

setzen. Hiedurch entsteht die Gleichung

«--•. A.= -⅛.(,,-,>...... . ⅛ t...i Jπ.(1,-,r . (j±)⅛ ,t)

oder, weilz /

(n-ι)t"^p, = ( 1 j. . 1 \ ° r>__  0J, ÷ Φa>∙∙∙>k∏-ι + Φa)r l>
'bι+<pa, *,bn,ι + φa' (bι + <pa)............(bjι.ι + φa)

ist, die Gleichung

860) A’= (b, + <fa).∕ (b, + + φa)"'.J1-.^-j'F(a+h)

+ (b1 + <pa,...,bn.ι + <pa)‘l) ._L . -j F(a÷h) 

+.........................................................................

+ (b + <fa,... ,b..l + <fa)'"-".Jπ.^-i.jnF(a+h)j
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Diese Bildungsweise kann in einen besondern Algorithmus umgestaltet 

werden. Es sei nämlich

86t) -lττ.(-±p(a + h)=f(m)

und

862) vn+1f(m) = vnf(m-ι) + (bn+ι + φa).vnf(m)

Setzen wir nun n = o, 1, 2, 3,..., so erhalten wir 

v'fm = f(m-ι) + (bι + φa). fm

V fm — v'f(m-1) + (b2 + φa).v*fm

= f(m-2) + bι + φa . f(m-ι) + (b1 + φa) (b2 + φa). fm 

b2 + φa

v’fm — v2f(m-ι) + (b3 + φa) . v2fm

= f(m-3) + . bι + φa . f(m-2) + (bι + φa) (b2 + φa) . f(m-ι)

b2 + φa 0b+φa)(b3 + φa)

b3 + ψa (1>2 + φa) (b3 + φa)

+ (bι + φa) (b2 + φa) (b3 + φa) . fm

u. s. w., und nehmen wir zugleich m = 2, 3,4,.... an, so erhalten wir 
dieselben Producte, welche aus 859 für Aι, A,,. ... entspringen; es ist 

also

863) An = (bn + φa). v"'1fn

und die vorgegebene Reihe selbst

864) F(x + h) = F(a + h) + fΦ±2lE . (b + φa).
b1 + φx 1 ' '

+ <√gg⅛)∙cb≈+^∙^

(φx-φa)3 _
+ (k1 + <px) (b2 + φx) (b3+φχ) ’ ^3 + ?a)∙ v'f(3)

+.................................................. * • • • •
67
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$. 230.

Wronski hat Seite 496 eine speciellere Reihe, wo φx = x, unter

sucht; er findet für diesen Fall Seite 498 No. 481, aber durch ein von 

dem unsrigen ganz verschiedenes Verfahren, die Gleichung 859 und Seite 502, 

503, 504 die Gleichungen 862 und 863, wenn in ihnen ψx gesetzt wird. 

Ist nicht allein ψx = x, sondern auch bl z= h2 ≈ . . . . = b, oder ist“> f<x÷,,, = A.÷A..(-y+A,.(^j∙t a,.|—)' ,...........
so finden folgende Bildungsweisen statt:

866) (b + a)°. = ⅛r1)°'^^ . a
7 v 7 ι"',<Za" i°“ “

(n-ι)'1^, a
7TTT * '1

+ —TTü----- λ-1

(nzlTll.A
k ' .«-lli 11

und
867) A = J~ ., 1 — . ((b + a)j F(a + h)

ιnl1 (b + a) \ da ∕ v
oder

868) A, = (n^y"'^1. (b + a)" . +.h)
1o∏ < ! ι"l'.da"

. ("-1)'1∙, ∏, + ay-. <Γ-F(a + h)
+ -1-∏. - ∙ <-b + a-> ∙ 1-.∙..da--

. (n^1),,'^ ∏1 + aV-> <f",F(a +_h)
ι=u Γ-1,.(Za"^,

+ . • •••••••••«•
(→"" , (b ÷ a)l .⅛÷h)

+ 1∏-nx∣ < > ii1i, da1

www.rcin.org.pl



531
Die letztere Bildungsweise 868 findet auch Wronski Seite 466

⅞. 231.
Ist die Hauptfunction ψx = x und sind die begleitenden Functionen 

f0,x = 1, f 1,x = (fx)m, Γ-,x = (fx)2m,...., f'p,x = (fx)pm,

oder ist die Reihe für F(x + h)

869) F(x + h) = Ao + A1.(x-a)l.(fx)m

+ A2. (x-a)i. (fx)2m 

+ A3.(x-a)3.(fx)3m

+.....................................

so findet nach 847 folgende zurücklaufende Bildungsweise statt:

S^0) F(a + h) = Ao

fZTCa + h) _A ffay 
ιlll.<Za, ” 1*( '

(Z F(a + h) __ cZ,(fa)m ,f Jm
ι2l,. dai 1*ι,ll.cZa, 2‘

^3F(a + h) __ (ZW . λ ⅜i" a, a ffaV“ 
ι3,,.(Za3 3*ι2ll.<Za3 2*ιll*.<Za, 3‘ '

<ZnF(a÷h) <Z"'W , j, a (Z*(fa)- , Ä
,'~rf“ - ‘ da- +................. + A- ∙ ~-.da' ’ + A",( a)

Aus dieser erhält man, wenn man diese Gleichungen von der zweiten 

an nach ihrer Folge mit

(Zn-*(fa)-n∙m <Z,'-2(fa)^n∙n, cZ0(fa)'nn,
ιn-lll.rZa,,-1 ’ ιn-2l*. <Zan∙2 ’............’ ιθll.(Za0

vervielfacht, die unabhängige Bildungsweise

87,1 A- = ?n-S(<6r':2^i!)

67*
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Die Reihe selbst ist nach diesem

872) F(x + h) =. F(a + h)

_ (x-a),. (fx),'" d0 ∕ffav,.m JF(a + ħ)y 
ι,u ’ Ja0 Γ ' ’ Ja )

(x-a)l. (fx)i'm J1 ∕ m JF(a + ħ)⅛ 
+ ι2lx * Ja1 Γ ' ’ Ja /

h (x~^a)3∙ (fχ)κm dz ∕(fa'.3 .m JF(a + h) | 
i3U ’ Ja2 \ * Ja I

+ •■••••...................... .....

fx = ~ , so ist
ix

F(x + h) = F(a + li)

2_ ∕ x~a ⅛ ‘ _£_Z('fiV ” dp(a ÷ kλ ι,,,'I(fx)7' da’ V1 ’ da ) 

i ∕x-a∖2 d, l,fv.a JF(a + h)\
+ 7ττ ’ ((5)7 ' ÄF V } ' dT~ I

+ . ..............................................................

$. 232.
In dem besonderen Falle, wenn

Fx = (fx)n.ψx
ist für h — o und a =3 o

874) (fe)∖ψx = ((fx)∖¼)x.0

÷⅛∙(⅛)'⅛(<,^>'∙∙4(w'7)

∖ ∕x=o

*⅛∙l(⅛)'∙⅛((fa>,'∙i(<h>∙∙^)

’ * « 0
÷ . . ..............................................................

oder ist

873)
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Ist

fx = a + aι.x, + aj.xl ÷.................

und

ψx = bo + bι.x* + ba.x3 +...................

so finden wir vermittelst der Gleichung 48 Seite 66 unserer Analysis fol

gende Entwickelung:

875) (a + aι. x* + aa. x3 + . . . . . (b0 + bι. x, + b2. x3 +....) =

_ (P.on)fι ,χ∖,
- 1. ∙',Q'7

+ n + i. m ’J Q” )

(Γ.(,)",'∙"'jb / x i-
+ 11 + 2 . in ( Q“ I

+.....................................

wo P = n . bo ÷ (n + ι . m) . bι. x* + (n + 2 . m) . bj. x1 +...............

und

0 = ao + aι. x, + aa .xl +................

Wir überlassen dem Leser die Hferleitung dieser Reihe.

Ist

P = ι und 0 — a + bx

so ergibt sich aus beiden die Entwickelung des Binomiums, dessen wir 

Seite 31 erwähnten.
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c) Wenn die Hauptfunctionen verschieden sind.

6. 233.
(

Es sei

876) F(x + li) = A„.f'”x
+ A,.f',x.(φ,"x-φ'1,,a)

+ A, .f,,lx. (φ'l21x - φ',≈,a) (φ,1≈,x - φ,2,,a)

+ A,.f ”x . (φ'.s,x-φ,∕,a) (φ'1,'x-φ2*,a)(φ',>'x - φ"⅛) 

+.................................................................................................

= A0.ψ0x + A,.φx + A1.ψlx +...............

Da für x — a und für q < n auch immer

ffψιιx 
dxq ~ θ

so führt ein mehrmaliges Dilferentiiren dieser Reihe zu der zurücklaufen

den Bildungsweise der Vorzahlen

87z)
d"F(a + h) _ Ä d"ψ0a a d"ψ,a a d"ψna

~ 0 * da" . 1 ’ da" ” ‘ * n ‘ da"

welche auch Bürmann Seite 37, §.7 findet.

Diese zurücklaufende Bildungsweise findet ohne weitere Abänderung

auch statt bei der Reihe

878) F(x + h) = A0.fθ,x

+ A,.Γ,x.(φ,*,x-φ'*1a)

+ A2. f ”x. (φ",x-φ',,a) (φ1,,x-φl2,a)

+ Aj.f',,x.(φ'"x-φ",a)(φ'≈>x-φ',,a)(φ',,x-φ,s'a)

+...........................................................................................................................
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VI. Entwickelung einer Function nach den Potenzen einer anderen Function, wenn die Elemente beider Functionen durch eine Gleichung gegeben sind.
A. Untersuchung über Gleichungen.

234.
Wir fangen diese Untersuchung mit einer Aufgabe aus der Theorie 

der Gleichungen an, welche wir, weil sie nirgends so vollständig ge

löst ist, als unser Zweck es verlangt, als Vorbereitung zum Folgenden 

hier aufnehmen müssen.

Die Aufgabe ist folgende: Es sei

879) o = Ao + Aι.xl + Aι.x2 + ..........+ An.xn.

Man entwickele xn+m nach den Potenzen von x0, x', x1,...,xn'1 

oder man bilde die Vorzahlen der Gleichung

880) x"+m=E0 + Eι.x1 + E2.x2 + ... + Eu.ι.xn-1

Wir nehmen eine Gleichung vom raten Grade an

881) o = Bo + Bι.x* + Bj.xi + ... + Bω.xra

vervielfachen diese mit der vorgebenen 879

o = A0B.+AcB,.χ∙+A0B,.x= + .... + A„., Bm. x”"" + A.B..x~* 

A, B„ A.B. A„ B„.,

A.B.
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Dieses Product wird mit

o = Eo + Ei.x1 + E2.x2 + ... + En.ι.xn', - x"+“ 

identisch sein, wenn 

882) - ι = Aa Bnι

θ = ⅛a-t + An β∏t-1

θ = Au-2 + An-i βm-1 + AU βm-2

und wenn

883) Eo = A0Bθ

E = Ao B + A B

E = A. B. + A. B. + A. B,

E..1 = A„ B„_, + A, B,,.1 + A, Bn., + .... + A,.1 B„

Die Gleichungen 882 gehen die zuriicklaufende Bildungsweise der 

Grössen Blu, B an; die unabhängige ist

= * ⅛

P   1 j^∙n-2 j^n-lB~ - + ÄT - "AΓ^

P _ j^-∏-a   ∙^-n-ι ∙^∙n-2 ,+, ∙^∙∣ι-2 -^n-ι j^^ιι-ι jV,., A-1, _ 1
u*-3 ”■ ^aγ a3 X;au u

und allgemein
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884) Bp = - A;‘ . C(o . u-m+p,o)

+ A∕ . C(ι. n-m+p,ι)

- A;3 . C(2. n-m+p,2)

(-)n,"p+1 A"u+r^*.C((nι-p)(n-ι), m-p)

( ^^n-i j ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ j ∙^n-m+p )

Nach 882 und 884 werden die Grössen Bo, Bj. . . . aus den Vor

zahlen Aθ, Aι,. .. . der vorgegebenen Gleichung 879, und aus diesen 

Grössen die Vorzahlen Eβ, Eι,............... nach der Vorschrift 883 ge

bildet. Die Gleichungen 882, 883, 884 losen also die vorgelegte Auf

gabe.

Werden die Grossen Bo, B1,...., deren Bildungsweise 884 angibt, 

in 883 eingeführt, so entsteht diejenige Gleichung, welche Hauber in 

den Comb. Samml. 2 Bd. Seite 235 zuerst auf einem Wege gefunden 

hat, der sehr verschieden von demjenigen ist, den wir hier eingeschla

gen haben.

$. 235.
Nachdem wir das über diesen Gegenstand Bekannte vorangeschickt, 

gehen wir zu demjenigen über, was wir selbst gefunden haben.

Für unseren Zweck ist es nützlich, die vielen Producte, aus welchen 

die Vorzahlen Eo, Eι, E2,......... zusammengesetzt werden, nach den Po

tenzen des A zu ordnen. In dieser Hinsicht bemerken wir-, dass in B 

nur dann Ao Vorkommen kann, wenn p = m-n oder wenn p < m-n. 

Findet diese Bedingung statt, so ist

68
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Q01“*

C(qn-m+p,q) = . C(q. n-rn + p, o)

*1-1

(Aβ, Aι,,..,An.1) + 5_iT_.Aj-1.C(q.n-m + p, 1)

+ -^n~-Ao':i-C(c[-n-m + p,2)

÷.............................................................

qn-m+pl-i

+ qι,1n-m⅞T7 ∙ A J"qn+m^p . C(q. n - m+p, q. n - m + p)

(A1, A2j , . . ., An.,)

Hiedurch erhalten wir folgende Bildungsweise der Hülfsgrössen

B.>B.,.............

885) B(. = (p)0.A° + (p)1.AJ + (p),.Λ= + .... + (p),,.p. Ao"^''

wo

886) (p), = (-)”■ . A;-‘.C(Sn-m + p,o)

+ (-)'•* ⅛^.Ar≈.C((s+ι)n-m + p,ι)
1

+ (-)s+3 (s+ι⅝- ∙ aΓ^3 ∙ C((s+2) 11 - m +p, 2)

+ . ,............................................................
+ (-)∙*^∙⅛±⅛p.A.-l-.C((s +k) n - m + p, k)

+........................................................................................................................................................................................

_ r>λm^p^sl^1
<-)"-t*,^‰-.AΓ*r-,.C((m-p)n-m+p,m-p-s)

(A1, Al, . . . , An.l)

www.rcin.org.pl



539
Die Bildungsweise der Vorzahlen der Gleichung 880} welche wir 

suchen, ist also folgende:

887) E = M'tp.A° + M'1,.A* + M°υ.Ai + .... + M'q,.Am∕<ι ou1020 m a
WrO

888) = (q)t., + (q-ι)l. Aι + (q-2)t.Λ1 + (q-3)t. A1 + ... + (0)lι. A

$. 236.
Alle diese Gleichungen 882, 884, 885 geben die Bildung der Uülfs- 

grössen Bo, Bι,.... aus den Vorzalilen Ao, A1,.... der gegebenen Glei
chung 879, die, wie bekannt, aus den Wurzeln dieser Gleichung zusammen
gesetzt werden. Es müssen also auch die Hiilfsgrossen B, mithin auch 
die Vorzahlen Eo,Et.... der Gleichung, die wir suchen, aus den Wur
zeln der vorgegebenen Gleichung gebildet werden können. Um dieses 
Verfahren kennen zu lernen, nehmen wir an, dass die vorgegebene Glei

chung aus folgenden Wurzeln zusammengesetzt sei :

889) o = Ao + Aι. xt + A, .x2 + .... + An l. x,1^1 + x"

= (χ-a1)(χ-a2)(χ-a,)........ (χ-a∏)

wo die Vorzahl von x" nämlich An = 1 gesetzt ist, welches die Allge
meinheit der Untersuchung nicht stört, weil jeder Gleichung diese Form 

gegeben werden kann.

Es ist nach unserer Analysis Seite 254 N. 412

0 ^— A„.„
+ An-p+l ’ taι ? a2> * ’ ’ > anl ’’
+ An-p+2 , K ? a2 J , , > a∏l
+ ............................................
+ A... . [a., a,,...,aJ"->

+ [aι, a1, .. ., an] p'
68 *
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Verbinden wir diese Gleichung mit jenen in 882, und setzen p = j, 2,.., 

so erhalten wir eine neue und merkwürdige Bildungsweise der Hülfs- 

grössen, welche von den vorigen sehr verschieden ist:

890)

Für unsere Aulgabe: aus der Gleichung

o = Ao + Aιx, + .... + All.ι x,,'1 + x"

den Werth von xn+m durch x0, x1, x1,..., x““‘ darzustelleu, haben wir 

also mehrere Wege aufgefunden, die zum Ziele führen; man kann näm

lich die HülfsgrÖssen Bθ, Bι,...,Bm entweder nach der Vorschrift 882, 

oder nach 884 oder 885 oder 890, und zuletzt die Vorzahlen Ej, Eι,.., En,ι 

entweder nach der Vorschrift 883 oder nach 887 bilden.

$. 237.
Diese Untersuchung gibt uns Gelegenheit zu einer neuen, für die 

Theorie der Gleichungen sehr wichtigen Wahrheit, die wir noch nirgends 

gefunden haben, nämlich:

891) Jede Gleichung, in welcher nach der höchsten Potenz 

von x mehrere Glieder fehlen, ist aus zweien Gleichungen 

zusammengesetzt, muss sich also auch wieder in diese zer

legen lassen, deren Vorzahlen so beschaffen sind, dass die

B,, = - ι

B„-, = - [a., a>>∙∙∙,a.Γ" 

B„-= = - [a.>a,,∙∙.,a.]'''

Bn,.* ≈ — [a, > a,> ∙ ∙ ∙> au]

B„ = -[a,,a1,...,a.]'"'
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Vorzahlen der einen Gleichung die geordneten Verbin
dungen mit Wiederholungen aus den Wurzeln der anderen 
Gleichung sind. Oder die Gleichung

xn+m + En.ιx""1 + En.,xn'2 + ....+ Eιx1 + Eo = o

ist entstanden durch das Vervielfachen der GleichungenX" + An.,.x"-* + A,.s.x"^, +.... + A,.X* + A„ = o «
und

xM + Bω.ι.x"^1 + Bm-jxmi +.... + Bt.x* + Bo = o /3

wo Bo, Bι, Bι,...., Bra,l die geordneten -Verbindungen mit 

W ie derholungen aus den Wurzeln der Gleichung α sind, 

so dass, wenn aι, aj, . .., aιι die Wurzeln der Gleichung « 

sind, oder wen n

(x-aj (x-aι) (x-aj) .... (x-an) = o 

ist, die Vor zahlen der Gleichung /3 sind

B>,,-ι = + [a, ) a2 >∙∙∙∙> aJ1
B∏1-2 — + [a i 5 a2J∙∙∙∙jan]^

Bm-. = + [a,> a2>∙∙∙∙>aJ*

Zum Beispiele die Gleichung

x6-63 x1 + 62 = o

lässt sich in zwei Gleichungen

X1 —3.X + 2 = 0

X* ÷ 3.x’ + 7.Xa + 15.X* + 31 = 0

zerlegen; die Wurzeln der ersten sind ι und 2, und die Vorzahlen der 

anderen sind die geordneten Verbindungen mit Wiederholungen dieser 

beiden Wurzeln, nämlich
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3=1 7=1.1 15=1.1,1 31 = 1 . 1 . 1 . 1

+ 2 +1.2 +1.1.2 +1.1.1.2

+ 2.2 +1.2.2 +1.1.2.2

+ 2.2.2 +1.2.2.2

+ 2.2 . 2.2

⅞. 238.
Wir wollen diese Untersuchung mit einem einzelnen Falle beschliessen, 

und n = 2 annehmen; oder es sei892) x2 + Aι.x + Λθ — o
Man sucht

x",+ 2-E .xl-E = o oder xα'+1 —E + E .x1

Die Auflösung dieses speciellen Falles ergibt sich aus 887, und ist893) e„ =(-)—(a; a; - a;-=a: + a;-‘a; j
e,= (-)-(aγ∙ - ^2 a:-a: + a; - ^-aγ,a⅛...

Kramp hat in seiner allgemeinen Arithmetik vom Jahr 1808 diesen 

speciellen Fall behandelt, und Seite 401 N. 626 dieselbe Bildungsweise, 

welche hier 893 angibt, auf anderen Wegen gefunden.

Setzen wir noch Ao = i und A = - 2.cos:a, oder nehmen wir 

an, dass

894) x2 —2.cos:a.x + ι = o

so finden wir nach 893, dass

g05) χm+1__ χ sin (m + 2)a sin (m + i)a
sin a sin a

Diese specielle Wahrheit fand Euler im Jahr 1779, sie wurde aber in 

den Schriften der petersburger Societät erst im Jahr 1809 Seite 23 bekannt 

gemacht.
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B. Entwickelung von xh nach den Potenzen von z und 
x, wenn z = Aβ + Aι.x1 + Aj.x2 + . . . + An.xn

239.
Diese Aufgabe können wir, nachdem alle Vorbereitungen vollendet 

sind, jetzt mit Leichtigkeit lösen. Wir setzen in der Gleichung 887

Aλ — z statt A 
θ 0

und für (Ao-z)b die Producte

Abll-l L2l"1 Kl1",
A 1>-J _1 , ∙*-, Λl)-2 „2 f \1) -O . 0 b

_ —__ . Ao . z + —.— . A . z - . . . (-) —— . A . z
o . lll 0 211 O ∖ ∕ j,bll 011 1

Wir erhalten folgende Reihe:

896) Eq = N^’-N'/.z* + N'1,,.za-..+ ... (-)mN^.z1

wo

897) aW⅛⅛ak+⅛2ak+...+⅞2aγm2'
und folglich aus 880 die verlangte Entwickelung

χ.÷^ _ Nζ0,-N'",. z, + Ni1λ,.z,- ...

+ x,. (n^,-N,∕'.z, + N,jll.z,- ... 

+ x3. (n,.',-N',".z, + N'11'.z,- ... 

+........................................................

. (-),-reι.z"

. (-)"N",.z"∙) 

• (-)"NL''.2-)

898)

+ x"^,. (n,∕^*,-N,1∙∙*,.z, + N'1-,.Z, - Nm"^,,.z")
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La place hat zuerst diese Aufgabeinseiner Theorie analytique des 

probabilites. 1812 von Seite 19 — 25 behandelt. Unsere Auflösung, die 

wir hier gegeben haben, hat nichts gemein mit jener des Laplace; auch 

das Resultat ist verschieden; denn nach Laplace muss man die Wurzeln 

der Gleichung vom n teil Grade kennen, welches aber unser Resultat 

nicht voraussetzt, worin alle Geschäfte vermittelst der gegebenen Vor

zahlen Aβ, Aι, A2,...,An bewerkstelligt werden; auch ist hier nicht 

nöthig, zu untersuchen, ob gleiche oder ungleiche Wurzeln Vorkommen.

$. 240.
Von dieser Entwickelung können wir gleich zu einer anderen über

gehen, wo die Producte nach den Potenzen von (x-i) und von z geordnet 

sind. Setzen wir nämlich

x’= (1 + X-.)’ = 1 + i_ . (x-ι)' + 1_ . (x-l), + . . . .

und zur Abkürzung

899) ‰r∙jv∕,= (q,⅛

so erhalten wir folgende Reihe:
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Diese Herleitung ist verschieden von jener, welche Laplace Seite 33

gibt. $. 241.
Wir gehen zu einer dritten Entwickelung über, setzen in 898

xh= Ph∙*-= , +h'∙(⅛ιχ), . h,.(lg!x)≈
-r *lll + ——— + . . . . 

und erhalten folgende Reihe:901) x + = [o,o].(]g:x)°.z° + [0,1]. (lg:x)°.zl + [o,2].(lg: x)0.zs + ....
+ [1>°]∙(⅛∙,x),.z0 + [ι,ι].⅛x),.z, + D,2].(lg.∙x)1.zi + ....

+ [2,0]√⅛ = x)1.Z° + [2,l].(⅛x)l.Z1 + [2,2].(lgiX)j.Zl + ....
÷∙∙∙∙∙ ••••.. •• •• •••••

Eine ähnliche Reihe findet Laplace Seite 35.

69

900) x"" = (x-ι)°. + z°. ((o,o), + (ι,o)0 + (2,0)s + . . . + (n-ι,o)o)
-2'∙ ((<M). + (>,>)0 + (¾<λ + . . . + (n-ι,ι), )

+ ∙∙∙∙∙∙∙∙....β
(-)"'z"'. ((o,ιn), + (ι,m)0 + (2,111), + . . . + (n-ι,m)J

+ (x-l),.+Z°. ((l,θ), + (2,θ), + (3,θ), + . . . + (ll-l,0)ι )
-Z,. ((l,l), + (2,l), + (3,1)1 + . . . + (u-l,l)ι )

+............................................................................................∙∙∙∙∙∙*∙
(-)'"zn,. ((1,m)1 + (%m), + C%m)ι + . . . + (11-1,m)1 ) 

+ (x-l)’. +z”. ((2,0), + (3,o)s + (4,o), + . . . + (11-1,0), )

-z'∙l(V), + (≈M), + (¼l), + . . . + (n-ι,ι), )

+ ............................... ......
(-)mz". ∣(2,m), + (3,m), + (4,m), + . . . + (n-1,111),)

+..........................................................................................................
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6,. E ntwickel u n g von F(x + h) nach den Potenzen v o n 
φz, wenn i — Λo ÷ Aιxl + A,x: + .... + A11,ιxo"' + xu

242.
Um dieser Entwickelung die grösste ADgemeinheit zu geben, nehmen 

wir die Functionen

f1,x , f’-’x , f3χ, . . . .,f"x

an, die nach Willkiihr gewählt werden können, und zwar eben so viele 

als die gegebene Gleichung

o = - z + Ao + Aι.x* + A2.x1 + ... + An.1 .x"', + x"

= (x-xι)(x-xj)(x-x3)............ (x-xj

Wurzeln hat. Wir zerlegen F(x + h) in diese Functionen, so dass 

902) F(x + h) = Xι .f,'x + Xj.f2,x + Xj.f3,x + ... + Xn .fnlχ

Die Vorzahlen dieser angenommenen Gleichung werden durch Ein

führung der obigen Wurzeln gewonnen, wodurch n Gleichungen ent

stehen ,

F(x, + lι) = X,.f'xl + X,'.f*,xl + ... + X .f"x, 

F(x, + h) = X,.f*,x, + X..Γx1+ ... + X, ,f” x

F(x„ +h) = X, . f'x. + X,. f ’ x. + ... + X . f 'x. 

aus welchen Xι, X,,..., Xu eliminirt werden.

Diese Vorzahlen sind Functionen von x , x ..... x1 / 2 ’ / »
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69*

903) X, = 4√χ,, x,, . . . , x,)

Xj -  Ψ.(x, > X2> ∙ ∙ * > xa)
X,. = Ψ.(x,, x,> ∙ ∙ ∙ > X.)

können also in Reihen entwickelt werden nach den Potenzen von ψz, 
so dass

X, = X,∙, + X',".(<pz)' + X∞(φz)> + .... 

wo

904) χ∞ = -L.(-jL) ψq(x,,...,x.)

und zj der Werth von z ist, welcher bewirkt, dass φzι = o.

Bei diesem Differentiiren kommen die Differentiale von xj, x„,. ..,χ 

in Hinsicht z vor; man erhält sie aus der vorgegebenen Gleichung, nämlich

1 = (,.Al +2.Λ,x∙ + 3.A,x∙+... + n.χ-j.^

folglich, wenn zur Abkürzung

1A1 + 2A1.x, + .... + n.xn', =
gesetzt wird,

dx   1
dz τrx

mithin

d2x_ d / 1 \ _ d / 1 \ dx _ / 1 d/i
dz2 dz∖7rX-' dx∖7rx) dz \ zr x dx / 71 x

. dJ x _ /1 d \3 1
dzi \ zrx dx ] zrx

und allgemein

dmx _ ;' 1 d ∖m-t 1
dzn, \ 7: x dx I zr x

www.rcin.org.pl



548
Wird nun x=xp gesetzt, so wird

905) ≤⅝ = ( 2_ . jt V'" 2_ fiir 2 _ z
rtz ∖ πχp rixp I τrxp

Die Reihe, welche hiedurch entsteht, ist

906) F(x+h) = (X'l0,.f1,x + X'j°'.f=,x + .... + X7,.f",χ).(φz)∙
+ (x,ιn.f⅛ + x,,".f=,χ + .... + x^,.f">χ).(φz)∙

+ (X),,.f,x + X,1*,.f1,x + .... + x;”. f-’x). (φ2)≈

+......................................................................... .... .

Diese Auflösung gibt zuerst Wronski Seite 58.
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THEORIEt

DERWIEDERHOLENDEN
FUNCTIONEN.

Erste Abth e i 1 u n g.

I. Unterschiede und Differentiale.
243.

Die Unterschiede befolgen das Gesetz des Vervielfachens; bezeichnen 

wir das Zunehmen der Grundgrösse x uni h durch

f(x + nh) = □ ’ fx

so ist nach den früheren Untersuchungen 

θθ7) ∆^n fx — (□ - ι)"n fx

□ '“fx = (l + ∆)"n fx

und bei Functionen von zweien veränderlichen Grossen 

9°8) ∆u f(x, y) = ( □ x Q r - ι)n f(x, y)

∆nf(χjy) = (δx + ∆y □ Jnf(χ,y)
und
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909) □∙f(x,y) = (ι +∆, ∆y)"f(x,y)

□ "f(χ>y) = (D,∖-π,)‰y)

Die vierte Gleichung folgt aus der dritten, wenn ι + ∆x statt □ x und 

ι+∆y statt 0 gesetzt wird, und so auch die sechste aus der 5ten Glei

chung. $. 244.
Die Differentiale befolgen auch das Gesetz des Vervielfachens, und 

es ist

910) <i"f(x>y) = (⅛ + d7)"f(x>y)

oder bei mehreren Grundgrössen

911) rf f(x1,x2,x3,. ..,xm) == (d1 + d2 + d3 + ... + dnι)"f(x1,x2, ∙∙∙>xιn) 

Wenn die Grundgrösse um li wächst, so kann die Entwickelung der

Function durch folgende Zeichen angegeben werden:

245.
Nach diesem kann der Unterschied auf folgende Weise durch Dif

ferentiale dargestellt werden

912) f(x + h) = &

und bei mehreren Grundgrössen

913) f(x, + h1,x, + hj,...,xm+hJ = ( -Jπ ^lιι.<∕ι+lι,.dj;+... +lι..<Z.j

+ —, ^h,. d, +h1+h.. rf.) 

+ ^∏-(h,∙d,+ll.∙d. +∙∙∙ + h~∙⅛j

1 +...............................)f(xl,x2,..,x.)

oder /
∕ h .d +...+h .d \= ie ■ ‘ - “| f(x,x1,...,x.)
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914) . ∆fx = (eh,t1) fx

und

M5) H⅛,x,..,x.) = (0''-'i∙tl∙",' ÷∙∙'*l--∖,)f(x.,x.,...,x.» 

Auch die höheren Unterschiede lassen sich auf diese Weise angehen;

denn

ι h,.d' ι h2. d2 f i h3. di .
∆, fx = —r . —  ix + —r .-------- fx + --------  fx + ιll* dx, i2U dx2 ι3l' dx3

also

∙w- ⅛∙(⅛'*f"⅛√⅛'∙t"*⅛∙(⅛Λfc *................

= ⅛⅛θ¼∙∣⅛r)'fc÷l⅛r)'6*......... )

÷7M⅛)U∙(⅛H⅛(V)'fc*......... )

+....................................................................................................................

/ l ∕h.d∖1 ι ∕h.d∖2 ι ∕h.d∖3 ∖ r
- (τi7'∖^*H + 7π7-t) +7π∙hr7 + ∙∙∙∙)fx

oder ∆'fx = | \ fx

und so auch allgemein
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’“> -∙<HΛ√⅛)'÷⅛√V)÷⅛∙(⅛)'*∙∙∙)'fc

= C∙,,.,)'fχ

= (e∙,1∙(⅛γ)'÷e''1∙(⅛Γ'*k-,∙∙(⅛)'"÷-)'*
wo Enfι, Enf2,.... nach den Vorschriften zu bilden sind, die wir in 
der dritten Abhandlung unserer Analysis gefunden haben.

Eben so ist bei Functionen mehrerer veränderlicher Grössen 

917) < ∆>y f(x, y, z) = (eh∙d'.1)"(ek∙d'.1∩es'd,-1)⅛.y,z)

hingegen

91S) ∆βf(x,y,z) = ^θh.dx + k.dy + s.d1~ J f(x,y,z}

Diese Gleichungen gelten nicht allein fiir das bejahete sondern auch 

für das verneinte n. Damit aber dieses gehörig begründet werde, so legen 

wir die Reihe

„ ι ∕h.d∖l e i ∕ h. d < ri,x = T-∙⅛fx + 7^∙⅛ fx+..........

zu Grunde, und nehmen von ∆0den Rückweg zu ∆~, dadurch, dass wir
in ihr < -⅛∙* j ∆^,fx statt fx einführen 

\ Z

∕Mf fx = Jr.Λ- fx + -L. ∕-h≠V Λ- fx + √ιr. ∕-≠j Λ-'fx+ .... 
1 <ix I ι," ι l (ix ∣ 1, ' . \ <ix /

Wir erhalten hiedurch eine Reihe

i-fx= * ∕Jk^ι'i-'fx--L(ħι^fi-'fx-....
\ (ix./ ι ' \ dx / i’‘ \ <ix /
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welche zugleich das Gesetz in sich aufgenommen hat, nach welchem die 

übrigen Glieder von ∆", befreiet werden müssen. Wir erhalten nach ihr

i-fχ=M,fχ- * .⅛, ∣⅛^*fx-JL.(-fA"fχ-Λ∙l-iV'fx-J 

VM ι2l* dχ^ W ι2l* w l311 ∖dχ∣ J

1 ∕hfZ∖2 .1 r i ∕hd'3-T^∙fc)4 fχ-r^∙U δ fχ-∙∙∙∙∙

oder

Δ-,fx=∣!^∣ 'fx- ’ ∕⅛,fx-2r ∣J⅛ ∆"fx-Jr ∕½,Δ-fx-....
'rfx∕ e'∙∖dx∣ i“‘ ∖rfx∕ i“‘ '<&/

11 11
7 lll* 4 2I1 2l 1 • 3l I11 11

Durch dieses Einführen der zuerst gefundenen Reihe ist das zweite 

Glied von ∆~* befreiet; eine Wiederholung desselben Geschäfts wird auch 

das dritte Glied von ∆'1 befreien; wird nämlich die erste Reihe für 

∆^1fx in die letztgefundene Reihe eingeführt, so wird

∆-fx=d~ι ,fx-2 ∕⅛,fx-Λ- (⅛Vfχ-A- l’i-fx-....
∖d×∕ 1 ,∖c∕x∕ 1 ∖rZx' 14 , ∖rfx∕

11 11
+ ~m,~ ÷pΓ1∙pΓ1

1 1+ γ7Γ,∙j-iT
1 1 1

-pπ∙^r√1-X

Bei der Einführung der ersten Reihe erhielt das zweite Glied die

Union JL , und die folgenden Glieder Unionen und Billionen. Bei der

zweiten Einführung der ersten Reihe wurden im vierten Gliede die noch

fehlenden Billionen ergänzt, und es traten die Ternionen hinzu. Das 
70 *
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»täte und unabänderliche Gesetz, welches bei dieser Bildung herrscht, 

wird bei dem (n+ι)ten Gliede alle Unionen, Binionen, Tcrnionen,..., 
zitionen zur Summe n+1 aus den Elementen

111
jjll , jlil 5 J4tl , • • • •

herbeiführen, und es wird sein

—(⅛)'fx-c^ (⅛),fx-........

+C(2,2) +C(3,2)

- C(3,3)

(
111

....... -.............. )
1 , 2 , 3 , . • • • •

oder in anderen Zeichen

*>*∙* = Gmw÷⅛∙(⅛γ÷⅛<)'*∙∙∙y, *
Wird wieder ∆',fx statt fx gesetzt, so wird

i' fx = (⅛∙ (⅛) +^∙(⅛f +...............)fx

Die Wiederholung dieses Geschäfts führt zu der allgemeinen Glei
chung

920) i-fx = (⅛∙(⅛) +⅛∙(⅛)' +............... ) fx

oder in anderen Zeichen

h. d

∆-fx =
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φ. 246.

(li d \*—j— i durch ∆", ∆n+1,.... darzustellen.

Wir linden diese Reihe leicht, wenn wir die Reihen

r fx = < Wfχ÷fe≠ ∕^Γfx√2i⅛2≠ ∕⅛""fx + .... 
∖dx∕ (n+ι) ∖c∕x∕ (n+ι) ∣dx∕

l-.r _ ∕wχ js2>∙∙,n+<],,yωΓf. ...
δ fx- ∖⅛) x+^0^y- (<*J tx + ••••

∕h6Z∖n+ar4-fχ= (⅛) fx + ....

nach ihrer Folge vervielfachen mit

ι (ι,..,ny (i,..,n+i)u> (i,..,n÷2)<3i
(n + ι),1* , (n + ι),u , (n+ι)3lt >••••

und von der Gleichung 417 Seite 261 unserer Analysis, wenn in ihr m = o 
und q~ n-i gesetzt ist, Anwendung machen; wir erhalten folgende Reihe:

921) ∕L⅛"fx== A"fx- (1 ’'',, 7'1.⅛**, fx÷ ',, ’ n^l^ ------ -- - - -
∖dx,∣ (n+ι),1* (« + !)

Diese Bildungsweise lässt sich nach §. 54 unserer Analysis auch durch 

folgende Zeichen bemerkbar machen:

922) (⅛7pi= (t - 7 ÷ 7 - 7 +••-••>= (⅛=0÷A))-fe

$. 247.
Zu allen diesen Wahrheiten von 907 — 922 hat schon Leibuitz, 

der Erfinder der Differential - und Integralrechnung, in einer Abhandlung 

(Symbolismus memorabilis calculi algebraici et infinitesimalis in compara- 

tione potentiarum et differentiarum....), welche sich in den Miscellanea
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berolinensia befindet, und in seinem 18ten Briefe (commercium epistolicum) 

die Idee angegeben. Joh. Bernoulli macht von ihnen (I4r Brief) einige 

Anwendung. Aber vor allen hat sich Lagrange (in den Denkschriften 

der berl. Academie vom Jahr 1772, gedruckt 1774) um diesen Gegenstand 

grosse Verdienste erworben, indem er die Idee von Leibnitz wτeiter aus

bildete, wovon die obigen Wahrheiten die Ergebnisse sind. Man findet 

dieselben Wahrheiten später bei La place, Prony, Ser v o i s, Lefran-

cais, Kramp und Tr all es. Wir wollen zu diesen Wahrheiten eine*
neue hinzufügen, die wir vermittelst der Gleichung 875 gefunden haben, 

sie ist

923) Λ"fx= " . E"fι .
n dx."

n ιf.-..⅜ d-*'A1 "fx 
n— ι.m dnn+l

+ n -. E'"≈∙mb . d"'A’— 
n-2.m rix

.. ................................... ...... . • •

wo E = / J_ _J_ _L_ . . . \
∖ι*u ι2l* i3l‘ /

Diese Reihe entsteht nämlich aus 875, wenn sie mit x vervielfacht,
■r, __ __  h • d ∣I = l , x ~ ----- und

ctx

n __ i ∕h.cb1 l /h.d *
q- f⅛ + ∏∏⅛) + ,

gesetzt wird.
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11. W ie der hole n de Functionen, 

wenn yfx — f(x + h)-a.fx zu Grunde gelegt wird.

248.
Der Unterschied einer Function fx

f(x + h) - fx

ist nur ein einzelner Fall eines viel allgemeineren Algorithmus, der ent

steht, wenn nicht fx sondern ein Vielfaches von fx abgezählt wird

f(x + h)-a.fx

Bezeichnen wir dieses Geschäft durch den Buchstaben 7, so dass

924) γfx= f(x + h) —a.fx

so ist
7(7 fx) = γ*fx— f(x + 2I1) - a. f(x + h) - a (f(x + h) - a. fx)

oder
γafx = f(x + 2h)-2.a,.f(x + h) + a1. fx

und so auch

7(71fχ) = 73fx = f(x + 3h)-2.a',.f(x + 2h) + a,. f(x + h) 

- a.(f(x + 2h)-2.a1.f(x + h) + a,. fx )

oder
γjfx= f(x + 3h)-3.a1.f(x + 2h) + 3.al.f(x + h)-a3.fx

und allgemein

925) 7" fx = f(x + nh) - ‰-.a1. f(x+(n-ι)h) +!Lγ-.ai. f(x+(n-2)l1)-...(-)uau.fx

Das Hauptgesetz, welches bei ∆ vorkommt, gilt auch bei dieser allge

meineren Function. Besteht nämlich die Function fx aus Theilen
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fx = f X + f2x

so ist es gleichgültig, ob das Geschäft, durch y vorgestellt, bei der un- 

getheilten Function fx, oder ob es bei den einzelnen Theilen f x , f x ab- 

gesondert vorgenonimen wird. Denn

yfx = y(fιχk + f2x) = (f (x + h) + fa(x + h))-a.(fx + fjx)

= (f∕x + h)-a.f4x) + (f2(x + h)-a.f2x)

oder es ist

926) yfx = yf1X + yf x

Dieses Gesetz folgt unmittelbar aus dem Grundgedanken, der oben 

gegeben wurde, und verdient besonders beachtet zu werden, da es eine 

Freiheit in der Untersuchung gestattet, die ohne dasselbe nicht statt fin

den würde.

Uebertragen wir dieses theilweise Verfahren auf die späteren Wieder

holungen y2, y3, y*, . ..., so ist

y2fx = y1f(x + h)-a.y1fx 

y3fx = y2f(x + h)-a.yjfx

und allgemein
r'

927) ym+',fx = ymf(x + h) - a. y”fx

249.
Die obige Gleichung 925 gibt das Gesetz an, nach welchem y*, y2, y3,

......... aus fx , f(x‘ + h) , f(x + 2h), .... gebildet werden. Dieses Gesetz

gilt aber nicht allein für das bejahete, sondern auch für das verneinte n. 

Denn nehmen wir in der letzten Gleichung m = - l

y~1f(x + h) = fx ÷ a.y",fx 

und bilden nach dieser die Gleichungen
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y*,fx = f(x-h) + a . γ~,f(x-h) 

a, .γ^,f(x-h) = a*.f(x-2h) + a2. y",f(x - 2I1) 

a2. γ^1f(x-2h) = a2. f(x-3h) + a3. γ^,f(x-3h)

so erhalten wir durch das Zusammenzählen dieser Gleichungen eine Reihe 

928) γ^,fx = f(x-h) + a1.f(x-2h) + a2,f(x-3h) + . . . .

welche das Gesetz angibt, wie γ', aus den Functionen f(x-h), f(x-2h),... 

gebildet wird. Eben so erhalten wir die Reihe

γ"2fx =z γ^,f(x-h) + a,. γ'1f(x-2h) + a2. γ^,f(x-3h) + ........

und wenn wir nach 928 jedes Glied derselben in eine Reihe entwickeln

*y^ fx = f(x-2h) + a1.f(x-3h) + a2.f(x-4h) +.............

+ al.f(x-3h) + a2.f(x-4h) +............

+ a2.f(x-4h) +.............

+............

oder

γ^2fx = f(x—2h) + 2.a,.f(x-3h) + 3.ai.f(x-4h) +............

Der Ucbergang von y~' zu γ^2 findet statt bei y^2 zu γ^5, bei γ",

zu γ^4, .... und führt zu der allgemeinen Reihe

929) 7^nfx = f(x-nh)-(-^1 1-—.a,.f(x√n+ι)h)as.f(x-(n+2)h)-..+... 

welche dasselbe Gesetz befolgt als die Reihe für γ+n.

250.
Die Function f(x + nh), in welcher x die Zunahme 11. h erhalten hat,

lässt sich umgekehrt aus den Functionen y°,yl,y2,....... wieder bilden.

Es ist

f(x + h) =: a,. fx + <y1fx 71
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Ferner ist

f(x + 2h) = a1 . f(x + h) + ∕f(x + h)
1

= a,.(a*.fx+∕fx) + <y1(a*.fχ + γ1fx) 

— a1 . fx + 2.a, ,γ,fx + γ2fx

und allgemein

folgende gebildet

f(x-h) ~ a^1 . fx - a^1 . γ,f(x - h)

- a^, .γ*f(x-h) = - a^2 . y,fx + a^2.γ2f(x-h) 

+ a 2.γ2f(x-h) = + a'3.y2fx - a"3.γ3f(x-h)

- a"3. γ3f(x-h) ~ — a^4. γ3 fx + a^4 . y4f(x- h)

und alle zusammengezahlt werden; es entsteht die Reihe

931) f(x -h) = a^1 . fx — a"2 .γ'fx + a'3. γ2fx - a^4.y3fx +..............

Nach diesem.ist es nicht schwer, die Reihe für f(x-2h), f(x-3l1),... 

zu bilden; man findet allgemein, dass

Die Reihe 930 gilt also nicht allein für das bejahete, sondern auch 

für das verneinte n.

930) f(x+nlι) = a".fx + U—, a"-.γ,fx + ⅛r . a"".y,fx + ... + ≤r-' . a“ . ∕fx 
11 1

%
Die Reihe für das verneinte n wird dadurch gewonnen, wenn nach 

der Gleichung

fx ~ a“‘. f(x + h) - a^*. γ,fx

932) f(x—nh) = a^,,.γ0fx + - ∙ a^n^1 .γ,fx + — ∙ a_n£2. γ fx + ....
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Die Bildungsweise von 7" in 925, so wie auch von f(x + nh) in 

930, lässt sich durch einfache Zeichen bemerkbar machen

7 fx = (□ - a) fx und □ fx = (a + y) fx

und allgemein

933) γ"fx =.(□—a)nfx und 0" fx = (a + 7)nfx

Dieses Zurückführen der gefundenen Reihen auf das Binomium ist 

sehr nützlich; da nämlich y □ - a, so ist auch

folglich

n .n n n(n-ι) ______
a . □ = ι------ .γ . □ + —------ .γ'.□ ' - . . + . .

1 1.2

oder

934) anf(x-nh) = fx-^πτ-. 71f(x-h)+11π7.72f(x-2h) - +..............

Diese Reihe gilt für jedes mögliche n,

stätigung, wenn in der Reihe 925 11 — 0, 1, 2,
ι∙ t. 1 . n n(n-i)

gesetzt, diese Reihen mit 1,------- , —--------- ,

Reihen zusammengezählt werden.

und findet leicht ihre Be- 

. . . und x = x, x-h, x-2h,... 

.............vervielfacht, und alle

$. 252.
Bei Functionen von zweien veränderlichen Grossen finden wir Fol

gendes: Gehört a zu x und b zu y, so dass

935) 7xfx == f(x+h) - a.fxyyfy = f(y+k) - b.fy
so ist

71 *

— = ι - — oder a.□^l = i — 7.□^1 
0 □
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yr%,f(χ>y) = yy( f(χ+h,y) - a∙f(x>y))

= f(x + h, y + k) - a.f(x,y + k)-b, ( f(x+lι, y) - a.l(x,y))

oder

γy γx f(x, y) = f(x + h, y + k) - a. f(x, y + k) + b. a. f(x, y)

- b. f(x + h, y)

Dasselbe erhalten wir durch γxγyf(x, y); es ist also

936) yy7χf(χ>y) = yχ‰f(χ>y)

oder es ist gleichgültig, in welcher Ordnung die Geschäfte γκ und γy 

vorgenommen werden.

253,
Der Buchstabe y hat eine allgemeinere Bedeutung als A. V ir kön

nen jenes- Geschäft auf dieses einfachere zurückführen, und zwar da

durch, wenn wir

937) a = i - <i. h

annehmen. In diesem Falle ist

«yfx = f(x + h) - (l - q. h) . fx = f(x + h) - fx + q . h. fx

oder

938) γfx = q . h . fx + ∆fx

Jetzt lässt sich auch γfx sogar durch h messen, und es ist

939) 2^=q,fx + ^

und allgemein

94θ) (-2-)"fx = (q + ∆)fe

= q-.fx + ≤2.q-.^ + ≤2.q-.≤⅛ + .... 
1 i,1a h‘ i 1 h*
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Umgekehrt ist

9*'> (÷Γh=⅛-√l^

7"fx nll"l t 1 √1-1fx ιrl'1 t l 7n~2fx _
- h“ -T7π~,q ’ h"^l + ι2l* ’q * h,1^2

Wird sogar nach dem Messen mit h diese Grösse h = o gesetzt, und 
dieses dadurch bemerkbar gemacht, dass der lateinische Buchstabe c statt 
des griechischen 7, und cx statt h gewärat wird, so ist

942) — — q.fx +
cx nx

und allgemein

943) ≤⅛L = (—ffx = !<i + A) "fx
(cx)“ \ CX / \ f/x ’

n p n'1^' d'lx n^,'l n.2 d t'x n,,1", 0 d"fx
i i,1* l dx, i3“ 1 Jx1 1ul* 1 rfx"

Wir können selbst f(x + k) in eine Reihe entwickeln, welche nach 
c'lx , c2fx , c’fx , . . . fortgeht; es gilt nämlich die Reihe 930 für jedes 
mögliche n, also auch, wenn n= _, und es ist

I uil-li mp

f(x + k) = ∑,n i_ . (1 -qh)⅛∙l . .C25 wo m —o , 1,2,....

Da diese Gleichung für jeden Werth von h gilt, so kann auch h — o 
gesetzt werden ; dadurch wird

k,nl-ll _ knι 

j,"lι ι∏ιlι

z i y r.n,l'__ . k-mh (k-mh) (k-mh-h)(l-qh) h ~ 1 - --------- . q + _------- ----------------' . q2 .
1 1.2 1 

k, l ka
= i - — . q + ----- . q — e ',

1 1.2
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7"fx c"fx

und V- (cx)"∙

Es ist folglich

rz Ix k" C"fx
f(x + k)= ∑,-3r.e

oder

„ , 1 ∕r kl c'fx ki cfx \944) f(x + k) = e-.(fx÷-.- +—+................ )

Die Taylorische Reihe ist ein speeieller Fall von der vorstehenden, 

und entsteht, wenn q = o gesetzt wird.
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III. W iederholende Functionen, 
wenn yfx — f(x + h) - φx . fx zu Grunde liegt.

Die vorige Untersuchung wird zu einer viel grösseren Allgemeinheit 
erhoben, wenn der begleitende Factor, welchen wir vorhin mit a be
zeichnet haben, selbst von der Grundgrösse x hbhängig gemacht und 
wenn angenommen wird, dass

945) «yfx — f(x + h) - (fx.fx

Der Sinn dieser Zeichen ist: In der ursprünglichen Function soll die 
GrundgrÖsse x um h zunehmen, und hievon abgezählt’ werden die ur
sprüngliche Function vervielfacht mit einer anderen Function, die aus 
derselben GrundgrÖsse gebildet wird, aus welcher die ursprüngliche Func
tion gebildet wurde.

Wenn die ursprüngliche Function aus Theilen fιx, und f,x zusammen
gesetzt ist, so können diese Geschäfte bei den einzelnen gesonderten Thei
len vorgenommen werden, denn

y(fx + f,x) = jf(x + h) + f(x + h)) -φx.(fx + fjx)

= (f(x + h) - φx.fx ) + (f2(χ + h) - <fx.f2x)

oder

946) 7(f x + fιx) = 7f1x + 7fx

Dieses theilweise Verfahren hebt alle Zweifel, welche bei der Grund
grÖsse des begleitenden Factors entstehen können; so ist z. B.

⅜. 254.
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y(f(x + 3h) + f(x+h) + fx) = γf(x + 3lι) + yf(x + h) + yfx

— f(x + 4h) - φ(x + 3I1) . f(x + 3I1)

+ f(x+2h) - φ(x + h) . f(x + h)

+ f(x + h) - φx . fx

Eine Wiederholung des Geschäfts, welchesy angibt, erzeugt folgende 

Producte:

y2fx = yf(x + h) - y(φx.fx) — f(x + 2h) - φ(x + h) . f(x + h)

— φ(x + h) . f(x + h) + φx . φx . fx

= f(x + 2h) -2 φ(x + h) . f(x + h) + (φx)2. fx 

und eine mehrmalige Wiederholung folgende Producte:

947) ynfx = f(x÷nh)

_ n 1l1--. f(x + (n-ι)h) . (φ(x + (n-ι)h)∣

+ 2L . f(x + (11-2)h) . (φ(x+(n-2)h))
1'

(-y2Ll. fx . (φχ∕

Durch ein gleiches Verfahren wie in §. 249 finden wir hier, dass 

diese Reihe auch für das verneinte n gilt, und dass

948) y^nfx == f(x-nh)

- ∙~^π),-. f(x-(n+ι)h) . (φ(x-(n+ι)h)) ’

+ π—. f(x—(n+2)l1) . (φ(x-jι+2)h))

Eben so wie in §. 250 finden wir hier, dass
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949) (φ(x-nh))n. f(x-nh) = fx 

n,1"*
- — ∙ γ1f(x-h)

+............................

So allgemein dieser Algorithmus in Hinsicht der begleitenden Func

tion φx ist, so ist er doch nur auf Functionen anwendbar, welche aus 

derselben Grundgrösse x gebildet werden, aber nicht bei denjenigen, in 
welchen x, und x + h, oder eine andere Grundgrösse vorkommt z. B. 
wie bei fx X f(x + h) oder bei f(x-h) × F(x+4h).

72
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IV. Wiederholende Functionen, 
wenn vfx = aa.f(x + hθ) + aι.f(x + hι) + ... + am. f(x + h111) zu Grunde liegt.

_A. Entwickelung von v‘ nach den Zunahmen 
von x, im Allgemeinen,

$. 255.
Die wiederholenden Functionen, durch das Zeichen v vorgestellt, hat 

zuerst La place unter dem Namen fonctions generatrices in einer 

besondern Gestalt und mit einer eigenen Darstellungsweise in die Wis

senschaft eingeführt. Nach ihm hat zuerst Wronski sich sehr grosse 

Verdienste um diese Functionen erworben. Ausser diesen beiden Mathe

matikern linden wir weder andere Wahrheiten noch eine andere Darstel

lungsweise noch irgend etwas, was Licht über den Gegenstand verbrei

ten könnte.

Wir nehmen hier den Gegenstand von neuem vor und zwar in einer 

seiner Natur angemesseneren Gestalt, und schlagen, sowohl im allgemeinen 

als besondern, Wege ein, welche ganz verschieden von denjenigen sind, 

die wir bei L a p 1 a c e oder W r o n s k i vorgefunden.

Es sei

950) vu+,fx = ao.v"f(x+ho) + ai.v"f(x+h1) + a2.v"f(x+h2) + ... + aβ.v"f(x+hιn)

Die Geschäfte, welche das Zeichen v vorschreibt, sind
✓

951) vfx — .∣a.fx + k) + a1.l'(x + hι) + a,.f(x + h1) + ... + a,ιι.f(x + hj
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Eine Wiederholung dieser Geschäfte wird nach der obersten Vor

schrift vorgenommen

v fx = ao.vf(x + ho) + a1.vf(x+h ) + a2.vf(x+h2) + ...+ am.vf(x+hm) 

und erzeugt, wenn in der Reihe 951 nach und nach statt x gesetzt wird 

x + ha, x + hι, x ÷ h2,...., die Producte

v2fx=aoaβ.f(x+h0+ho)+aθaι.f(x+ho+hι)+a0aj.f(x+h0+h2)+aoa1.f(x+h0+h3)+...

+ alaβ.f(x+hι÷ho)÷aιaj.f(x+hι+hι) + aja2.f(x+hι+h2)+...

+ a2a0.f(x+h2+h0) + a2a1.f(x+h2+h1)+...

+ aiao.f(x+h3+Jιo)+...

Eine zweite Wiederholung wird nach demselben Gesetze vorge

nommen ,

v3fx = ao.v2f(x + ho) + ai.v2f(x+hι) + a2.v2f(x+h2) + ....+ am.v2f(x+hnl) 

und erzeugt folgende Producte:

v3fx=aβaβa0.f(x÷hβ+h0+hβ)+ aoaoaι.f(x÷hθ+ho+hι) + a0a0a2.f(x+h0+h0+h2) +...

+ aoaιaβ.f(x+ho+h +ho)+a0a1a1.f(x+h0+h+h)

+ aιaβaβ.f(x÷h 1+ho+ho) + aoa2ao.f(x+ho+h2+ho)

+ a1a0a1.f(x+h1+hβ+h1)

+ a2a1aβ.f(x+h+h2+h0)

+ a2auaβ.f(x÷h2+ho+ho)

Diese wiederholenden Functionen befolgen das Gesetz des Polyno- 

miums. Wird

f(x÷h0) = Q,'°fx, f(x+hi) = □'l,fx, f(x + ∖) = □h2fx,.........

gesetzt, so lassen sich die sämmtlichen Geschäfte durch folgende Zeichen 

bemerkbar machen :

v,fx = (a„. + al. □l', + a,. □',i + .......... ),Γx

τ,fx = (a„. □"0 + a,. □", + al. + .......... )'fx

v,fx = (ac. □h∙ + aι. □", + aj. +.......... )*fx72»
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und allgemein

952) v’fx = (a0. □h0 + aι.□h, + a2. □h2 + .... )"fx

Dieses Gesetz findet nicht allein bei einem bejaheten sondern auch

bei einem verneinten n statt, welches sich auf folgende Art nachweisen 

lässt: Es ist, wenn in 950 n=- l gesetzt wird,

v0fx — fx = ao. v'1f(x+h0) + aι. v~,f(x + hj) + a2. v"1f(x + h2) +.........

folglich, wenn x —hostatt x eingefülirt wird,

v^,fx = — .f(x-h0) - i- . v^1 f(x-ho + hι) - . v^,f(x-h0 + h„) - ... (a
a□ a0 a0

Diese Reihe « enthält zugleich das Gesetz, wie die späteren Glieder 

von dem Zeichen v"‘ befreiet werden können; wird nämlich x —h +h7 öl
statt x gesetzt

v^,f(x-Eo + h1) = — .f(x-2h0+hi)- —-∙v^,f(x-2h0+2h1) — —bv-,f(x-2hu+hι+h,)-...
hλ00 0

und diese Reihe eingeführt, so wird das zweite Glied von v^1 befreiet, 

und es wird xv^,fx = .f(x-h0)--5i-.f(x-2h0+h1)-l∙.v^,f(x-ha+h,)
a. aoao • ao

+ . v~,f(x-2h0+2h )
aoao

- i . V"'f(x-ho+h3) - . v',f(x-h0 + h4) -....................(/3
üλ tl0 0

+ 7—2 ∙ v1f(x-2hθ+h1+h2) + . v-,f(x-2h0+h1+h3) + ....
cl ü <-1 cl

0 0 0 0

Wird ferner x-h0 + h2 und dann x-2h0+2h1 statt x in der Reihe 

cc gesetzt,

v^*f(x-h0 + h2) = — .f(x-2h0 + h2) - ^∙. v"f(x-2h0+h1+h2) -....................
ftrt ft«

0 0

und
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v",f(x-2h0+2h1) = —.f(x-3h0 + 2h ) . v"1f(χ-3h 4-3h ) -....................

ao ao

und werden diese beiden Reihen in die Reihe /3 eingeführt, so geht sie 

in folgende über:

v",fx=^.f(x-hβ)-^.f(x-2ho+hι)-∣2.f(x-2ho+h.)-∣i.v-jf(x-hβ+h3) . . . .

+ ⅛∙f(x-3lι0+lx,+ll,)+⅛v^'f(x-Λa+hι+h1)...
0 ao

+ ⅛∙v"f(x-2∖ + h, + hj)...
√ ao

-^.V-'f(x-3h0+h1+h.+h,)...
®o '

Die nächst folgenden v~1 werden wieder durch Reihen ersetzt, welche 

entstehen, wenn in der Reihe ct statt x die Werthe

x - lh + h0 3

x-2h0 + h1 + h2 

x-2h0 + h2 + hι 

χ-3ho + hι + h + h1

eingefiihrt werden. Es entsteht zuletzt, wenn dieses Verfahren weiter 

verfolgt wird, folgende Endreihe :
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953)v"fx = —.f(x-ιh0)--4∙f(χ-2h.+h1)- 4∙ f(χ-2K+h1)

256.
Es sei

956) va,llfx = ao.f(x + ho) + a1.f(x + h1) + a1.f(x + hj) +.............

Vbkfx = b0.f(x + k0) + b1.f(x + k1) + bι.f(x + ks) +.............

vr,1fx = c0.f(x + lθ) + ct.f(x + li) + c2.f(x + ll) +.............

+ ⅛.f(χ-3h,,+h+h) 
a.

- -1 ∙ f(x-2hβ+h3) - ⅜. f(x-2ho+h4) -...........................
tl <*λ

o o

+ ⅛fθ-3h..+h.+1½) +⅛∙f(x-st,+h,+hj)
ao ao

+ ^^φ.f(x-3ho+lι+hι) +5φ.f(x-3ho+K,+lι^
a0 ao

_ l∆∆ . f(χ-4lιo+ħι+hι+hj + ħ^.f(χ-3hβ+h3+lιι) 
a∙ ao

- ⅛^2∙f(χ-4ho+ll1+h1+h1)
a0

- W..f(x-4hα+lx1+ħi+l1J
ao

- ^.f(χ-4h,+hs+h.+h,)
a.

+ -^-4—*.f(x-5hβ+hι +hι +h ι+h1) 
a0

oder

934) v^,fx = (a0. □'", + al. □,',+a1. +.................)"fx

Dasselbe Gesetz befolgt also auch v^*, v^1,uiul es ist allgemein

955) Vfx = (a„. □h0 + a,. + al. 0h= + . . . . )~fx
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Kommen nun bei einer und derselben Function fx zwei oder meh

rere Bildungsweisen vor, so ist

957) vfc kvι hfx = aβbo.f(x+ho+ko) + aβbt.f(x+ho+k ) + aβbl.f(x+ho+k2) ÷....

+ aιbo.f(x+h1 +ko) + a1b1.f(x+h1+k1) + ....

+ ajbo.f(x+h2+ko) + ....

und also
958) vl,tτ,,Jx = (a„.□ ""+a,.□l"+a,.D)(b„.□l0+b,. Dk,+b,.0k≈+...)fx 

Diese wiederholenden Functionen befolgen also das Gesetz des Ver-

vielfachens und Messens der Reihen, welche Elemente bei ihnen auch zu 

Grunde gelegt werden mögen.

Zugleich folgt auch hieraus, dass die Ordnung, in welcher diese ver

schiedenen Bildungsweisen vorgenommen werden, gleichgültig ist, oder

dass

959) vtιl v1,,k v.,u = vs,l va,∣1 vi,λ = vb,k v„)h vt,l = . . . .
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B. Entwickelung von v"fx nach der Zunahme von x, 

i m Besonderen,

257.
Wir wollen, um die Untersuchung zu vereinfachen, folgende Grund

lage wählen:

960) vfx == a0. fx + aι. f(x + h) + a2. f(x + 2h) +.... + am. f(χ + ∏ιh) 

oder nach der früheren Bezeichnung

vfx — (ao + aι. □lk + ä2. □2,1+....) fx

Setzen wir aber fest, dass x immer um h wachsen soll, so ist es nicht 

nöthig, diesen Buchstaben in die Bezeichnung aufzunehmen; die ein

facheren Zeichen werden sein

□'fx = f(x + q.h)
und

*
961) vfx τ∑∑ (a0 + aι. D ’ + aj. □2 + a3.□3 + . . . . + ara.0n,) fx

Die n te W iederholung kann nach dem Obigen durch folgende Zeichen 

angegeben werden:

962) ao + aι. □ ‘ + a2. □ 2 + ....= P

und

v’fx = (ao + aι. □ 1 + a2. Q2 + . . . )"fx

_ + p∏f2e π< + pnf3. q2 + . . . . ) fχ

Es gelten also auch für die n te Wiederholung alle Gesetze, welche 

wir für das Polynomium in unserer Analysis entwickelt haben.
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Diese Uebereinstimniung mit der Bildungsweise des Polynomiums gilt 

für jeden Werth von n; nehmen wir diesen n = - 1 an

v",fx = (P"1fι + P^1f2. □1 + P"1f3. □2 +............................. )fx

und vervielfachen mit v” , so erhalten wir

vn-,fx= (P-1fι + p-*h.□1 + . . . . ) vnfx

oder

963) vn'1fχ = P∙*h.vufx + P^2.v,,f(χ + h) + P'1f3. vnf(x + 2h) +..............

Die ßiklungsweise der Vorzahlen ist einfach, und bekannt. Wronski 

gibt für diesen Fall, wo vn~1 aus v“ liergeleitet werden soll, eine von 

der vorstehenden ganz verschiedene Reihe an. Wir wollen zeigen, wie 

diese Reihe, welche er durch ein ihm eigenes Verfahren gewonnen hat, 

aus unserer Reihe 963 hergeleitet werden kann.

Es seien b1, b2, b3,..., bm die Wurzeln der Gleichung 

(bι+z)(ba+z) .... (bn+z) = + z1 +... + —l. zm'1 + zm
θm *aω am

*
Nach diesem ist

(a +a .zl + ... +∙3m.zn')-1 — ------------------------------------------------1 ‘ t am(b,+z)(b1+z)....................(b,,+z)

=⅛∙(1+⅞) ∙(1+S -∙(1+⅛)

=^.(ι-tbr,br,...,ιcr,^'+[ib',b7,..,bL']','.z-...∣

Es ist aber nach 593, wenn n = m5 h = -i und a~ m gesetzt 
wird,

I b,b2 : : : : 'bm'1 b"p I
11,-1 1."» 1.-∏<1,> ------- Ij nι 2 m-l jΛn J
Lnι 9 n2 >∙∙>jjm J --- iJ--------------------------------------------------------------------i

b‘b2 : : : : dΛ*kII 1 2 iu-i m I

Wenn der Zähler nach 522 in die Producte
73
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- k∙..b~br)∙ιc, + .... (-Hb;b;....b:").b7

zerlegt, und zur Abkürzung

964) Ub;b; : ¾⅛1 : : : :b;-) = B„ und (|b;b;:: : :b;;;b:)=M'”

gesetzt wird, so geht diese Gleichung über in

[b∕,br,...,K']"" =⅛r∙(Bm.b7-Bw.l.b2, + .... (-)-B..b∕) 

Es ist folglich

P-t(P + .) = (-)’ -.[l√,
α o

= (-)p γ⅛'(b>j,"-b∙"-∙1,-- + ∙∙∙ - ∙∙∙ (-r,B.∙ι>ιj

Werden nun diese Producte mit v"f(x+ph) vervielfacht , und wird 

p = 0,1,2,.... gesetzt, so entsteht folgende Reihe:

965)v-fx =(-)- ( B,. (byfx-b7.v^f(x+h)+b∕.v"f(x+2h)

- B3. (b"v"fx-bζ*.vnf(x+h)4b^s.vnf(x+2h) - ....) 

+ B3. (b3.vnfx-bj,vnf(x+h)+b^2.v,,f(x+2h)

(-Γ*Bm. (b∖vofx-b^Vf(x+h)+b√.vnf(x+2h)-∙... ) j

Diese Reihe 965 gehört dem Herrn W r o n s k i an, und unterschei

det sich dadurch von 963, dass in 963 die Vorzahlen der Reihe für vπ",fx 

aus den Vorzahlen der gegebenen Reihe 960, hingegen in 965 aus den 

Elementen, woraus die Vorzahlen der gegebenen Reihe 960 zusammenge

setzt sind, gebildet werden.
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Wir haben diese Reihe 965 aus der Reihe 963 hergeleitet. Wir 

wollen jetzt zeigen, wie sie unabhängig von dieser Reihe 963 bewiesen 

werden kann.

Man setzt in der vorgegebenen Gleichung 960, x — q h, vervielfacht 

sie mit (-)'1Mt''n

(-)qMl',pvf(x+qh) =

= (-)1 ^M^q,aof(x + qh) + M'^,paιf(x +(q + ι)h)+ .... + M'"q,aιιf(x+(q+m)h))

setzt hierin q = o, 1,2,.... und zahlt alle Gleichungen zusammen; es 

entsteht folgende:
z

Mf'nvfχ-M'-1,vf(x+h)+M'-i'vf(χ+2h)-... = Kofx+Kιf(x+h)+K2f(χ+2h) + .... 

wo

K = M'0'.ap - M'",,.ap-ι+ M<_2).ap_, - .... (-)p M^1°.ao

= «,„•( k,ι>ι,...,bj-p,.l∣bi.............. b::;bj

- (’>„.... λ,J b>:....... ∣cx,l
+.....................................

(-)ph,>......... >κ),-,-h:................. jcikp))

Die Producte, mit welchen am vervielfacht werden muss, können 

nach 596 summirt werden; man findet, dass

K = a .f'b1b2....brbp+2....bm b1)
p Ul IJ 1 2 PP + 1 m-i 11,/

Da die Gleichheit zweier oberen Stellenzahlen die ganze Summe 

zernichtet, so verschwindet Kp für jeden Werth von p nur nicht für 

p = 0 und es ist K, = a,⅛b*t....bz.1bj
Da nun nach 578

73 *
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h: i>: ∙ ■ ∙ b,,,,) = b.∙b.∙b. ∙ ∙ ∙b≈∙C b'∙b≈ ∙ ∙ •b::'b J = r ∙Hb: M ∙ ∙ ∙ b~: b-)

m

K„ =so ist

und folglich

a0.M0,.fx = M0,.vfx - M'"n.vf(x + h) + M"3>. vf(x + 2h) - .... +.........

Zerlegt man nun noch M<ol, M"n, M'"3,,...., wie es oben gezeigt 
ist, und vervielfacht mit v"'1, so erhält man für diese Reihe diejenige 

Form, welche ihr Wronski gegeben hat, und die hier mit 965 be

zeichnet ist.

«

www.rcin.org.pl



581

C. Entwickelung von φ,1∆v nach vop∆oq , v*p∆,', , vjp ∆lf,, ....

$. 258.
Diese Entwickelung kann auf jene in 875 zurückgebracht werden, 

wenn in derselben n = w, m = s, Q = und
1 1 , . 1 ∙> w∙P _ w∙qb + 1) z + bz + . . . = v"^~∆ ~

also

0“. (b0 + bιz1 + ...)= vn∆τ 

gesetzt wird. Nimmt man nun wegen der Kürze an, dass

v-÷p4'-τ= (ao + aι.□' + a,.□, + . . . )-2f1. (ι + D),'÷3 

= V. + V,.□, + V .□,...............

w. Vo + (∙w + i. s). Vl .□, + (w + 2. s). V1 = R

(vf√) = ((a. + a,. Q, + a,. 0 ■ + ...)?( ι + D / ) = U—

so ist

966) vn∆τfx= — . (R.Uw)fι . v0p∆0*,fx
w

+ —— . (R.Uw"*∙,)f2 . v, '∆",f(x + h)

+ —• (R.U*-∙)b . v’b’-’f(x + 2h) 
W-2.S

+........................................................................

Die Aufgabe kann allgemeiner gestellt werden. Es sei

www.rcin.org.pl



582
vβfx== a0.fx + aι.f(x + h) ÷ a2.f(x+2h) + . . . .

und

vbfx= b0.fx + bj.f(x + h) + b2.f(x + 2ħ) + . . . .

und es kann verlangt werden die Entwickelung

Zur Entwickelung dieser Reihe sind die Wege in der Theorie der 

Reihen angegeben, und wir überlassen dem Leser, den geeignetsten selbst 

zu wählen.

vVfx= A0.vθ∙1,∆0∙flfx + Aι. <p∆l∙qf(x + h) + A2. vj'p∆2', f(x + 2h) ........
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D. Entwickeln ng von f(x + k) nach v, , vl , v’ . . . .

259.
Wenn

vfx = ao. fx + aj.f(x + h) + aj.f(x + 2h) + .... + aω.f(x + mh) 

so lässt sich f(x + k) in folgende Reihe entwickeln:

967) f(x+k) = H'o°, . fx + H1β,.v1fx + Hj0,.v1fx +...........

+ H<o1,.f(x + h) + H∖*,.v,f(x + h) + H∞.v3f(x+h) +...........

+ Ho2' .f(x+2h) + H1l,.v,f(x+2h) + lΓil.vaf(x+2h) +..........

.. ........................................................................................................................

+ H0m'*,.f(x+(m-ι)h)+IΓ1m",,.v,f(x+(m-ι)h)+IΓ2,"^,,.v1f(x+'m-ι)h)+.

Sie wird dadurch gewonnen, dass man aus der Gleichung 

v = a0 + aι. □1 + a2 .□ 2 + ....+ auι. ∏",

die Reihe

□ k = (IΓ00,.v0 + H'10,.vl + IΓ20,.v2 +......................).□0

+ (IΓ*,.v0 + H11,.v1 + IΓ2*,.v1 +...................... ). □'

+........................................................................................................

+ (IΓum-,,.v0 + H'1n-1,.v*+IΓ2n-,.v,+.......................).□m-1

entwickelt. Da wir dieses Verfahren schon in §. 238 vorgelegt haben 

so wollen wir nur noch einige Beispiele hinzufügen. Es sei

968) vfx = a.fx + b.f(x + h)

und f(x+k) nach den Potenzen von v zu entwickeln.

Es ist v = a + b . □ folglich ∏1 = - χ f 1 - — I

www.rcin.org.pl



584

und M(i> = MJ> .... ............................ = o, und nach 897

∕ a vn ∕ v⅛n ∕ a∖n ∕ uv, n(n-ι) v2 ∖α -(-b) ×-(,4> =(-b) x(1-τ∖7 + -∙a-=- ∙∙∙∙)

mithin

D∙fx = f(x+nh)=(-^χ(fx-^.Vfx÷ ¾⅛ - ................ )

oder wenn n = gesetzt wird

969) f(x+k) = (- y"χ(fx-1-A-1.v∙fx + ⅛⅜⅛ -............. )

Dieselbe Reihe findet Wronski Seite 113 aber auf einem ganz 

anderen Wege.

Es sei

970) vfx = a0.fx + aι.f(x + h) + f(x + sh)

Man sucht f(x + k) nach den Potenzen von v zu ent

wich el n.

Es ist nach 886, wenn dort m = m-2 gesetzt wird

, x , λm-s-1-ι (in—q-S—2) m-q-2S-2
(q), •= C-) ------------ p∏---------------a*

also nach 888

m,, _ (m-s-*Γ- a7-≈∙
1

Λ∕Γ(l) ____ ∕ xm-∙-l (l∏-S-1) m-j.-j
Ms = (-) ----- p∏------- aι
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∕ ∖8-ll-l

971) N'∕' = (-)"'- -------a°.aζ,^i,

, (s+ι).(m-s-2),1- t÷ k”> ------------- Tιlι 4∙h ∙ ao ∙ a1
1 .1

. , λ...., (s+2).(m-s-3)∙*,'-, .,+ k-J -------------- iπ777π--------------∙ a0 ∙ aχ
.........................................................................

und
TVΓ<*,   f λ">->-l (ni—S—l) 0 m-28-11∖ — (-) oii , ao*aι1 .1

, ∕ ∖m-!-l (n1-s-2) 1 m.,s.j+ k“) pι,∙^0Γ , ao ∙ at1 .1z ∖S+2l-l
1 ∕ ∖m-∙-3 S~3J ^2+ k-) ------- ,1, ,÷2lχ- ∙ ao∙aι

1 .1

+.............................................................

Wird nun 8 = o,ι,∙,,... gesetzt, so ist nach 898

0" = Nζ∙, - N'",.v, + N‘,”.v' - N'j°'.vs +_______

+ (N',∙> - N,''.y' + N,,,,.v, - N',,,.v, +____ ... ).o
oder

972) f(x + mh) = N',∙,. fx -N1"'.v,fx + N,,∙,.v≈fx

+ N,0,,. f(x+h)-N,,,1. v,f(x+h) + N,j',. v≈f(x+h) - ... + ,,. 

kSetzt man m = — , so erhält man die verlangte Entwickelung von 

f(x+k).

Dieselbe Aufgabe löset Wronski Seite 113; unser Verfahren hat 
aber mit dem seinigen nichts gemein.

74
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E. Entwichelung von v’fx nach den Differentialen 
von vmfx.

260.

Es sei
□ fx = f(x + h)

und

973) vfx = as. f(x + g.h) + a1. f(x + (g + ι v)h) + al. f(x + (g + 2τ)h) + .... 

= (a..□' + a1. □ + aj. 0s*'∙' +...........)fx

Da f(x+g.h) vermittelst des Differentiirens von fx in eine Reihe ent
wickelt werden kann, so kann auch vfx und allgemeiner vnfx durch 
Differentiiren von fx dargestellt werden.

Wir können, da v" = v“’m+“ = v""ra χ v“, diese Untersuchung er
weitern, und vnfχ durch Differentiale von vmfx darstellen. Es ist näm
lich , wenn wir

a0.□c + aι.□e+1∙τ + a2.□e+1∙τ +........=P

vn^mfx = (Pn^mfι. □<n-m>s + Pn"mf2. □ <n-m,**1∙τ + Pn-rof3. □tn-m^÷a∙τ + .... )fx

_ p, ix ∕ p0 jh(Z∖β pl p ∕h<A2 \pO'Tx = f(x + ph) = ( Irr.y + —∙⅛ + ∙7IΓ∙ +...............)fx

also

........... )tl

* (⅛⅛i∑)∙.gj∖ <≥sg≤. ........

+......................................................................................................................................................
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setzen, und die letztere Reihe mit vmfx vervielfachen, die Entwickelung 

von v"fx folgende:

974)v"fx = P .-lil.≤∑l⅛ + p . 2≤L. ⅛1∑2⅛ + P +..........
' " 1°“ <∕χ∙ ■ ι"' <Zx* i I1“ &'

wo

975) P = ((n-m⅛)1.P"^mFι + ((11-m)g+1.v)rι.Pu'mF2 + ((n-m)g+2.v) q.Pn'n,f3 +.... 

und P die obige Bedeutung hat.

Wird hierin m= 0 gesetzt, so hat man die einfachere Aufgabe, 

deren wir im Anfänge erwähnten.

Diese Bildungsweise findet man zuerst bei Wronski Seite 126 

und 132 mit 154 und 160 bezeichnet.

261.
Auf gleiche Weise kann, wenn

976) v.fx = (aθ. □s + aι. ∏s+1∙τ + a2. □ε+2'τ + .... )fx

vbfx = (bo. 0, + b . αi+1∙τ + bj.□i+l,τ + .... )fx

ist, das Product v" v” ∆pfχ durch Differentiale von fx dargestellt werden, 

Denn wird

a0. □5 + aι. □ε+,∙τ + . . . = P 

bo.Qi + bι. □i*1∙τ + . . . = 0

(n . g + m. i)q. (Pn Qm)fι + (n. g + m. i +1. v)*1. (Pn Qm)F2 + .... = Aq 

gesetzt, und das Product

v>”fx = ((P"Q")fι. 0-≈*-∙i + (Γ"Om)h. □ +.......... ) fx

mit der Reihe
74*
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*'h= (e'"∙(⅛'*m∙∙(s)'"÷... ),'
vervielfacht, so entsteht die verlangte Reihe

/W n ∕h<Z∖p*' _ ∕hrf∖p*,977) vXΛpfx= (B0.y ÷B,∙y ÷B,.- +............ fx

WO

978) B. = 7n∙A..Epft 1

B, = ^.Ao.E⅛ + rττ.A,.E"f1

B, = ' A,.E⅛+* A,.E⅝+* A,.IPħ
111

und wo Epfι3 Epf2j........ die Vorzahlen in der Reihe 916 sind.
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F. EntwicJc elung der D iff e r entiale nach den Wieder- 

h o lu n ge n von v.

262.
Es sei

979) vFz = a0.Fz + aι.F(z+ι) +........ + aw.F(z+nι)

Man entwickele folgende Reihe:

9S0)-≤ħ,= A'".f(x+zh) + A∙>∙f(x+zh) + Ao"∙,. v,f(x+zh) + ...

+ A'1%.f(x+(z+ι)h) + A'ι"i1.vlf(x+(z+ι)h) + Λ'",a.vaf(x+(z+ι)h) + ... 

+ A'3%.f(x+(z+2)h) + Aa",ι.v,f(x+(z+2)h) + A'",j.vsf(x+(z+2)h) + ... 
+....................................................................................

+ AwnJ,, 0 ∙f(x+(z+m-1 h)+A^ _ ι. v, f(x+(z+nι-ι)h)+A^j 1.v ’f(x+(z+m-ι)h)+...

Dieser Reihe erwähnt Wronski oft, ohne ihre vollständige Ent

wickelung zu gehen; wir wollen die unserige hier mittheilen. Setzen

wir zur Abkürzung

so ist

und
f(x+zlι) = X0.h0.z0 + Xi.1i,.2, + X2.1i1.z3 + ....

vpf(x+zlι) = Xo.ho.vpzβ +Xι.h, .vpz1 + X, . h,. vpz3 ÷ ....vpf(x+(z+ι)Jι) = X0.h,.vp(z+ι)β + X .h,vp(z+ι),+X2.h2.vp(z+1), + ...
v,l(x+ (z+m-ι)h) = X,.h°.v1'(z+ιn-ι) + Xι.h,.v,,(z+nι-ι), +

d"fx __ γ
ιnl,dxtt ^^ “
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Diese Reihen werden nach ihrer Folge vervielfacht mit

(p)0 = [ vp(z+ι)0 vp(z+2)1 vp(z+3)l .... Vr(z+m-ι)m^2 )

(-),(p)1 z= (-)1 [) vp(z+o)° vr(z+2)1 Vp(z+3)2 .... vp(z+m-ι)nι"2 )

(-)’(p), = (-)■ [ v,'(z+o)° Vp(z+l)' Vp(z+3∕ .... v∖z+m-.)-, )

(-)"',(p).-1 = (-)"-,h1(z+o)∙ V"(z+1), v1'(z+2)'- .... vp(z+m-2)"-=)

und alle zusammengezählt; es entsteht, wenn zur Abkürzung

(p)0.Vpf(x+(z+o)h)-(p)ι.vrf(x+(z+ι)h)+...(-)m'1(p)ιn.1.vpf(x+(z+m-ι)h)=φ(p)

und

(p)0.v"(z + 0)”*’- - (p)ι.v"(z+ι)"^- +... - ...(-)"^,(p)m.1.τr(z⅛m-ι)"*ll^,

= (-)m',B v"(z+o)0 v''(z+ι)*......... v1'(z+m-2)"-⅛''(z+m-ι) = (p)'”

gesetzt wird, die Reihe
⅜

<p(p) = p'">.h"'-.Xπ,.1 + p,".h-.Xm + pl*>.h"*'.Xm,l + . . . .

Reihen

Wird in dieser p ~ o, 1, 2, 3,..... gesetzt, so entstehen die

φ(o) = o-.hm-*.Xm,1 + ot,,.hm.Xm + o(I>. hnι+l. Xm+ι + ....

<f(ι) = ι-.hm-*.Xjl + √1,.lΓ.Xn1 + ιcj,.hm+*.Xm+ι + ....

φ(2) = 2-.hω-.Xm.l + 2∞.h".X,n + 2-.h"+∖Xm+ι + ....

aus welchen durch Elimination, wie es in §. 183 gelehrt ist, Xm,1 , XJU, 

X11.+j,... gefunden werden können, nämlich nach 664
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ll...-, χ _ [ol°lι"l........................... (n-2)""l∣ [o'*l<'*,...(n-⅝)'*^,,<P(°-ι))

"^^1~ jo,0,ι,,'...........................(n-≈≈Γ',,) ’ (jo'°,ι">....................(n→Γ-')

∣[o'°'ι",.............. (n-2)l-,(n-ι),∙,) [∣0101ι1".. ∙ ■ (ιι-ι),"^" φ(∏))

j)ol∙,'ι','............................... (>ι-ι),"^,,) U°,o,<",...............................u'",)¾o,∙,lu,....(n-¾y∙^,,(n-l)'∙,n,∙*,,) ∣jo"l'ι'*l.............. n""φ(n+ι))[jo'°,ι'*,...........................................n,",)  (n+ι)",**,)
Wenn nun in diesen Producten mit Versetzungen nach 515 die Fac- 

toren φo , φι, φ2 ,herausgestellt, und alle Producte nach φo , φi, 

φ2 f.... geordnet werden, so entsteht die Reihe

981) h"+-1Xn+m.ι= A'on+m-j∖φo + A∙1"+m-1,.φι + A<an+m∙j,.φ2 + .....

aus welcher die verlangte Reihe 980 entspringt.
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Zweite Abt Heilung
wenn

fn+,x = A0.(fnx)b + A1.(fnx)b+1'β + A2.(f0x)b+j∙β +.................

$. 263.
Eine zweite Art der 'wiederholenden Functionen sind z. B. 

sin (sin(sin x)) , cos (cos(cos x)( , tg (tg(tgx)j , u. s. w.

Bei diesen kann man, da

X x3 x5Sill X ■ __ _ — — —- >∣∙ --------------  -∙∙∙*i*∙∙.∙1 1.2.3 1.2.3.4.5, \
nicht setzen

. z ∙ x sinx sin(x3) sin(xs)sm (sm x;—-----------------—' + ------ i—<_1 1.2.3 1.2.3.4.5
sondern

• z • x (sinx)1 (sinx)3 sin(sinx) = Σ------ L-----S--------i- +1 1.2.3
ι ∕x x3 ∖1 l /x x3 \3— —I— — ------- + •.. I — ------- 1— — -------- + • • I +l\l 1.2.3 / 1.2.3∖l 1.2.3 /

und so auch hei den übrigen.
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Diese Art wiederholender Functionen, welche im Suhstituiren be

stehen, hat zuerst Tr all es bekannt gemacht, und zwar in einer Ab

handlung, welche von ihm im Jahre 1811 der berliner Akademie über

geben, aber erst im Jahre 1818 in den Denkschriften abgedruckt wurde. 

Wir erwähnen dieses besonders, weil nur ihm das Verdienst angehört, 

diese Functionen zuerst aufgestellt, und in die Wissenschaft eingeführt 

zu haben.

Der Weg aber, den Tr alles eingeschlagen, führte ihn fast zu keinem 

Resultate, denn nur eine Wahrheit, welche wir mit 997 bezeichnet haben, 

ist das Ergebniss seiner mühevollen Arbeit.

Wir haben hier eine allgemeinere Reihe, als diejenige ist, welche 

Tr all es wählte, zu Grunde gelegt, zugleich einen anderen Weg bei 

der Untersuchung eingeschlagen, und sind durch Hülfe unserer Analysis 

zu mehreren Wahrheiten 986, 987, 988, 990, 991 gekommen, die neu 

und ein Gewinn für die Wissenschaft sind.

264.
Wir wählen für diese Functionen eine sehr allgemeine Form

982) fu+1x = A0.(fnx)b + Aι.(fnx)b+*∙n + A2.(f',x)b+2∙a.+ ....

Die ursprüngliche Function ist

fx = A0.xb + Aι.xb+1'a + A,.xb+2'a + . . . .

Die nächst folgende wird nach 982 gebildet

fx = Aθ.(fx)b + Aj.(fx)b+1'a + A, .(fx)b+2 a +................

und aus dieser die nächstfolgenden fx, fx,.... Werden die Geschäfte, 

welche hier durch Zeichen angegeben sind, vorgenommen, so entstehen 

mehrere Reihen, welche nach den Potenzen von x fortgehen. Diese Reihen 

lassen sich in zweien Fällen in eine einzige Reihe vereinigen, entweder 

wenn b —o oder wenn b = l. Der erste Fall biethet im Allgemeinen nicht

75
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viel Stoff zur Untersuchung dar, wenn nicht besondere Eigenschaften der 
Vorzahlen A , A , A , .... ihn herbeiführen. Es bleibt daher nur 

der zweite Fall für die Untersuchung übrig.

265.
Es sei

983) fu+,x = Ao. (fnx), + Aι. (fx),+,', + A2. (Fx)*+1- + Aj. (fux)*+," +...........

Die ursprüngliche Function ist

984) fx = Ao.x1 + Aι.x1+a ÷ Aj.x*+ia + A3.x,+3i+ .... 

und die erste Wiederholung

fx = A0.(fx), + Al.(fx).....  + A,.(fx)"~ + . . . .

= A0.(fx)'fι.x, + A0.(fx), fe x,*- + A,.(fx)∙ f3 x'∙=∙ +............

+ A1.(fx),~h +A,.(fx)l" b

+ A,.(fx)'*,∙fι

Die folgende Wiederholung erzeugt eine ähnliche Reihe, und die n te
Wiederholung folgende:

985) Px = (fux)h.x, + (f 1x) b. x,+1'a + (fnx) f.3. xl*1,tt + (fnx)f4.x,+3a + .... 

Das Bildungsgesetz der Vorzahlen ergibt sich, wenn f"’x statt x 

fn+mx = (fnx) f 1. (f "x), + (f 0x) f 2. (Fx)*+, ∙a + (Px) b. (f ",x), *2 ∙a +............

und

(Γx),+p∙a = (f",x)t+p∙atι.x,+r∙a + (fu'x) ,+1'a f2.x,+<1>+* 1'a + ζf'nχ),+r"1 f3.xl+1 +i, a + ... 

gesetzt wird; nämlich
(f,+rox)⅛ = (f"χ)fl . (Px),fp + .... + (Px)fp . (Γχ)*+tp-*j∙nfι

Da n und in verwechselt werden können, so veranlasst dieses zu 
folgender zwiefachen Bildungsweise:
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986) (Pt"x)fp = (fx)h.(f"x)'fp

+ (Px)f2.(Px)'*",f(p-ι) 
+ (Px)f3 . (fx)'*,∙∙f(p-2)
+...........................................
+ (Fx)fp. (fmx),+'p",,'"fι

= (f"x)fι .(f"x),fp
+ (f"x)f2.(Px),∙-f(p-l) 
+ (fmχ)f3.(Px),ti,f(p-2)
+.........................................

+ (fnx)⅛.(fnx)l*'p-1>afι$. 266.
Die so eben gefundene Gleichung enthält das Grundgesetz für die 

Bildung der Vorzahlen. Aus diesem leiten wir ein anderes her, welches 

viel umfassender ist, und zwar dadurch, dass wir in der Gleichung 986 

p-h statt p setzen, die Gleichung mit (« ÷ h/3) . (fn,x),+1'af(h + t) vervielfa- 

fachen, h~ o, 1, 2,..., p — 1 setzen, alle Gleichungen, welche hiedurch 

entstehen, zusammenzählen, und nach unserer Analysis Seite 59 Nr. 37

α.(f"x)'∙∙'∙∙fl.(Γx).... F(p-s) ∕ (p-s-i)(i+φa)∕¾1
+ (β+∕3).(Γx),*,∙,ħ.(f"x)'∙-f(p-s-ι) 2+(q+s).a ) p s+................................................................
÷(α+(p-s-ι)∕3).(fu,x),+fl∙af(p-8).(f",x)1+β∙"fι

setzen; wir erhalten folgende Gleichung:

987) «. (fu+mx) fp .(fu,x)*+*1∙"fι
(αr+∕3).(fn+n,x) F(p~ι) . (fu,χ)l+1∙af2

+ . -.......................................................
+(*+(p-ι)∕3).(fu+mχ) fι . (fn,x),**1*fp

= (g÷--⅞a'a^)∙crxr" ⅛
+ (« +cp¾⅛^^)∙(f",χ),∙,,*,,',κp-ι)∙σ"χ)h

+ ( « + ’ (rxΓ,,∙i,"f⅛→(fx)b

.. ................................................................................................

+ (β + ¾⅜¾2χag)∙ <f"x>"w......h ∙(fx)⅛75*
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welche das allgemeinste Gesetz für die Bildung der Vorzahleil enthält, 
denn n, m, q, #, /3 sind Grössen, die nach Willkühr angenommen 
werden können.

Setzen wir ß = q = o, so erhalten wir wieder das Grundgesetz 986, 
von welchem wir ausgegangen sind. Nehmen wir aber an, dass

_ (i-p)-a-; nnd cc _ (;;?>■, β 
a a

so entsteht die Gleichung

988) (ι + (p-ι).a) . (F*"x) fp . (Γx)-"",, 'fι 

+ (ι + (p-2).a). (Ft"x) t (p-i). (Fx)—'1'-,-f2 

+ (ι + (p-3).a) . (Γ*∙χ) f'(p-2). (Γx)-,"-,∙∙f3

+........................................................................

+ (. + (p-p).a). (F*"x) fι . (Γx)',''t^,,∙fp

= (i + (p-i).a). (Fx) fp

wτelche für die Bildung der Vorzahlen sehr wichtig ist, wie sich bald 

zeigen wird.

$. 267.
Alle diese Gleichungen 986, 987, 988 geben die zurücklaufende

Bildungswτeise der Vorzahlen in der Reihe 985. Die unabhängige Bil— 
dungsweise derselben ist mit vielen Schwierigkeiten verbunden ; wir ha
ben aus 986 für die ersten Glieder folgendes Gesetz gefunden:

989) (f9χ) h = i , (f°x) h = (f°x) h = ... = o

und
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990) (f*"x)fι = A7 , (f^°x)fι = A^"

Ao∙a _ 1
(f"χ)f2=-l⅜-7∙aγ.a,

zp,,v'iFq__ Ao — 1 *o-, ι. + Λ + a∖ (A0 —1) (A — i) An-i+« * a(f X)f3_ -sr--. A„ .A, (i + a). ______. Ao .A,

Wir überlassen dem Leser die allgemeine unabhängige Bildungs

weise selbst aufzusuchen.

268.
Für die verneinten Wiederholungen erhalten wir aus 988 eine sehr 

merkwürdige Wahrheit; setzen wir nämlich n —-m, so wird

991) (f"x)—fp = (l + (p-ι).a) . (f^"lx)fp

oder (f-"x)fp = -------- --------- . (f"x)—'1",, ,fp
ι + (p-i).a

Diese Gleichung zeigt, dass die verneinten Wiederholungen aus den 

bejaheten Wiederholungen nach den Gesetzen des Polynomiums hergeleitet 

werden können. Nach diesem finden wir, weil

f-,nχ = (f-mχ)fl.χ1 + (f-u,χ)f2.X* + ,∙a + (f-mχ)f3.X* + 2∙" + . . . .
dass

992) f-'"x = A-.(P,x)^,fι.xl+--1—(f"'x)-'-f2.x'∙''∙+-J—(Γ)---.x,∙=" + ...
i i+i.a ι+2.a

und wenn f"x statt x gesetzt wird, dass

993) x* =

—.(f"x)-,ft.(Γx),+ -2-.(Γx)--t2.(fx),’-+_2_.(f"x)—,"f3.ff*x),t''+.... 
i ι+ι.a ι+2.a

Nehmen wir den einzelnen Fall, wo m=i ist, so erhalten wir die
Reihe
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994) x, = —. (fx)-fι. (f'x), + —. (f,x)-' ∙f2. (f'χ)'∙'∙' +...........
i ι+1 ,a

welche auch nach unserer Analysis Seite 72 durch Umkehrung der Reihen 

entstehen muss.

Ist z. B.
r xx3 x5ix = sin: x = — - -------- + --------------

1 1.2.3 1.2.3.4.5
so ist x = sin: x =

~.(siuιx)^,fι.(simx), +-i-.(simx)"3f2(simx)3+l.(sin.*x)^5f3.(simx)5 + . . .1 3 5
= —. (sin:x)‘ + -A_ . (sin:x)3 + —1 *3 . (sin .,x)s +....1 2.3 2.4.5

und
1 • 1sin"1 : x = — . (sin: x)"1 fi . x‘ + _ . (sin : x)^3 h . x3 + . . . .1 - 3
1 1 3 , 1 • 3 s= __ . X + ----  . X3 + -------  . x5 + . . . .1 2.3 2.4.5

$. 269.
Die nte Wiederholung von fx lässt sich in eine Reihe, geordnet nach 

der Wiederholungszahl 11, entwickeln, so dass

995) Fx = Bo + B1.utl^1 + B2.n11"1 + B3.n3l", +...............

Die Vorzahlen ergeben sich aus den Gleichungen: 

Fx = B 0

f,x = Bo + Bt. i

Fx == Bo + B . 2 + Bj. 2. l

welche entstehen, wennn = o, l, 2,... gesetzt λvird; man findet, dass
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996) Bo = f,x

B. = ^∙(f'*-l',x)

B, = -L . (fx - 2 . f'χ + fχ)

Es ist folglich.

997) fx= £2.fx = Aζl.(f-.∕x

+ ≤2,(Γx-fx) +≤2.(f-,)∙χ
1 1

+ 1-Jτrr.(f2X-2.f,X + f°x) + !^-.(f-i)jx
1 1*

+ A∏τ .(f*χ-3∙fi× + 3.f'x-f°x) +!Lτr.(f-l)>χ

+................................................. • • +.........................
- oder — (t + (f—i))”x

Von dieser Reihe ist der Uehergang zu der Reihe

998) fox = Go. n° + G . n1 + G2. n2 + . .

leicht, und besteht darin, dass npl^1 in Potenzen von n aufgelöst wird.ö
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Dritte Abtheilung.

Periodische Functionen.

φ. 270.
Unter (len wiederholenden Functionen der zweiten Art sind besonders 

jene merkwürdig, welche nach zweien oder mehreren Wiederholungen die 

ursprüngliche Function wieder erzeugen; ist z. B.

φx = a - xso ist
ψ2x = a — φx = a - (a—x) = x

folglich
φ,χ = <p3x = φ5x =............. = a - x

und
ψ0x = φ2x — ψ4x ~........... — χ

Oder ist

- 2φx = —2—X
so ist φiχ ____ 2 ____ 2-X2-φX l-X

φ∙x = _1_ = _
2-φix x

Φ4× = —1- = X 2-φ3χ
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und also

φ,x = φsx = ψ5x = ψ,3χ =................ =

<p2x = φ6χ = φ10χ — φl4χ = ............... =

φix = ψ1x = φ,,x = <p,sx = ..................= - ~~

φ0x — φ4x = φβx = φ*2x =.................. — X

Andere Functionen erzeugen bei der dritten oder fünftenWie
derholung das ursprüngliche Element. Man kann sie periodisch 
wiederkehrende Functionen nennen.

271.
Diese periodisch wiederkehrenden Functionen lassen sich auf folgende 

W eise aufsuchen. Es sei

a + b. x
φx =

es sollen a, b, c, d so bestimmt werden, dass

φ2x =z x
Da

j   a + bφx   a(b+c) + (ad+b2)x
$ X c + dφx ad+c2 + d(b+c)x X

so müssen folgende Bedingungen erfüllt werden:

a.(b + c) = o 

d.(b + c) = o

ad+b2 = ad+c2 oder (b-c)(b+c) = o

Allen dreien Gleichungen geschieht Genüge, wenn b+c = o oder b = - c.

Ist also φx = -—y—> so ist auch φ2x = x 
c + (1. X

76
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$. 272.

- ∩ ∙∣∙ J j χ
Eben so verfährt man. wenn φχ = ---------- und

v c + d x

φ3x = x sein soll. Es ist

2   a + b.φx__ a(b + c) + (ad+b2)x
@ X c + d.ψx ad + c2 + d(b + c)x

j __ a + b.φ2x a(a d + bc+b2 + c2) + (2abd+acd + bj)x
X c + d.φ2x abd + 2acd+c3 + d(ad + bc + b2 + c2)x

Die obige Bedingung wird durch folgende Gleichungen erfüllt: 

a(ad + bc + b2 + c2) = o 

d(ad + bc + b2 + c2) ~ o

2abd+acd + b3 ~ abd + 2acd + c, oder (b-c) (ad+bc +h2 + c2) ~o 

und allen diesen geschieht Genüge, wenn man annimmt, dass

ad + bc + b2 + c2 = 0 oder d — - ⅛-*c + c 
a

, 1 a(a + b x) . 1 . 1 .
Ist also ψx =-----—— -------- -— , so ist auch φ x ~ x, mithin

ac-(b +bc + c)x

ψcx = φ3χ — φ6x = φ9x =............= x

. 7 .0 +a(a + bx)φ x = φ x — φ,x — φι0χ =........... — ---------- ------------------- —
ψ ψ ac— (b + bc + c )x

φ^x — φ5χ = ψ8x = ψl,x =.......= —— a(a — j------
ψ ψ ab + (b +bc + c)x

$. 273.
Wir wollen diese Untersuchung verallgemeinern. Wir n e h m e n 

a + b. x
an, dass φx =----- ⅛—

c + d . x

und suchen erstens die Gesetze, denen bei der raten 

Wiederholung von φ
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φ-x - a-÷b-∙xφ ~ C + Dnl.x

m n,

die Grössen A , B , C , D im allgemeinen unterworfen 

sind, und zweitens die Beschaffenheit der Elemente 

a, b, c, d, w e n n φx eine periodisch zurückkehrende Func

tion oder wenn ψnχ = x sein soll.

Die Gesetze für Auι, Bnr, Cm, Dm gründen sich auf die verschiedene 

Bildungsweise von <pn+mx; es ist nämlich

φn',∙'x = φ*(φ"'x) = φ*(<ρ"x) = A. + B„.<p_x _ a ≤Lb∙, • 2 x 
φ P',φ ) ΨW J G,,+D,,.φ"x C,,, + D,,,.φ"x

oder
Ä + B A'n + B,X A + B An + B“x

A,,1+n + Bιn+n.x __ _________ C,n+D,ι,.χ __ ____________ Cπ + Dnx
Qn+n -θm+n , X p 1 "∏ j∖u ^nι,X p TA + B„X

c"+d"∙c^d^ c"∙ + d-X∏v
folglich

999) A„. = A..C. +Bm.A. = A„. C,„ + B,,.Am

B... = A„. D„ + B.. B„ = A.. D„ + B„. B„,

c„.„ = Dm.Au + C..C. = D„.A„ + C„.C„

D,„„ = D,..B„ + C„.D„ = D„.B„, + C,,.D,,,. ✓

Diese Gleichungen enthalten das Grundgesetz, aus welchem mehrere 

andere hergeleitet werden können. Unmittelbar aus ihnen ergibt sich 

folgendes:

1000) Al — ⅛~b- _ Pi
A C -B “ Dui m in m⅜

Eine zweite Folge aus ihnen ist

1001) - Am„.D_ = (B„.C„-Am.Dm)(B„.C„ - A..D.)

aus welcher Gleichung, wenn n=i, m = 1,2, 3,.... gesetzt wird, 

folgende entspringt:
76 *
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1002) bu ∙ cn “ An . Dn = (bc - ad)n

Eine dritte Folge aus 999 ist, wenn zugleich auf 1002 Rücksicht 
genommen und m-n statt m gesetzt wird, 

i003) Bm. Cn - Am. Dn = Bm.n. (b.c - a. d)n

Cιn.Bn - Am.Du = Cm,n.(b.c-a.d)n 

B,n.C - Cnι.Bιι = (B111.n - Cιn,n). (bc - ad)"

Viertens erhalten wir durch Zusammenzählen der Gleichungen, wobei 

die Gleichung 1002 berücksichtiget wird,

Anl+n ---  • Q. + . A„

Buι.An = An (Am,n.Dn + B,,1.n∙Bα)

o = A ra.B -Bn(A.C +B .A ) 

und so auch durch drei ähnliche Gleichungen für Bm+n, Cm+n, Dιn+n, welche 

sämmtlich nach den Grundgleichungen 999 gebildet werden, folgende vier 

Gleichungen:

1004) Allι+n = Anι. (Bn + C ) - Anι,n. (bc - ad)“

Bιn+n = Bιn∙(Bn + C) - Bnιιι . (bc-ad)n

Cιn+11 = 0ra . (Bn + Cβ) - Cιn,n . (bc - ad)"

du1÷u = du> ∙(Bu + Cn) - Duι,u .(bc-ad)n

Diese letzten Gleichungen enthalten eine einfache zurticklaufende Bil

dungsweise, und zeigen, dass man wenigstens zwei Glieder kennen muss, 

wenn man die übrigen bilden will. Da nun

A1 = a , B = b , Cι~c , D — d

A, = a.(b+c) Bj = b.(b+c)-(bc-ad) C2 — c.(b+c)-(bc-ad) D2 = d.(b+c)

so können nach vorstehenden Gleichungen alle übrigen Grössen A , B , 

Cιn, Dm aus ihnen hergeleitet werden. Zuletzt ergeben sich aus 999, 1000, 

11-04 noch drei andere Gleichungen
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l°05) a.Bra = b.Ara-(bc-ad) . Anι,1

a.Cm = c.Am- (bc-ad).Am.1 

a.D = d.Am m

durch welche Bm, Cm, Dm aus Am und Auι-ι hergeleitet werden können.

Vorzüglich wichtig sind die Werthe von Ao, B j, Co, Du und beson

ders auch das Verhältniss von A , B , C , D zu den Gliedern mit
-11 ' -II -, -n ' -n

bejaheten Stellenzahlen. Wir linden die ersteren aus den Gleichungen 

1004, wenn wir m — n = i setzen,

Aι = A, (Bι + C,) - A0(bc-ad),

B, =B,(Bi + C1) - Bo(bc-ad)∙

‘ Cs = C,(Bl+C,)-C0(bc-ad)∙

D, = Dl(Bι + C) - Do(bc-ad),

und es ist

1006) Ao — o , Bo = ι , Co = ι, Do == o

Die Glieder mit verneinten Stellenzahlen erhalten wir aus derselben 

Gleichung 1004, wenn wir m —o annehmen, nämlich:

1007) A.. = -A,..(bc-a<l)- , B.. = + C,..(bc-ad)~

C „ = + B„. (b.c- ad)- , D.„ = - D„. (bc - ad)-

Aus diesem geht hervor, dass

1008) A t — a . (bc — ad)^, , B-ι = + c. (bc - ad)^t

C.ι = + b.(bc-ad)'* , D,ι = - d.(bc-ad)^,

und nicht A_, — — a , Bι — c , C_t = b , D_( = - d , wie

man wohl aus

a + b φ^*x 1 ∙ιι — a + c. xx = --- v___ _ oder vielmehr aus φ .x — —-------------
c + d ψ^,x b - d . x

schliessen konnte.
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Gehen wir jetzt zu der unabhängigen Bildungsweise von Am, Bnι, Gιn, 

Dm über, so erhalten wir aus 1004, wenn wir zur Abkürzung

1009) b + c = h und ad - bc = k

setzen, folgende Werthe

A, = a 

A2 — a.h 

Aj = a (h2 + k‘>

A4 = a (h3 + 2h* k1)

As = a(h4 + sh2k* + k2)

A6 = a(hs + 4h3k, + 3h, k2)

und allgemein, dass

1010) Aω= a. ∕lι,u-1÷^72yl ∕hu,~∖k,+^m^3^ — hnι^s. k2+⅛∑⅛—hm"7.k3÷...
∖ 1.n 12∏ t»‘<

Es ist daher für

ä a ÷ h x
c + d x

die m te λ∖ iederholung

1011) Φ"∙x= a-A- ÷(l>∙A∙,÷k.A,∙,,.,).x
(c.A; + k.A;.,) + <l.A;„.x

WO

1012) hm-∙ + ⅛--),1^' - hm-,k' + fr1"3)’1“ h-s k' +.................= A'
^ili l2*l m

274.
Wir gehen jetzt zum zweiten Theile der Hauptaufgabe, welche wir 

oben vorgelegt haben, über, nach welcher

www.rcin.org.pl



607

ψnx ~ X

sein soll. Diese Gleichung fordert folgende Bedingungen:

Λn = o 1) = o, B = C

oder a. A,n == o , d. A^ι — o und

b.A;+k.A;_, = c.A; + k.A;_t oder (b-c)A^ = o

und allen diesen dreien geschieht Genüge, wenn A„ = o, oder

h^-' + -n~⅞- .hll^1.k1 + ∙h,^,∙k1 + ∙h"',k, +......... = o
1 1 1 1 1

Um die Wurzeln dieser Gleichung zu linden, setze man k —

- ( ———j , dadurch wird
∖ 2.cos∙σ∕

A" = a'(acL7j) -^-,cos^)u" ■' ~⅛-----(2C0S.∙j1∕- + -----<2cosrj1∕'s-...)

1 ∕ h ∖n"1 sinn<F
oder A„ = a . -------- . - ——r-' 2 cos $' sinj

Diese Gleichung gibt an, dass An verschwindet, wenn J — —— >

wo p = 1, 2, 3,............ und p < — ist.
2

Aus der obigen Gleichung 999

a d - b c = ~ (j 
' 2 cosd /

ergibt sich zuletzt der Werth von d nämlich

. , i 2 p. 7T 2b - 2. b. c. cos —-----  + c
d = - —.________________ ü------------

2 a 2 p 7T
1 + COS —!----11

welcher in die Function (fcx eingeführt werden muss.
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Ist also

2a . ∕ι ÷ cos —LZ7} (a + hx)
1013) ψx = ---------------- —---------- ---------------- ?--------------

2a c. i + cos ~ 7rj - (h2 - 2 hc. cos + c2 j. χ

so ist auch

φnχ = x

Diese Gleichung 1013 findet zuerst Horner in den Ann als of 

philosoph y Vol X London 1817 Seite 344.

Ist n gerade, so lässt

φnx ~ x

—-—l Auflösungen zu, hingegen -—-Auflösungen, wenn n ungerade ist.

$. 275.
φ~, und ψ+1 liehen sich gegen einander auf, und zwar nur dann, 

wenn sie unmittelbar aufeinander folgen, aber nicht, wenn noch eine 

Functionsweise zwischen sie geschoben wird; wir wollen das, was durch 

φ- {ψ∙ entstellt, mit ∙ψ bezeichnen, so dass

∙ψx = φ-1fφx

Wiederholen wir diese Geschäfte in derselben Ordnung wieder, so 

heben sich zwei von ihnen auf, und es ist

∙ψ2x = φ^,fφ(p^,fφx) = φ-1f2φx 

und eben so, wenn sie nochmal wiederholt werden

-ψ3x = φ"jfψ(<p^,f2φx) = φ^,f3ψx

und algemein

1014) Ist ∙ψx = φ~,fφx , so ist ∙ψmx = φ^,fπ∖px

Oder statt 3 m werden nur m + 2 Geschäfte vorgenommen.
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φ. 276.

Dieses gegenseitige Aufheben der Functionen bei mehrmaliger Wie

derholung in derselben Ordnung führt zu wichtigen Resultaten.

Ist nämlich fx eine solche Function, dass ihre zzte Wiederholung 

das ursprüngliche Element x wieder erzeugt, oder dass

fDx = X

so ist auch

f1,φx = ψx

mithin

-ψτ,x =: φ^1fuφx = φ~tφx = x

1015) Ist also f°x — x, so ist auch ψ"1fuφx = x

Durch diese Wahrheit wird das Feld der Untersuchung sehr erwei

tert. Von der Wichtigkeit derselben nur folgende Proben:

Wenn ψx — a —x, so ist ψ2x = x also auch

wenn ψx — lg:(a-ex) , so ist ψ2x — x

wenn φx = Are: (tg = (a-tgx)) , so ist ψ2x = x

Ferner wenn <px = -----  , so ist φ2x = x also auch
x—1

x . ,
wenn φx — ----------- , so ist ψ^x = x

∣Z(xu,-ι)

wenn φx — x-lg.∙(ex-1) , so ist ψ2x = x

wenn φx = —— , so ist φ3x = x, also auch 
a- x

∕ a2 \wenn φx = lgjJ—j = 2.1g: a-lg(a-ex) , so ist φ3x = χ 

a2 . .wenn φx —------------ , so ist φ x = xψ j∕(am-xm) i v

Ferner

77
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Diese periodisch wiederkehrenden Functionen hat ß a b b a g e ent

deckt, und zuerst in den philosophical transactions..............

London 1815 P. I. Seite 389 bekannt gemacht. Die Gleichung 1013 findet 

zuerst Horner in den Annals ol philo sophy Vol. X. 1817 

Seite 344 aber auf einem anderen Wege? als den wir hier eingeschlagen. 

Die Gleichungen 999, 1000,.............. , 1011 machen wir hier zuerst be

kannt. Die wichtige Wahrheit 1014, 1015 gehört dem Herrn Babbage.
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THEORIE
DERALLGEMEINSTEN

FACULTAETEN.

I. Das Bilden der allgemeinsten Facultäten.
}. 277.

Kramp machte im Jahre 1799 die Facultäten

xnlk = x(x + h)(x + 2h)........ (x + (n-ι)h)

bekannt. Im Jahre 1820 haben wir in unserer Analysis die Exponen- 

tial - Facultäten

(t+u.ax) (ι+u.ax+h) (ι+ u.ax+2h) .... (l+u.ax+‘“-1)k) = (ι + u..ax)ni't 

in die Wissenschaft eingeführt, und die Gesetze ihrer Entwickelung in 

Reihen sowohl im allgemeinen als im besonderen gefunden.

Schon im Jahre 1812 haben wir bei einer Untersuchung über fort

laufende Brüche die Facultäten

Φ,n∙φm+1∙Φm+s∙∙∙∙Φ,+n-1 = (ΦJ°11

welche wir allgemeinste Facultäten neunen wollen, gebraucht.

Im Jahre 1821 lernten wir aber die Arbeiten von Wronski kennen, 

und fanden, dass ihm die Ehre gebührt, die allgemeinsten Facultäten 

zuerst untersucht und bekannt gemacht zu haben.

Die ganze Untersuchung wollen wir in folgender Ordnung vor

nehmen :
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I. Bildung der allgemeinsten Facultäten.

II. Entwickelung derselben in Reihen.

III. Entwickelung einer Function in eine Reihe nach den Facultäten einer 

anderen Function.

IV. Producte der Reihen, welche nach den Facultäten einer Function 

fortgehen.

Die Resultate in II und III hat W r o n s k i gegeben, aber nicht 

die Wege gezeigt, welche zu ihnen führen.

Das merkwürdige Gesetz, welches in IV die Producte befolgen, 

haben wir gefunden, und machen es hier zuerst bekannt.

$. 278.
Wird φx mit φ(x+h) , φ(x + 2h) , φ(x + 3h) , . . . . vervielfacht, so 

entstehen die Producte

ςx = ({x),ικ 

φx.φ(x + h) = (φx)ilh 

φx.φ(x + h) . φ(x+2h) = (φx)3lh

φx.φ(x + h) .φ(x + 2h) .φ(x + 3l1) = (φx)4'tl

und wird φx durch φx, φ(x-h), φ(x-2l1) , . . . . gemessen, so wird 

1 = (φx)βlh

——1- = (φχ)-,lh 
φ(x-h)

-----------   — (φx)^jlfc
φ(x-h). φ(x-2l1)

_____________1_____________ __ (βxy3lh
φ(x-h) . φ(x-2h) . φ(x-3h)
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Hiedurch entsteht eine Reihe

1016) ... (<pχ)^3lh, (φxΓ∖ (φx)',lh, (<pχ)0lh, ⅛χ)*lh, (<pχ)2lh, ⅛x)m , • • • 

in welcher jedes Glied aus seinem vorhergehenden nämlich das (p+i) te aus 

dem pten entsteht, wenn das pte Glied mit φ(x + ph) vervielfacht wird 

und umgekehrt das vorhergehende Glied aus seinem unmittelbar folgen

den Gliede, oder das pte aus dem (p + ι)ten, wenn das (p + ι)te Glied 

durch φ(x+ph) gemessen wird, so dass

1017) (φx)p+*ιu = ⅛x)pll* X φ(χ + ph)

und

w* =
<f(x+ph)

Nach diesem ist

1018) (φx)+',,lu = φx. φ(x + h) . φ(x + 2h) .... <p(χ + (m-ι)h)

( & x ~m 1 ll   _____________________ -____________ __ ______
<p(x - h). φ(χ - 2h). φ(x - 3h)........ <P(x - mh)

1 • __ 1
- (φ(x-h))m^1-^k (φ(χ-mh))"llk

(<px)0lh = 1

$. 279.
Für diese Producte finden wir zwei Gleichungen, welche die Grund

lagen zu jeder Untersuchung über diese Producte sind. Die erste ist

1019) (φx)""'1 = ⅛x),,"k. (φ(x+mlr)^", = (φx)""'. (φ x + nli))"'"' 

welche nur eine verschiedene Abtheilung der Factoren des ganzen Pro

ducts angibt.
I

Die zweite Gleichung ist

1020) ((φx)βlh)nlk = ((φχ)"lk)mlk

sie gibt die verschiedenen Arten an, auf welche folgende Factoren zu 

einem und demselben Producte gruppirt werden können:
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φx . φ(x+ιh) . φ(x + 2h) .......... φ(x + (m-ι)h)

X φ(x + ιk) .φ(x + ιk+ιh) .φ(x + 1k + 2h)........φ(x + ιk + (m-ι)lι)

X φ(x + 2k) . φ(x + 2k+ ιh) . φ(x + 2k + 2h)........ φ(x + 2k + (m-ι)h)

X φ(x + 3k). φ(x + 3k+ ιh). φ(x + 3k + 2I1)........φ(x + 3k + (m-ι)h)

X φ(x+(n-ι )k). φ(x+(n-1)k+1h). φ(x+(n-1)k+2h).... φ(x+(n-1)k+(m-1)h)

Nimmt man an, dass k = mh, so geilt die Gleichung 1020 in fol

gende über:

1021) (φx)n,∙"1', = ((φx)mlll)"lu,h = ((φχ)nlrah)mlh

und nimmt man an, dass m.n = 1 und h — n.h, so wird1022) φx = ((φxλΛ,nh)ulk = ((φx)nlh)"lnh
280.

Diesem Algorithmus kann eine scheinbar grössere Allgemeinheit ge

geben werden, wenn

1023) (φ(z+afx))mll,-φ(z+afx).φ(z+af(x+h)).φ(z+af(x+2h))...φ(z+af(x+(m-1)h))

gesetzt wird. Da aber nur x sich ändert, so kann φ(z+afx) als Func

tion von x betrachtet und φ(z+afx) = Fx und also

1024) (φ⅛+afx))raπι = (Fx)mlh = Fx . F(x+h) . F(x+2h).... F(x+(m-ι)h)

gesetzt werden. Es lässt sich also (φ(z+afx))mlh nur als eine besondere 

Form von (φx),"lk ansehen.

281.
Dieser Algorithmus kann auf mehrere veränderliche Grossen, wel

che zu gleicher Zeit zu oder abnehmen, ausgedehnt werden, so dass
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1025) (φ(x,y))+mlh,k = φ(x,y).φ(x + iby + k).............φ(x + (m-ι)h,y + (m-ι)k)

und für ein verneintes m

lθ-6) ( r(x,∖)) φ(x-h, y-k). φ(x-2h,y-2k)............φ(x-mh,y-mk)

und wenn m ~ 0 ist

1027) (<P0*>y))ol,,,k = 1

und eben so auch auf mehrere veränderliche Grossen wie 

(φ(xι,x1,xj,...,x.))""i"1∙'hl...

282.
Jede Function von x kann unter der Form der Facultäten erschei

nen ; es ist z. B.

W28) fx = f(o) . gp = fo . (⅛y', für z = o _ 

und so auch

1029) f(-x) = fo. (f(zf+*)j *'*

Ist z. B. fx = (a+x)", so kann gesetzt werden

1030) (a + x)" = für z = 0

78
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JI. Entwickelung der allgemeinsten Facultäten in Reihen.
283.

Wir nehmen die besondere Form

(φ(z + a. fx))o,", = P

vor, und entwickeln dieses Product nach den Potenzen von a, so dass1031) (φfz+a.fx))mlh = A'0mj + A'ιm,.a* + A'2m,.aj + A,ιm,.a3 +..............
Wegen der Kürze sei

1032) fx = f0, f(x +h) = f ,..., f(x+ph) = f

Wenn m eine ganze bejahete Zahl ist, so wird der Zweck erreicht, 

wenn jeder Factor des vorgegebenen Products in eine Reihe entwickelt 

wird,

. . „ a,.f dφz a2.f2 diφz
ψv p' ψ ι,l* dz ι2l* dz2

und alle diese Reihen vervielfacht werden

(φ(2 + afx)) - = (φ2 ÷ f-⅛,≠g . a' ÷ fμ±f-, . n’ + ... . )

∕ f1. d1φz , F. d1φz , \X Φz + A-------A- . a + . a' + .... )
V ι,1,.dz, l . dz /

∕ fl 1.dlφz 1 f2 . d'φz z \x ∖φ2 +⅛r-∙a + ¾-a' + ∙∙∙∙)

es entsteht dadurch die Reihe

1033) (φ(z+afx))miκ = C(o, m) + C(ι,m).a1 + C(?, m) . a + .... 

welche aus den Elementen der vorstehenden Reihen gebildet wird.
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Es ist z. B.

C(0λ3) = (φz)3

C(.,3)= (φz)-.-⅛g-.(f∙ + f5θ

C(2, 3) = (φz)≈ . -≤^-ι . <ς + i‘ + pι)

+ c®z)' ■ A ■ A ■ • f; + f: • f; ÷ f: ∙ ς>

G(3,3)= (<pz)>.-¾. <ς + f; + o
+ ffflz? d'φz d'^φz 1° ∙ f∙i + f- ∙ f> +f: ∙ i≈ 

kψ 7 ’ l,u r/z‘ ' i?1* cfo* ’
f;.f; + f=.f;

1'
d,φz <i'φz d'φz f, t,, ,ι 

ι,1,ι⅛,-ι,l' dz,^ ι"∙ rfz‘ " * 1

C(4,3)= c<pz)--.-¾√r. + fj + f3

+ (φz)∙.j⅛.j⅛l +
ψy ι*lιdzι i,udz3’ p.f^ + p.p + p.p

+ (φz)l. . (p P + P P + P pψ l2llcfz2 l2llc∕z2 <Λ>∙1x + 1β∙,2 + l1∙t,) 

d'φz d,φz d2φ>z
i*“ Jzl*ι*ιrdΓ,pιπZz"2^ u ' 2 + f‘*- 2 + f°∙f^ 

$. 284.

Die zurücklaufende Bildungsweise dieser Vorzahlen lasst sich auf 

folgende Art aufsuchen: Wird

1034)

gesetzt, so ist

(φ^z + a . fχ))mlh = Fa.

78*
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Fa=(Faj + PLZ?-) .a' + / fFaJ . a≈ + .........

∖ ∕,,a ∖ι"'.da∕,,0 ∖γ1'.⅛1.λ

Die Differentiale von Fa, welche in dieser Reihe Vorkommen, er

setzen wir durch Differentiale von lg:Fa,

dn+1Fa _ ι ι da ∕t, dlg.∙Fa∖ 
ιn+,l'dan+1 “ n+i ’ 1nl1 ’ da" Γ a ’ ~dΓj ~

— 1 / ^npa <*⅛∙*a ι d0Fa dn+*lg:Fa^
n+i’ i“1’da" ’ ι0l,dal + ’ * ’ ’ + 7θτ7da', ’ ι"1* dan+, /

oder

⅛,λi- — A1”’ d'⅛ = la + V' rf⅛Fa , d“'lg:Fa(n+ι)An., _ A„ .7π-δ7+Au.,.-r-- +... +A„ •

und diese wieder durch Differentiale von lg:$z; es ist nämlich

, λz γx 1 d'lg:(7)z 1 pι d2lg∑φz , „
lg:<P(z + a.f) = lg:?z + —rrfz.- ∙a ∙f + -P⅛^∙a ∙f +..............

mithin

lg:Fa = lg:<p(z + afx) + lgrφ(z + af(x + h)) + .... + lg.∙φ(z+ af(x + (m-ι)h)) 

. =.4.÷¾∙.'.s,÷¾≠.∙.S,÷...........

wo

1035) Sp = (fχ)r + (f(x+ h))p + .... + (f(x+(m-ι)h))p
Wird nun die Reihe für lg:Fa in Hinsicht a differentiirt, und dann 

a = o gesetzt, so ergibt sich die Gleichung

d*’lg:Fa __ dvlg:(pz e
~^dar^ X Sp

durch welche wir in der obigen Gleichung lg: Fa in lg: φz übertragen
t

können, nämlich:

1036) (n + φA^ =

, S v- d'}g∙.φz i <Γ⅛∙.φz ι β i,., tf‘lg:(fz?n-b--A- +T^∙s∙∙a"-'-<7z-+ ∙∙∙7it∙S..,.Ab ∙-^-

Dieselbe Gleichung findet Wronski Seite 116.
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$. 285.

Eine zweite ganz allgemeine zurücklaufende Bildungsweise erhalten 

wir, wenn wir die Gleichung
lψ(z + a . fχ)) m+,1'l — ∣ψ(z + a . fx)) ,,'υ,. φ (z + a . f(x + mh)) 

zu Grunde legen, und die beiden Reihen

fφ(z + a.fx)),"'" = A'", + A,,,n'.a, + Λ,1"'.a, + . . . .

φ(z + a.f(x + mh)) = φz + a,. (f(χ + mh)) '.∕L∣Δ+a∖ (f(x+mh)) ,.A5∣τ + ...

miteinander vervielfachen. Wir erhalten durch dieses Product folgende 

allgemeine zurücklaufende Bildungsweiseo o

1037) A'“’” = A0"".<fz

A""*” = A"",.φz + A'm,.(f(x + mh))'.-⅛L

A,n,.„ _ A'ι'∙>.φz + Aι'√f'x + ll,∣1⅛,.J⅛,j.A7([⅛⅛Λ⅛ 
i* ,.dz, t .dz
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l∏. Entwickelung einer Function F(x + h) in eine Reihe nach den Facul täten. einer anderen Function.
$. 286

Es sei

1038) F(x+h) = Aβ.f>+A .f x+.∙.+Aιn.f1 x+Aιn+ι.(fx)m÷lll*+Aιn+2.(fx)m÷2lh +.... 

fx, f2x,...,fx seien Functionen von x verschieden von (fx)1"**,h, 

(fx)'n+2lll, . . . . ; die Natur der ersteren bleibe hier unbestimmt; 

die letzteren seien so beschaffen, dass fa — o. Man sucht 

die Vorzahlen dieser Reihe.

Weil fa = o, so ist für x = a und Ax = - h auch

∆m∙q(fx)mlh = o , ∆m(fx)n,il' = f(a - mh)",k und

∆m+',(fx)n,π, =

f(a- (in + q∣lι)",k- '.f(a- (nι + q-ι)ll) +... (-∕m + tlf-' . f(.ι-ιnlι)""'
11 1 1 ' 1

Setzen wir nun zur Abkürzung

b,f.χ......... A--fl,-,x.A-F(x÷h) ) _ h

l)i^f.χ.........................................il,ξχ)

[∣A'*fl,X....Λ'-'fn.,X.∆'lf,,t X,..,^-'fιX ) _ R,.,

lkfoχ............................................∆ι^,f1,.lχ)

so ist K^+<ι — θ > un(l nach 694
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Aπ = K∞.H -K"'1.H,,, + K">,.H (-)~K-.H,

>
so lauge n nicht grösser als m ist; ist aber n grösser als m, so ist

Am+q = 11m÷q∙ Es ist alsθ

1039) F(x + h) = (κj,,.H,-K'∙,.H, + K1",.IIl-... (-)"lC°,. H„,( • f>

+ (κ,,,,.H,-K'".H1 +.....................KL”. Hj.f.x

+ (k,1,,∙h,-K)".h3 +..............KL”. Hj’.f.x

+ . .............................................................

+ ⅛ra-1,.H -Km'1.H l.f x
' Ul—| Ul-I 1U Ul J Ul— i

+ κL",.Hn.ςx

+ Hm.l.(fxΓ'"' + Hm41.(fx)-"∙ + Hm<J. (fx)"*1",÷∙ • •

wo in den Vorzahlen x~a und ∆x = -h gesetzt werden muss. Wenn 

man TI und K vereinfachen will, so sehe man hierüber §. 154 und 155.

Dieselbe Reihe findet Wronski Seite 272.

$. 287
Die Reihe

1040) F(x + h) = Ao + A1.(fx),lh + A2.(fx)5lk + A3.(fx)3,k +.............

ist nur ein einfacher Fall von der vorigen Reihe, und geht aus ihr hervor, 

wenn m~o gesetzt wird; es ist nämlich

1041) *- H - bW'..∙. Λ-(tx)-⅛F(x ÷ h))

(j ∆°(fx)ou,................................. ∆"(fx)",")

_ ∆°F(x + lι) ∆-F(x+]ι).∣∣∆"(fx)-",') ι ∆"-ψ(x+lι).[∆"-,(fx)"-2"'.∆0(lx)"-,lt ) 
- ∆"(lx),'li ∆,,^,(lx)n^,"'.∆"(fx)"", +∆"-1(fx)',-=11'.∆"-,(fχ)"-∙,l'.∆"(l'x)"", _

r_v_, ∆'F(x+h).[∆'(fx),'h.........∆"(fx)-"" )
......................... ∆,(lx),"*............................................∆"(fx)""'
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Die überflüssigen Factoren, welche hier noch Vorkommen, lassen 

sich nach §. 154, 155 wegbringen.

Die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen geben folgende Glei

chungen an:

1042) ∆,F(x + h) = A1.∆,(fx),lh

∆lF(x + h) = Ax.∆1(fx)*lh + Λj.∆2(fχ)2iu

∆3F(x + h) = Aι.∆,(fx)llh + A2.∆3(fx)2"l + A3.∆3(fχ)3lh
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IV. Producte der Reihen, welche nach den Facultäten einer Function fortgehen.
288.

Wenn

Fox = foχ+(φβ^),11,∙fo(x+h).^π+(φoX)2l,,∙fo(x+2h)∙pπ+(φox)jlh.f(χ+3h).^π + ... 

und

F1y = f,y+(φ.y),lk∙fx(y+k) ∙^πτ+(Ψ.y)uk∙f∕y+2k)∙^n+(Φjy)slk.f∕y+3k).A1+... 

so befolgt das Product dieser beiden Reihen

F0xχFιy = f",(χ,y)+f "(x,y).-⅛7+ r"(χjy).pl7 + f',,(x, y). JL + . . . . 

folgendes Gesetz:

P,(χ,y) = φaχ.P∙',(χ+h,y) + Φ,y∙fp∙,,(χ,y + k)

Kommt eine dritte Reihe «
F,z=f z+fφιz)"∙.fs(z+s).≤+<φιzy".f (z+.s).A+(ψιz)-.f fz+1s).^ + ... 

hinzu, so linden wir bei dem Producte,

F0xχF1yxF1z = f",(x,y,z) + f"(x,y,z).-⅜r+ f’-’(x,y,z).._£ + .......

dasselbe Gesetz, nämlich

fμ,(x,y,z) = ψθx.f p^11(x+h,y, z) + ψιy.fl'^1,(x,y + k,z) + φj2.f p',∖,x, y, z +s) 

Allgemein, ist

79
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1043) F xo=f x.+(ΦXΓβ Λ(x.+K) “ +(φ0x0)≈",∙.f0(x0+2h0).-⅞r + ...

1 1

f.x. =f.x. + (<P1x,)",,,∙f (×,+h,).4∏ + (<P x,)llh'∙f (x,+2h,)∙⅛ +
1 1

Fa = fΛ.+(<pA)"ta∙f (χ.+V⅛+(<pa),,""∙‰+2∖).^t7 + • • •1 1

und sind f0, fι, fj,..., Fo, Fι, Fa,..., φ0, φ1, φa,... eben so viele ver

schiedene Functionen und x„, x., x ,..., h , h , h ,.... eben so vieleO z * ' 2 z x 0’ i x 2 -x
verschiedene Grössen, so befolgen die Vorzahlen des Products dieser 

Reihen

F0χaχF,x, x... xFA=f'(x,)..A)+f’(x„.,A). !1-+ f≈,(x0,..,xπ). ι⅛ + ... 

folgendes Gesetz:

f'1',(xo>x1,∙∙∙>xJ= Φoxo×fp'1,(xo + h0 , x.>∙∙∙>xn)
+ φι xι X fr',,(x0, xi + hι , x2,.. .,xn )

+ Ψ2 x2 × fp^',(x0>xι,x, + h2>x3 > ∙ ∙ ∙, x J 

+..................................................................

+ ψnχJfp^,,⅛χ1>∙∙∙∙> χn.1,χn + k)

Wir wollen das Verfahren, welches zu dieser allgemeinen und merk

würdigen Wahrheit führt, in allgemeinen Zeichen vorlegen. Es sei bei
*

dem Producte von n Reihen

F0x0XFlx,..χFπ.,xιl. — f 01(x0,..,x1.1)+f ll(x0,.∙A-∣)∙⅛^,+f ,(xo>∙∙A-,)∙∙⅞-1+∙ • 
1 1

das Gesetz ct 

f'rp(x0>∙∙∙,xn-1) =
' = Φoxo∙f q"1,(xo+ho, x1roxn-1Xx^1∙f"1",(x0,x1+hpx2r∙jχn.1) + ••• 

• • * + Φ∏-lx∏-1∙f,1-n(xoV∙∙jxn-2,xn.1÷h∏-1)
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gefunden; der Uebergang zu dem Producte von 11 + 1 Reihen besteht darin, 

dass dieses Product mit der (n+ι)ten Reihe für Fnxn vervielfacht wird. 

Das (p + ι)te Glied dieses Products ist /3

fp'(x.>∙∙,x,) = 2α ⅛r'• f,,(∖>∙∙∙.^,)∙⅛A)"", ∙ζ(xn+(p-<l'⅛) ∙n∙oq=o,ι,..,p.

Der erste Factor unter dem ∑q kann in zwei Theile zerfällt werden 

pql^' _ (p->)1^'1^1 (p-ι),"∙,
1f∣1* 1<I->li + 1<1∣1

und also auch genannte Vorzahl in die beiden Theile

f-(x0,...A) = Σ, -α,~⅛^'"' ∙ f1'(xo,-,xu.,).⅛xj.f(xa+(p-q,hn)

+ ςi — f 1,(xo,∙∙∙,x..1)∙(<P,xJ1'^'1"'"∙ f (x.+(p-<l)1,.)

Wird in dem ersten Theile das, was oben mit oc, bezeichnet ist, 

statt I , (xo,. . ., xn ι) eingeführt, und in dem zweiten Theile der Factor 

<Γnxn vθr 2<j gesetzt, so zerfällt das Ganze in folgende Theile: 

P1(x0,...jxJ =

Φo x. ∙ ς, ⅞-π, ‘ ∙f,-,(x. ÷ *.. ∙ ∙ ∙,x..,) ∙ (φΛ)'-,",".f.(x.+(p-≠.)

+Φ.χ,∙∖ ∙f,",(χ.> x, + h.> x≈.∙∙,χ.-,)∙ (Φλr“" Vχ.+(p-q⅛)

+............................................................................... ......

+Φ,-,x,,-,∙ς,-1~t7- ∙f1'"(x.>∙∙∙,x.-,Λ,,+llu-,)∙(ψ.x.)'^'1"'" ∙ f,(x.+(p-p)hj 

+M.∙ς, 'l⅛V ∙ f,'(χ. r........... , χ.-,) ∙ (Φo(χ.+ι>J)p',^"k"∙f (χ.+cp-q⅛.)

79 *
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V

Da nun dieses nach 0 die Reihen fiir fr^"(xs + h„, x,,.......... ,x„),
f-"(x,1,x,+h1,x,,...x.),..∙,f"'',,(x.>∙∙∙.x.-.>x∙ + h.) sind> sθist auch

f ,"(x0,...,x.) = φox0 • f'",(x0 + h„, x„ . ..., x„)

+ φι X,. f 1'^ll(x0,χl+h,, x„..., x„)

.. ................................................. ..... •

+ ψnxn∙fp"1'(x0>........ > x-1>x- + h.)

Die Gleichung, welche für n Reihen gilt, findet also auch statt hei 

n + t Reihen.
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ALLGEMEINE THEORIE
DER

FORTLAUFENDEN BRUECHE.

I. Zurücklaufende Bestimmung.
289.

Bei diesem Gegenstände sind folgende Puncte genau voneinander zu 

trennen:

I. Algorithmus.

II. Wahrheiten.

III. Anwendung der Wahrheiten auf Gleichungen, Reihen und andere 

Gegenstände.

Zu dem Algorithmus hat Euler *) den ersten Versuch gemacht, 

der aber sehr unvollkommen und oft von anderen Mathematikern, nur 

in anderen Zeichen, ohne Verbesserung wiederholt ist. Wir geben hier 

einen neuen Algorithmus in vollkommener Gestalt, so dass er alle Fo- 

derungen erfüllt.

Alit diesem Algorithmus in der Hand haben wir solche allgemeine 

Wahrheiten entwickelt, dass alles, was auch immer über diesen Gegen

stand erschienen , höchst specielle Fälle von ihnen sind. Die Anwendung 

können wir hier noch nicht geben.

Die Ordnung, in welcher wir die Untersuclning vornehmen, ist

J Novi comm. ac. sei. petrop. T. XI, 1767- pag. 28. De usu novi algorithmi.
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I. Zurüklaufende Bestimmung, wenn

α(m)n = α(m)n.1. Γm+n.1 + *(m)n.2. φra+n.2

II. Zurücklaufende Bestimmung, durch welche fortlaufende Brüche er

zeugt werden.

$. 290.
Es seien .... φ.3 , φ.2 , φ.t , φ0 , φ+1 , φ+2 , φ+3 , . . . . A

und ... . Γ.3 ? r_, , Γ.1 > Γβ , Γ+i , Γ+j , Γ+3 , . . . . B

verschiedene Grössen, welche in keinem Zusammenhänge stehen. Aus

ihnen werde eine dritte Reihe von Grossen

...........α(m)-3 > <*(m)-a > *(m)-, > «W. > *(m)+1 , α(m)+1 , «(m)+J , .... C

nach folgender Vorschrift gebildet:1044) α(m)11 = α(m)n.l.Γnι+n.1 + α(m)a.1. φm+n.2
Oder es soll jedes Glied der Reihe C aus den beiden vorhergehenden 

Gliedern derselben Reihe in Verbindung mit dem (m + n—2)te11 der Reihe 

A und dem (1n + n-1)ten Gliede der Reihe B durch Zuzählen und Verviel

fachen zusammengesetzt werden.

Zwei von den Gliedern der Reihe C müssen gegeben sein, wenn die 

übrigen nach dieser Vorschrift bestimmt werden sollen. Nehmen wir 

α(m)0, ft(m)ι als gegeben an, so sind die übrigen folgende:

1045) ft(m)a — α(m)ι.Γ11,+1 + α(m)o. φιn
α(m)3 = o(aι)l. Γm+1Γπι+2 + α(m)0. φra Γa+1

+ ψu,÷.,

α(m)4 = ft(n⅛. Γm+1 Γm+j Γm+j + √m)β∙ Ψ,Γm+2Γm+j

÷φm+∣∙m+3 ÷Φm'T'm+2

^l*Φm+2 f*n>+l
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α(111)s --- ∙ Γm+1 Γ,n+1 Γm + 3 Γnι+4 + a(nl)o ∙ Φra T∖n+1 Γn, + 3 Ijn + 4

÷ ψm+ι Γιn+3 Γm+4 ÷ ψ∏, ψm+2 I „1+4

*t* φm+2 Γm+1 f∏>+* Ψm Φm+J ^ιn+l

Φm+3 ' n)+l Fβ+∙j 

+ φmf. φm÷J

u. s. w.

Setzen wir .... 2, 1, 0, -1, -2, . . . . statt m, so erhalten wir eben 

so viele Reihen

...............√+2).s , *(+2)., , α(+2)o ’ *(+2)÷, > α(+2)÷1 . ...................... Cj

............... *(+1)-1 j α(+1)-1 ) α(+1)<, » α(÷1)+l > α(+1λ, ... ............................

............... α( θ),2 , «( o).l , α( o)0 , *( 0)+1 , α( o)+2 ... .............................

................α(-ι).1 , α("1)-1 > *(~1)o > *(-1λ, > *(~1λ2 . ..................

............... α(-2).2 , α(-2).1 , α(-2)0 > α("2)+l , α(-2)+2 >................

deren Glieder sämmtlich nach der Vorschrift 1044 aus den Gliedern der 

Reihen A und B gebildet werden.

Das Bildungsgesetz eines Gliedes der Reihe C aus den beiden un

mittelbar vorhergehenden Gliedern derselben Reihe ist gegeben. Unsere 

Aufgabe ist

I. Wie wird ein Glied der Reihe C aus irgend zweien anderen (nicht 

unmittelbar vorhergehenden Gliedern) derselben Reihe C gebildet? 

und

II. In welchem Zusammenhänge stehen die Glieder der verschiedenen 

Reihen C1 ? $. 29 L
Die obige Bildungsweise lässt zwei Glieder der Reihe C unbestimmt, 

welche nach Willkühr angenommen werden können.. Die Gleichung 1044
80

www.rcin.org.pl



634
ist daher die allgemeinste ihrer Art. Um den Weg zu der Auflösung 

dieser allgemeinen Aufgabe zu bahnen, nehmen wir zuerst einen einfa

chen Fall vor, und kehren dann zu der allgemeinen Gleichung 1044 wie

der zurück. Diesen einfachen Fall machen wir durch einen besonderen 

Buchstaben (3 bemerkbar1046) ∕3(m)n = ∕3(m)u.1. Γm+n.1. + ∙∕3(m)n.,. φm+n.2
und nehmen für zwei Glieder, auf welche wir alle übrigen Glieder be

ziehen, folgende Werthe an, so dass

1047) β(m)0 = i 

∕3(m)ι = Γm

∕2(m)1 = ∕2(m∖.Γβ+1 + ∕3(m)0.φm 

∕3(m)3 = 0(m)2.Γm+2 + ∕3(m)ι.φm+ι 

β(m)4 = 0(m),.Γιn+3 + ^(nι)3.ψra+2

Nach diesem Anden wir für die übrigen Glieder folgende Werthe:1048) 0(m)+2 = ΓmΓ111+1 + φm0(∞λ, = ΓmΓffi+1Γm+2 + ψmΓm+2
+ φιn+1Γm

0(m)+4 = rmrm+1rm+2rnι+3 +φuι rιn+2rra+3 + φιnφmt3 

+ φm÷ιΓm r,n+3 

+ Φm+3 rm r,ll+1u. s. w.
Die Glieder auf der linken Seite oder die Glieder mit verneinten 

Stellenzahlen erhalten wir aus der Gleichung 1044, wenn wir n = l, o, 

-l, -2,.... setzen, nämlich
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1049) ∕3(m)-1 ~ o

β(∞).≈ =
Ψm~2 »

β(m)., = - ■■ r-≈ . ■
<P-1'P,,,-,

∕⅛(m).1 = —2------ + - r"-- γ~> -
Φm-2Φm-4 φnι-2 Ψn1-3 Ψ'U-4

' ∕2^∏l) --* — _________Z-Σ1∑2________ Fm-4 __ l∖n-2 4,∏i-3 l"m-4 
Φm-2 φnι-3 φuι-s φm-2 ψ∣n-4 Ψ 5 -in φιn-2Φ1n-3φm - 4Φ∏1- 5

u. s. w. $. 292.
Sowohl für die Bildung eines Gliedes aus entfernten Gliedern dersel

ben Reihe als auch für den Zusammenhang der Glieder aus verschiede

nen Reihen finden wir folgende Gleichung P

β(mλ,, = β(m)a,p,5.∕⅛(m+n-p+2)l,.1 + C<m)a.p,, ∙ β(m+n-p + 3)p.,.φm,11.p,1 

Ihre Rechtfertigung findet sie in dem allgemeinen Uebergange des

Vorhergehenden zum Folgenden, und dieser besteht in der Verbindung

der Gleichung P mit den Gleichungen

∕3(m)n.p+3 = ∕3(m)n.p+ι.∕3(m+n-p+ι)ι + ∕3(m)n.p. φnι+n.p

⅛(m+n-p+ι)p —

= ∕3(m+n-p+ι)ι.∕3(m÷n-p+2)p.1+∕3Cm+n-p+ι)o.∕3(m+n-p+3)p.2.φnι+n.p + t 

wovon jene nach 104-6 und diese nach der Gleichung P gebildet ist. Es 

entsteht die nächstfolgende Gleichung PÖ Öl
β(mn+1)= ß(m)n_p+1 .β(m +n —p + ι)p + ∕3(m)n-p∙∕3(m + n-P + ¾-1∙Ψ,11+n-p

Diese Gleichung Pι gilt nicht allein für das bejahete, sondern auch 

für das verneinte p, und es ist

∕3(m)n+1 = ∕3(m)n+p.β(m+n+p∖p+ι + ^(m)n+p.1.∕3(m+n+p-ι),p.φm+n+p.1 Q

Diese Gleichung beruhet eben so wie die vorige auf dem allgemei

nen Uebergange vom Vorhergehenden zum Folgenden. Es ist nämlich 

nach 1047
80*
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ß(“)..p.. — /3(m)..f-£(m+n+P). + ∕∑(m)..p..∙φ,

und nach P, wenn n = -p, p =z - p+i, m — m + n + p gesetzt wird, 

∕5(m+n+p).p+ι = ∕2(m+n+p)ι.0(m+n+p+ι).r + ∕3(m+n+p+2).p.1 .φm+n+p

Werden diese drei Gleichungen vereinigt, so entsteht die nächst

folgende :

^(m)∏÷l=∕2(m)n+p+1.∕3(m+n+p+ι).p + ∕3(m)n+p.∕3(rn+ιι+p+2).p.1.^m+n+p ()l

Die Gleichung Pι gilt also für jeden Werth von p. Setzen wir zur 

Vereinfachung derselben n —1 statt n und n-p statt p, so ist 

1050) £(m)n = ∕2(m)p.∕3(m+p)n,p + ∕3(m)p.l.^(m+p+ι)n.p.ι.φιu^ι

$. 293.
Ausser dieser erhalten wir zu gleichem Zwecke eine zweite Gleichung 

auf folgende Weise: Aus den beiden Gleichungen

∕≈(m + P)... = β(m + P).∙Γ,,,,1,.,, + ∕3(m + p∖.ι.φιιt^ιι-ι 

— ^(mλ.1∙∙ Γm,r,,, + /3(m).<F.. ∙ φ....p,.

welche nach 1046 gebildet sind, eliminiren wir Γu,+1,+u, und setzen zur 

Abkürzung

∕3(m + p)n+1 .∕2(m)n+p - ∕3(m + p)n>j3(m)u+p+ι = Bo+t

Es entsteht die Gleichung

B + = - Bu. φ R

Nach dieser bilden wir mehrere

B = - B .φn n-l τm + n + p-2

B, = - Bo.φm4r.,

Bo = ∕3(m)l,.,
und vervielfachen alle miteinander; es entstellt die Gleichung 

ß... = ∕i(m)p-.∙‰-. ∙∙∙φ,..t..-. = (-Γ'∕3(m)t-,∙(‰-,r,"

www.rcin.org.pl



637
Da ferner in der Gleichung R die Stellenzahl n auch verneint sein 

kann, so können wir auch folgende nach ihr bilden:

B = - B .φ-n+2 -n+ι T∣n+p-n

^-n + 3 ^-n+ 2 * Φm+p-n⅜ i

• •••••••••

B„ = - b-,∙‰-≈
∕3(m)p-. = B»

Vervielfachen wir diese Gleichungen miteinander, so erhalten wir 

folgende;

∕3(∞)p-, = (-)""b-,,∙‰.≈∙‰-, ••••

oder

B-..,= -—(->--g⅛-∙— = ∙‰-,)∙*',',
φm + p-2 , Φm+r-J •♦•••• φln+p.n

Bn+ι und B.n+1 huldigen also demselben Gesetze, und es ist für jeden 

Werth von n

1051) 0(m + p)„,./3(m)„F-/’(m + p)..0(m)„,pt,=

294.
So allgemein die beiden Gleichungen 1050 und 1051 auch sind, so 

sind sie doch nur zwei untergeordnete Fälle eines viel allgemeineren Ge

setzes, welches ausser ihnen noch unendlich viele andere Fälle umfasst. 

Eliminiren wir nämlich aus den beiden Gleichungen

∕3(∞ + P).-p = ß(m + p)._p./3(m + s)n_. + 0(m+p),.r.1.β(∞ + * + t)..,., .φ,,,., 

+ + ∕3(m)..1.∕3(nι + s+ι)..,.l.φlp,,.,

welche nach 1050 gebildet sind, die Grosse ß (m + s)n.e, und verbinden 

mit der Gleichung, welche hiedurch entsteht, die Gleichung

β(m + p)..1,.0(m),.1 - ∕3(nι + p)t.p.1.∕3(m), = (-Γpβ(m)l,., ∙ (φ,,,.p.1 ),^pu 

welche nach 1051 gebildet ist, so erhalten wir die Gleichung
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0(∞+P).√3(m). - ∕3(m+p),.p.∕3(m)a=(-)∙-∙'*1β(m)p.ι.j3(m+s+ι)ll...1(φm,1,.,)∙∙1'∙,', 

oder, wenn wir, uni ihr eine andere Form zu geben, p=n-m, n = n+p-m 
und s = q setzen, die Gleichung

1052) /3(n)p.ß(m),-0(n)„Mß(m)F„.„ =

welche das höchste Gesetz für den Zusammenhang sowohl der Glieder 

derselben als auch der Glieder verschiedener Reihen enthält.

Um nur ein Beispiel von der Wichtigkeit dieser Gleichung anzu

führen, nehmen wir an, dass q~- 1, und setzen zur Abkürzung 

n = m + ι-p; es geht aus ihr hervor, dass

1053) ∕3(m) p — (_)’ g(m~P÷⅜-,
(Φ.-fΓ",

Jedes Glied auf der linken Seite oder jedes Glied mit einer ver

neinten Stellcnzahl kann also ersetzt werden durch ein Glied in einer 

anderen Reihe.

295.
Nachdem wir den besonderen Fall, für welchen das Zeichen /3 fest

gesetzt ist, untersucht haben, gehen wir zu dem allgemeinsten, vorge

stellt durch ca, wieder zurück. Wir finden für ihn zwar nicht dieselben, 

aber ähnliche Bildunjjsweiscn. Zuerst erhalten wir die Gleichwie X

α(m)a = α(m∖.p,,.∕3(m + n-p + ι)1,.1 + β(m)lrp.β(m + n-p + 2)p.1 .φmψa.p

Das Verfahren bei dem Auffinden dieser Gleichung, oder der Ueber- 

gang von p-i zu p besteht darin, dass aus dieser schon gefundenen 

Gleichung X und aus der Gleichung

= ≈(∞)a-p∙∕2(uι + ιι-p)l + ≈(m)n.p., ∙ <Pm,,.p., 

die Grosse »(m) +1 eliminirt, und dann die Gleichung
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β(m + n^p)p = ∕3(m+n-p)ι.∕3(m + n-p+ι)p.ι + ∕3(m + n-p+2)p.2.φm+n.p

welche nach 1050 gebildet ist, zu Hülfe genommen wird; es entsteht 

die nächstfolgende Gleichung

α(m). = a≈(∞)n-p∙∕3(∞ + >ι^p)p + α(m)∏-p-1∙∕3(m+n-p+ι)p.1.<p,n,11.p., X,
Auch für das verneinte p finden wir, dass

≈(∞).=≈(m)p.p-.∙∕2(m+n+p-ι).ptι + α(m)ntp.1.,S(m+ιι+p).p .φ.,.tl., Y

Der Uebergang von — (p-i) zu - p ist aber jetzt folgender: Es wird 

in diese schon gefundene Gleichung Y nach 1050 gesetzt

∕3(m+n+p-ι).p+, = ∕2(m+n+p-ι)ι .∕3(m+n+p).p+∕3(m+n+p+ι).p.1.φιu+u+p.jl 

und zuletzt

« a≈(∞)..p = α(m).tp.,∙∕3(ra+11+p-1). + α(m).*p-, ∙Φ-...p-2

Es entsteht die nächstfolgende Gleichung für -p, nämlich

«(m)u = α(m)n+p..2(m+n+p∖p + α(m)n+p.ι .∕3(m+n+p+ι)-p-ι,φm+n+p-ι i

Die Gleichung Xj ist also ganz allgemein. Setzen wir, um sie zu 

vereinfachen, n - p statt p, so nimmt sie folgende Gestalt an:

1054) α(m)n = α(m)p.^m+p)n.p + α(m)p.1.∕3(nι+p+ι)11.p.1.φm+p.ι

und zeigt, wie ein Glied α(m)+n oder α(m).n aus irgend zweien anderen 

entfernten aber aufeinanderfolgenden Gliedern

α(m)+p , α(m)+p-ι oder aus α(m)-l, , α(m),p.ι Hülfe der Grössen /3 

gebildet werden kann.

Bilden wir z. B. alle Glieder aus den beiden ersten Gliedern α(m)o 

und es(m)1 , so geben folgende Gleichungen diese Bildungsweise an:

1055) α(m)n = α(m)t. ∕3(m+ι)n.ι + α(m)o. ∕3(m+2)n.a. φιu 

α(m).n = α(m)1 .∕3(m+ι),n.ι + α(m)β. ∕3(m+2).n.2.φιn
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$. 296.

Die zweite Gleichung für ce, erhalten wir auf folgende Weise. Wir 

eliminiren Γ111+r+n.1 aus den beiden Gleichungen

α(m+p)n = α(m+p)β.1.Γm+p+n-i + α(m+p)..1.<pm.p,..2 
af(n0n÷p   αC,il)n + p-ι * ^il→∣→b-i + α(m)u*j.-j ,^bi + b+γ-i

und setzen zur Abkürzung

α(m+p),. α(m).,p.l - *(m+p).., •«(“).„ = E.

In der Gleichung

E — - E .φ in n-ι τm+p+n-2

welche hiedurch entsteht, setzen wir zuerst n — i, 2 ,........... ,11 und dann

auch n = o, -1, -21 -3,..., -(n-i), und vervielfachen jene und dann 

auch diese miteinander. Wir erhalten die beiden Gleichungen

E+n = (-)" ¾∙<pιn+p-1 ∙φm+p.........‰+b-j = (-)" Ea∙(‰-l)n',

E = -------------------- E°--------------------------- = (-)“ Eo. (φ ynli
φ φ t...................Φ Wo kψm+1,W
'rιιι + p-2 Tuι + p-J 'ΓJ∣ι+p-n-ι

welche einem und demselben Gesetze huldigen. Es ist daher ganz all

gemein

1056) «(m+p)„. α(m∖,p.1 - ar(m+p)..,. α(m)o,p =
= (")" U(∞+P). ∙ α(nυp-1 -*C∞+p)-, ∙ α(m)J . (φ,,,p.,

$. 297.
Die dritte und allgemeinste Gleichung erhalten wir durch das Eli

miniren des ∕3(m+s)a,, aus den beiden nach 1054 gebildeten Gleichungen 

a(m+p)„.p = «(ni+p)_p.ß(ni+s)„.. + α(m+p),.p.,. ß(m+s+i)..,.,. <p,π,,.l 

a≈(m). =«(’“). . ∕3(m+s)π., + α(m),., . ∕3(nι+s+l)ι,.,.ι . φ.t,.,

und durch Hülfe der nach 1056 gebildeten Gleichung
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α(m+l>).-r α(nl).-.-α(m+p)..r.,β(m), =

= (-)-1' Um+p)0.α(m)1.t-β(m+p).1.α(m)J . ⅛,1,.1Γ'k

Die Endgkicliung ist 

α(ω÷p)u.1,α(m), - α(m+p),.p α(m)n =
= (—)s^p+, U(m+p)o ∙ α(m)p.ι -α(m+p).1. α(nι)J .∕2(m+s+ι)u.,.ι.(^uι+p.ι)β'p+*li 

oder, wenn p = n-m, n~p + n —m, s rz q gesetzt wird,

1057) α(n)p.β{(m)q4- α(n)q+m.u. α(m)p+n.m =
..... (÷).∙√∏ιλ--,-«(■»)., ∙∕3(<I+m+'λ-^1,-,..∙⅛-,Γ""......

welche das allgemeinste Gesetz für den Zusammenhang der Glieder in 
den Reihen Cj, und für die Bildung eines Gliedes aus Gliedern dersel
ben und verschiedener Reihen enthält.

81
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• -II. Zurücklauf ende Bestimmung, durch welche fortlaufende Brüche erzeugt werden.
$. 298.

Die zurücklaufende Bestimmung, aus welcher die fortlaufenden Brü

che entspringen, ist

1058) (fn-rol).fm+1 = φ,n 

Es entstehen zwei verschiedene Brüche

f = r + -£=- und f = —≤=-f-
“ f... -r. + L

und also

1059) 1„ = Γ.+ jγ-⅞-λ
Ini+l Tmti

Γm+1 + φw+,
Γm+3 + ...........

und
,06", ,- = -r-⅜~t-,

• - Γltt.l + frn-2
“ Γla,2 ÷ Φn,-3

- r»-, +..........

oder, weil fm+ι = - ■ ,? so *st aut'k
A ui in

1061) f =--------≤-—λ
Γβ + φιn-1

Γm.l + φm.i .
Γn,2 + ....
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Ist in — o, 1,2, 3,.... oder = - l, -2, -3,..., so entstehen fol

gende fortlaufende Brüche:

$. 299,
Wir haben hier eine Reihe

1062) . . . f, , f.2 , f 1 , f , f 1 , f , , f+3 ,...............

deren Bildungsweise die ursprüngliche Gleichung 1058 angibt, und zwar 

aus dem vorhergehenden das folgende, oder aus dem folgenden das vor

hergehende Glied. Aus diesem Gesetze können wir ein anderes herleiten,

81*

f — Γ + —= + __ Φ-'
• Γ, + Φ, -r., + φzι^

r, + ......... -r., +..........r _ r . <P. — . Φ.
■ r, + Φ, -r. + <t>.,

Γ + .......... -Γ +.........J -1

u. s. w., und

f — r + — = +__ JLz___
r0 + Φo - r-3 + Φ-3

rl +...... - γ.j +......
r __ r . Φ-⅞ — j. __ Φ-3
- ” r- ÷ φ- ■ • - r-. + φ-.

r +......... - r +.........

u. s. vr. Die ursprüngliche Gleichung gibt den Zusammenhang aller dieser 

fortlaufenden Brüche an, nämlich

f — Γ + f — Φ-.
° ° f ° “ Γ.1 + f ι

f = r + JL f =____2s____
‘ f. * - r. + f.

u. s. w.
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nach welchem ein Glied dieser Reihe aus einem entfernten Gliede gebildet 

werden kann. Die Gleichung für diesen Zweck hat folgende Gestalt:

1063) £ __ ⅛ + (m)n.fι,ι4n 
[mj; + [m]n.fm+n

Die Gesetze, denen die Grössen (m)n , (m)Jι , [m]n , [m]; unterworfen 

sind, finden wir, wenn wir in diese Gleichung das nächstfolgende Glied

einführen; die Gleichung geht hiedurch in folgende über:

f _ (»»).. φm4, + (W..r„. + (m);) • f„,„,

[">].• Φ,44. + (lmJ.∙Γm,n + [mJJ∙C4.4,

welche zeigt, dass

1064) (m)n4, = (m)..Γm4. + (m)L und = (m∖ ∙ φ,4.

[i“]... = Γ111]. ∙Γm4n + [mfc [m]∙n41 = [m]..φ4141,

oder, wenn diese Gleichungen vereinigt werden, dass

1065) (m)n÷l = (m)n ∙ fjn+n + (∞λ-1 .

[mL, = J⅛∙Γm+n + [m]n.1. φm+u.l

Diese beiden zurücklaufenden Bildungsweisen setzen die Kenntniss 

irgend zweier Glieder voraus; wir erhalten diese aus folgenden Gleichungen:

f — 0 + 1 , πnj £ — Φ<n + Λn∙^π→ι
i + θ.f,n " o + i∙fm+1 

Es ergibt sich aus ihnen, dass

1066) (m)9 = ι , (m),0 = o , [m]0 = o , [m]’o = l

(m)1 = Γιn , (m); = φm , [m]l = l , [m]; = o

Wir haben jetzt alles, was zur Bildung der Grossen, welche in der 

Gleichung 1063 Vorkommen, nötliig ist, es ist nämlich

f — τ-> _j_ ^m÷nni+n ' m+n pnι+n+ i
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Vergleichen wir diese Producte mit den früheren in §. 289, so fin

den wir, dass

1068) (m)n = β(m)n und (m∖ = β(m)n.ι. φm+n.ι 

[mJ∏ = ∕5(m+ι)u.1 [m]’n = 0(m+ι)a.l. φβ+,.1

Die Gleichung, welche zeigt, wie irgend ein Glied der Reihe 1062 

von einem entfernten Gliede abgeleitet werden kann, ist also folgende:

10691 f = P(m'>°-∙ ∙ φ∙""∙- +
∕2(m+ιλ-≈∙‰-,+β(∞+>)-,

welche nicht allein für das bejahete, sondern auch für das verneinte n 

gilt, so dass auch

1070)
f _ ∕3(m)-,-, ∙ Φ+ ∕3(m).. .f„,„ 

/3(mn).„., + ∕3(m+0-.∙L-.

oder, wenn hierin m=m+n gesetzt, und zugleich Anwendung von der 

Gleichung 1053 gemacht wird, dass

f __ -∕3(m)n- + ∕3(m+ι)α-,. fm 
m÷" - +∕3(m)u - ^m+ι)u.ι.fm∙ψm+n-11071)

}. 300.
Die Zahler und Nenner dieser Brüche 1069, 1070, 1071, sind auf 

gleiche Weise gebildet. Diese Bemerkung führt uns zu einer sehr merk

würdigen Wahrheit. Setzen wir zur Abkürzung

645
1067) (nι)0 = ι und ' ∣m]0 = o

(mλ = rm tmL = 1
(mλ = Γm Γ ι+ι + φm [m]2 = Γn+ι

(mλ = rmrm+Λ+, + Φ,nrffi+2 tmL = rm+Λ+2 + ‰

+ Φm+lΓm [m]4 “ Ijn+i Γlu+2 lnl+j + Φw+ιΓm+3

φlU+2 1 10+1
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646∕2(>"λ-∙‰-, + = <f(m,∏)
so ist nach 1069

J(m, n) = f 1. J'(m+-1,11-1)

Bilden wir nach dieser Gleichung folgende:

<F(m+ι,n-ι) = fι+ι . J(m+2,11-2) 

^(m+2,11-2) = fm+2 . ^'111+3,11-3)

J(m+11-1, 1) = f1+n1 . ^(m!n, 0)

J(m + 11, 0) = fι+u

und vervielfachen alle diese Gleichungen mit einander, so entsteht die 

Gleichung
J(111,11) = fm.fm+1 .f1n+2........... fnι+n

oder

1072) ∕3(m)n.1 . K+n-1 + ∕3(m)n.fι+n = (fj"÷*-

Ehen so finden wir aus 1071, dass

1073) 1β(m)u. (fnι+1)"1* -∕3(m+ι)n.ι. (fm)"÷*1* = (-)"(<?> n)"u

Diese Leiden Gleichungen sind um desto merkwürdiger, da bis jetzt 

Producte von fortlaufenden Brüchen durch andere Grössen zu ersetzen 

nicht bekannt war.

Diese Gleichung ist nicht die allgemeinste ihrer Art; wir suchen 

letztere, und fragen: wie müssen U und V beschaffen sein, da

mit die Summe der Producte

u.(Qγ,∙ + v.(f,)-,-= p

durch andere Geschäfte ersetzt werden kann?

Wir zerlegen die gegebenen Factoren nach 1072 in zwei Producte 
P = x. (∕3κnι)p,2.φnι+p,2 + ∕3(m)p,ι.fm*vJ + y (,3(n)q.2.φn+q.2 +∕3(n)q,1.fn+1.j)
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und finden hiedurch, dass, wenn wir m +p = n + q, also q — ni-n + p 

setzen, die Producte sich gruppiren so 'lassen,Γ = (χ.,S(m)1,,, + y⅛Ul-,) φ,ntl., + (x.0(m)p., + y.∕3(n)m.,,p.,) .f
dass x und y durch die Gleichung 1052 ausgemittelt werden können. 

Indem wir nun vorstehende Producte mit der angeführten Gleichung ver

gleichen, ergibt sich, dass

x = ∕3(u}p lind y = - /3(rn)p...„

^Führen wir diese Werthe ein, so finden wir durch Hülfe der Glei

chungen 1052 und 1073, dass

∖Γ+ιlt
β(n)p∙O',-∕3(∙n)p,.-.,∙(f = (-)p∕3(n‰-, .

viu+p /

oder

W74) β(n),. - ∕3(m)..,,p. (f.Γ',* = (-)’ ∕2(n,. (φ..l)--

Diese Gleichung ist allgemeiner als 1073, welche entsteht, wenn 

n = m, p = n und m = m + l gesetzt wird. Wir wollen von ihr An

wendung machen, setzen desshalb in ihr m— m+ l, n= m + i-ai, 

p = a2 + aι-1, und geben ihr durch Hülfe 1053 für unseren Zweck 

folgende Gestalt:

1075)(f V111--- + y.n ∕2(m+t al)-,÷a1 Zf yili
ln+l-ai Z ∖ ∕ √-j, λ ,vrm-aι∕ ~ ∩ f ∖ ∖ m+ι-a2∕∕3(m+ 1-a2).w,, ,S(nι+,-a.'∖ιtιι

Ferner ist wegen 1072

1076) (f )•“= g(nl + 1λ>∣,-, .f,,,pt
0(m + a+ιχ.,.φm,.rt.l + ∕3(m+a+ι)b.ι.i^,,b

Hat man nun nach vorstehender Gleichung 1076 aus irgend einem 

Werthe von fm+,l das Product (fn+1.sr)arl1 gefunden, so lässt sich aus diesem 

das Product ff Yll* nach der Vorschrift 1075 herleiten, und zwar∖m⅜l∙M∕
entweder unmittelbar oder auch durch Zwischenglieder auf folgende Weise:
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+ ∕ y<f-.∣∕¾(nι+ι-aι).,tn,∙∕⅞(nι+ι-ap)-,.,,∣,-∣ι,,r (φ y<p-*∣ι-χ 

^(m+ι-a(p-<)).,,lιp.11.∕3(m+ι-ap).,t.1,

g(m+ι-aι).l4,1 ,
∕3(m+ι-ap).ι,.l,- ( ’

Werden die Grössen aι, a2, a3j.,.. verneint genommen, so erhalten 
wir die Reihe

+ , p-,ß(m+i).,„,.p(m+i+a(p-i)).,„,r.„„[ (φ,.)^"'.....
P(m+1)-1,.<p-,,∙P(m+1)-,÷.1, '(ΦJ"*"

. ∕-γ*∙,P Xm÷1)-,,., (Φm) f ' /£ ∖-∙P1>
H(m+ι).1,,p ∙ (φm)-*1- •

Von dieser allgemeinen Reihe 1077, welche in 1078 nur in einer 
anderen Gestalt erscheint, kennt man bis jetzt nur zwei ganz specielle 
Fälle, und zwar diejenigen Reihen, welche entstehen, wenn in 1077 
ai = 1, a2 = 2, a3 = 3, ... und in 10/8, ai =-i, a2 = + 2, a3 = + 3,... 
gesetzt werden, nämlich

1077) (ξ1+1.aιyu, = (-)"l +1 -aj)-,÷∏. ∙ β(m +1 -a2).1.al4,,.
£(m +1 -aι).ι+nι. β(m +1 - a2).1+al

+ (-)*’ ^(m+ 1∙^ai)-l⅜n1 *^(m + 1-a3)-t-*14a3 . (Q )a2l"1
∕2(m +1 - a2).1+a2. ∕3(m +1 - a3).1+nj

+ (-)■»» β(m +1 -al)-.+a. • ß(m +1 - a4).1-a3,a, (φu ιy^- 
∕2(m +1 -a3).1+a3. 0(m +1 - a4).1+a4

...................................................................................................

1078') ff yn,u—<-V1^nl β(n1 + 1)-t+M ∙β(m÷1÷aι)-1-a,+a2 (ψm)7 V m+l+aJ --- < J ---------- ---------- ------- --------∙ ∕z~ √i∏

+ / y.-.. β(m ÷ »).„„■ • β(m +1 + a¾).,. ∏¾ + ∏3 (φ.)∙1"
M»+*k„ ∙p(m+’ (φJ",',

, γ,-..∕¾(m+.Xm÷ι÷>3).w,t,,
Λm+>)-.... ∙Xm+1)-.... ’ (<PJ",'

.. .......................................................................................
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ιo~9) f - <φ-),", , ,

∕3(nι)o0(m-ι)1 ∕3(m-ι)1∙∕2(m-2)ι β(m-2),. βl(m-3)1 .........

+(-y-_ _______ σ,,-r..)""
β(nι-p+2)p.,0(m-p+<)1,., β(m-p + ι)p,ι

und1080) f — ____L__ _ (φm)*l1 + (V“_____
∕3(m+ι)j ∕3(m+ι)ι∕3(m+ι)2 ^(m+ι)2jS(m+ι)3

(-)*_____ ⅛m)l21l_____ + (_r> (ΛJpl1 ,f yi*
β(nι+ι)p.2 0(m+ι)p.1 β(m+ι)p.1 ‘l ιu+p+*'

wθ <X,-p+l)pl1 und (fn+p+l)~pl* nach 1076 gebildet werden.

301.
Wenn die Gleichung

1081) (F,„ + r„,).F. = <p„

zu Grunde gelegt wird, so entstehen folgende Brüche:

F = - Γ + — und F = ------ —-------in+l ---- l»i+l p UI1U. A m p p* m »’♦ l ιu + ι
und1082) F — - Γ + φ-m m ’ P i ∕y⅜

““ m-i ψm-2 _

- r,-. + Φ-.
“ _ r +........■* in-3 “

1083) F = -----
iλ, +

r„, ___
r..> + .........

durch welche die Glieder der Reihe

1084) . . . . F.,, F.,, F.l, Fo, Fil, F.i, F.. > • • • • 
82
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bestimmt werden. Wir finden hier ähnliche Gleichungen, wie für f ι, 

entweder auf die Weise, welche oben gezeigt ist, oder auch dadurch, 

dass wir

1085) F„ = r„-f„

setzen, nämlich

1086)
F = ∕3(m+2)n-, + ∕3(m+2),.,. Fuιψ, 

β(m+1λ + β(m+ι)n.1 .Fm√

F = ^m+2)"- ∙Φ°> - ft(m÷1λ -F~ 

m+,' -^(m+2)ll.2.ψ1n+^(m n)n,1.Fra

1087) (-)” (F.)^*,l* - ∕3(m∙H)..Fu, - β(m+2),,.,. φm

1088) P(m+.).. (F,,,)"" + P(m+ι)..1. (Fm)-" = (φm)",'

»

1089) (-Γ' ^m+s+i),..., .(Fm)∙"∙ + (-)’∕3(m÷s+∙)p.,., (F,.)’“ =

= (-)'*’ β(m+p+ι),.r.ι (φ....)"-"CFw)∙,∙

oder

1()9QVF V“ —z_\y ,^^nι÷1)p÷ι>-m-ι , (—-)p*1 β(n+i')vz±_  ((T ∖n-n,l* zjr γ,,-,,1'
J J J Xm+ιχ,nι.i ∕3(m+‰-, '

Aus dieser lassen sich ähnliche Reihen wie 1077 und 1078 herleiten.

$. 302.
Wir wollen die ganze Untersuchung beschliessen mit dem besonde

ren Falle, wenn irgend ein Glied der Reihe 1062 verschwindet, oder

wenn
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1091) f = 0

In diesem Falle kann jedes Glied der Reihe unabhängig von allen 

übrigen Gliedern und einzig nur aus den Grössen Γ und φ gebildet 

werden; denn nach 1071 ist

1092) f = - ß(m)— φ und f = ^m~n)-
0(m). φ-"- ^(m-n+1)ιιι

und nach 1074 das Product
z

1093) <'∙>"' = <->' <⅛fc, •

Nur ein Glied in der Reihe erhält einen Werth, der nicht darstell

bar ist, nämlich dasjenige, welches dem fu vorhergeht,

u. s. w. und

82*

1094) f,„ . =------ -- = - »1 0

Die übrigen Glieder sind

r —
'nι÷ι --- ~ p

XU

I — _ φm+'
m+i r + φm + i t m

Γm

f — _
n,*3 Γ + ΦA Ul+2 τn>⅜l 

ra,÷. + __
r.<
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1093)

u. s. w

303.
Verschwindet in der anderen Reihe 1084 ein Glieds und ist

1096) Fm = o

so kann auch hier jedes andere Glied unabhängig von den übrigen ge

bildet werden, und es ist nach 1086

1097) F = - ⅛⅝ „„,1 F,„ . = + g(.m-"+⅝-.. φ
7 m*n β(m+2)n.2 j8(m-∏ + ι)n ψu,^n

und nach 1090 das Product

1098)

Auch hier ist ein Glied und zwar das nächstfolgende nicht darstell

bar, nämlich

1099)

Die übrigen Glieder sind

f = rui-2 in-2
f --- Γ 4- Φ",-3in—3 m-3 ’ p in- 2
f — Γ +m-4 — ui —4 * p φ

m-3 xrnι-3

"Tm-3

∕T, ∖l>l∣ ____ ∕∖P Ou-'n-l+p

l j - ∕3(m+ι)n.ra.l

Fn,+ , θ 30
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1100)

u. s. w., und

1101)

und

- pπ,÷2 = + Γm+2

- F = ÷ Γ +m÷3 ' 1 m÷3 , p
∙*∙ m+ 2

- F = + Γ ÷ ^m+3-
∏> + 4 i∏ι + 4 r, j. ∕7∣

A in+ 3 Ψw÷2

ri m+ 2

F — Φ'n-, -m“l p* in

F — Φ,,-2
rm.l ÷

rm

F — Φn'-3
Γuι.2 ÷ φn,-2

Γ,,,.1 + Φ,n-.

rm

F — Φ'"-∣ι

m'p Γm.p+l + Φm-,,,,
Γ + φ9 *∙m-p+2 * ιιi"∣ι⅛ 2

r ÷ •••
...+Γnι.1+^L2

rm
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INHALT.

THEORIE DER UNTERSCHIEDE.
Erste Abtheilung. Unterschiede überhaupt Seite.

Der Gegenstand der Untersuchung wird in einem Schema

vorgelegt 1

Bildung von U 8

Bildung von U+» durch Grossen, welche nach verschie

denen Richtungen im Schema liegen 14

Zweite Abtheilung. Unterschiede der Producte

Glieder des Hauptschemas bilden durch Glieder der Sche

mata, welche für die einzelnen Factoren entworfen sind,

im allgemeinen für jedes n 33

im besondern für ∆^* durch eine besondere Methode 41

Dritte Abtheilung. Unterschiede der auf gleiche Weise ge

bildeten Functionen

I. Zerlegen der Unterschiede in Factoren überhaupt 50

II. Summe der Reihen, bestehend aus Unterschieden ver

bunden mit willkührlichen Factoren 63

III. Unterschiede der Functionen von Functionen 74

IV. Unterschiede der Functionen, welche durch unentwickelte

Gleichungen gegeben sind 93

V. Unterschiede bestimmter Functionen 100
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656THEORIE DER DIFFERENTIALE.
Erste Abtheilung. Seite

I. Differentiiren überhaupt 117

II. Differentiale verbunden mit Producten 122

III. Differentiiren der Producte 125

Zweite Abtheilung.
I. Differentiiren mit abwechselndem Vervielfachen oder Messen 134

II. Fortsetzung 15G

III. Verbindungen zu bestimmten Summen aus den mit dem 

Vervielfachen abwechselnden Differentialen aus den Ele

menten

(W* (z<*)-*ιx 169
jqli , pi+^ai j • • • .

IV. Das mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren

durch Hülfe einer anderen Function 175

Dritte Abtheilung.

Differentiiren der Functionen von Functionen, sowohl

ohne als mit abwechselndem Vervielfachen 177

Vierte Abtheilung.

Verschiedene Ordnung des Differentiirens bei Producten,

sowohl ohne als mit abwechselndem Vervielfachen 199

Fünfte Abtheilung.

Uebertragen der Differentiale auf andere Elemente 2()4

Sechste Abtheilung.
I. Differentiiren der Functionen, welche durch unentwickelte

Gleichungen gegeben sind 222

II. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 

auf Differentiale in Hinsicht eines fremden Elements bei 

Functionen, -welche durch unentwickelte Gleichungen 

gegeben sind - 227
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Seite

III. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 

auf Differentiale in Hinsicht eines anderen Elements, 

welches sich in den gegebenen Gleichungen befindet 230

Siebente Abtheilung.

Höhere Differentiale einiger bestimmter Functionen 24-2
I. von ((a+l>x)r. (A+B(a+I)x)1)") 2U

II. von (a+bx)p. (M+N.lg:(a+bx))“ 261

III. von apx. (A+B . a,,x)" 266

IV. von den geordneten Verbindungen aus den Elementen

aι+x, a2 + χ,...,a +χ, sowohl ohne als mit Wieder

holungen 275©

V. von ----------—-------- --------- —-------- - 278
(aι+x)(a1 + x)..........(ar + x)

VI. von den geordneten Verbindungen mit Wiederholungen
11 1aus den Elementen--------, --------- , ...,------- 280

a+x a+x a+x12 p
VII. Allgemeine und besondere Fälle über die mit dem Ver

vielfachen abwechselnden Differentiale. 282THEORIE DER GEDOPPELTEN VERBINDUNGEN.
I. Bilden der gedoppelten Verbindungen 299

II. Zurücklaufende Bildungsweise, durch welche sie erzeugt

werden. 308

THEORIE DER PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN. 
Erste A b t h e i 1 u n g.

I. Ueber die Natur der Producte mit Versetzungen 323

II. Umwandlung der Reihen, bestehend aus Summen von

Producten mit Versetzungen in andere Reihen 342
83
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III. Uehertragen der Producte mit Versetzungen in andere 

Producte, wenn die Elemente durch Gleichungen gege

ben sind 356

IV. Auflösung der Producte mit Versetzungen, in welchen 

einige Factoren verschwinden, in Producte bestehend 

aus gedoppelten Verbindungen 369

V. Entwickelung eines Bruches, dessen Zähler und Nenner 

Summen von Producten mit Versetzungen aus unendlich 

vielen Elementen sind, oder Entwickelung des Bruches

I
I ai a2 «CO l
! B A, .... A,,.,A,,,,.... Aj

I a 1 a 2 aoo ¼
t A1A,..................................A J

in eine unendliche Γιcihe 363

Zweite Abtheilung.

Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente 
das Potentiiren angeben.

I. Allgemeine Untersuchung 369

II. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten 

mit Versetzungen und aus geordneten Verbindungen 
ohne Wiederholungen(a\a';,...,a:)"''.1|a?a;1............a;,-)

dargestellt durch Summen von Producten mit Versetzungen 372

III. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten 

mit Versetzungen und aus geordneten Verbindungen mit 

Wiederholungen
t A‘, A^,..., A^]','. [∣ A"t'A”......... A;)

dargestellt durch Summen von Producten mit Ver

setzungen 382

IV. Summe der Producte mit Versetzungen aufgelöst, theils

in andere Summen vervielfacht mit geordneten Verbin-

düngen, theils in geordnete Verbindungen 390
83
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V. Auflösung einer Summe aus Producten mit Versetzungen

in ein Product zweitheiliger Factoren 395

Dritte Abtheilung.

Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente

höhere Unterschiede angeben. 399

Vierte A b t h e i 1 u n g *).

Producte mit Versetzungen, wenn die Elemente das Dif- 

ferentiiren mit abwechselndem Vervielfachen an geben.

I. Allgemeine Untersuchung 404

II. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfaches

fortlaufendes Dilferentiiren mit abwechselndem Verviel

fachen 410

III. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfa

ches DifFerentiiren einer Function 425

IV. Uebertragen der Producte mit Versetzungen zusammen

gesetzterer Grössen in andere Producte 428

THEORIE DER REIHEN.
Erste Abtheilung.

Eliminiren bestimmter Grössen aus unendlichen Reihen.

I. Allgemeinste Untersuchung 435

II. Erster besonderer Fall 439

III. Zweiter besonderer Fall • 444

IV. Zurückführen des allgemeinsten auf den besonderen Fall 449

*) Die Seite 322 war schon abgedruckt, als wir fanden, dass mehrere Wahrheiten von 
Seite 404 bis 428 noch einer grösseren Allgemeinheit fähig seien. Wir machten gleich 

die nöthigen Verbesserungen; bitten aber jetzt den Leser, das, was Seite 322 be
findlich, entweder nach den Ueberschriften Seite 404, 410, 428, oder nach diesem 
Inhaltsverzeichnisse zu ändern.

83*
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Zweite Abtheilung.

Bildung der Hiilfsgleichungen vermittelst der Unterschiede

und der Differentiale 452

Dritte Abtheilung.
Entwickelung der Functionen in Reihen.

I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr als ein

Glied zernichtet 460

II. Reihen, in welchen das Einfuhren einer bestimmten

Function von x das nie und jedes folgende aber kein 

früheres Glied zernichtet 465

III. Reihen, in welchen das Einfuhren eines bestimmten Wer- 

thes von x das zzte und jedes folgende aber kein früh

eres Glied zernichtet

A. Im allgemeinen 471

B. Wenn die begleitenden Functionen bestimmte Eigen

schaften haben ' 477

C. Wenn die Elemente bestimmten Gesetzen unterwor

fen sind 482

D. Wenn die begleitenden Functionen und auch die

Elemente bestimmten Gesetzen folgen 486

E. Wenn die begleitenden und die Hauptfunctionen

bestimmte Eigenschaften haben * 487

F. Wenn die Elemente und die Hauptfunction be

stimmten Gesetzen unterworfen sind 490

G. Wenn die begleitenden Functionen, die Elemente

und die Hauptfunction bestimmten Gesetzen folgen 493

IV. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Wer- 

thes von x~an alle früheren und alle späteren Glieder

nur nicht das zzte Glied zernichtet 495
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V. Reihen, in welchen das Einfuhren eines bestimmten Wer- 

thes von x alle Glieder zernichtet, oder Entwickelung 

einer Function in eine Reihe nach den Potenzen einer 

anderen Function

A. im allgemeinen . 498

B. Entwickelung von F(x+h) nach den ganzen Poten

zen von φx 502

C. Entwickelung von F(y) = F(fx) nach den ganzen

Potenzen von φx 512

D. Entwickelung von F(x + h) nach den Potenzen von

(φx)i 515

E. Entwickelung von F(x+h) nach den Potenzen von

lg:(i+bx) . 517

F. Entwickelung von F(x + h) nach den Potenzen von
(Are: (tg = b + exi) 518

G. Entwickelung der Function F(x+h) nach den Poten

zen von (x-a), von h und von x; ferner Entwicke

lung von F(xι + hι, x2 + hj ,.. .,xιn + hιιι) nach den 

Potenzen von h, , h ,.. ., h 520

IT. Wenn die Hauptfunction noch von einer anderen 

Function begleitet wird

a) im allgemeinen 526

b) im besonderen 527

c) wenn die Hauptfunctionen verschieden sind 534

VI. Entwickelung einer Function nach den Potenzen einer 

anderen Function, wenn die Elemente beider Functionen 

durch eine Gleichung gegeben sind

A Untersuchung über Gleichungen 535
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B. Entwickelung von χ'l nach den Potenzen von z

und x, wenn z =Ao + A1 x* + A, xa +....+ A„ x" 543

C. Entwickelung von F(x + h) nach den Potenzen von

φz, wenn z = Ao + A1.x, + Aa.xa +... + Au., .xπ"1 + x“ 546

THEORIE DER WIEDERHOLENDEN FUNCTIONEN. 
Erste Abtheilung.

I. Unterschiede und Differentiale 551

II. Wiederholende Functionen, wenn yfx“ f(x + h)-a.fx

zu Grunde gelegt wird 559

III. Wiederholende Functionen, wenn γfx= f(x+h) - φx. fx

zu Grunde liegt 567

IV. Wiederholende Functionen, wenn

vfx = ao. f(x+h0) + aι. f(x + hι) + aa. f(x ÷ h2) +................

zu Grunde liegt. (Oder die erzeugenden Functionen 

von L a p 1 a c e)

A. Entwickelung von v”Ix nach den Zunahmen von x

im allgemeinen 570

B. Entwickelung von v"fx nach der Zunahme von x

im besonderen 576

C. Entwickelung von v"∆v nach v0p ∆°1, v'p∆'1, v2p zVq... 581

D. Entwickelung von f(x+k) nach v‘, vJ,... . 583

E. Entwickelung von v“fx nach den Differentialen

von v"'fx 586

F. Entwickelung der Differentiale nach den Wiederho

lungen von v - 589

Zweite Abtheilung.
Wenn fn+1x = A0,(fnx)b + Al<f*x)b+1∙, + Aa.(Px)b+a∙" + .... 592

Dritte Abtheilung.

Periodische Functionen 600
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663THEORIE DER ALLGEMEINSTEN FACULTÄTEN.
I. Das Bilden der allgemeinsten Facultäten 613

II. Entwickelung der allgemeinsten Facultäten in Reihen 618

III. Entwickelung einer Function in eine Reihe nach den

Facultäten einer anderen Function 622

IV. Producte der Reihen, welche nach den Facultäten einer 631

Function fortgehen 625
*ALLGEMEINE THEORIE DER FORTLAUFENDEN RRÜCIIE.

I. Zurücklaufende Bestimmung 631

II. Zurücklaufende Bestimmung, durch welche fortlaufende

Brüche erzeugt werden 612

Zu der geschichtlichen Bemerkung des Γrof. Mollweide in seinem Wörterhuche S. 625, 

dem im Historischen mehr Wahrheit zu wünschen wäre, <?ebe ich folgende Berichtigung:

Das Beispiel, wie es im Wörterbuch Seite 625. 4. Th. angeführt wird, mag beim 
Meissner Vorkommen, aber diese Reihe ist nicht die meinige 565 Analv.; die meinige hat 

ein Gesetz der Vorzahlen, jene angeführte Reihe kein Gesetz. Mollweide halt sich nur 

bei einigen Beispielen auf, schweigt aber von den allgemeinsten Reihen, die ich in der 
neunten Abhandlung der Analysis gebe.

M a n n h e irn, Buchdruckerei des katholischen Bürger-Hospitals.
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Druckfehler und Verbesserungen.

Seite 8 in der Linie 10 von unten, statt 1 lies t 

»40 » 7 » » P.3 » Q.3
» 49 » 2 » » ∆P » ∆P-j
»58 » 2 . » x„,+ » x„ +

3 --- » --- » » X,,X3 » x2^x33 60. » 13 » » = 4 »= 4, so ist
»62 »v 6 » » nl* » ι"',
»64 » 9 von oben, statt ∆'n2 » ∆n^2
» 71 2 » » ∆J+1 » a;+i

» 72 » 2 » » ιn,* » ι,1*
»80 » 2 von unten, » φx(x » <f(x
» 108 » 2 » » ∆lg » ∆nlg
»111 . » 2 » » h" » h'1
» 121 » 6 » » x » x
» 128 » 10 von oben, » » a2» 129 » θ von unten, 3 dXti » djX"2

3 130 » 3∙ » » "∣ι∣,...,<ns) » X(m,...,n»>

» — 3 8 3 3 <f,Xnil » da2X,2
» 131 » 3 von oben, » Nq.1 » N,t
» 135 » 7 von unten, » XxZ.JZ» X×Z.<Z(Z
s 135 » 4 von oben, » zahlen » V orzahlen
»137 » 7 » » Y") » Y>“
» 138 3 4 » 3 P) 3 ∣m)n

» — 3 8 3 3 fιn 3 fι)

,,   » 4 von unten, 3 zweiten » ersten
1 167 » 7-» » (Z.)p 3 (Zt.d)r
» 177 » 2 von oben werde I ausgelöscht
» 178 » 7 » statt φy lies ψx
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Seite 185 in der Linie 8 von unten statt lql,Jy1 lies dyq

2 ’ 2 » y^ι )) ym

» 195 » 3 » Ipιlt » Ipll*

» 200 »2 » φι » Φ2

» 207 »8 » x2 »x
2

® 211 » 10 » Burmann » Bürmann
* 212 » 2 von oben statt ∆ ... ∆ » ∆ ... ∆

xm X2 X2 xm

Ä 215 » 2 » Burmann » Bürmann
* 217 a 3 » ),...

5) 225 » 8 von unten statt ιll*,1" » 1>-ιn
λ 247 » 8 von oben statt q-i) » fI~1))
» 248 » 2 von u∏ten statt s3,1+2l~ Ä g2h+2n
r 254 » 5 von oben statt ).) s ))
* 256 » 4 » p + Oq-i » p+oq-0

® — » 2 von unten statt pvl1 » pvl'l
s 257 » 2 von oben statt ιra » ι,nlt
1 269 » 6 » p + nq-q » p+nq-oq

s 279 » 1 von unten statt ap » a
p

υ 280 » 2 von oben statt mit und ohne » mit

Ä 295 > 9 von unten statt ι"1^t » i“’1
j, 3θ3 » 2 von oben statt A(i » A(’t
’ 310 5 ’ (n)p∙( » (n)p+(
9 31θ » 1 von unten statt 89 » 98
» 337 » 5 » an, j, an
» 357 xi 8 von oben statt A » Aq-ü -υ <1-1
s 3^θ » 3 » in . » aus
» 414 »11 » ) v

» 418 nach der fünften Linie muss eine Beihe Puncte folgen.
» 421 in der Linie 7 von oben statt dt lies cΓ)l

» 430 » 5 » ) s ))
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Seite 436 in der Linie 7 von unten, statt Ajl liess Aj 
, 437 » 6 von oben, » Aα » An.,
,441 » 5 » » A » Au.j
» 445 » 10 » » An., » An+l

, 455 » l » > Φ110,χ 8 δ4>7'x
» 456 » 1 und 5 » » ψn » <P∏
, 464 » 1 von unten, » B,n> » L
, 466 » 6 von oben, » n,1* » n*

,471 » 9 von unten, » = » —θ
, 504 » 4 » » hänge » hängige

» 509 a 3 von oben, » -Cu., ’

» 525 » 1 s , x2jx2 2 xj>xi
, 528 » 4 von unten, » A" » Aιι

» 530 » 4 von oben, » φx = » φx = x
» 553 » 3 von unten, » )fx » )^x

» 556 , 6 d » )+...)»
, 587 » 5 von oben » P = » Pq =
, 589 » 1 von unten , ) + » )° +
» 625 , 6 von oben , f( » l0(

, 626 » 2 von unten » + lx » ÷ xι
» 635 » 6 von oben , φ4.m » φ111.s
> — » 7 von unten , ß(i»Ml) * P(m).÷l
, 643 » 4 » , f 8 » Ls
β 647 * 2 von oben # gruppiren so lies: so gruppiren
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