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PRÉFACE

Le Formulaire de Mathématiques a pour but de publier les propositions connues sur plusieurs sujets des sciences mathématiques. Ces propositions sont exprimées en formules par les notations de la Logique mathématique, expliquées dans l’Introduction au Formulaire.Des essais des premières parties du Formulaire, ont paru comme suppléments de la « Rivista di Matematica » en 1892 (voir t. II, p. 76).Les I, II, III parties ont été rédigées et complétées en collaboration auxquelles prirent part notamment à la I partie M. G. Vailati, à la II partie M. F. Castellano, à la III partie M. C. Burali-Forti.Les Auteurs qui ont rédigé les autres parties sont soussignés.Les volumes qui paraîtront, contiendront d’autres monographies.Mais, quel que soit le soin apporté par l’Auteur d’une partie, on pourra y rencontrer des fautes et des lacunes, notamment dans une première édition. D’autre part il est à peu près impossible à une seule personne de compulser tous les livres, de vérifier toutes les indications historiques à cet égard. Nous publierons dans la « Rivista di Matematica » et dans les volumes suivants du Formulaire, toutes les additions et les corrections qu’on nous indiquera. On pourra de même republier une partie qui aurait déjà paru, après l’avoir perfectionnée. Chaque partie du Formulaire, bien que commencée par un Auteur, sera en définitive le résultat du travail de tous les collaborateurs.Nous ajouterons quelques remarques pour nos futurs collaborateurs.1. La seule loi qui règle les notations du Formulaire, c’est qu’elles soient les plus simples et les plus précises, pour représenter les propositions dont il s’agit.2. Les notations sont un peu arbitraires, mais les propositions sont des vérités absolues, indépendantes des notations adoptées.3. Toutes les fois qu’on traduit en symboles une nouvelle théorie, on introduira des signes nouveaux pour indiquer les idées nouvelles,
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IVou les nouvelles combinaisons des idées précédentes, qu’on rencontre dans cette théorie.4. La réduction d’une nouvelle théorie en symboles, exige une analyse profonde des idées, qui figurent dans cette branche; avec les symboles on ne peut pas représenter des idées non précises.5. On ne doit pas représenter par un signe nouveau toute idée indiquée par un mot simple dans le langage ordinaire. Ce point constitue une différence importante entre le langage ordinaire et les notations de la logique mathématique.6. On introduira une notation nouvelle, au moyen d’une définition, lorsqu’elle apporte une notable simplification. On ne formera pas une notation nouvelle, lorsqu’on peut déjà représenter la même idée simplement par les notations précédentes. Ainsi, on n’a pas introduit un symbole pour indiquer « le nombre a est premier avec b » car on peut écrire D(α,h) = l. On n’a pas introduit des symboles pour dire « l’ensemble zc est fermé, ou parfait, etc. », car on peut écrire Duou, 
D u = zi, etc. (Voir les parties V et VI du Formulaire).7. On introduira une notation nouvelle seulement si la simplification qu’elle apporte se rencontre dans une suite de propositions. On ne formera pas une théorie avec des définitions.8. Toutefois, il est bien de former une table des noms du langage ordinaire qu’on ne traduit pas par un symbole simple, mais qu’on décompose dans une combinaisoin de signes.9. Si l’on n’a pas ce soin, on aura les mêmes propositions écrites plusieurs fois, sous des formes différentes, dont on ne reconnaît pas tout de suite l’identité. Quelquefois on présente comme un théorème ce qui n’est qu’une identité.10. Toute définition est exprimée par une égalité; dans le premier membre on a le signe qu’on définit, qui est ou un signe nouveau, ou une nouvelle combinaison des signes connus; dans le second on a sa valeur (voir Introd., § 36). Il faut que les deux membres soient ho
mogènes·, ils doivent contenir les mêmes lettres variables. Toutefois on peut sousentendre dans le signe qu’on définit quelque lettre variable, si elle a une valeur constante dans une suite de propositions.11. Nous invitons nos collaborateurs de prendre les lettres variables sous la forme a , b, ... x, y, z, en italique et de représenter les idées dont la valeur est constante, par les combinaisons des lettres a, b,... en romain, par des majuscules et par des lettres grecques. Dans le manuscrit il convient de souligner les lettres en romain, et non les lettres en italique.12. Il n’y a pas de confusion possible A représenter par une même lettre des idées différentes dans des propositions différentes. Car au
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Vcommencement de chaque proposition, il faut toujours dire la signification des lettres variables.13. Il convient de dire la signification des lettres variables, et non des combinaisons, ou fonctions des lettres variables, dont la signification est conséquence.14. Au lieu de rappeler explicitement dans chaque proposition la signification des lettres variables, il suffît de le dire au commencement d’un §, ou d’une suite de propositions (voir p. ex. III § 1 , § 2 , ... V § 1 , § 2 , ...). Cela ne constitue pas une convention nouvelle, mais bien une application des identités de logique ab s c . = \ ao.bac et <ιoδ.αoc. = .αoδc (Form. I § 1 P36 et 39).Ainsi (Form. III § 3 P6 ,7) au lieu de dire :6'. α,6eN.αeN6.i).D((i,6) = 6.7'. a , b ε N . a )> b . o . D (a , b) = D (b , a — δ)on peut écrire6". a , δ ε N . o : a ε N b . o .D (a ,b) = b7”. » o : a > b . o . D (a, δ) = D (b , a — δ)et enfina , δ ε N . o :6. a ε N b . o . D (a , δ) = b7. a > b . o . D (a , b) = D (b , a — b)comme on trouve dans le Formulaire.15. Les expressions, comme a , b ε N , qu’on trouve en tête des § ont la signification expliquée. Elles n’ont pas exactement la signification « dans ce qui suit a , δ sont des nombres », car si la proposition α ε N se trouve dans la thèse d’une proposition, on ne peut pas la porter dans l’hypothèse, sans contredire aux formules de logique; mais il faut la laisser à sa place.16. Il faut bien reconnaître dans les différentes parties des propositions les lettres variables, qui sont apparentes dans une expression, c’est-à-dire telles que la valeuι, de l’expression soit indépendante du nom des lettres. Bien que cela soit expliqué dans l’Introduction au Formulaire, on l’apprend mieux par l’usage.17. Le signe de déduction o entre des propositions a toujours des lettres variables comme indices, deux cas exceptés. Il n’a pas d’indices écrits lorsqu’il est le signe de déduction principal, qu’on reconnaît au plus grand nombre de points écrits à ses côtés; dans ce cas les indices sont sousentendus, et sont toutes les lettres variables qui figurent dans les deux membres (Intr. § 14). L’autre cas d’exception se présente
www.rcin.org.pl



VIlorsqu’il est entre deux propositions cathégoriques, qui ne dépendent pas de lettres variables (Intr. § 15), c’est-à-dire qui ne contiennent pas de lettres variables, ou qui contiennent seulement de variables apparentes, ou qui contiennent des variables qui figurent comme indices explicites ou sousentendus, à un autre signe de déduction, et qui dans cette déduction se comportent comme des constantes. Ainsi dans la P6”, ci-dessus écrite, le premier signe de déduction . o : ne porte pas d’indices, car il est le signe de déduction principal ; les indices sousentendus sont a et b. Le second signe . o. ne porte pas d’indices, car dans les deux membres, il n’y a pas de nouvelles lettres variables.18. Le signe ε (est) sert seulement pour lier le sujet à l’attribut, l'individu à la classe. Il n’a pas la signification de exister-, on ne peut pas trouver une proposition de la forme x ε . On pourrait môme théoriquement supprimer ce signe. Car, si aux symboles Np, q, alg2 , ... nous attribuons les significations « est un nombre premier », « est un nombre réel », « est un nombre algébrique quadratique », on pourra écrire r7χτ 5—17 Np e q —-— alg2pour représenter les propositions « 7 est un nombre premier », « e est I/5__ ]_un nombre réel », « ---- -- est un nombre algébrique, racine d’uneéquation du second degré irréductible à coefficients entiers », sans faire usage du signe ε .19. Les signes de logique, qui figurent entre classes, ou entre propositions, dans le Formulaire, sont au nombre de six, <a,<√,-,= , ο , λ ; dans la I partie du Formulaire, on donne comme idées primitives les- , 0, et l’on définit les autres. On pourrait faire des combinaisons différentes. Dans le manuscrit il est bon de donner au signe « non » la forme , afin de ne le pas confondre avec le — (moins).20. Après avoir écrit une formule en symboles, il convient d’appliquer à la formule quelques transformations de logique. On verra ainsi, s’il est possible de la réduire à une forme plus simple; et l’on reconnaît facilement si la formule n’est pas bien écrite.21. Car les notations de logique ne sont pas seulement une tachi- graphie, pour représenter sous une forme abrégée les propositions de mathématiques; elles sont un instrument puissant pour analyser les propositions et les théories.22. Il y a toujours des difficultés à ordonner les propositions d’une théorie. On peut les ordonner selon les signes employés pour les écrire. Cette loi conduit, en général, à de bons résultats.
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VII23. Dans la numération des propositions d’un §, il est bien de ne pas adopter la suite continue des nombres, mais de laisser des lacunes ; on y écrira les propositions à ajouter.24. Il est bien de reproduire les indications historiques qu’on rencontre dans les livres, sans les vérifier toutes, car cela exige un long travail, que pourra faire un autre collaborateur.25. On peut aussi publier les démonstrations des propositions, ou au moins les liens qui subsistent entre les propositions d’une suite. Mais la transformation en symboles d’une démonstration est en général plus difficile que l’énonciation d’un théorème.26. La réduction d’une théorie en symboles demande des études, des recherches et des soins, qu’on ne s’imagine pas, si l’on n’a pas fait au moins une fois ce travail. Nous prions donc nos collaborateurs à commencer par réduire une partie simple et courte.27. Et pour les en récompenser en quelque façon, nous offrons l’abonnement annuel à la Rivista di Matematica à tous ceux qui contribueront au développement du Formulaire, en ajoutant de nouvelles parties, ou en corrigeant les parties publiées, et les notes historiques.
G. Peano.
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TABLE DES SIGNES(Intr signifie Introduction au Formulaire; I, II, III, ..... indiquent lesparties du Formulaire, § le paragraphe, P la proposition.)
Signes de forme spéciale.

et. Signe de la multiplication logique; on le place toujours entre deux propositions ou entre deux classes (Intr §6,§9;I§1;I§4 P3). o ou. Signe de l’addition logique; on le trouve toujours entre deuxpropositions (I § 2 P6) ou deux classes (I§4P4.
- non. On l’écrit devant une proposition (Intr § 9,1 § 2), ou d’uneclasse (Intr § 6,1 § 4 P5), ou d’un signe de relation ε , = - , etc. (Intr § 30).o signe de la disjonction complète (Intr § 8 , I § 3 P24). Il ne figure pas dans les formules de mathématiques.o4 la classe commune à; on le trouve devant une classe de classes. (V § 1 P9 , Intr § 21).

la. plus petite classe contenant les', on le trouve devant une classe de classes (V § 1 P10 , Intr § 21).o on déduit, entre deux propositions (Intr § 9 , I § 1). 
est contenu, entre deux classes (Intr § 6 ,1 § 4 PI).

= est égal. Il figure entre deux individus, ou deux propositions (Intr § 9, I § 1 P3), ou deux classes (Intr § 6 , I § 4 P2).λ absurde ou rien (Intr § G , 9, I § 3 PI , I § 4 P6).-h plus. On le trouve entre deux nombres réels (II § 1), ou imaginaires (II § 9 P5), entre un nombre fini et l’infini ou deux infinis (V $1 P6, V § 3 P7), entre deux complexes du même ordre (V § 4 P4), entre deux nombres cardinaux finis ou infinis (V § 5 P23-25 , VI§2P3y', ou entre deux nombres transfinis (VI § 2 P24, 42); on le trouve aussi entre des classes de ces nombres (Intr § 3).
— moins. Voir Le même signe, au-dessus d’une lettre, ou d’uneexpression, est le signe d’inversion (Intr § 17, 27,1 § 5 P21). y multiplié par. Il se place entre deux nombres réels (II § 2), ou imaginaires (II § 9), entre un nombre fini et l’infini, ou deux infinis (V § 3 P8), entre un q et un qn (V§4P6), entre des. nombres cardinaux ou ordinaux finis ou infinis (V § 5 P26-3O ,VI § 2 P4, 26, 43). Il est en général sous-entendu.
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| divisé par, entre deux nombres. Voir X- Devant un nombre seul signifie le réciproque de (Int § 22 , Il § 2 P21). Dans les parties I-IV il a aussi la signification du signe f.
fi racine arithmétique. Il se place devant un nombre positif (II § 6). j/* i’acmes algébriques. Il se place devant un nombre réel ou imaginaire (II § 9 Pli).
! factorielle (III § 1 P30, 31).
> est plus grand que. Il se place entre deux nombres réels finis (II § 5), entre un nombre fini et l’infini (V § 1 Pfi , § 3 P7 , ou deux transfinis (VI § 2 P1.3'.<C est plus petit que. Voir > .j fonction. Voir f.’ 4 Signes qui forment des fonctions (Intr § 21). Voir Ne4, Î2‘, etc.
a^b,a~ b , a*~b , a~* b intervalles de a à b, avec, ou sans les extrêmes(Intr § 2 , V § 4 P41-45).| Signe du produit intérieur de deux nombres complexes du même ordre (V § 4 P24).Signe de la substitution de b à a (Intr § 28).
oo est semblable, ou de la même puissance ; on l’écrit entre deux classes(VI § 1 PI).II deuxième classe de nombres transfinis (VI § 2 P27).

| , f, | (Intr § 32-33). Ils ne figurent pas dans le Formulaire.

Lettres grecques.A discriminant (IX § 11 P7).e est (Intr § 6).6 l’intervalle O1-11 (Intr § 2 , V § 4 P46).t égal (Intr § 31,1 § 4 P13-16 dans les additions).
r: a , où aeN, signifie nombre non supérieur à a , et premier arec a(III §6 Pli) (Notation adoptée seulement dans ce §). 
tt (dans la partie IX) est prem ier avec ; relation entre des alg (IX § 3 P4). H produit (Intr § 25 , II § 2 P43, VIII § 1 P2j. Voir ï .ï somme (Intr §25). Si feqfZ^, où me N, ï™ f ™ fr indiquela somme fl -+-... -H fm (II§1P52); on a aussi l’expression 

f = ù/ ? f r (II § 1 P58). Si m e q f N , ïu est une nouvelleq f N (VIII § 1 PI). ï est l’opération inverse de 2 (VIII § 1 P4). 
a , où a e N , le nombre des tt a (III § 6 PI2).(m , ni) (VI § 2 P47).
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ω le plus petit nombre transfini supérieur aux N (V § 5 P21 , VI § 2 P20). il (dans la partie VI) le plus petit nombre transfini supérieur aux

nombres II (VI § 2 P37).il (dans la partie IX) corps d’algébriques (IX § 4 Pl).il‘ corps de (devant une classe d’alg) (IX§4P7,8).Ω,i, corps de degré n (IX§5P4).Ω norm corps normal (IX § 4 P23).
Lettres latines.a. an (dans les citations).alg = N alg , nombre algébrique (IX § 1 P3).alg,t nombre algébrique d’ordre η (IX § 1 P10).alg dec algébrique clécomposable (IX§11P24).alg id algébrique idéal (IX § 17 P31).alg pr algébrique premier (IX §11 P26).algi algébrique par rapport à (IX § 4 Pô .A nombre algébrique entier (IX§2P1).B base (IX § 5 Pl, § 10 P3).B irr base irréductible (IX § 10 PG).B int base entière de (IX § 6 P7).c contient, est conséquence-, jamais adopté. Voir rj.

C fermé (clausus). On l’écrit devant un ensemble de q)t (V § 7 Pl). coeff,0, coeffi,... les coefficients d’une fonction entière (IX§1P19). couj conjugué, devant un alg ou une classe de alg (IX § 1 P12 , § 4 P16). conj''corps conjugué, devant un corps d’alg (IX § 4 P18).Connex connexe·, propriété des Kqn (VI § 1 P22)Contin continue·, propriété des Kqit (VI§1P24).contin continue·, propriété des fonctions.cres = cresc croissante ; propriété des fonctions (VII §2 Pli), cresβ croissante, lorsqu’elle varie, propriété des fonctions ( V II § 2 P12). D (a , ô) le plus grand diviseur com mun des nombres a et b (III § 3 Pl). 
J) dérivé", on l’écrit devant une Kqn (V § 5 Pl).
J) dérivé à droite (V § 5 P41).
∕>1 dérivé à gauche (V § 5 P42).Def, ou def, définition (Intr§36.dec = decr décroissante; propriété des fonctions (VII § 2 P13). dec0 décroissante, lorsqu’elle varie·, propriété des fonctions (VII § 2 P14). Det le déterminant des·, on l’écrit devant une qf(Zw,Zn). e base des logarithmes naturels (VII§4P11).
E extérieur à (une I∖q,t) (V § 6 P2).
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Elra½ où icεqα, et r-Z,ll signifie 1’ riéme élément du nombre com

plexe x, ou sa riem<, coordonnée (V § 4 P32, dans les additions).eq est équivalent à, relation entre deux idéaux (IX § 17 PI). 
Exposants aux nombres (II §3); aux signes de fonction (I§5P15-16,30-31); aux nombres transfinis (V § 5 P27-3O). f fonction. Il figure toujours entre deux classes; à droite on a l'ensemble des valeurs de la variable indépendente, à gauche l’ensemble des valeurs de la fonction. Dans les parties I-IV on l’a écrit sous la forme / (Intr § 23,1 § 5).ford correspondance ordonnée (VI § 2 P8).G (dans la partie IV ) grandeur.G (dans la partie IX) fonction entière (panée) dont les coefficients sont 

entiers, le premier positif, et sans diviseur commun (IX § 1 P2).Gii, = G de degré η (IX § 1 PI).G irr G irréductible (IX § 1 P7).G,tirr = Gn irréductible (IX § 1 PG).grad degré (gradus) d’une G (IX§11’13).H‘ idéal principal de (un corps) (IX §12 PIS).IIp Hypothèse.i = | (∏⅛9).
I intérieur à (une Kq,l) (V § 6 PI).id‘ idéal de (un corps) (IX § 12 Pl).id pr idéal premier (IX § 14 Pl).
Indices aux signes □, = (Intr § 13-18) ; à une classe de nombres (III § 5 P37).Intr = (Introduction au Formulaire).
Inversion. Voir —.K classe, ou classe de (Intr § 2).K bord classe bien ordonnée (VI § 2 P9).K ord classe ordonnée (VI § 2 P7).K ordn classe ordonnée selon n dimensions (VI § 2 P38).
L limite (d’une I∖q,l) (V § 6 P3).1' limite supérieure (d’une Kq) (V § 3 Pl , 5).II limite inférieure ( » ) (V § 3 Pl', 5').lira limite (d’une fonction) (VII§lPl-3).
Lettres variables (Intr § 13).Log logarithme dans une base quelconque (II § 7 P21). log logarithme naturel (VII § 4 P12).m (a , b) le plus petit commun multiple des nombres a et b (III § 4 Pl). m voir mod .
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max le plus grand des·, il précède une Kq (V§2P1, 17).med moyen (V g 7 P21, 23).Med moyen, dans une autre signification (V § 7 P31, dans les additions).min le plus petit des·, il précède une Kq (V § 2 P2, 18).ιnin1 u, min2 u , ... le premier, le deuxième ... des nombres u, ordonnés

suivant leur grandeur (III § 5 P35-36). mod = m, le module de·, il précède un nombre réel (II § 1 P41-43),ou imaginaire (IIg9P7), ou complexe d’ordre quelconque (V § 4 P9).Mod modwZe; système de nombres algébriques (IX § 7 Pl).Mod prop (IX § 8 P64).Mod fin, Mod finn (IX § 10 Pl, 7).mp (« , ô) l’exposant de la plus grande puissance de a contenue dans b(III §5P19).N nombre entier positif (Intr § 2).n nombre entier (Intr § 2 , III g 1).No nombre entier positif ou nul (Intr g 2 , III g 1 P34).Np nombre premier (III g 5 Pl).N alg = alg nombre algébrique (VI g 1 P8).Ne nombre cardinal ou puissance (VI g 2 Pl ,2).Nc‘ puissance de (une classe) (VI g 2 Pl, 2).N trasf nombre transfini (VI g 2 P10,11).norm la norme de (un nombre algébrique ou un id‘) (IX g 1 P18, g 12 P5). num le nombre des (Intr g 19 , V g 1 Pl, 2,4).P proposition.Pp proposition primitive (Intr §44).P = Pa8, Pa9e (dans les citations).
Points et parenthèses (Intr g 10).Pi principe d’induction, seulement dans IV.pd proportionnalité directe »pi » iwυe>∙se »
Puissance voir Exposants.Q nombre réel positif (Intr g 2).Qü nombre réel positif ou nul (Intr g 2).q nombre réel (Intr g 2).q' nombre imaginaire (Il g 9 P3).qn nombre complexe d'ordre η (V g 4 Pl, 2,3).quot (a , 6) le quotient de la division de a par b (III g 2 Pl).R nombre rationnel positif (Intr g 2). r nombre rationnel (Intr g 2).R(6,α) (IXg9P3,4).
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rappr (6 , α) (IX § 9 PI).rest (a, b) le reste de la division de a par b (III§2P5).S est suivi par. Ce signe se présente seulement dans VI § 2.sim univoque et réciproque \ propriété des fonctions (Intr § 26 ,1 § 5 P22).Sim semblable', id. (Intr § 6 ,1 § 5 P34, dans les additions).t. tome (dans les citations).Ths ou Ts thèse.Tn , Tr, Tq théorie des nombres entiers, des nombres rationnels, des 

nombres réels. On trouve ces abréviations seulement dans la IV partie.Tyn type ordonné à n dimensions (VI § 2 P39-41).U nombre algébrique unité (IX§2P7).v vrai ou tout. Ce signe n’est pas adopté. Voir λ.V. ou v. voyez (dans les citations).
Y classe bien ordonnée des nombres transfinis non supérieurs à a (VI§2P16, 21).Zin , où m ε N, désigne l’ensemble des nombres 1,2,...m (Intr §2, II §1 P51). Z (p , q) , où p,qz^N, p<Z,q, désigne l’ensemble p , p -h 1 , ... q(Intr §2 , II §1 P56).
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