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Podwyzszenie wiarygodnosci rentgeno-
graficznych badan materiatowych przez
zastosowanie metody regularyzacji

1., WPROWADZENIE

Ograniczymy sie do interpretacji dyfraktograméw rentgenowskich
omartych na réwnaniach catkowych

b
[ a(xey) f(y) dy = hix), xEle.d] /1.18/
a
wzzglednie
b
f f(u) g (x=u)du = h(x), /splot/, x€ [c,d] /1.1b/
a

0 niektérych wiasciwoséciach powyzszych réwnan mozna sie dowiedziec
np. z pracy [4].
Réwnanie /1.1b/ stanowi podstawe analizy profilu prezka interferen-

cyyjnego, przy czym: S

h((x) - widmo katowe natezenia promieniowania ugietego na preparacie
badanym,

g((x) = jak wyzej, lecz na prébce wzorcowej,

f((x) = "czysty" profil dyfrakecyjny /"funkcja poszerzajeca"/, nie na-
ruszony czynnikami instrumentalnymi.

Occzekujemy, ze:

lm - zagadnienie 1.1 ma rozwigzanie,
2% rozwigzanie jest jednoznaczne,
5]

37 - male zmiany h i g powodujg mate zmiany f /zaleznoé¢ f od g i h
jest ciegla/. :

W matematyce zagadnienie speiniajgce warunki ghaf.  y /postulaty
Headamarda/ nosi nazwe poprawnie postawionego /zob. np. [1], [3]/.
Niiestety, zagadnienie /1.1/ do takich nie nalezy, co powoduje m.in.
zmane trudnodci w wyliczeniu rozkladu wymiaréw krystalitéw z posze-
rzzenia profilu preazks interferencyjnego motode Warrena i Averbacha
[2] . Efekty kwantowe zwigzane z emisjg i detekcja promieniowania X
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powoduj@ bowiem silne fluktuacje natezenia rozproszonego, co wskutek
niespeinienia postulatu - powoduje oscylacyjny przebieg zmodyfiko-
wanych /np. przez numeryczne rézniczkowanie/ widm ketowych natezenis
rozproszonego /patrz np. rys, 5/. Wobec tegoc watpliwe jest wszelkie-
go rodzaju "przybliZone" rozwigzywanie /1.1/, jezeli wymagamy pewne-
go stopnia wiarygodnoéci i ewentualne rozwigzanie moze istniec¢ jedy-
nie w sensie przyblizenia najmniejszych kwadratéw.
wedtug naszego rozeznania najsolidniej podbudowanym sposobem roz-
wiazywania zagadnien niepoprawnie postawionych w rodzaju /1.1/ jest
metoda regularyzacji A. Tichonowa, ktéra tu w najwiekszym skrécie
oméwimy odsylajac po szczegéiy do prac [1,3].
Numeryczne rozwigzywanie zagadnienia /1.1/ wymaga zastgpienia réw-
nania catkowego przez uklad réwnanh liniowych, catkowania - przez
kwadrature; czyli /1.1/ przybiera postaé /wezyki oznaczajg wektory/:

~ ~ n
g-f = h czyli E 954fy = hy,  i=1,....n /1.2

Poszukuje sig wektora Fx speiniajecego warunek:

Ng¥x - Al = minng¥ - i . /1.3/

gdziell un = ( E: ui)j'/2 oznacza euklidesowg norme u.

i=1 gt ~
Ze wzgledu na niestabilnos¢ funkcjonatu Hg-? - hil mozna, w celu

poprawnego znalezienia rozwigzania zagadnienia /1.3/, doda¢ do niego
funkcjonat stabilizujgcy /oznaczony przez S w /1.4/ i znalezé roz-
wigzanie /1.3/ metoda Lagrange ‘a:

F% . ongf*t- Rl 2 oo 0F% 02 = min (ngF-h12 4 an ) /1.4/
S

Tak znalezione rozwigzanie réwnania /1.2/ Jeét przyblizeniem pseudo-
rozwigzania tego réwnania /czyli rozwigzania uogdélnionego/. Szukamy
wigc takiego sposrdéd rozwigzan zagadnienia /1.3/, ktérego norma
euklidesowa jest najmniejsza. I

Istota korzysci ze stosowania metody regularyzacji Tichonowa pole-
ga na rozwigzywaniu zagadnienia wariacyjnego /1.4/ zamiast /1.2/,
przy czym rozwigzanie réwnania /1.4/ znajduje sie zazwyczaj w postaci
rozwigzania réwnania Eulera dla /1.4/, mianowicie:

9TeF* +a f = g h=>F" = (379 +a £)"15"h /1.5/

gdzie o - tzw, parametr regularyzacji.
Jak wiadomo z prac [1,3], jesli bledy okreslania g i h, 5="KO‘F“
oraz=q2=||§°-§|| deza do zera (§—=0,h — O) oraz«a — O tak, ze
(S+n) —0, to rozwigzanie zregularyzowane zbliza sie do doktadnego:
f® - ¥l =0 /zaklada sig, ze g f =h /.
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Istniejg sposoby wyznaczania optymalnych wartosciot , dla ktdérych
btad H?k—fon jest najmniejszy /zob. [1,3]/

2. PRZYKLADY ZASTOSOWANIA METODY REGULARYZACJI A. TICHONOWA
W RENTGENOGRAFICZNYCH BADANIACH MATERIAtOWYCH

2.1. Wyznaczanie funkcji rozkiadu 4rednic czaestek Ag,S w zawiesinie
koloidalnej metodg maiokatowego rozpraszania promieni X /MRX/

Badano koloidalna zawiesine AgyS W zelatynie stosujac dyfraktometr
matokatowy z wigzka padajace o "nieskoriczonej" wysokosci /wigzke
schodkowa/ [5]. Wyniki pomiaru widma katowego natezenia promieniowania
byty interpretowane na podstawie wzoru z pracy [6]:

oo

I (n)=14(8q Py a3 f {1- -?-5 R+ Fy [ &R, B (mR)’Z:]} RF(R)dR /2.1/
3 eh

gdzie: I{(m) - zarejestrowane widmo katowe natezenia promieniowania,
Ie - natezenie promieniowania rozproszonego przez pojedyn=-
czy elektron,

A - uog6lniony szereg hipergeometryczny,
<(6g )2>'- dyspersja rozkladu gestosci elektronowej,

R~ - promieh czastki rozpraszajacej,
m=%# sin 20,8 -~ kat rozpraszania, A - diugosc fali.
Podstawiajac
1{m)
P(m) = > 3 /242/
1, <(8¢)°> 4T
oraz
8 i 7 e
I(m,R) = 1 = =™ 4F> B v % i =(mR) J /2.3/
otrzymujemy .
P(m) = fI(m,R_)R“-F(R)dR /2.4/
(o}

Réwnanie /2.4/ zostalo zastgpione ukiadem réwnan liniowych
n
b-a

P(ml,) = z I(miRJ‘)-Rg F( RJ)AR; fad, . aun: AR=T /2.4a/
Jj=1

gdzie:
a; b - granice catkowania w zmienionym wzorze 2.4 /b - wystarczajaco
duze/

i rozwigzane z wykorzystaniem programéw w jezyku FORTRAN zamieszczo=-
nych w pracy [3]. Programy te, po uzupeinieniu wyspecjalizowanymi
procedurami /skalowanie natezen, obliczanie wartosci szeregu hiper-~
geometrycznego, korekcja na tto i pochanianie i inne/, byty realizo-

wane przez komputer ODRA-1305 w systemie GEORGE-3.
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Na schemacie 1 przedstawiono uproszczony przebieg obliczen funkcji
F(R) rozkladu érednic czasteczek. Szczegély zamiedcimy w pracach [7,8].

Wprowadzenie danych: I1(m), 8§ ,n, a, b, c, d
/oznaczenia - jak we wzorach /1.1a/,/1.5//

Wyliczenie wartodci funkcji:

8 ;4 s 2]
I(m,R)=1-gEmR+,Fy [5: 2, 5i -(0R)
na wybranej siatce punktéw (mi,RJ): R P ST

wWstepne przetwarzanie danygh /skalowanie natezen,
korekcja na tto i pochtanianie/

Rozwigzywanie ukladu réwnan liniowych:
n 4
P(m;) = Z I(mi.Rj)RJ F(RJ) AR
391 0 sise .rj:lAR.P%‘;
metodg regularyzacji A.N. Tichonowa, w celu wyzna-
czenia F(R) /oznaczenia - jak we wzorze /2.4a//

wyprowadzanie wynikéw: funkcji rozkiadu wymiaréw
czgstek F(R) i jej wykresu, wartosci parametru
regularyzacji

Schemat 1. Uproszczony przebieg wyznaczania funkcji rozkiadu
érednic czestek F(R) na podstawie analizy
matokgtowego rozpraszania promieni X

Na rys. 1 pokazano obliczony rozklad wymiardéw czestek F(R) ukladu
modelowego. Jak widac jest on prawie homodyspersyjny, co potwierdza
poprawnosé otrzymanych inng metoda wynikéw [5]. Operowanie funkcja
F(R) wymaga jednakze komentarza. Opisuje ona jedynie modelowy poli-
dyspersyjny uktad kul réwnowazny inter ferencygjnie
uktadowi badanemu. Ta abstrakcja matematyczna zostala wprowadzona
przez R. Swille [6], w celu nadania poglgdowosci wynikom badan meto-
dg MRX. Do wykorzystania wynikéw z metody MRX /np. w badaniach nad
katalizg/ najodpowiedniejsza jest funkcja [ {r) korelacji rozkiadu
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gestosci elektronowej w badanym preparacie. Funkcja ta ma postac:
G 3
; an r 1 r
x.(r) = j T R3 [1-2 m—-f-z(-z-k—) JF(R’dR
i
Zz

i zawiera w sobie calo$é¢ informacji dostarczonej przez analize nate-

zeniowego obrazu dyfrakcyjnego. Wykorzystujac funkcje y{r) mozna wy-
liczy¢ np. wewnetrzna powierzchnie wiadciweg [m /cm preparatu wg

wzoru:
/) - pewna stata/

K'(O) " xu/r=0 =i 3
/szczegbty patrz [5,6]/.
Przebieg funkcji x(r) dla koloidalnej zawiesiny Ag,S W zelatynie

przedstawia rys, 2.

F(lf)’ [arb. units]

10

LT
°

100 A

05 .

‘-

95%21e.

Tvesise. 1 -
100

—8l6w 5=

Rys, 2. Funkcja korelacji

Rys, 1. Funkcja rozkXadu wymiaréw
$4 J iy (r) rozktadu gestosdci

F(R) czastek koloidalnego siarczku
srebra, wyznaczona metoda malo- elektronowej, obliczona na
ketowego rozpraszania promieni X podstawie funkcji F (R)
/MRX/ 2 'tys: 3

2.2, Wyznaczenie funkcji rozktadu P(N} wymiaréw krystalitéw w proszku
Mgo metodg analizy profilu prezka interferencyjnego

Uzyto MgO otrzymanego przez prazenie MgOH w 600°c przez 2 godziny,
Na dyfraktometrze HZG-2 zarejestrowano prezek (002) oznaczony h(x)
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w réwnaniu /1.1b/. Z tej samej partii sporzgdzono wzorzec przez wy-
grzewanie MgO w temperaturze 1800°%C w ciagu 4 godzin /dla spowodowa-
nia rozrostu krystalitéw/. Prazek ten oznaczono symbolem g(u) w /1.1ib/.

Do interpretacji wynikéw uzyto wzoru stusznego dla dowolnej struk-
tury krysztalu:

2
I(x) = const[f i (A.N(;i,;z)'x)qfldfa /2.5/

(Ax) €

gdzie: x = 2(0@-0 °) . A aflde coseo/ﬁ K - dtugosé fali prom. X

N{;it};) -~ liczba komérek w siupku prostopadiym do elementu
powierzchni /d 1d}fz/, stanowigcym miare prawqopodoé
biernstwa znalézienia kolumny o diugogci N-d
/d - parametr sieci/.
Oznaczajac "czysty" profil /fizyczne funkcje poszerzajeca/ przez
f(x) otrzymamy

L P(N) sin®(A-Nx) d ;
f (x) s of'-“z pec N /2.6/

gdzie: I (0) natezenie w x=0, N = czynnik normelizujecy /mozna go wy=-
liczyé np. ze wzoru Scherrera/.

Zastepujec /podobnie jak w [9]/ catke w /2.6/ przez kwadrature
prostokatéw, mozna napisaé wzér ostateczny:

P(N) sin (AN-x) i :
f(x,) = z k X AN ; 3%d,...on ; ANt b 2 /2,77
. (A-x;)
k=1 J
gdzie:
b, a - zmienione granice catkowania we wzorze 2.6 /b - wystarczajaco
duze/.
Uproszczony schemat obliczania P(N) przedstawia rys. 2.
Do wyliczenia f(x) jest stosowane twierdzenie o splocie
Fe) = B8] /2.8/

cle)

gdzie F, H i G - przeksztaicenia Fouriera odpowiednio funkcji f, h, g
ze wzoru /1.1b/.

Urpszczony przebieg obliczer funkcji P(N) rozkladu wymiaréw krystali-
téw na podstawie analizy profilu prazks interferencyjnego pokazano na
schemacie 2. Jak widac procedura regularyzacji jest stosowana w trak-
cie obliczen dwukrotnie.

Zastosowanie szybkiego przeksztalcenia Fouriera /prostego i odwrot=-
nego/ i metody regularyzacji pozwala wg réwnania /2.8/ znalezé "czysty"
/pozbawiony wpiywu czynnikéw aparaturowych/ profil dyfrakecyjny f (x)

w postaci gtadkiej /rys. 3/ funkcji, ktéra pojawia sie we wzorze
/2.7/. Gdy parametr regdlaryzacjic(=0 /rozwigzanie niezregularyzowane/
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funkcja P(N) /patrz rys. 4/ ma znany rentgenografom-praktykom prze-
bieg wynikajacy z niestabilnosci numerycznej zagadnienia. W tym przy-
padku rozwigzanie réwnanis /2.7/ jest pozbawione sensu.

Stosujac powtérnie procedure regularyzacji («A=0,0063, n=128, §=0,035,
n=0,051, Ilhll=1, {[3ll=1, a=10, b=1280, c=-0,01133, d=0,01110, A=2,383,
parametr sieci=1,485 A) obliczyliémy rozkiad P(N) wymiardéw krystali-
téw w MgO. Wynik ilustruje rys., 5.

wprowadzanie danych: h, §, § +Ns 8, b, c,d
/oznaczenia - jak we wzorach /1.ib/ i /1.5//

Wstepne przetwarzanie danych: skalowanie natezen,
korekcja na tio i pochtanianie

Rozwigzywanie réwnania /1.1b/:
F(t) = Hie)
: G (t)
metoda regularyzacji A.N. Tichonowa /z zastosowa-
niem szybkiego dyskretnego przeksztalcenia
Fouriera/, w celu wyznaczenia funkcji fizycznej f {x)

Wprowadzanie danych: A, a, b, N
/oznaczenia - jak we wzorze /2.7//

Rozwigzywanie uktadu réwnarn liniowych:

PN, ) sinz(A-Nk'x

n
f(x,) = - 1
J EE; N (AxJ)2
Jedisbn sntts AN o Bt

metoda regularyzacji A.N. Tichonowa

Wyprowadzanie wynikoéw: funkcji rozktadu wymiardw
krystalitéw P(N) i jej wykresu, wartosci para=-
metru regularyzacji

Schemat 2. Uproszczony przebieg wyznaczania funkcji
rozktadu wymiarévw krystazlitéw na podstawie
analizy profilu prgzka interferencyjnego
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:.,...,... e f(x) | [arb.units]

- oof
%_

. xf Rys. 3. Funkcja poszerzajaca

\\\\~”m#’,“ /"czysty" profil prazka
interferencyjnego/ f (x) dla
i ) proszku Mg0, obliczona ze
Z00152 " 001152 wzoru 2.8 wediug schematu 2

A
P(N)|[arb. units]

1022

] H A \ Nl qﬂ
_1021' [ y V w {/[V6s0

Rys. 4. Funkcja jak na rys. 3, ale wyliczona przy o= 0
/bez regularyzacji/

Funkcje rozkladu wymiardw krystalitéw wyliczyliémy takze dla prosz-
ku wolframowego. W charakterze profilu h(x) zostal wziety prazek
(110) od wolframu, jako profil g(x) /funkcje aparaturowa/ posiuzyl
prazek (111) od monokrystalicznego glinu. Wyniki przedstawia rys. 6a,b,
http://rcin.org.pl
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P(Nl4 [arb. units]
”~

- TR 1

. Rys. 5. Funkcja P(N) (R=N#d,
3 . gdzie d - parametr sieci
. 5 g dla proszku MgO, otrzymana
- - 650 metoda analizy profilu
-02} prazka interferencyjnego

wg schematu 2

a) b)
1(x) $jedn. dow] P(R)} (jedn. dow.]
184
...12__ '. 3
: .. o ...J \.
3 y |

\.A
K

| 1 1 e
1 | P
~001675 001676 x=6-8,) 44 888 1420 RIA)

-

Rys. 6. Wyniki analizy profilu prezka interferencyjnego od proszku
wolframu /obliczenia wg schematu 2/
a/ funkcja f(x) poszerzenia prazka,
b/ funkcja P[R) rozkiadu wymiaréw krystalitéw
/R=N%xd, d - parametr sieci/

UWAGI :

Na podstawie dotychczasowych wynikéw uwazamy, Ze osrodki stosujgce
zagadnienia odwrotne /nie tylko w rentgenografii/ i wyposaZone w $red-
niej wielkosci komputery moga znacznie podwyzszyc¢ wiarygodnosé prze-
prowadzanych badan przez wprowadzenie regularyzacji do interpretacji
wynikéw pomiaréw. Jadra w réwnaniach /2.4/ i /2.5/ sg zadsne onali-
tycznie. Trzeba jednak pamigtac, Ze zostaja one w trakcie obliczen
numerycznych przyblizone i nalezy braé biedy tych przyblizern pod
unage. Bardziej szczegdlows dyskusja bieddw zwiszanych z tymi obli-
czeniami zostanie zamieszczons w pracach [7,8].
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