Romuald S. WADAS
INSTYTUT TECHNOLOGII MATERIALOW ELEKTRONICZNYCH
ul. Wélczyriska 133, 01-919 Warszawa

Wyjasnienie catkowitego i utamkowego zjawiska Halla

1. WSTEP

Poszerzajacy sie zakres zastosowarn materiatéw péiprzewodnikowych
i wzrost wymagah co do ich wlasno$ci wywoiuja poszukiwania nowych ma-
teriatéw i nowych technologii. Jednoczesnie dokonuje sig wysilkdéw nad
opracowaniem metod regulacji wiasnosci péiprzewodnikéw za pomoca ta-
kich bodzcéw zewnetrznych, jak: state pola elektryczne i magnetyczne,
cisnienie i temperatura.

Niemiec, von Klitzing, badajac wpiyw pola magnetycznego na hetero-
strukturalny tranzystor GaAs odkryl w 1980 r. nowe zjawisko, ktére
nazwal kwantowym efektem Halla [1]. Za odkrycie to otrzymal nagrode
Nobla. Pogladowy obraz tego efektu przedstawia rys. 1 [2].

Rezystywnosc Halla Pxy definiuje sig jako stosunek pola elektrycz-
nego Ex’ indukowanego przez pole magnetyczne Hz, do predu elektrycz-
nego j_. Von Klitzing stwierdzil eksperymentslnie, ze rezystywnoséé
Halla da sig¢ przedstawic¢ za pomoce nastgepujecej formuly
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Sposéb liczenia V nie jest typowy i zaczyna sie od gérnej wartosci
rezystywnosci, ktérg jest stala h/ez. Na rys. 1 zabrakio tej wartosci
rezystywnosci., Uzyskuje si¢ je w silnych polach magnetycznych i w nis-
kich temperaturach rzedu 1 K, Von Klitzing zsproponowal, aby stala
h/e2 byla podstawowg jednostke opdrnoéci. Prawdopodobnie bropozycja
ta bedzie przyjeta.
Rezystywnoécé 9x zmniejsza sig skokowo poczynajec od jej skrajnej
wartosci przy silnych polach magnetycznych. Istotne jest i ciekawe

w tym odkryciu, 2e podstawowa jednostka h/e2 jest dzielona przez
liczby calkowite V. Kazdemu stopniowi rezystywnosci odpowisda liczba
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catkowita. Przy sisbych polach magnetycznych stopnie rezystywnosci
rozmywaje sie.

Tsui, St8rmer i Gossard odkryli w 1982 r. tzw. ulamkowy efekt
Halla. Ilustracjg tego =fektu jest rys. 2.

Rezystywnoé¢ w tym efekcie okredla wzér nastepujacy
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Rys. 1. Kwantowa zaleznoéc Rys. 2. Ulamkowa rezystywnosc
rezystywnodci Halla od pola Halla jako funkcja pola
magnetycznego. Stopniom rezys- magnetycznego [4]

tywnoséci odpowiadaje liczby
catkowite v = 1,2,3,...,
umieszczone w gérnej czesci
rysunku (2]

Nalezy zauwazyé, 2e tam gdzie koriczy sie catkowity efekt Halla,
rozpoczyna sie utamkowy efekt. Efekt ten koriczy sie réwniez catkowita
liczbg k = 6/2,

Mimo licznych prac na temat naszkicowanych wyzej zjawisk nie zos=-
tatly one wyjasnione do chwili obecnej. Podstawowa tego przyczyna jest
niezrozumienie klasycznego zjawiska Halla mierzonego doted w stabych
polach magnetycznych i temperaturach pokojowych. Przedstawiona w pod-
recznikach interpretacja jest nieprawidlowa.

Celem tej pracy jest opis zjawisk, jakie zachodzeg, kiedy péiprze-
wodnik lub dowolny przewodnik z predem zostanie poddany dzialaniu
pola magnetycznego. Bedzie réwniez wyjasniony calkowity i utamkowy
efekt Halla.
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2. ENERGIA KRYSZTAtU DIAMAGNETYCZNEGO

Péiprzewodniki sg materialami diamagnetycznymi. Jak okaze sie ni-
2ej podkreslenie tej klasyfikacji jest istotne.

w sytuacji,-kiedy nie istnieje interpretacja obserwowanych w ciele
statym zjawisk lub istniejaca interpretacja zawodzi, rozsadnie jest
zanalizowaé¢ energie krysztalu i jej zmiany pod wpiywem bodZcéw zew-
netrznych. Energia krysztatu jest parametrem na tyle ogdélnym, Ze inne
parametry okreslajace wiasnosci materialéw sg jej pochodnymi. Wyko-
rzystamy funkcje Hamiltona o postaci

2

—

He 25/5-2F7 + ey /2.1/

gdzie m jest masa elektronu, Erjego pedem, e ladunkiem,iz'potencjalem
wektorowym i ¢ potencjaltem skalarnym. S i

Potencjat skalarny moze by¢ wyrazony w postaci ¢ = r E% przy czym
-Eb jest zewnetrznym polem elektrycznym stosowanym w efekcie Halla.

Jesli rozwiniemy funkcje Hamiltona wéwczas otrzymuje sie

2 2
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Pierwszy wyraz prawej strony powyZszego réwnania opisuje energie
kinetyczng elektrondw. Analiza wyrazu drugiego prowadzi do wniosku,
2e opisuje on paramagnetyczne wiasnosci péiprzewodnikéw. Stwierdzenie
to wymaga komentarza. Przedstawiony on bedzie w dalszej czesci pracy.
Trzeci wyraz opisuje diamagnetyczng energie péiprzewodnikes. Jedli péi-
przewodnik zostanie poddany dzialaniu pola magnetycznego, to zgodnie
z reguig Lenza indukowene prady elektryczne wytwarzaja pole magnetycz-
ne przeciwnie skierowane do pola zewngtrznego. Dlatego energia ta nosi
nazwe diamagnetycznej. Ostatni wyraz opisuje energie zewngtrznego pola
elektrycznego. Wyrazy drugi, trzeci i czwarty opisuj@ energie poten-
cjalng péiprzewodnika i bede w dalszym ciagu oznaczone odpowiednio
przez V1, V2 i V3'

Potencjal wektorowy moze by¢ przedstawiony w postsci iloczynu
wektorowego

A =

[77]

N =

Przyjmiemy, 2e w efekcie Halla, prad elektryczny /a tym samym pole
elektryczne/ jest skierowany wzdluz osi y. Natomiast pole magnetycz-
ne - wzdlu? osi z. Wéwczas energia potencjalna V = v1 +V, o+ v3,
okreslena z formuly /2.2/, przybierze postac

2
e 2 2, ..2 e o
V = —— (x + Y)H] = — (p.Xx = p_y)H_ - eyE
8mc? Z  2me ( y x ) z y /2.3/
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Zaleznos¢ powyzszej energii od pola magnetycznego przedstawiono
na rys, 1.

Energia potencjalna V dla pél magnetycznych mniejszych od HT jest
ujemna. Jej pochodna dV/dHz jest réwniez ujemna. Taki stan ciala sta-
tego jest catkowicie niestabilny i nie moze istnie¢ w rzeczywistosdci.
Wobec tego péiprzewodnik jest opisywany przez energie diamagnetyczna
Voa tj. przez pierwszy wyraz formuly /2.3/. Powyzej pola magnetyczne-
go H; energia potencjalna:/2.3/ jest nadal ujemna, lecz jej pochodna
jest dodatnia. Stan taki jest metastabilny, tj. moze istnieé¢ w pewnych
. warunkach. W tym przypadku jest utrzymywany przez pole magnetyczne
w zakresie od H: dosz. Energia /2.3/ osigga minimum przy polu magne-
tycznym H:. Pole to moze by¢ okreélone analitycznie z warunkéw mini-
mum energii, tj. (dv/dH) = O, Wéwczas z réwnania /2.3/ otrzymuje sie

ol (pyex - pxey) c
- =R (E -2 /2.4/

H

gdzie nf s x2 Dy,

Nowe elementy do zrozumienia efektu Halls wnosi analiza momentu
magnetycznego indukowanego w péiprzewodniku. Okreéla sie go z réwna-
nia /2.3/, wg standardowej definicji, tj.:

2V VLU r2 VIO
2mc

aHz amc? L

My = - (pyx - Y} /2 5/
Zgodnie z dyskusjg przeprowadzong wczesniej, ponizej pola magne-
tycznego H: moment magnetyczny jest ujemny, tj. diamagnetyczny. Powy-
2ej pola magnetycznego HT moment magnetyczny opisuja oba wyrazy réw-
nania /2.5/, tzn. ujemny i dodatni. Péiprzewodnik znajduje sig¢ w mie-
szanym stanie: diamagnetycznym i paramagnetycznym. W stanie baramagne-
tycznym moment magnetyczny ma ten sam kierunek co zewngtrzne pole ma-

gnetyczne.

Ponizej pela magnetycznego H: moment magnetyczny jest wytwariany
przez elektrony "swobodne"., Nie moga one wytwarzac paramagnetycznego
momentu, poniewaz stan péiprzewodnika byiby catkowicie niestabilny.
Momenty takie nie moga by¢ réwniez wytwarzane przez jony, poniewaz s@
one ekranowane przez elektrony swobodne. Sytuacja zmienia sig¢ przy
polu magnetycznym HT. Pole to jest na tyle silne, ze przenika do
wnetrza probki i oddziatywuje z jonami., Energia tych oddziaslywarn jest
paramagnetyczna., Dlatego powyzej pola H? energia pdéiprzewodnika jest
sum@ energii potencjalnych: paramagnetycznej i diamagnetycznej.

Zwrécic¢ nalezy uwage, ze paramagnetyczny moment magnetyczny opisy-
wany przez ostatni wyraz formuly /2.5/ nie znika, jesli v_ ex ¢ Ve €Y
gdzie ve 1 v, se sktadowymi predkosci elektronéw w atomie, Jesdli
zatozyé, ze sktadowe te sg réwne sobie, to ex musi by¢é rézne od ey.
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Ale ex i ey s@ skiadowymi dipola elektrycznego d = er, W zwigzku z tym
w efekcie Halla jony sg spolaryzowane., Efekt ten jest znany w innych
zjawiskach i jest formulowany w besrdziej ogélnej formie. Moment magne-
tyczny orbitalny znika, jeéli jony maje symetrig sferyczna. 5
Je$li zewnetrzne pole elektryczne nie dziata na péiprzewodnik, to
efekt Halla nie wystepuje. Wynika stad wniosek, 2e zewngtrzne pole
elektryczne wnika do wnetrza prébki i polaryzuje elektrycznie jony
tworzec dipole. Dlatego pole elektryczne indukuje moment orbitalny.
Moment wigc paramagnetyczny jest indukowany przez pole elektryczne.
Pole magnetyczne nie indukuje w jonach momentéw magnetycznych, a tyl-
ko zmienia ich kierunek. To dziwne zjawisko zostalo nazwane magneto-
elektrycznym., Ogdélnie definiuje sie
go Jjako zJjawisko, w ktérym momenty v
magnetyczne sg indukowane przez pole : ’
elektryczne, a momenty elektryczne O
przez pole magnetyczne, %
Mozna wiec sformulowaé wniosek, ze s
w silnych polach magnetycznych /powy- P
zeJ H?/ pole magnetyczne oddziatywuje
nie tylko z elektronami swobodnymi, H“ H&

ale réwniez z Jonami tworzgcymi sied 0 ee= )
RS
krysztatdw, b L_——”,//’//'
T S

Rys. 3. Zaleznos¢ energii : 52
potencjalnych péiprzewodnika B
od pola magnetycznego

3. REZYSTYWNOSC HALLA

W celu wyznaczenia rezystywnosci Hella okreslimy gestos¢ pradu
elektrycznego i pole elektryczne. Skorzystamy ze znanej w elektrody-
namice relacji okreslajscej pred elektryczny, tzn.

S /3.1/

dA

Prad elektryczny moze wigc byé okreslony z réwnania /2.2/ w sposéb
nastepujacy

2
e
_e.p - Ay) /3.2/

Iy =(w Py
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Natomiast pole elektryczne okreslimy z formuiy
E:-gradv'%
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Z réwnania /2.2./ mamy wigc

/3.4/
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Dzielac pole elektryczne /3.4/ przez prad elektryczny /3.2/ otrzy-
muje sie rezystywnoéé¢ Halla w postaci

\ 1
exy = e— H £3.5/

R

Dyskusja ‘powyzszej rezystywnosci bedzie przeprowadzona w dalszej
czeéci pracy przy okazji opisu kwantowego efektu Halla.

Nowe elementy do zrozumienia efektu Halla wnosi analiza pola elek-
trycznego. Przypomnijmy, Ze ponizej pola magnetycznego HT péiprzewod-
nik jest opisywany tylko przez energie diamagnetyczna, tj. przez
pierwszy wyraz energii potencjalnej /2.3/. Pole elektryczne ponizej
H jest wigec okreslone przez ostatni wyraz formuly /3.4/ i jest ujem=-
ne. Powyzej pola magnetycznego H1 energia paramagnetyczna V1 jest
wieksza od energii diamagnetycznej Vo /rys. 1/. Dominujecym wigc po-
lem elektrycznym jest pierwszy wyraz formuty /3.4/, ktéry jest dodat-
ni, Pole wiec elektryczne E, ponizej krytycznego pola magnetycznego HT
jest ujemne, a powyzej tego pola - dodatnie., Efekt ten wyjasnies nie-
zrozumiaste dotad spostrzezenie, ze jedne pierwiastki maje stalg Halla
dodatnig a inne ujemna.

Zjawisko to jest wykorzystywane do celéw technicznych w przyrze-
dach wykorzystujacych efekt Halla. Wytwarze sie specjalnie do tych
celéw przeznaczone materiaiy wielopierwiastkowe, niekiedy amorficzne.
Zwraca sig przy tym uwage, aby znak statej Halla byl jednakowy we
wszystkich skiadnikach. W wigkszosci przypadkéw taki sposéb rozumowa« y
nia prowsdzi do pozytywnych rezultatéw. Niekiedy jednak, ktérys
z pierwiastkéw zmienia znak stalej Halla w zestawie z innymi. Zmniej-
sza to indukowane pole elektryczne, a tym samym czulosé elementu hal-
lowskiego. Oznacza to, Ze nie wszystkie pierwiastki majg jednakowa
wartos¢ krytycznego pola magnetycznego H1. Pole to okresla formula
/2.4/. Jesli uwzglednic¢, ze elektron ma wartoéé ujemna i w zwigzku
z tym wprowadzic¢ warto$c¢ bezwzgledna dipola |d I = lely, to formula
powyzsza zmieni znak. Zewngtrzne pole elektryczne jest skierowane
wzdiuz osi y i ono okresls warto$é dipola, ktéry moze byé zapisany

w postaci dy = Eyo, gdzie  jest polaryzowalnoscig sieci jonéw.
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Zatem krytyczne pole magnetyczne HT jest proporcjonalne do polafyzonal-
nosci jonowej i do wartosci zewnetrznego pola elektrycznego stosowa-
nego w elemencie Halla. Parametry te nalezy uwzglednia¢ przy opracowy-
waniu technologii materialéw.

Pole elektryczne Ey okreslone przez formule /3.4/ jest mierzone
w badaniach efektu Halla i uwaza sig¢, 2e jest to jedyne pole indukowa-
ne przez pole magnetyczne. Z réwnania jednek /2.3/ wyniks, Ze pole ma-
gnetyczne indukuje réwniez sktadowg Ey pola elektrycznego.

H 2

Zwrécic nalezy uwage, Ze powyzsza skladows pola elektrycznego jest
przeciwnie skierowana do zewngtrznego pola elektrycznego E ..

Pole magnetyczne wiec w efekcie Halla indukuje dwie skladowe polas
elektrycznego: Ex - prostopadie do kierunku przepiywu pradu i E_ -
- antyréwnolegie do tego prgdu. Wissnie skladowa E_ powoduje, 2e przy
bardzo silnych polach magnetycznych, kiedy E = E_°, prad elektryczny
w péiprzewodniku nie piynie, 1 4

4, KWANTOWY EFEKT HALLA

Wydaje sie, ze opis efektéw kwantowych a tym samym stosowanie me-
chaniki kwantowej w czasopismach technologicznych albo nie ma sensu
albo jest przesada.

W elektronice powstaja przyrzedy péiprzewodnikowe, ktérych wiasnos-
ci kwantowe sg regulowane za pomocg p6l elektrycznych lub magnetycz-
nych sterowanych komputerowo. Operacje takie s@ nazywane niekiedy pro-
filowaniem. Konstruuje sig¢ profilowsne, lawinowe fotodetektory i lase-
ry, bipolarne tranzystory o duzym wzmocnieniu, prostowniki i inne ele-
menty w technice $wiatlowodowej. Powazna cze$¢ inzynieréw jest zmuszo-
na do zrozumienis efektéw kwantowych lub jest zastegpowana przez fizykéw.

Dlatego wydaje sig, 2e pewne "jask6iki" kwantowe moge ukazywac sie
w czasopismach fabrycznych. i

W mechanice kwantowej wektory znsjdujece sie¢ w formule /2.2/ zas-
tepuje sie operatorami i otrzymuje sie formuly bardzo podobne do for-
mut klasycznych. W miejsce klasycznej funkcji Hamiltona otrzymuje sie
operstor Hamiltona o posfaci

r 2 .2
¥ a Hz (xz + 2) - M i H
=25+ > g 4 B “z 'z /4.1/

gdzie

Ostatni wyraz réwnania /4.1/ jest operatorem energii potencjalnej
V,s 8 energia odpowiadajecs mu ma postaé my Mg Hz, gdzie my = 1,2,3,...
.e.l. WprowadZmy oznaczenia

x- ? w-)’"z

2mc
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Dwa pierwsze wyrazy oberatora /4.1/ przybieraja postac

A 2
2 22
p mw
e e (x® + y3) /4.2/
i3 2m 2

‘Jest to znany operator energii dwu oscylatoréw harmonicznych.
Energia tych operatoréw jest nastepujace
' /d/
n
Jest to energia ukiadu czysto diamagnetycznego. Jest ona przedsta=-

-ﬁwn, R R T 7 N s SRR Vi PRV

wiona na rys. 4.

Energis ta nie zawiera ostatniego wyrazu operatora /4.1/, tzn.
energii paramagnetycznej. Jesli okredli sie wartosci srednie energii
potencjalnej V1 i v2. to otrzymuje sig wykresy tych energii takie jak
na rys. 1. Dyskusja tych wykreséw jest réwniez ‘identyczna. Ponizej
pola magnetycznego HT péiprzewodnik jest opisywany przez oscylator
diamagnetyczny z energig okreslong przez formule /4.3/. Powyzej pola
magnetycznego H:
tyézna. tj. ostatni wyraz réwnania /4.1/. Znany jest juz taki oscyla-
Iér, ktéry =zawiera réwniez wyraz paramagnetyczny i zwany jest oscy-
latorem Landaua /réwniez w literaturze anglosaskiej/. Jego energia
ma postac

powinna by¢ uwzgledniona réwniez energia paramagne-

E; =hw_ /o %/ hen O B8, . s /4.4)
gdzie
. w, = —nd
mc

Oscylator LanWaues opisuje péiprzewodnik powyzej pola magnetyczne-
m
go Hl' Do opisu wigc péiprzewodnika w polu magne tycznym potrzebne sa
dwa rézne oscylatory: diamagnetyczny i "mieszany"” Landaua. Ich energie
przedstawiono na rys. 5.
Energia oscylatora mieszanego réwna jest energii Eﬁd/ i V1. t3.

g H + m, Mg H=2 Mg H /n + %/

skad
my =N+ p § /4.5/

Pole magnetyczne HT okreéla sie z minimum energii kinetycznej ukia-
du i otrzymuje sie

m_ he

m
<H1 12 /n

- my/ /4.6/
gdzie n" jest liczba kwantowg przy polu magnetycznym HT.

Okreslenie pola elektrycznego i predu elektrycznego jest stosunkowo
skomplikowane. Jesli jednak wielkosci te podzieli sig¢ przez siebie, to
‘otrzymuje sie rezystywnos¢ Halla identyczng z okreslona przez formuie
klasyczna /3.5/.

34



Rys, 4, Ilustracja zmian diamagnetycznej
energii péiprzewodnika jako funkcji
pola magnetycznego
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Rys. 5. Ilustracje zmian energii diamagnetycznej i mieszanej, tj.
diamagnetycznej i paramagnetycznej jako funkcji pola magnetycznego

Jeéli podstawi sie formule /4.6/ do formuly /3.5/, wéwczas otrzymuje
sie
. -;— (n" = m)
xy " 1
Ale na podstawie formuiy /4.5/ By =hs 1. Wéwczas
Q:Y P ?"_ /4.7/
Rezystywno$¢ powyzsza jest mierzona w silnym polu maegnetycznym,
tj. przy magnetycznym polu krytycznym HT, Take wartoscé ot?zynal ekspe-
rymentalnie von Klitzing. }
Jesli pole magnetyczne jest zmniejszane od wartosci H:,'to .rezys=-
tywnos¢ réwniez zmniejsze sig¢ zgodnie z reguiemi oscylatora diemagne-

tycznego, tj. .

1 h
F s R T e R R

Formula powyzszs jest identyczna z eksperymentalng formuig /1.i/
von Klitzinga. '
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Jeéli pole magnetyczne jest zwigkszane od pola magnetycznego Hi'
to rezystywnos¢ wzrasta zgodnie z regutami oscylatora Landaua, tj.

Cpy = /1 + i/ -32 /4.9/

Otrzymuje sie wéwczas wartosci h/Zez, 3h/2e2, 5h/262. Wynik ten
jest zgodny z wynikami eksperymentalnymi Tsui i wspélpracownikéw.
Formuta wigec /4.9/ opisuje utamkowy efekt Halla.

Jesli nadal pole magnetyczne bgdzie zwigekszane, to przy drugim
krytycznym polu magnetycznym H, energia potencjalna V jest réwna zeru
/rys. 1/. Powyzej pola magnetycznego H2 uktad znéw jest opisywany:
przez oscylatory diamagnetyczne i wéwczas

Ten wynik nie jest jeszcze potwierdzohy eksperymentalnie.

5. PODSUMOWANIE

Stan magnetyczny péiprzewodnika w polu magnetycznym ma istotny
wpiyw na jego wtasnoséci elektryczne. Péiprzewodniki sg diamagnetyka-
mi. Jésli jednak pole magnetyczne jest zwigkszane, to przy pewnej jego
wartosci, w dismagnetycznym péiprzewodniku pojawiaje sie¢ wiasnosci
paramagnetyczne. Nastepuje przemiana fazy diamagnetycznej w mieszang:
diamagnetyczna i paramagnetyczng. W fazie diamagnetycznej wystgpuje
catkowity efekt Hella odkryty przez von Klitzinga. W fazie mieszanej
obserwowuje sie ulamkowy efekt Halla odkryty przez Tsui, St8rmera '

i Gossarda. Inne s@ tez formuty okreslajece rezystywnos¢ .Halls. Do
opisu tych zjawisk, jako punkt wyjsciowy, przyjeto znang postac ener=-
gii dla diamagnetykéw. Analiza tej energii doprowadzila do formul
okreslajecych rezystywnoséé Halla, zgodnych z formulami okreslonymi
eksperymentalnie,
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