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Vorwort zur ersten Auflage.

Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht ohne Beweis
geglaubt werden. So einleuchtend diese Forderung erscheint, so ist
sie doch, wie ich glaube, selbst bei der Begriindung der einfachsten
Wissenschaft, nimlich desjenigen Teiles der Logik, welcher die Lehre
von den Zahlen behandelt, auch nach den neuesten Darstellungen *)
noch keineswegs als erfiillt anzusehen. Indem ich die Arithmetik
(Algebra, Analysis) nur einen Teil der Logik nenne, spreche ich
gchon aus, daB ich den Zahlbegriff fiir génzlich unabhiingig von
den Vorstellungen oder Anschauungen des Raumes und der Zeit,
daB ich ihn vielmehr fiir einen unmittelbaren Ausflu der reinen
Denkgesetze halte. Meine Hauptantwort auf die im Titel dieser
Schrift gestellte Frage lautet: die Zahlen sind freie Schopfungen
des menschlichen Geistes, sie dienen als ein Mittel, um die Ver-
schiedenheit der Dinge leichter und schirfer aufzufassen. Durch den
rein logischen Aufbau der Zahlen-Wissenschaft und durch das in ihr
gewonnene stetige Zahlen-Reich sind wir erst in den Stand gesetzt,
unsere Vorstellungen von Raum und Zeit genau zu untersuchen,
indem wir dieselben auf dieses in unserem Geiste geschaffene Zahlen-
Reich beziehen**). Verfolgt man genau, was wir bei dem Zihlen
der Menge oder Anzahl von Dingen tun, so wird man auf die
Betrachtung der Fihigkeit des Geistes gefiihrt, Dinge auf Dinge zu
beziehen, einem Dinge ein Ding entsprechen zu lassen, oder ein Ding
durch ein Ding abzubilden, ohne welche Fahigkeit iiberhaupt kein

*) Von den mir bekannt gewordenen Schriften erwihne ich das verdienst-
volle Lehrbuch der Arithmetik und Algebra von E. Schréder (Leipzig 1873),
in welchem man auch ein Literaturverzeichnis findet, und auferdem die Ab-
handlungen von Kronecker und von Helmholtz iiber den Zahlbegriff und iiber
Zshlen und Messen (in der Sammlung der an E. Zeller gerichteten philoso-
phischen Aufsitze, Leipzig 1887). Das Erscheinen dieser Abhandlungen ist die
Veranlassung, welche mich bewogen hat, nun auch mit meiner, in mancher
Bezichung dhnlichen, aber durch ihre Begriindung doch wesentlich verschiedenen
Auffassung hervorzutreten, die ich mir seit vielen Jahren und ohne jede Beein-
flussung von irgendwelcher Seite gebildet habe.

**) Vgl. § 3 meiner Schrift: Stetigkeit und irrationale Zahlen (Braun-
schweig 1872).
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Denken moglich ist. Auf dieser einzigen, auch sonst ganz unentbehr-
lichen Grundlage mull nach meiner Ansicht, wie ich auch schon bei
einer Ankiindigung der vorliegenden Schrift ausgesprochen habe *),
die gesamte Wissenschaft der Zahlen errichtet werden. Die Absicht
einer solchen Darstellung habe ich schon vor der Herausgabe meiner
Schrift iiber die Stetigkeit gefallt, aber erst nach Erscheinen der-
selben, und mit vielen Unterbrechungen, die durch gesteigerte Amts-
geschifte und andere notwendige Arbeiten veranlafit wurden, habe
ich in den Jahren 1872 bis 1878 auf wenigen Bldttern einen ersten
Entwurf aufgeschrieben, welchen dann mehrere Mathematiker ein-
gesehen und teilweise mit mir besprochen haben. Er trigt den-
selben Titel und enthdlt, wenn auch nicht auf das beste geordnet,
doch alle wesentlichen Grundgedanken meiner vorliegenden Schrift,
die nur deren sorgfiltige Ausfiihrung gibt; als solche Hauptpunkte
erwihne ich hier die scharfe Unterscheidung des Endlichen vom
Unendlichen (64), den Begriff der Anzahl von Dingen (161), den
Nachweis, dall die unter dem Namen der vollstindigen Induktion
(oder des Schlusses von n auf n 4 1) bekannte Beweisart wirklich
beweiskriftig (59, 60, 80), und daf auch die Definition durch In-
duktion (oder Rekursion) bestimmt und widerspruchsfrei ist (126).

Diese Schrift kann jeder verstehen, welcher das besitzt, was
man den gesunden Menschenverstand nennt; philosophische oder
mathematische Schulkenntnisse sind dazu nicht im geringsten er-
forderlich. ~Aber ich weill sehr wohl, dafl gar mancher in den
schattenhaften Gestalten, die ich ihm vorfiihre, seine Zahlen, die ihn
als treue und vertraute Kreunde durch das ganze Leben begleitet
haben, kaum wiedererkennen mag; er wird durch die lange, der
Beschaffenheit unseres Treppenverstandes entsprechende Reihe von
einfachen Schliissen, durch die niichterne Zergliederung der Gedanken-
reihen, auf denen die Gesetze der Zahlen beruhen, abgeschreckt und
ungeduldig dariiber werden, Beweise fiir Wahrheiten verfolgen zu
sollen, die ihm nach seiner vermeintlichen inneren Anschauung von
vornherein einleuchtend und gewifl erscheinen. Ich erblicke dagegen
gerade in der Moglichkeit, solche Wahrheiten auf andere, einfachere
zuriickzufiihren, mag die Reihe der Schliisse noch so lang und schein-
bar kiinstlich sein, einen iiberzeugenden Beweis dafiir, dal ihr Besitz

*) Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie, dritte Auflage, 1879, § 163,
Anmerkung auf S. 470.



(SN

oder der Glaube an sie niemals unmittelbar durch innere An-
schauung gegeben, sondern immer nur durch eine mehr oder weniger
vollstindige Wiederholung der einzelnen Schliisse erworben ist. Ich
mochte diese, der Schnelligkeit ihrer Ausfithrung wegen schwer zu
verfolgende Denktétigkeit mit derjenigen vergleichen, welche ein voll-
kommen geiibter Leser beim Lesen verrichtet; auch dieses Lesen
bleibt immer eine mehr oder weniger vollstindige Wiederholung der
einzelnen Schritte, welche der Anfinger bei dem miihseligen Buch-
stabieren auszufiithren hat; ein sehr kleiner Teil derselben, und des-
halb eine sehr kleine Arbeit oder Anstrengung des Geistes reicht aber
fir den geiibten Leser schon aus, um das richtige, wahre Wort zu
erkennen, freilich nur mit sehr grofer Wahrscheinlichkeit; denn be-
kanntlich begegnet es auch dem geiibtesten Korrektor von Zeit zu
Zeit, einen Druckfehler stehenzulassen, d. h. falsch zu lesen, was
unmoglich wire, wenn die zum Buchstabieren gehorige Gedankenkette
vollstindig wiederholt wiirde. So sind wir auch schon von unserer
Geburt an bestindig und in immer steigendem Malle veranlafit, Dinge
auf Dinge zu beziehen und damit diejenige Fihigkeit des Geistes zu
iiben, auf welcher auch die Schopfung der Zahlen beruht; durch
diese schon in unsere ersten Lebensjahre fallende unablissige, wenn
auch absichtslose Ubung und die damit verbundene Bildung von
Urteilen und Schlufireihen erwerben wir uns auch einen Schatz von
eigentlich arithmetischen Wahrheiten, auf welche spdter unsere
ersten Lehrer sich wie auf etwas Einfaches, Selbstverstdndliches, in
der inneren Anschauung Gegebenes berufen, und so kommt es, dal
manche, eigentlich sehr zusammengesetzte Begriffe (wie z B. der der
Anzahl von Dingen) fdlschlich fiir einfach gelten. In diesem Sinne,
den ich durch die einem bekannten Spruche nachgebildeten Worte
dgl 6 cvdowmog douuntifer bezeichne, mogen die folgenden Blitter
als ein Versuch, die Wissenschaft der Zahlen auf einheitlicher Grund-
lage zu errichten, wohlwollende Aufnahme finden, und mogen sie
andere Mathematiker dazu anregen, die langen Reihen von Schliissen
auf ein bescheideneres, angenehmeres MaB zuriickzufiihren.

Dem Zwecke dieser Schrift gemal beschrinke ich mich auf die
Betrachtung der Reihe der sogenannten natiirlichen Zahlen. In
welcher Art spiter die schrittweise Erweiterung des Zahlbegriffes,
die Schopfung der Null, der negativen, gebrochenen, irrationalen
und komplexen Zahlen stets durch Zuriickfiihrung auf die fritheren
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Begriffe herzustellen ist, und zwar ohne jede Einmischung fremd-
artiger Vorstellungen (wie z B. der der meGBbaren Grolen), die
nach meiner Auffassung erst durch die Zahlenwissenschaft zu voll-
standiger Klarheit erhoben werden konnen, das habe ich wenigstens
an dem Beispiele der irrationalen Zahlen in meiner fritheren Schrift
iiber die Stetigkeit (1872) gezeigt; in ganz dhnlicher Weise lassen
sich, wie ich daselbst (§ 3) auch schon ausgesprochen habe, die
anderen Erweiterungen leicht behandeln, und ich behalte mir vor,
diesem Gegenstande eine zusammenhéngende Darstellung zu widmen.
Gerade bei dieser Auffassung erscheint es als etwas Selbstverstind-
liches und durchaus nicht Neues, dafl jeder auch noch so fern
liegende Satz der Algebra und hoheren Analysis sich als ein Satz
iiber die natiirlichen Zahlen aussprechen 1i(t, eine Behauptung, die
ich auch wiederholt aus dem Munde von Dirichlet gehort habe.
Aber ich erblicke keineswegs etwas Verdienstliches darin — und das
lag auch Dirichlet génzlich fern —, diese miihselige Umschreibung
wirklich vornehmen und keine anderen als die natiirlichen Zahlen
benutzen und anerkennen zu wollen. Im Gegenteil, die grobten
und fruchtbarsten Fortschritte in der Mathematik und anderen
Wissenschaften sind vorzugsweise durch die Schopfung und Ein-
fiilhrung neuer Begriffe gemacht, nachdem die hédufige Wiederkehr
zusammengesetzter Erscheinungen, welche von den alten Begriffen
nur miihselig beherrscht werden, dazu gedringt hat. Uber diesen
Gegenstand habe ich im Sommer 1854 bei Gelegenheit meiner
Habilitation als Privatdozent zu Gottingen einen Vortrag vor der
philosophischen Fakultdt zu halten gehabt, dessen Absicht auch von
Gaull gebilligt wurde; doch ist hier nicht der Ort, niher darauf
einzugehen.

Ich benutze statt dessen die Gelegenheit, noch einige Bemerkungen
zu machen, die sich auf meine friithere, oben erwihnte Schrift iiber
Stetigkeit und irrationale Zahlen beziehen.  Die in ihr vorgetragene,
im Herbst 1858 erdachte Theorie der irrationalen Zahlen griindet
sich auf diejenige im Gebiete der rationalen Zahlen - auftretende
Erscheinung (§ 4), die ich mit dem Namen eines Schnittes belegt und
zuerst genau erforscht habe, und sie gipfelt in dem Beweise der
Stetigkeit des neuen Gebietes der reellen Zahlen (§ 5. IV). Sie scheint
mir etwas einfacher, ich méchte sagen ruhiger, zu sein als die beiden
von ihr und voneinander verschiedenen Theorien, welche von den
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Herren Weierstrass und G. Cantor aufgestellt sind und ebenfalls
vollkommene Strenge besitzen. Sie ist spédter ohne wesentliche
Anderung von Herrn U. Dini in die Fondamenti per la teorica delle
funzioni di variabili reali (Pisa 1878) aufgenommen; aber der Um-
stand, dal mein Name im Laufe dieser Darstellung nicht bei der
Beschreibung der rein arithmetischen Erscheinung des Schnittes,
sondern zufillig gerade da erwidhnt wird, wo es sich um die Existenz
einer dem Schnitte entsprechenden meBbaren Grofe handelt, kdnnte
leicht zu der Vermutung fiihren, dal meine Theorie sich auf die
Betrachtung solcher Groflen stiitzte. Nichts konnte unrichtiger sein;
vielmehr habe ich in § 3 meiner Schrift verschiedene Griinde an-
gefiihrt, weshalb ich die Einmischung der mefBbaren GréBen ginzlich
verwerfe, und namentlich am Schliisse hinsichtlich deren Existenz
bemerkt, daf fiir einen groBen Teil der Wissenschaft vom Réadume
die Stetigkeit seiner Gebilde gar nicht einmal eine notwendige Voraus-
setzung ist, ganz abgesehen davon, daB sie in den Werken {iber
Geometrie zwar wohl dem Namen nach beildufig erwdhnt, aber niemals
deutlich erkldrt, also auch nicht fiir Beweise zugidnglich gemacht
wird. Um dies noch ndher zu erldutern, bemerke ich beispielsweise
folgendes. W#&hlt man drei nicht in einer Geraden liegende Punkte
A,B,C  nach Belieben, nur mit der Beschrinkung, daB die Verhilt-
nisse ihrer Entfernungen AB, AC, BG algebraische*) Zahlen sind,
und sieht man im R&ume nur diejenigen Punkte M als vorhanden
an, fir welche die Verhédltnisse von 4 M, B M,GM zu AB ebenfalls
algebraische Zahlen sind, so ist der aus diesen Punkten M bestehende
Raum, wie leicht zu sehen, liberall unstetig; aber trotz der Unstetigkeit,
Liickenhaftigkeit dieses Raumes sind in ihm, so viel ich sehe, alle
Konstruktionen, welche in Euklids Elementen auftreten, genau ebenso
ausfithrbar wie in dem vollkommen stetigen Rdume; die Unstetigkeit
dieses Raumes wiirde daher in Euklids Wissenschaft gar nicht
bemerkt, gar nicht empfunden werden. Wenn mir aber jemand sagt,
wir konnten uns den Raum gar nicht anders als stetig denken, so
mochte ich das bezweifeln und darauf aufmerksam machen, eine wie
weit vorgeschrittene, feine wissenschaftliche Bildung erforderlich ist,
um nur das Wesen der Stetigkeit deutlich zu erkennen und um zu

*) Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie, §159 der zweiten, §160
der dritten Auflage.



