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1. Wprowadzenie"

Przedmiotem prowadzonych rozwazan bedzie zastosowanie metodolo-
gii analizy czynnikowej do immunizacji portfela obligacji ze wzgledu na
ryzyko nieoczekiwanych zmian zaréwno poziomu stép procentowych jak i
ryzyko zmian ksztaltu krzywej dochodowosci, bedacej ilustracja graficzng
struktury terminowej rynkowych stép procentowych spot. Ogélnie rzecz
biorac, pod poj¢ciem immunizacji portfela obligacji rozumiemy takie zapro-
jektowanie udzialéw wartosciowych poszczegdlnych obligacji (o réznych
terminach wykupu) wchodzacych w skiad analizowanego portfela, aby war-
to$¢ globalna tego portfela byla jak najmniej wrazliwa na nieoczekiwane
zmiany rynkowych stép procentowych.

Zagadnienie to rozpatruje si¢ przy zadanym horyzoncie inwestycyjnym
wynikajacym z terminu platnosci przyszlych zobowigzan finansowych. W
najprostszych modelach immunizacyjnych zaktada si¢, ze w przysztosci
wystgpowac bedzie pojedyncze zobowiazanie. Natomiast w modelach bar-
dziej zlozonych, podstawowym problemem jest dopasowanie strumienia
przysztych dochodéw wynikajacych z faktu posiadania okre$lonego portfela
obligacji (platnosci odsetkowe i wartoéci nominalne) ze strumieniem przy-
sztych zobowiazan, rozpatrywanych w dyskretnych chwilach czasowych.

Zadanie immunizacji nie ma na ogé! jednoznacznego rozwigzania - ist-
nieje wiele (lub nieskonczenie wiele) portfeli umozliwiajacych dopasowanie
przysztych dochodéw (assets) do przyszlych zobowiazan (liabilities). Umoz-
liwia to dodatkowo sformutowanie pewnej funkcji celu - np. maksymalizacja
zysku lub minimalizacja kosztu utworzenia okreslonego portfela obligacji.
Problematyka immunizacji sprowadza si¢ w rozpatrywanym przypadku do
zagadnienia optymalizacji, rozwiazywanego za pomoca jednej z wielu tech-
nik programowania matematycznego. W zagadnieniu tym problem immuni-
zacji portfela formutuje si¢ w postaci okreslonego zbioru ograniczen.

W pracy podamy szczeg6towy opis matematyczny analizy czynnikowej
dynamiki zmian struktury terminowej stép procentowych, przedstawimy
definicje czynnikowej okresowosci oraz czynnikowej wypuklosci obligacii,
po czym zaprezentujemy czynnikowy model immunizacji i (przy pewnych
zalozeniach) optymalizacji portfela obligacji. Szczegblng uwage zwrécimy
w tym przypadku na mozliwos¢ identyfikacji trzech ortogonalnych (a wigc
statystycznie niezaleznych) czynnikOdw wspdlnych: czynnika poziomu,
czynnika nachylenia oraz czynnika krzywizny krzywej dochodowosci

" Niniejsza praca zostanie opublikowana w: T. Trzaskalik (red.), Modelowanie
Preferencji a Ryzyko'2007, Wyd. Akademii Ekonomicznej w Katowicach, Katowice

2007.



(yield curve). Czynniki te odzwierciedlajg facznie zmiany ksztattu tej krzy-
wej, a tym samym losowe zmiany - z uplywem czasu biezacego —~ struktury
terminowej rynkowych stép procentowych.

2. Model czynnikowy dynamiki zmian struktury
terminowej stop procentowych

Jednym z nowszych podej$¢ stosowanych dla celéw analizy dynamiki
zmian struktury terminowej stép procentowych sg tzw. wieloczynnikowe
modele obligacji, w ktérych wykorzystuje si¢ elementy znanej powszechnie
2 dziedziny statystyki matematycznej i analizy danych, teorii analizy czyn-
nikowej (Factor Analysis); por. Harman (1967). Modele te sa najbardziej
ogdblne w tym sensie, ze w stosunku do dynamiki zmian stép procentowych
spot 1, (t=1,..,T) nie wprowadza si¢ zadnych zalozen upraszczajacych,
jak to bylo w przypadku oméwionych poprzednio podejéé klasycznych. W
zamian za to stawia si¢ hipoteze, ze zmiany stép procentowych r,, dla ko-
lejnych chwil 7=1,273,..., s generowane przez kombinacj¢ liniowa pewnej
zadanej liczby nieskorelowanych czynnikéw wspoélnych (common factors).
Nie jest przy tym zbyt istotne czy czynniki te maja (czy tez nie) okreslong
interpretacj¢ ekonomiczng; jakkolwiek na ogét czynniki te mozna w okre-
$lony sposéb interpretowac.

Nalezy w tym miejscu wyraznie podkreslié, ze czynnikéw wspélnych
nie nalezy w zadnym przypadku utoZzsamia¢ ze zmiennymi egzogenicznymi
rozpatrywanymi powszechnie w klasycznej analizie regresyjnej. Analiza
czynnikowa i analiza regresyjna to dwie istotnie rézne teorie, u ktérych pod-
staw stoja rézne zalozenia 1 przed kt6érymi postawiono rézne cele. Celem
analizy czynnikowej jest zastapienie zbioru duzej liczby wzajemnie skore-
lowanych ze soba zmiennych, mala liczba ortogonalnych (a wiec nieskore-
lowanych) czynnikéw, ktére w mozliwie maksymalny sposéb przyblizatyby
zasoby informacji reprezentowanej przez zmienne wyjsciowe. Tak wigc
ortogonalizacja i znaczne zmniejszenie wymiarowosci zagadnienia to dwa
cele, jakie postawiono przed analiza czynnikowa.

W modelu czynnikowym obligacji, w miejsce klasycznych definicji ok-
resowosci oraz wypuklodci obligacji wprowadza si¢ tzw. czynnikowsg okre-
sowos¢ (factor durarion), i czynnikowa wypukto$¢ (factor convexity).
Naste¢pnie, analiz¢ nieoczekiwanych zmian stopy zwrotu (excess return)
portfela obligacji, spowodowanych zmianami dr, (t+=1,...,T) rynkowych
stop procentowych, zastgpuje si¢ analiza tych zmian ze wzgledu na zmia-
nydF, (f=L..,m) wartosci zidentyfikowanych uprzednio czynnikéw

wspélnych F, . Czynniki te, jako wielkosci wsp6lne dla stép procentowych
s P P
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r,, » nie zaleza od okreséw do wykupu ¢ =1,...,T (zaleza one jedynie od cza-
su biezacego 7=1,2,3,...). W zwiazku z tym, nie sq w rozpatrywanym przy-
padku potrzebne dodatkowe, upraszczajace zatozenia co do dynamiki zmian
stép r,, - bedace podstawa do definiowania klasycznych wzoréw Macaulaya
okreslajacych parametry okresowosci i wypuklosci obligacji.

Otrzymane w ten sposéb czynnikowe modele immunizacji (rmudti-factor
immunization models) nabierajg ostatnio coraz wigkszego zmaczenia dla
teorii i praktyki zarzadzania portfelami obligacji; moga one réwniez stano-
wi¢ podstawg do tworzenia komercyjnych pakietéw komputerowego wspo-
magania decyzji w tej dziedzinie. Pierwsze prace z tego zakresu zostaty
opublikowane przez Garbade'a (1986, 1989), Littermana, Scheinkmana
(1991) oraz Dahla (1993). Dotyczyly one czynnikowej analizy stép procen-
towych oraz konstruowania portfeli immunizacyjnych dla rynkéw obligacji
w USA oraz w Danii. W Polsce, wspétautorem pierwszych publikacji z tej
dziedziny jest autor niniejszej pracy; por. Kulikowski, Bury, Jakubowski
(1995, 1996).

Rozwazane w pracy podejécie jest kontynuacja wspomnianych powyzej
wczeéniejszych badan prowadzonych w USA (K. Garbade, R. Litterman, J.
Scheinkman) i w Danii (H. Dahl). W szczegélnosci, dotyczy to merytorycz-
nego uzasadnienia zasadniczych koncepcji oraz formalnego wyprowadzenia
podstawowych wzoréw prezentowanych (bez dowoddédw) w tych pracach. A
takze, interpretacji tych zalezno$ci na gruncie metodologii nowoczesnej
analizy statystycznej.

Bowiem o poziomie merytorycznym cytowanych prac, swiadczy fakt,
ze na przyklad na stronie 195, wydanej przez Cambridge University Press
pracy H. Dala, autor proponuje wyznaczanie wyznaczanie wartosci
wlasnych i wektoréw wtasnych z macierzy historycznych obserwacji, ktére
(z definicji) sa macierzami prostokatnymi. Zaiste, tajemnica dla autora ni-
niejszej pracy pozostanie to — w jaki sposéb cytowani badacze rynkéw fi-
nansowych, o tak niskim przygotowaniu matematycznym - uzyskali
poprawne wyniki koncowe.

Model czynnikowy. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

I, =r, - stopa procentowa spot, tj. rentownos¢ do wykupu obligacji czysto-
dyskontowych o okresie do wykupu ¢#=1,2,3,...,T (dla uproszcze-
nia zapisu, pomijamy indeks O przy oznaczeniu r,, );

TS(T) =[{(T)sees (D), 1 (D)) - struktura terminowa stép procentowych
spot okreslona przez wektor wartosci 7, (¢ =1,...,T) dla kolejnych
chwil 7=1,..M ;



X =[r, 1y - macierz obserwacji stép procentowych r, (#=1,...T) w
kolejnych chwilach 7 =1,...,.M .
Rynkowe stopy procentowe spot r, (r=1,..,T) traktujemy jako

zmienne losowe, przy czym zaktadamy, ze dysponujemy macierza obserwa-
cji X tych zmiennych utworzona w ten sposéb, ze z-ta kolumna tej macie-
rzy przedstawia realizacj¢ zmiennej losowej 7 w kolejnych chwilach
czasowych 7=1..,M . Kolejne wiersze tej macierzy okreSlone sa wigc

przez wektory wierszowe

TS(T) ={r (@) s 5D s (D = yea Wi T ] @9)]

reprezentujace strukture terminowq stop procentowych TS w chwilach
7=L...M.

Wartosé srednig oraz wariancje¢ zmiennych 7, (a dokladniej - estymato-

ry tych parametréw) okreslamy ze wzoréw:

_ 1 &

nz;’f_rﬂrﬁ, t=1..T, 2
1 M

0l == D, =) 1=LenT 3)
)

Posta¢ macierzy obserwacji X , okreslonej na podstawie danych historycz-
nych - przedstawiono w tablicy 1.

Tablica 1. Posta¢ macierzy obserwacji X =[r,,] o wymiarze (M xT).

4 A r, Ce ry
TS(’Z’=1) n, , iy
TS(r = 2) Ty e r, P Ihy
TS(7) Iy r, Yo
TS(T=M) Tt e N e Tt
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Na podstawie wartosci kolumn macierzy obserwacji X mozemy
wyznaczy¢ wspolczynniki kowariancji, a nastgpnie, wspoélczynniki korelacji
miedzy stopami procentowymi r, oraz , (¢, =1,...,7); a mianowicie

M
Zrnrrl‘FlE’ (4)

1
cov(r,n)=—
! M =1

gdzie cov(.,.) - estymator kowariancji pomigdzy zmiennymi losowymi;

oraz P = (1) =S200n) 5)
0,0,

L

gdzie o(.,.) - estymator wspdlczynnika korelacji migdzy zmiennymi loso-
wymi. Dla wspélczynnikéw korelacji g, mamy

O, =1 Py=p, Vl=1.T. (6)

Wspdtczynniki korelacji  p,, (¢,/ =1,...,T) tworza macierz korelacji R

o wymiarze (T XT ); postac tej macierzy przedstawiono w Tablicy 2.

Tablica 2. Macierz wspétczynnikéw korelacji miedzy zmiennymi r,,7; ¢, =1,..,T

L p, = o
R= 10:21 1 p:z'r 7
Pr Prp -1

Macierz wspétczynnikéw korelacji R pomigdzy stopami procentowymi r,, 7,
(t,=1,..,T) ma zasadnicze znaczenic dla prezentowanej dalej metody
analizy czynnikowej, stanowic¢ bowiem ona bedzie punkt wyjsciowy do dal-
szych rozwazan.

Dokonamy teraz standaryzacji stop procentowych r, (#=1,...,T) trak-
towanych jako zmienne losowe; tj.

="t Vr=1.,M; (t=L..T), (8)

gdzie r’ - standaryzowane wartosci elementéw macierzy obserwacji X .



W wyniku, otrzymamy (M xT)- wymiarowa standaryzowanq macierz

obserwacji
Z ={r]], o postaci analogicznej jak macierz X przedstawiona w
tablicy 1.

Poszczegdlne kolumny macierzy Z sa wiec realizacjami standaryzowanych
zmiennych losowych r’odpowiadajacych stopom procentowym spot r,
(t=1..,T). Zmienne r* bedziemy nazywali standaryzowanymi stopami
procentowymi spot; t=1,...,T. Stosujac zmienne standaryzowane, macierz
korelacji R o postaci (7) mozna zapisac nastgpujaco:

1 '
R_H(z Z) )

gdzie przez znak (') - oznaczono transpozycj¢ macierzy.

W analizowanym modelu czynnikowym, stopy procentowe spot przed-
stawia si¢ w postaci nastgpujacej kombinacji liniowej tzw. czynnikéw wspdl-
nych oraz czynnikow swoistych:

rl‘ =ﬂ”F; +...+alfFf +”'+ann}?m +ar/ul" (10)

lub tez, zapisujac to bardziej skrétowo

A =;“,fFf'+ﬂ, uyy o t=1...T, (D

gdzie r’ - standaryzowane stopy procentowe spor; tj.

. LT — .
r'=L—L; 7 =0, var(r')=1,
0-1

F f' - czynniki wspdlne (common factors); f =1,...,m,

M - czynniki swoiste (unique factors, residuals); t=1,...,T,
a,, - ladunek czynnika wspdlnego Ff' w zmiennej r;",

tzw. fadunek czynnikowy (common factor loading),

a, -  ladunek czynnika swoistego x4 w zmiennej r’

(unique factor loading).

W modelu czynnikowym (11) przyjmujemy nast¢pujace zatozenia:
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(i)  Liczba m czynnikéw wspélnych jest zadana; przy czym m<T .
(ii)) Czynniki wspllne F ; (f =1,...,m) sa wystandaryzowanymi zmien
nymi losowymi, tj. (ff') =0, var(I_:_f') =1.
Czynniki te s wzajemnie nieskorelowane, tj.
o(F ,F)=0; Vfk=1.,m. (12)

Ponadto, czynniki wspélne F ; oraz czynniki swoiste £ sa réwniez
wzaj@nie nieskorelowane, czyli
p(F, . 1)=0; Vf=L.,m t=1.T. (13)

(iii) Czynniki swoiste g  (¢=1..T) sa wystandaryzowanymi
zmiennymi losowymi, 4. ,L—t; =0, var(x)=1.
Czynniki swoiste sa wzajemnie nieskorelowane tj.
o, w)=0;, Vvi=1,.T. (14)

Z przedstawionych powyzej zatozen wynika, ze kazdy czynnik wspdl-
ny F; (f=1L..,m) ma te same wartoéci dla wszystkich zmiennych r".
Inaczej méwiac, wzajemnie nieskorelowane czynniki wspélne oddziatywuja
na wigcej niz jedna stopg procentowa 7" ; gdyby byto inaczej to czynniki te
mozna byloby traktowac jako czynniki swoiste dla poszczegSlnych zmien-
nych r* (¢t=1...T).

Ladunki czynnikéw wspdlnych ar (t=1..T;f=1,.,m) sa wielko-
$ciami specyficznymi dla kazdej ze zmiennych " w tym sensie, ze repre-
zentuja one wrazliwo$¢ zmiany zmiennej r, ze wzgledu na zmiang czynnika
wspolnego F ; . Mozna tatwo wykaza¢ (Harman, 1967), ze tadunki czynni-

-

kowe a,, sa réwne wspéiczynnikom korelacji migdzy zmiennymi 7’ a
czynnikami wspdlnymi F; , tj.
a,=p(r F)), Vi=L..T, f=l.,m. (15)

Oznacza to, ze a,, € [~L,+1] .

Z kolei kazdy czynnik swoisty g, jest wylacznym atrybutem odpowia-
dajacej mu zmiennej r* (#=1,...,T). Gdyby bylo inaczej, to czynnik ten
nalezatoby po prostu rozpatrywaé jako jeden z czynnikéw wspdlnych F;;
stad bardzo wa’ine jest zalozenie, Ze czynniki swoiste sa wzajemnie
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nieskorelowane tj. o(u;, 44 )=0. Wynika stad bowiem bezpaosrednio, ze
czynnik swoisty £ zmiennej 7" jest nieskorelowany z pozostalymi zmien-
nymi 7", tj.

P uHY=0; Vir=1..T, l#t. (16)
Czynnik swoisty p; mozemy wigc interpretowac jako tzw. ryzyko specyficz-

ne analizowanej obligacji czysto-dyskontowej o okresie do wykupu ¢ oraz
rentownosci 7, (r=1,..,T). Natomiast kazdy z czynnikéw wspdinych

F f' (f =1,...,m) reprezentuje sobg "jeden rodzaj" ryzyka, ktére jest wspdlne

dla wszystkich rozpatrywanych obligacji.
Mozna tatwo wykaza¢ (Harman, 1967), ze fadunek a, czynnika swo-

istego jest réwny wspdlczynnikowi korelacji miedzy zmienng r’ a czynni-
kiem swoistym 4, tj.
a=p W) Vi=1..T an
Oznacza to, ze a, € [-1,+1]; z tym, ze w modelu dodatkowo zakladamy, ze
a,z20.
Z powyiszego wynika, ze metoda analizy czynnikowe] wiaze si¢ z za-
Jozeniem liniowej reprezentacji zbioru wzajemmnie skorelowanych zmien-
nych r* zbiorem zadanej liczby nieskorelowanych miedzy soba czynnikéw

wspdlnych oraz czynnikdw swoistych, przy czym przyjmuje sig, ze owe "hi-
potetyczne" czynniki wspdlne sa wiasnie zrédlem korelacji miedzy zmien-
nymi 77 (t=1..,T).

Réwnanie modelu czynnikowego (103) zapisane dla kolejnych dys-
kretnych chwil czasowych 7 =1,...,M , ma nastepujaca postaé:

r,',=;a,fF:f+a,ﬂ;; t=1.,M; t=1..,T. (18)

W réwnaniu tym r,, F:f oraz M, oznaczaja realizacje (dla 7=1,..,.M)
zmiennych losowych r’, F; oraz . Jak mozna zauwazy¢é, wartosci la-

dunk6w czynnikowych a,, oraz a, nie zaleza od czasu biezacego

7=1,...,M ; oznacza to, ze wartosci ladunkéw czynnikowych sa statym atry-
butem rozpatrywanego modelu. Natomiast wartoséci czynnikéw wspdinych i
swoistych zaleza oczywiscie od czasu biezacego 7.



Zadanie analizy czynnikowej. Zadaniem analizy czynnikowej jest wyzna-
czenie na podstawie zadanej macierzy obserwacji Z - oraz przy zaloZeniu
liniowego modelu (11) - kolejno nastgpujacych wielkosci:

— macierzy korelacji R zmiennych 7 (a tym samym zmiennych 7, ),
t=1,..,T;
~ ladunkéw czynnikéw wspdlnych a,, (t=1...T; f=L,..,m); ladunki

te tworza tzw. macierz "zmienna-czynnik" o postaci
A:[alf]Txm ’ (19)
— tadunkéw czynnikéw swoistych a, (¢t =L...,7); tadunki te tworza ma-
cierz diagonalng Ad o wymiarze TxT , j.

A =diag(a, ) » (20)

~  wartodci czynnikéw wspdlnych F,, (r=1,..,M; f =1,...,m) bedacych
realizacjami zmiennych losowych F ; w dyskretnych chwilach
czasowych 7=1,...,M; wartodci te tworza macierz czynnikéw wspdlnych
0 postaci
FZ[F:f]Mxm ? (21)
— wartosci czynnikéw swoistych &, (t=1...,.M;r=1,..T); wartodci te
tworzg macierz czynnikéw swoistych o postaci
Au = [ﬂ‘rl ]MxT . (22)
Rozwigzanie powyzszego zadania jest nastepujace.

Wprowadzimy oznaczenia

hl=ait.ral 4 tal; (23)

1 m?

gdzie h? - tzw. zaséb ymiennosci wspélnej zmiennej 7, .
Ze wzoru (11) mozna tatwo wykazaé, ze

var(r, ) =h’ +a} =1, Vi=1..,T. (24)

Zas6b zmiennosci wspélnej (tzw. communality) h}, bedacy suma kwa-
dratéw wspdlczynnikéw korelacji a,zf wszystkich czynnikéw wspdlnych

F.; (f=L..,m) ze zmienng r], jest pewng miarg okreslajaca jaka czgsé
9



catkowitej zmiennosci zmiennej r” jest wyjasniana przez czynniki wspdlne.
Wynika to stad, Zze catkowita zmienno$¢ tej zmiennej reprezentowana przez
jej wariancj¢ var(r") jest réwna jednosci - jako wariancja zmiennej standa-
ryzowanej.

Podobnie, wartoéé a’ reprezentuje zaséb zmiennosci swoistej zmiennej

r* wyjasnianej przez czynnik swoisty 1 (1 =1,...,T).

1

Ze wzoru (24) wynika bezposrednio, 2e

h'€[0,1] oraz a’€[0,1]. (25)

Podstawiajac na przekatnej gléwnej macierzy korelacji R o postaci (7)
w miejsce jedynek, wartosci zasobéw zmiennoéci wspélnych 4° - otrzyma-
my tzw. zredukowanq macierz korelacji R"; macierz te przedstawiono w
Tablicy 3.

m

Tablica 3. Posta¢ zredukowanej macierzy korelacji R, gdzie h,2 =Za,2f .
f=1

h|2 Pn 0 P
2
R=|fn B Pl (26)
Pr Pra hﬁ

Przy przedstawionych powyzej zalozeniach, mozna wyprowadzié na-
stepujace tzw. podstawowe réwnanie analizy czynnikoweyj:

R =AA’, e¥)

gdzie A - macierz ladunkéw a, (=1..T; f=1...m) czynnikéw
wspdlnych o postaci (19); por. Harman (1967).

Wyznaczenie macierzy ladunkéw czynnikowych A (o wymiarze
Txm) spelniajacej réwnanie (27) stanowi rozwiazanie rozpatrywanego
problemu analizy czynnikowej. Zauwazmy, ze majac dane tadunki «,,

(t=1...T; f =1,...,m) czynnikéw wspblnych mozemy tatwo - na podstawie
wzoréw (23) i (24) - wyznaczy¢ tadunki a, (¢=1,..,T) czynnikéw swo-
istych, a tym samym - macierz Ad o postact (20). Macierz ta jest macierza
diagonalng - na jej przekatnej gtéwnej wystarczy podstawi¢ wartosci
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a,=1-8%; t=1.T, (28)

co wynika bezposrednio ze wzoru (24).

Na podstawie znajomosci macierzy A , oraz wyjsciowej macierzy kore-
lacji R mozna z kolei wyprowadzi¢ nastgpujaca zalezno$¢ okreslajaca war-
to$¢ macierzy czynnikéw wspélnych F o postaci (21); Harman (1967):

F'=A'R'Z', (29)
gdzie Z - standaryzowana macierz obserwacji, tj. macierz zmiennych 7,

(r=1,...,M;t=1,.,T) danych wzorem (8).

Majac wyznaczona macierz czynnikéw wspélnych F oraz zdefinio-
wany liniowy model czynnikowy (18) (tj. tadunki czynnikéw wspélnych i
swoistych okreslone) mozemy - bezposrednio z tego modelu - wyznaczy¢
warto$¢ macierzy czynnikéw swoistych £ o postaci (22).

Na zakonczenie powyzszych rozwazan nalezy podkresli¢, ze rozwia-
zywanie podstawowego réwnania analizy czynnikowej jest zagadnieniem
niezwykle zlozonym; ze wzoréw (26), (27) wynika bowiem, Zze réwnanie to
jest nieliniowym réwnaniem macierzowym o dosy¢ skomplikowanej struktu-

rze.

Zalézmy, ze mamy zadang liczbg m czynnikéw wspélnych, przy czym
m<T ; wowczas rzad szukanej macierzy 4 jest réwny réwniez m . Mozna
wykazaé, ze aby byto spelnione réwnanie (27) musi zachodzi¢ (Harman,

1967):

rzad R' =rzad A =m<T . (30)
Zadanie analizy czynnikowej polega w tym przypadku na dobraniu najpierw
takich zasobéw zmiennosci wspélnej h’ (¢ =1,...,T), aby rzad zredukowa-

nej macierzy korelacji R* byt réwny zadanej liczbie 71, a nastepnie — na
wyznaczeniu macierzy tadunkéw A rzedu m, spetniajacej réwnanie (27).
Zauwazmy jeszcze, Ze nie istnieje jednoznaczne rozwiazanie réwnania (27).
Mianowicie zalézmy, ze dana macierz A spelnia to réwnanie, tj.

R =AA".
Wezmy pod uwage ortogonalne przeksztalcenie macierz A, tj.

A, =AP, (31)
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gdzie P - dowolna macierz ortogonalna o wymiarze (mxm), czyli
PP'=1; I - gdzie macierz jednostkowa oraz P'= P”'. Z (31) otrzymamy
wowczas
4 ,
A=A,P =A,P" oraz
R =AA'=AP'(A,P'Y=AP'PA'=A,A,. 32)

Z. (31), (32) wynika, ze jezeli macierz A spelnia podstawowe réwnanie
analizy czynnikowej (27), to réwnanie to jest réwniez spetnione przez do-
wolne przeksztalcenie ortogonalne (31) tej macierzy. Nalezatoby wigc w
tym przypadku méwic raczej o pewnej klasie rozwigzan réwnania (27), niz o
pojedynczym rozwigzaniu zadanym macierza A .

W zwiazku z powyzszym, istnieje wiele metod rozwiazywania réwna-
nia analizy czynnikowej (27), w ktérych dla wyznaczenia macierzy A (z
okre$lonej klasy rozwiazan) stosuje si¢ pewne dodatkowe kryteria.
Najpowszechniej stosowang metoda jest w rozpatrywanym przypadku tzw.
metoda gtéwnego czynnika Hotellinga; por. (Harman, 1967).

3. Metoda gléwnego czynnika (Principal Factor Method)

Ze wzoru (23) na zaséb zmiennosci wsp6lnej b’ zmiennej r” mozemy wy-
znaczy(C tzw. ogdlng zmienno$é wspding charakteryzujaca wszystkie zmien-
ne {7, t=1..T}, .

T m m T m
v-S =380 )-5(5a )5y e
i f=1

F=l\u= =

T
gdzie V.= o} 4

- czg$¢ ogblnej zmiennosci wspdlnej V' wyjasniana przez czynnik wspdlny
F/ (f =1,..,m).
Zauwazmy, ze wartos¢ V, jest réwna sumie kwadratéw wspétczynni-

kéw korelacji (1j. kwadratéw tadunkéw czynnikowych) danego czynnika F
ze wszystkimi zmiennymi r’; ¢t=1..,T. Wskaznik V, jest wigc miarg
udziatu czynnika F; w wyjasnianiu wszystkich wzajemnych korelacji mie-

dzy rozpatrywanymi zmiennymi wyjsciowymi r” (r=1..T).
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Podstawowa idea metody gtéwnego czynnika polega na takim doborze
tadunkéw czynnikéw wspélnych F; (f =1,...,m), aby udziat V, tych czyn-
nikéw w wyjasnianiu ogdlnej zmiennosci wspdlnej V byl malejacy. A do-
kiadniej, postgpowanie rozpoczyna si¢ od okreslenia ladunkéw czynnika
pierwszego F', ktérego udzial V; w ogélnej zmiennosci ¥V powinien byd
maksymalny tj. V| =‘71 . Nastepnie dobiera si¢ tadunki czynnika drugiego F,
tak, aby udzial V, tego czynnika w wyjasnianiu pozostalej zmiennosci
wspélnej (tj. V—‘Z) byt maksymalny, przy okreslonych uprzednio tadun-
kach czynnika pierwszego; itd.

W praktyce, metode gfdwnego czynnika stosuje si¢ sposéb iteracyjny.
To znaczy najpierw zadaje si¢ pewna poczatkowa wartosé h’ zasobow
zmiennosci wspélnej dla kazdej ze zmiennych " (¢ =1,...,T ). Nastgpnie dla
zadanej w ten sposéb macierzy R’ - stosuje si¢ powyzsza metode w celu
wyznaczenia tadunkéw dla wszystkich czynnikéw F',F/,..,F., po czym
dokonuje sie modyfikacji wartoéci & wedtug wzorua (23), tj.

m 2

Y =SS oot )

=

gdzie i - numer iteracji; i=1,2,3,....
W efekcie otrzymuje si¢ zbieiny ciag wartosci zasobdéw zmiennoS$ci

wspélnych, (. takie wartoéci graniczne h® (t=1,...,T), dla ktérych zacho-
dzi:
zad R =m . (36)

Mozna wykazaé (Harman, 1967), zZe otrzymuje si¢ wéwczas nastgpuja-
ce rozwiazanie:
Oznaczmy przez A,,w, - wartoéci wlasne oraz odpowiadajace im wektory

wlasne macierzy R° uporzadkowane wedtug malejacych wartoéci A,
t=1...T7),4.

AzAhz 4,2 2420, 37
Poniewaz dodatnio pStokreslona macierz R” jest rzedu m <7, tylko pierw-
szych m wartosci wlasnych A, bedzie wigkszych od zera; czyli otrzymamy

ostatecznie

AzAdz.24,>0, A, =.=1=0. (38)
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Natomiast tadunki czynnikowe a,, (r=L..T; f =1,...,m) wyrazaja si¢ na-

stepujacymi wzorami

a,=[ay sy rnty,) = W:L”\/Z F=lonm, (39)
s
gdzie “” - norma euklidesowa wektora.
Stad a, =L A5 t=1..T f=lo,m, (40)
llwfll

gdzie w,, - t-ta skladowa wektora wlasnego w .
Ze wzoru (40) wynika réwniez, ze

T
£ Z:ljaf/ =1; f=l.,m (41)

Tak wigc udziat V, czynnika F, w wyjasnianiu zmiennosci og6lnej V' jest

réwny odpowiadajacej temu czynnikowi wartosci wlasnej A, zredukowanej

macierzy korelacji R" .
Na podstawie wzoru (41) udzialy te okreslamy procentowo w nastepu-

jacy spos6b:

P = Y A 100 [%] . (42)
—-——x

f V /?1 o
gdzie P, - procentowy udziat czynnika F; w wyja$nianiu ogdlnych zaso-
béw zmiennosci wsp6lnej V.

Na zakonczenie omawiania powyzszej metody nalezy podkresli¢, ze w
praktyce - w wyniku okreslonej doktadnosci obliczefn numerycznych - zalez-
nosé (38) spetniona jest tylko z pewnym przyblizeniem, tj.

Apg=.=Ap =0, (43)

m+1
a wigc wartosci te jednak nieco réznig si¢ od zera, przy czym czg$¢ z nich
moze by¢ ujemna.

Opisana metoda analizy czynnikowej jest oprogramowana w wielu pa-
kietach komputerowych dotyczacych zaawansowanych obliczen statystycz-
nych; m.in. w pakiecie STATGRAPHICS v. 7.0 (funkcja FACTOR).
Interpretacja geometryczna. WezZzmy pod uwage liniowy model czynni-
kowy dany réwnaniem (10), tj.

r=ayF 4.4 a F v a, P va s t=1.T. (44)
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