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Streszczenie. Praca dotyczy zastosowan metod statystycznych do oce-
ny jakosci procesu edukacyjnego. Tradycyjne metody oceniania traktu-
ja rozdzielnie proces nauczania i uczenia sig. W pracy zwrdcono uwa-
ge na niesystemowosé tego podejscia i przedstawiono koncepcjg oce-
niania zintegrowanego, w ktérym uczestniczg obie strony procesu edu-
kacyjnego: studenci i nauczyciele. U podstaw koncepcji lezy sformu-
fowany przez autorow postulat wieloaspektowej systemowej jednorod-
nosci grup zajgciowych oraz racjonalno$ci kojarzenia odpowiednich
nauczycieli akademickich z odpowiednimi grupami zajgciowymi.
Przyjeto, ze wérdd cech charakteryzujgcych zbiorowosci studentow
badZ nauczycieli istnigje cecha priorytetowa z punktu widzenia celu
badania. Sformutowano kryterium jednorodnosci. Ma ono posta¢ wie-
lowymiarowej statystyki, ktérej rozktad jest tym blizszy rozkladowi
chi-kwadrat, im liczniejsza jest rozpatrywana zbiorowos¢. Przedsta-
wiono i przedyskutowano metodg dekompozycji niejednorodnej zbio-
rowosci studentow (nauczycieli) na grupy jednorodne. Przeanalizowa-
no rzeczywiste uwarunkowania procesu oceniania studentéw oraz na-
uczycieli akademickich. Zwrécono uwage na brak réwnowagi tego
procesu i przedstawiono propozycje metody identyfikacji przyczyn i
skutkow tego zjawiska. Wskazano na mozliwo$¢ poprawy jakosci pro-
cesu edukacyjnego przez racjonalizacj¢ przyporzadkowywania na-
uczycieli grupom zajgciowym. Sformutowano wstepna koncepcje sys-
temowego kryterium jakosci funkcjonowania szkoly wyzszej, oparta
na wykorzystaniu odpowiednio sformulowanej funkcji uzytecznosci,
jako miary strat i ryzyka wynikajacych z niewlasciwego zorganizowa-
nia procesu edukacyjnego.

Slowa kluczowe: proces edukacyjny, szkola wyzsza, ocena nauczycie-
li, ocena studentdw, statystyka matematyczna, niejednorodnosé, nie-
rownowaga, uzytecznosé

1. Wprowadzenie

Badania nad modelowaniem procesu edukacyjnego realizowanego w szko-
le wyzszej sa przez autoréw prowadzone od kilku lat. Dotychczasowe wyniki



badan s opublikowane (Berezifiski 2003; Bereziniski, Inkielman i Wagner
2004, 2005a, 2005b, 2006). Koncentrowaty si¢ one analizie rzeczywistej struk-
tury, organizacji i sposobu realizacji procesu edukacyjnego w szkole wyzszej
oraz na skonstruowaniu takiego matematycznego modelu tego procesu, ktéry
uwzglednialby jego dynamike, niepewno$¢ i nieokreslonosc. Model mial postaé
hierarchicznej sieci stochastycznej, za$ proces przechodzenia studentéw przez
kolejne fazy procesu edukacyjnego byl opisany za pomoca niejednorodnego
faricucha Markowa (Berezinski 2003; Berezifiski, Inkielman i Wagner 2004,
2005b). Istotnym aspektem badan bylo zwrécenie uwagi na konieczno$¢ trak-
towania procesu edukacyjnego jako systemowej jednosci, ktdérej dwoma pod-
stawowymi elementami sg studenci oraz nauczyciele akademiccy. Wazne tez
bylo podkreslenie, ze chociaz rola kazdego z tych elementéw w procesie edu-
kacyjnym jest rézna (student jest osobg uczaca sig, nauczyciel — osobg naucza-
jaca), to jednak cel gtéwny jest wspélny: jest nim wypromowanie absolwenta
majacego taki zaséb wiedzy specjalistycznej i takg umiejetnosé jej stosowania,
ktére w pelni odpowiadaja jego mozliwosciom oraz aspiracjom i czynig zen
fachowca poszukiwanego na konkurencyjnych rynkach pracy. Zwrécono row-
niez uwagg na koniecznos$¢ prowadzenia procesu edukacyjnego w sposéb go-
spodamy, a wigc racjonalny ekonomicznie i technicznie (Berezinski, Inkielman
i Wagner 2005a). Stwierdzono, Ze proces ten powinien mie¢ odpowiednia ja-
kosé: jego gtéwnym celem jest bowiem wyksztalcenie dobrze wykwalifikowa-
nych specjalistow, ktdrzy — w warunkach konkurencji panujacej na krajowych i
zagranicznych rynkach pracy — bez trudu znajda zatrudnienie zgodne z ukon-
czonym kierunkiem studidow i odpowiadajace ich predyspozycjom oraz aspira-
cjom. Wyrazono przekonanie, ze aby to bylo mozliwe, potrzebne jest stale
monitorowanie procesu edukacyjnego i ustawiczne ocenianie jego jakosci.
Poniewaz o jakosci tej decyduja przede wszystkim studenci i nauczyciele, wige
zaistniala konieczno$¢ opracowania metod oceny obu tych podmiotéw. Metody
takie zostaly przedstawione i przedyskutowane w raporcie ubieglorocznym
(Berezinski, Inkielman 1 Wagner 2006).

Zadanie badawcze, na ktérym pracowano w 2007 r., dotyczylo integracji
metod oceny nauczycieli i studentéw. U Zrddet zadania lezy fakt, ze struktura
tradycyjnie stosowanego w edukacji procesu oceniania jest sprzeczna z zasadg
systemowo$ci procesu edukacyjnego: w procesie tym nauczyciele oceniaja
studentéw, sami s oceniani przez wladze szkoly, za$ szkola jest oceniana
przez odpowiednie czynniki zewngtrzne, np. przez Pafistwowa Komisj¢ Akre-
dytacyjna. Ta jednokierunkowa hierarchiczna struktura odpowiada przedmio-
towemu traktowaniu studenta (jako obiektu, ktéry jest nauczany i oceniany),
nauczyciela (jako obiektu, ktéry uczy i tez podlega ocenie) oraz szkoty. Jest to
podejscie niewltasciwe. Na kazdym etapie procesu edukacyjnego wystepuja
bowiem dwa podmioty (studenci oraz nauczyciele akademiccy, nauczyciele
oraz wladze szkoly, szkola oraz nadrzedna jednostka o§wiatowa), ktére wza-
jemnie na siebie oddziatuja i wzajemnie si¢ ksztaltuja. W pracy tej bedziemy
sie zajmowa¢ tylko pierwszym z tych etapéw. Wychodzimy z przekonania, ze
chociaz statutowym obowiazkiem nauczycieli jest ocenianie stanu wiedzy
studentéw, to jednak niezbywalnym prawem studentéw jest wyrazanie opinii o
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tych. ktérzy ich ucza, egzaminuja i wychowuja. Innymi slowy, procesy ocenia-
nia studentéw i nauczycieli nie powinny biec roziacznie, lecz stanowi¢ jeden
spojny, zintegrowany system.

Praca jest wigc poswigcona analizie i — czgéciowo — syntezie procesu oce-
niania, jako istotnego czynnika ksztaltowania systemowej jakosci procesu edu-
kacyjnego w szkole wyzszej. Jakos¢ ta zalezy w duzej mierze od jakosci relacji
zachodzacych migdzy studentami i nauczycielami, od psychofizycznych cech
jednych 1 drugich, od stosunku studentéw do nauki, od merytorycznego i peda-
gogicznego przygotowania nauczycieli itd. Relacje te nie sa do korica znane.
Przyjeto wigc, Ze sq obcigzone niepewnoscia i jako model niepewnosci przyjgto
przypadkowos¢ probabilistyczno-statystyczna.

Praca jest zorganizowana w nastepujacy sposob. W rozdziale 2 przedsta-
wiono ogdlny kontekst zagadnienia, zwracajac szczegélng uwage na systemo-
wa, jednos¢ procesu edukacyjnego, z ktérej ~ migdzy innymi — wynika syste-
mowa jedno$¢ procesu oceny studentéw i nauczycieli. W rozdziale 3 przyjeto,
ze systemowa struktura procesu oceny jakosci edukacji moze by¢ odzworowa-
na za pomocg odpowiedniej macierzy — przedstawiono t¢ macierz i przeprowa-
dzono jej dyskusjg. Rozdziat 4 poswigcono zastosowaniu statystycznych metod
badania jednorodno$ci wielowymiarowych zbior6w danych do analizy zbioréw
danych zakresu oceny procesu edukacyjnego. W szczeg6lnosci oméwiono
metod¢ Abbego-Helmerta i podstawowe wiasnosci zwigzanej z nia statystyki
(. Wskazano zalety oraz wady tej metody. Zwr6cono uwage na to, Ze podziat
zbioru danych na podzbiory jednorodne moze byé uwazany za jedng z realiza-
cji algebraicznej zasady identyfikacji elementéw réwnowaznych. W zwiazku z
tym, uwzgledniajac specyfike rozpatrywanego w tej pracy problemu, wprowa-
dzono zgodne z nia pojecie rbwnowaznosci zmiennych losowych, a nastepnie
wykorzystano je do sformulowania warunkow statystycznej jednorodnosci
zbioréw jednowymiarowych i wielowymiarowych oraz warunkéw statystycz-
nej jednorodnosci zbiorowodci skfadajacej sig z wielu zbioréw, wobec ktérych
istnieje niepewnos¢ co do ich jednorodnoéci. Przedstawiono procedurg dekom-
pozycji wielowymiarowego zbioru danych na grupy jednorodne w sensie wek-
torowego wskaznika jakosci. W rozdziale 5 podano przyklady ilustrujace spo-
sob wykorzystania przedstawionych metod do testowania jednorodnosci zbio-
rowosci studentéw badZz nauczycieli akademickich, ocenianych za pomoca
kryteriéw wielowymiarowych. Rozdzial 6 podwigcono oméwieniu relacji mig-
dzy klasyczna statystyka T2 Hotellinga badania jednorodnosci a statystyka U.
W rozdziale 7 zwrdcono uwage na mozliwos¢ racjonalizacji procesu edukacyj-
nego przez optymalizacjg przydziatu nauczycieli akademickich do studenckich
grup zajeciowych. W szczegdInosci podano wstepng koncepcje uzycia funkeji
uzytecznosci do sformutowania kryterium efektywnosci rozwigzania tego za-
dania. W rozdziale 8 zwrGcono uwage na systemowg nierdwnowagg procesu
edukacyjnego. Zaproponowano wstgpng koncepcje metody identyfikacji przy-
czyn i skutkéw braku réwnowagi. Omoéwiono tez czynniki, za pomocg ktérych
mozna sprowadzaé proces edukacyjny do stanu réwnowagi. Rozdziat 9 zawiera
sformutowanie uwag koficowych i wnioskéw.
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2. Ogélny kontekst zagadnienia

Nieustannie podkresla si¢, ze na ogélny obraz stanu osobowego i spotecz-
nego rozwoju cztowieka skiada si¢ wiele czynnikéw, migdzy innymi poziom i
jakos¢é jego edukacji. Zaleza one, przede wszystkim, od poziomu i jakosci cale-
go tancucha dydaktyczno-wychowawczego, w ktérym uczesmiczy czlowiek
(wychowanie przedszkolne, edukacja wczesnoszkolna, szkola podstawowa,
gimnazjum, liceum ogdélnoksztalcace lub zawodowe, studia wyzsze, studia
podyplomowe, studia doktoranckie itd.). Od szeregu lat wiladze edukacyjne i
parlamenty wielu krajéw, ktére w przesziodci szczycily si¢ niezwykle wysokim
poziomem rozwoju nauki i techniki, wladze szkét wyzszych, rodzice i coraz
czgdciej sami uczniowie i studenci niezmiernie krytycznie oceniaja jako$¢ edu-
kacji (Hanoushek 1973; Perkins 1974; Ravitch 1981; Tate 1993; Elmore 1995;
Hanoushek 1996; Reid 1999; McAlpine i Weston 2000; Girod 2002). Po-
wszechnie dostrzega si¢ spadek poziomu nauczania na wszystkich szczeblach
szkolnictwa, obnizanie si¢ stopnia osiagnig¢, inteligencji, erudycji, wartosci,
umiejetnosci. Chociaz glosi sig hasta gloryfikujace kapitat intelektualny, to
jednak poziom edukacji i spoleczne kryteria oceny jej jako$ci sa tak silnie zde-
formowane, ze wielu krajom grozi zapa$¢ cywilizacyjna. Kraje bogate ratujg
si¢ importem specjalistéw z krajéw biedniejszych, ktére wskutek tego traca
swoje elity umystowe i obnizaja wlasny potencjat rozwojowy.

Przyczyn tego stanu rzeczy jest wiele, ale nie ma najmniejszych watpliwo-
§ci, ze jedna z podstawowych jest zdeprecjonowanie w wielu krajach roli nauk
$cistych, a zwlaszcza matematyki, jako waznego elementu ogélnej kultury
osobistej i spotecznej czlowieka. Przykladem moze byé Francja, ktéra na prze-
strzeni wiekéw data Europie i §wiatu rzesze wybitnych matematykdw i inzynie-
réw, a obecnie poziom matematycznej i technicznej edukacji spofeczenstwa
francuskiego jest tak niski, ze — wedle oficjalnych o§wiadczen wladz szkolnych
tego kraju — musi by¢ uznany za katastrofalny (Dorier 2001). Podobna sytuacja
ma miejsce w innych krajach (ICME 2004). Nie inaczej jest w Polsce — poziom
wiedzy matematycznej przecigtnego wyksztalconego czlonka spoteczenstwa
jest bardzo niski, a rektorzy szkét wyzszych bija na alarm, poniewaz miodziez
zglaszajaca si¢ na studia wyzsze ma tak slabe przygotowanie matematyczne, ze
nie sposéb realizowaé obowigzujacych programéw studidow. W wielu krajach
zwraca si¢ uwagg, ze — mimo wszystkich zalet Internetu — niewlasciwe korzy-
stanie z tego systemu przez miodziez szkolng i akademickq jest jednym z
gtéwnych czynnikéw obnizenia sie poziomu edukacji.

Obecnie w niemal wszystkich krajach podejmuje si¢ préby uzdrowienia
szkolnictwa i to nie tylko w sferze zakresu i metod nauczania matematyki.
Kraje Unii Europejskiej nie sa tu wyjatkiem. Powszechnie podkresla sig, ze
jedna z gléwnych przyczyn kryzysu edukacyjnego jest upadek autorytetu na-
uczyciela, jako spolecznie uznanej powagi w dziedzinie edukacji i wychowa-
nia. Trudno si¢ z tym nie zgodzié. Trzeba jednak zdawaé sobie sprawg, ze
upadek ten zostat spowodowany przez niewlasciwe doktryny pedagogiczne,
ktore w wigkszosci krajéw opanowaty szkolnictwo wszystkich szczebli zwlasz-
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cza w drugiej potowie 20. wieku, a ktore zostaly oparte na falszywym postula-
cie, ze wszelki autorytet jest szkodliwy w edukacji i wychowaniu, niszczy
bowiem wolno$é jednostki i ksztaltuje wéréd miodziezy postawy uleglosci,
podporzadkowania oraz niesamodzielno$ci. Nauczyciel przestal wige byé dla
ucznia i studenta autorytetem — pojgcie autorytetu zastapiono pojgciami przy-
jazni, kolezenstwa, wspélpracy, partnerstwa itp. A przeciez pojgcie autorytetu
w nauce i edukacji dotyczy relacji migdzyosobowych i wigze sig¢ z hierarchicz-
nym oraz wieloaspektowym sposobem istnienia oraz organizacji spoleczef-
stwa( Bochenski 1993). Nauczyciel, ktéry mial opinig¢ autorytetu, nie mogt nie
by¢ przyjacielem dzieci i mlodziezy, musial w pracy edukacyjnej respektowaé
wlasciwie rozumiane zasady wspolpracy i partnerstwa, ale musiat tez umie¢
wiasciwie ustawi¢ hierarchig relacji migdzy soba, a tymi ktérych uczyl i wy-
chowywal. Na autorytet nauczycielski trzeba byto bowiem zapracowac i aby go
nie straci¢ nalezato ustawicznie doskonali¢ swoja osobowo$¢ i charakter, trzeba
bylo stale poglgbia¢, poszerza¢ i uaktualnia¢ swojq wiedzg przedmiotowa i
ogoélng. Temu wiaénie stuzyly rozmaite formy ksztalcenia i doksztalcania na-
uczycieli (studia podstawowe, uzupetniajace i podyplomowe, konferencje na-
ukowe, seminaria, spotkania wszechnicowe, kursy itp.). Nauczyciel, ktérego
pozbawiono funkgcji autorytetu, musial znacznie zmieni¢ i inaczej ukierunko-
waé wymagania w stosunku do samego siebie i swoich wychowankow, z
oczywista szkodg dla jakosci edukacji. Podstawowym warunkiem poprawy
jakosci edukacji jest wige odbudowa wlasciwie rozumianego autorytetu na-
uczyciela jako dydaktyka i wychowawcy.

Mimo wypaczenia roli i funkcji nauczyciela stusznie uwaza sig, Zze jako$¢
edukacji zalezy przede wszystkim od nauczycieli. Jest to fakt oczywisty: cata
historia szkolnictwa uczy, ze nazwisko, autorytet i stawa nauczyciela przyciaga
do uczelni mlodziez, ktdra chce sig ksztalci¢ pod jego kierunkiem. W masie
szkdt wyzszych, ktore powstaly w ostatnich latach, niewielu jest takich nauczy-
cieli, ale rozwijaja si¢ i zyskuja rozglos przede wszystkim te z nich oraz te
dyscypliny naukowe 1 techniczne, ktdre kojarza si¢ z nazwiskami uznanych
autorytetéw, tworcow szkdét naukowych i dydaktycznych. Wiadomo, na przy-
kiad, jakg stawg zdobyly uniwersytety zwiazane z nazwiskami R. Feynmana
(University of Princeton), 1. Prigogine’a (Université Libre de Bruxelles oraz
University of Texas) oraz B. Mandelbrota (Université de Lille) po otrzymaniu
przez tych naukowcdéw nagrody Nobla i jak silnie fakt ten wplynal na zaintere-
sowanie mlodziezy studiami w tych uczelniach, zwlaszcza w dziedzinie fizyki.
Powstaly stynne szkoly naukowe Feynmana, Prigogine’a i Mandelbrota, a ich
absolwenci byli przez kilka dziesigcioleci najlepsza wizytdwka i reklama swo-
ich uniwersytetow.

Powstaje jednak watpliwo$¢, czy rzeczywiscie — a jesli tak, to w jakiej
mierze — wyniki uzyskiwane przez absolwentéw szko6t sa odbiciem jakoéci ich
nauczycieli. Jak bowiem nalezaloby ocenia¢ wielu nauczycieli zatrudnionych w
szkolnictwie nizszego stopnia, skoro tak olbrzymia popularnoscia ciesza sig
korepetycje oraz kursy przygotowujace mlodziez gimnazjalng do egzaminu
koncowego, a mlodziez licealng do matury? Powszechno$¢ tego zjawiska pod-
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waza teze¢ o dobrej jakosci systemoéw edukacyjnych w wielu krajach (zob., np.,
Soar, Medley i Coker 1983; Tang 1988; Kupisiewicz 1984). Zle przygotowani
absolwenci gimnazjow w wigkszo$ci wybierajq w liceach te profile edukacyjne,
ktére wymagaja uczenia si¢ matematyki na poziomie podstawowym, a Zle
przygotowani absolwenci licedw majg klopoty na tych kierunkach studiéw,
ktére wymagaja postugiwania si¢ matematyka (studia techniczne, matematyka,
fizyka, informatyka, ekonomia, zarzadzanie, marketing itd.).

Dopéki nie zostanie uzdrowiona sytuacja w szkolnictwie nizszym, szkoty
wyzsze sa zmuszone do takiej reorganizacji prowadzonego w nich procesu
edukacyjnego, ktdra stworzy slabo przygotowanej miodziezy mozliwo$¢ uzu-
pefnienia brakéw w stopniu umozliwiajacym odbywanie studiéw. W zwiazku z
tym powstalo zapotrzebowanie na nowy typ nauczyciela akademickiego, po-
siadajacego doswiadczenie z pracy zaréwno w szkolnictwie nizszym, jak i
wyzszym, znajacego programy przedmiotowe oraz metody dydaktyczno-
pedagogiczne obowiazujace w szkolnictwie nizszym i potrafiacego wykorzy-
sta¢ je do przeprowadzenia zajeé wyréwnawczych badZz uzupemiajacych z
miodzieza rozpoczynajaca studia. Jest to olbrzymi wysilek ze strony szkét
wyzszych, ale oplacalny z punktu widzenia wykonywania przez nie ich misji
oraz z punktu widzenia calej kultury i edukacji narodowej. Wysitek ten musi
by¢ wpleciony w proces zarzadzania szkolq i ksztaltowania jej rozwoju w réz-
nych horyzontach czasowych. Jest to ztozony, wieloaspektowy i wielokontek-
stowy proces decyzyjny, realizowany w warunkach niepeoéci, niepewnosci i
niedoktadno$ci danych oraz nieokre$lonosci przyszlosci. Czynniki te wyzna-
czaja obszar poszukiwan modelu szkoty, ktéry bedzie pomocny w podejmowa-
niu decyzji operacyjnych, taktycznych i strategicznych. Giéwnym systemowym
elementem modelu szkoly wyzszej musi by¢é model prowadzonego w niej
procesu edukacyjnego. Zwracamy jeszcze raz uwage na to, Ze w procesie tym
wystepuja i wzajemnie na siebie oddziatuja dwie zbiorowosci ludzkie - studen-
ci oraz nauczyciele akademiccy. Aby proces ten odbywat si¢ zgodnie z obo-
wiazujacymi standardami programowymi i dawal zamierzone wyniki, koniecz-
na jest jego ciagla kontrola i zwrotne wykorzystywanie zdobytych w ten sposéb
wiedzy i dowiadczenia do ksztaltowania jego jakosci.

Jako$é procesu edukacyjnego zalezy od wielu czynnikéw materialnych i
niematerialnych, ale podstawowe znaczenie maja te z nich, ktérych noénikami
sa zbiorowosci uczniéw i nauczycieli. W tradycyjnym schemacie edukacji
nauczyciel jest nie tylko wychowawca i strona przekazujaca studentom wiedzg
oraz inspirujgca do jej zdobywania, poglgbiania i rozszerzania, ale takze osoba
oceniajaca poziom i jako$é¢ wiedzy przedmiotowej studentéw oraz umiejgtnosé
jej stosowania. Z kolei wiadze uczelni oceniaja nauczyciela, biorac pod uwage
przede wszystkim jego status naukowy, liczbe wypromowanych absolwentéw,
liczb¢ prowadzonych prac przejsciowych, koncowych i dyplomowych, liczbe
publikacji, uczestnictwo w konferencjach naukowych itp. W ocenach tych na
og61 nie bierze si¢ pod uwage opinii, jaka o swoich nauczycielach maja studen-
ci. Tymczasem o jakosci nauczyciela akademickiego nie §wiadcza tylko jego
stopnie i tytuly naukowe, ani tez jego dorobek publikacyjny itp., lecz przede
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wszystkim efekty prowadzonych przez niego zajg¢ dydaktycznych, a wige
wyniki osiagane przez studentéw. Nauczyciel akademicki moze posiada¢ wiel-
ki dorobek naukowy, ale nie mie¢ umiej¢tnosci przekazywania wiedzy, nie
potrafi¢ przykué uwagi stuchaczy. Moze egzekwowaé wiedzg w sposéb zbyt
powierzchowny lub zbyt gleboki itd. Szczegdlnie widoczne jest to w przypadku
wielu nauczycieli matematyki, nie majacych jednak wyksztalcenia matema-
tycznego. Brak zrozumienia ducha matematyki sprawia, ze czgsto przykladaja
oni wieksze znaczenie do pamigciowego opanowania przez studenta okreslo-
nych partii materialu niz do wyrobienia umiejgtnosci myslenia i wnioskowania
w kategoriach matematycznych. Student moze umie¢ poprawnie sformulowa¢ i
udowodni¢ okreslone twierdzenie matematyczne, nie rozumiejac ani jego isto-
ty, ani potrzeby jego znajomoéci, ani tez nie widzac obszaréw jego mozliwych
zastosowan. Wazne jest wiec, aby nauczyciel akademicki miat nie tylko odpo-
wiedni zas6b wiedzy przedmiotowej, ale by posiadal umiejetnosci dydaktyczne
i wlasciwe przygotowanie pedagogiczne.

Nie kazdy dobry naukowiec jest dobrym dydaktykiem. Sytuacjg t¢ pogle-
bia fakt, ze wielu nauczycieli akademickich nie ma przygotowania pedagogicz-
nego. Nauczyciel bez tego przygotowania jest bardziej narazony na popelnianie
istotnych bledow pedagogicznych niz osoba wlasciwie przygotowana do pracy
nauczycielskiej. Konflikty migdzy nauczycielami i studentami, w ktérych z
reguty przegrywa student — a opinia ta szybko rozchodzi si¢ wéréd miodziezy
ubiegajgce] si¢ o przyjecie na studia wyzsze — sg giéwnym powodem tego, ze
szkotly o nawet bardzo wysokim poziomie merytorycznym tracg z roku na rok
studentow, ktérzy wola wybra¢ szkol¢ mmiej renomowana, ale rzeczywiécie im
przyjazna. Obserwowany obecnie kryzys wielu szkét wyzszych lub wydziatéw
jest w wigkszosci przypadkéw spowodowany tym, ze kadra dydaktyczna nie
ma przygotowania pedagogicznego. Nie do rzadkosci naleza przypadki, gdy
student, zaliczywszy pierwszy lub drugi rok studiéw, zmienia szkolg lub kieru-
nek edukacji z powodu niemoznosci zaliczenia ¢wiczen lub zdania egzaminu z
jakiego$ przedmiotu. Sa to fakty na tyle znane i do§wiadczane w szkolnictwie
wyZzszym, Ze nie wymagaja szerszego objasniania. Sklaniaja jednak do wyraze-
nia pogladu, ze nie jest wlasciwe ograniczenie si¢ w procesie edukacyjnym
tylko do oceny studentdéw przez nauczycieli. Studenci powinni mie¢ prawo
oceniania swych nauczycieli, a ich opinie powinny by¢ brane pod uwagg przez
wiadze szkoty wyzszej. Oczywiécie, proces oceniania nauczycieli przez studen-
tow nie moze odbywaé si¢ bez wiedzy nauczycieli. Niedopuszczalne i godne
pozatowania sg wcigz jeszcze spotykdne sytuacje, kiedy to opinie o prowadza-
cym zajgcia sg zbierane bez jego wiedzy. Pomijajac niewychowawczy aspekt
takiego postepowania trzeba stwierdzié, ze szkota, w ktérej tak sig czyni, sama
niszczy swojg renomg przez podwazanie autorytetu nauczyciela akademickie-

go.
Oceny studentéw dokonuje sie w oparciu o tzw. pomiar sprawdzajacy
zwany tez pomiarem dydaktycznym (Niemierko 1975, 1990, 1991). W jezyku

teorii identyfikacji jest to odpowiednik $wiadomie i celowo zaprojektowanego i
przeprowadzonego eksperymentu identyfikacyjnego. Najbardziej rozpo-
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wszechniong metoda pomiaru sprawdzajacego jest kolokwium albo egzamin
pisemny (tradycyjny lub w formie testu) badz ustny, w wyniku ktérych otrzy-
muje si¢ ilosciowe oszacowania wielkosci i jako$ci wiedzy, umiej¢mosci, pre-
dyspozycji, cech i innych charakterystyk posiadanych lub nabytych przez stu-
dentéw. Podstawowe wyniki pomiaru sa dokumentowane w formie kart egza-
minacyjnych oraz protokoléw i archiwizowane.

W odniesieniu do kadry nauczycielskiej dane o rozwoju zawodowym na-
uczyciela tez sg systematycznie gromadzone i wykorzystywane dla poprawy
Jjakosci procesu edukacyjnego. Dane te dostarczaja wiadzom szkoly uzytecznej
informacji o jako$ci pracy nauczycieli, stanowig wyraz istnienia sprzezenia
zwrotnego migdzy wladzami szkoly a nauczycielem (w oparciu o nie przekazu-
je sig¢ nauczycielowi zalecenia lub instrukcje dotyczace sposobdw poprawy
jakosci nauczania, urealnia si¢ cele edukacji, ocenia sie stopien spelienia ce-
16w, stwarza warunki do poprawy umiej¢tnosci zawodowych nauczyciela itp.),
a takze pozwalaja na ciagle monitorowanie stanu procesu edukacyjnego (dzigki
temu wiadze szkoty moga podejmowaé dzialania sprzyjajace utrzymaniu za-
wodowej jakosci nauczycieli na wymaganym poziomie).

Chociaz ocenianie dotyczy zaréwno studentdw, jak i nauczycieli, to jednak
ma charakter jednokierunkowy: wladze szkoly oceniaja nauczyciela, za$ na-
uczyciel ocenia studentéw. Tymczasem, chociaz studenci maja swoje zdanie o
poszczegdlnych nauczycielach, o sposobie prowadzenia przez nich zajgé, o
sposobie przeprowadzania egzaminu, o metodach oceniania itp., to jednak
opinie te nie sa przez wladze szkoty brane pod uwage przy ocenach nauczycie-
li. Brak tego sprzezenia zwrotnego sprawia, ze student jest wciaz traktowany
bardziej w sposéb przedmiotowy niz podmiotowy.

Odrebnos¢ oceniania jakodci nauczycieli akademickich i studentéw jest
powana niepoprawno$cia metodologiczna. Proces edukacyjny prowadzony w
szkole wyzszej jest bowiem celowo ukierunkowanym procesem systemowym i
ocena ktéregokolwiek z jego elementéw nie moze by¢ prowadzona w oderwa-
niu od oceny pozostatych. Méwiac inaczej, ocena jakosci nauczycieli akade-
mickich nie moze by¢ prowadzona w oderwaniu od oceny jako$ci studentéw i
odwromnie, ocena jakosci studentéw nie moze by¢ robiona niezaleznie od oceny
nauczycieli. Czasem prébuje si¢ spefni¢ ten wymég przyjmujac, ze jedna ze
sktadowych procesu oceny nauczyciela jest opinia 0 nim wyrazona przez stu-
dentdéw, ktérych uczy. Podejscie to ma zaréwno zwolennikéw, jak i przeciwni-
kéw. Korzenie tego sporu maja przede wszystkim podloze etyczne. Jedni uwa-
zaja, ze opinie wyrazane wzajemnie o sobie przez nauczycieli i studentéw sa
obiektywne, bez wzgledu na to, czy sa pozytywne, czy negatywne. Drudzy
twierdza, ze nauczyciel zawsze przestrzega zasad etyki zawodowej, zawsze
kieruje si¢ dobrem studenta i zawsze stara si¢ oceniaé go obiektywnie. Do-
$wiadczenie uczy, ze oba te poglady sa zbyt radykalne: nierzadko jest tak, ze
nauczyciel przyjmuje kazda negatywna uwage ze strony studenta jako atak na
siebie lub ze student w sposéb tendencyjny negatywnie wypowiada sie o na-
uczycielu. Fakty te nie podwazaja jednak zasadnosci pogladu, ze skoro proces
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edukacyjny ma charakter systemowy, to w jego calo$ciowej ocenic musza
uczestniczy¢ obie strony — nauczyciele i studenci — przy czym przy ocenianiu
ktérejkolwiek z tych stron musi by¢ brane pod uwagg zdanie strony przeciwnej.

Niech § bedzie symbolem oceny dokonywanej przez studenta, N - sym-
bolem oceny dokonywanej przez nauczyciela. Utw6rzmy z tych symboli parg
uporzadkowang o poprzedniku N i nastgpniku S. Oznaczmy ja przez (N, S).

Poniewaz zar6wno ocena podana przez nauczyciela, jak i ocena podana przez
studenta moze by¢ obiektywna lub nieobiektywna, wiec s mozliwe cztery

nastgpujace sytuacje:

(N,,S,) — ocena wystawiona studentowi przez nauczyciela oraz
ocena wystawiona nauczycielowi przez studenta sq obiektywne,

e (N,,S_) — ocena wystawiona przez nauczyciela studentowi jest
obiektywna, ale ocena wystawiona przez studenta nauczycielowi
Jest nieobiektywna,

e (N_,5,) — ocena wystawiona przez nauczyciela studentowi jest
nieobiektywna, a ocena wystawiona przez studenta nauczycielowi
jest obiektywna,

» (N_,S_) - obie oceny sg nieobiektywne,

gdzie indeks ,,+” wskazuje na obiektywno$¢, zas indeks ,-" na nieobiek-
tywno$¢ oceny.

Oczywidcie, najbardziej pozadana jest sytuacja (N,,S,), $wiadczaca o
pelnej obiektywnosci ocen formulowanych przez studenta i nauczyciela, a naj-
mniej pozadana sytuacja (N_,S_). Do$wiadczenie uczy, ze w praktyce eduka-

cyjnej zdarzajg si¢ wszystkie cztery sytuacje. Z tego powodu kazda z nich po-
winna by¢ uwzgledniona w systemie oceny jakosci procesu edukacyjnego.

3. Ogolna struktura macierzy oceny jakosci procesu edukacyjnego

Skoro odrgbne traktowanie proceséw uczenia sig i nauczania jest sprzeczne
z zasada systemowosci edukacji, to réwniez jest z nig sprzeczne odrgbne oce-
nianie jakosci tych procesow. Jako$¢ procesu edukacyjnego musi byé oceniana
calosciowo, a wigc rOwnoczesnie z punktu widzenia jakosci wiedzy i umiejet-
nosci stosowania zdobywanych przez studentow oraz z punktu widzenia jako-
$ci nauczania. Niech n; bedzie liczba studentéw, n, - liczba nauczycieli.

Jezeli symbolem x,('} (i,j=12,.,n) oznaczymy oceny przyporzadkowane

przez studentéw studentom, symbolem x,(zj) (i=12,.,m;/=12,.,n,) oceny
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przyporzadkowane przez studentéw nauczycielom, symbolem x,-(_3j-)

(i=12,.,n; j=12,.,n,) oceny przyporzadkowane przez nauczycieli studen-
tom, za$ symbolem x,-(:}) (;,j =1.2,...,n,) oceny przyporzadkowane nauczycie-

lom przez nauczycieli, to zbiér wszystkich ocen mozna przedstawi¢ w postaci
nastepujacej macierzy kwadratowej

0 )] (1) (2) (2) [©3]
i X2 e X g Mg e X,
[0} 0] U] 2 (2) (2)
X0 Xap e Fn xg,,) X22  er X
O] [0} [0} 2) (2) (2)
Xal Xapz vt Fmp Fma Xma vt Kam 3.1)
(3) 3) 3) (4) “ “ ' :
Xy Xz e Xy X xl,z) xl,n)2
3) (3) (3) (4 4 4)
X5 X3p e Xgg xz’l} xgz) - xg’nz
(3) 3) 3) (4) 4) (4)
xnz,l xn2,2 T n2,n xnz,l xn2,2 xnz,nz
Jest to macierz blokowa o takiej strukturze
m )
quxnl Xn[xnz (3 2)
x® @ '
ngxnp nyxny
gdzie X ’Ei)""l-‘ - macierz ocen studentéw przez studentéw, X ,(,flnz - macierz

ocen nauczycieli przez studentéw, X ,(,;)x"l - macierz ocen studentéw przez

nauczycieli, x ,(,;)x..z - macierz ocen nauczycieli przez nauczycieli. W praktyce

ocenianie jednych studentéw lub nauczycieli przez drugich mogloby prowadzié
do niezrgcznych sytuacji i konfliktéw migdzyludzkich. Gdyby przyja¢, ze nie
dopuszcza si¢ jakiejkolwiek oceny studentéw przez innych studentéw oraz

nauczycieli przez innych nauczycieli, to macierze X ,(,:)xnl 1 X ,(,;)an zerowalyby
si¢ i macierz (3.1) przybralaby postaé
o x9
"l X'l2
e o |’ (3.3)
"2 )("l

czyli
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2 2) 2
0 xl,l) xl(,2 'xl(,n)z
2) (2 (2)
0 0 x00 X3, Xpng
2) (2) 2)
0 0 0 xnl W ny,2 ng,n3 (3 4)
3 3 3 .
N IR I
3 3) 3
xg,l) xg,z Xgm 0 0 0
(3) (3) (3)
'xnz,l xnz,Z ny,n) 0 0 0

Jesli przyjaé, ze zaden student (nauczyciel) nie ocenia innych studentow (na-

uczycieli) procz samego siebie, to X

nalnymi i macierz (3.1) przyjmuje posta¢

gdzie elementy x; ;

x,(4) (i, j =12,...,n,) sa samoocenami nauczycieli.

iJj

M5 @

npxay naxm

staja si¢ macierzami diago-

(0} (2) 2) )
XL 0 0 X Fi2 Ximy
1) (2) (2) (2)
0 xé,z 0 X0 %22 X219
) (2) (2) (2}
2) ?3) B G o (3.5)
Xy %2 L L 0 0
(3) (€] (€ 4)
x5 xz,% xz’,),l 0 xg,z 0
3) 3) 3) 4)
xnz,l n2,2 ny,n| 0 0 xnz,nz

(i, y =1,2,..,n) sa samoocenami studentdw, za$ elementy

Ze wzgledow racjonalnych przyjmujemy, ze macierz ocen ma posta¢ (3.5).

Jest to réwnowazne postulowaniu, ze kazdy student jest oceniany przez kazde-
go nauczyciela, za$ kazdy nauczyciel moze by¢ oceniony przez kazdego stu-
denta, przy czym kazdy kazdy student i kazdy nauczyciel dokonuja samooceny,
ale nie oceniaja swych kolegdw. Oczywiscie, niedopuszczalna jest sytuacja, by
student ocenial nauczyciela lub nauczyciel ocenial studenta, je$li nie ma mig-
dzy nimi zadnego bezpoéredniego kontaktu edukacyjnego. Przyjmujemy, ze w
tym przypadku wartoéci ocen wystawianych przez studentéw nauczycielom
badz przez nauczycieli studentom sa réwne zeru.

Wchodza w gre dwie mozliwosci: oceny moga by¢ robione z punktu wi-
dzenia jednej z gory ustalonej cechy (np. pomoca oceny z matematyki na $wia-
dectwie maturalnym, $redniej ocen z kilku wybranych przedmiotéw) lub z
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punktu widzenia skoficzonej liczby z géry ustalonych cech (np. za pomoca
ocen z matematyki, fizyki i informatyki). W pierwszym przypadku elementami
macierzy (3.1)-(3.5) sa skalary, w drugim — wektory. Pierwszy przypadek be-
dziemy nazywaé skalarnym lub jednowymiarowym, drugi — wektorowym lub
wielowymiarowym. Poniewaz sytuacja skalarna jest szczegélnym przypadkiem
wektorowej, wigc wigkszy nacisk bedziemy kta$¢ na oceng wielowymiarowa.

Wzgledy racjonalnosci wymagaja, by macierz ocen traktowac jako macierz
niepewng. Mozliwe sa rézne rodzaje niepewnosci i rézne ich reprezentacje
matematyczne (Miller i Starr 1969). W §lad za Guilfordem (1964) zakladamy,
ze mamy do czynienia z niepewnosicia probabilistyczno-statystyczna, tzn. 2e
elementy macierzy ocen sa realizacjami zmiennych losowych (skalarnych lub
wektorowych) o znanych [ub nieznanych rozkladach prawdopodobienstwa.
Zakiadamy tez, ze zmienne te przyjmuja wartosci liczbowe zgodne z zakresami
zmienno$ci skal odpowiadajacych poszezegélnym kryteriom. Najczgéciej sto-
suje sie skale nominalne, porzadkowe, przedziatlowe lub ilorazowe.

Podstawowym warunkiem poddania zbioru danych (3.5) jakiejkolwiek ob-
rébce statystycznej jest jego statystyczna jednorodno$¢ w sensie rozpatrywa-
nych kryteridéw oceny. W statystyce matematycznej od dawna rozwijaja sig
metody weryfikacji hipotezy o jednorodnosci zbioru danych, przede wszystkim
jednowymiarowych. Metody te pozwalaja wprawdzie rozstrzygnac, czy zbiér
jest jednorodny czy niejednorodny, ale — w przypadku stwierdzenia niejedno-
rodnosci — nie wyznaczaja podziati zbioru niejednorodnego na podzbiory jed-
norodne. Jeszcze jaskrawiej brak ten ujawnia si¢ w przypadku wielowymiaro-
wych zbioréw danych. Nie tylko w kontekécie edukacji istnieje wigc potrzeba
konstruowania takich metod weryfikacji jednorodnosdci wielowymiarowych
zbiordw danych, ktére — gdy zbiér okaze si¢ niejednorodny — wyznaczg jedno-
znaczny jego podziat na jak najmniejsza liczbe podzbioréw jednorodnych.

4, Zastosowanie statystycznych metod badania jednorodno$ci wielowy-
miarowych zbioréw danych do analizy proceséw edukacyjnych

4.1, Uwagi wstepne

Jednym z podstawowych przedsigwzigc organizacyjnych w szkole wyzszej
jest podzial zbiorowodci studentéw rozpoczynajacych naukg¢ na grupy eduka-
cyjne, ktére niejednokrotnie nie sa zmieniane przez caly okres studiéw. Podziat
ten jest robiony w sposéb administracyjny, wiec do tak tworzonych grup trafia-
ja studenci mniej lub bardziej zréznicowani pod wzglgdem merytorycznego
przygotowania do studiéw. Utrudnia to, a czasem wrgcz uniemozliwia, prowa-
dzenie zaje¢ ~ w takiej bowiem sytuacji poziom zajec jest albo zbyt wysoki dla
studentéw stabszych, albo zbyt niski dla dobrych. Kazda grupa studencka po-
winna byé wigc by¢é merytorycznie jednorodna, tzn. poziom znajdujacych sig w
niej studentéw powinien by¢ mniej wiecej wyréwnany. Zachodzi wige potrzeba
sprawdzania stopnia jednorodnosci grup utworzonych w sposéb administracyj-
ny i ewentualnego wprowadzania odpowiednich korekt.
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U podstaw administracyjnego sposobu tworzenia grup studenckich lezy za-
lozenie, ze liczba studentéw w kazdej grupie nie moze by¢ wigksza od pewnej
z gory ustalonej liczby calkowitej — najczesciej odpowiadajacej $redniej liczbie
miejsc w sali zajgciowej — ani tez mniejsza od minimalnej liczebnosci gwaran-
tujacej ekonomiczng oplacalno$¢ prowadzenia zajgé. Tak wigc liczba grup jest
z gory znana, a przydziatu studentéw do kazdej z nich dokonuje si¢ w sposob

mechaniczny.

W dotychczasowych badaniach — zgodnie z koncepcja Guilforda (1964) —
z gory zaklada sig, Ze oceny studentéw i nauczycieli maja charakter probabili-
styczno-statystyczny. Zapomina si¢ jednak, ze przyjecie tego zalozenia jest
mozliwe jedynie wtedy, gdy przyjmie sig, iz zbiorowosci studentéw i nauczy-
cieli (ktore charakteryzuje si¢ za pomoca jednowymiarowych lub wielowymia-
rowych zbiorow danych — ocen) sa populacjami statystytycznymi w sensie jaki
temu pojeciu nadaje statystyka matematyczna. Aby wigc moc prowadzi¢ wnio-
skowanie statystyczne trzeba najprzéd sprawdzi¢ statystyczng jednorodno$é
kazdej z tych zbiorowoéci 1 — w razie stwierdzenia niejednorodnosci — podzieli¢
ja na zbiorowoéci statystycznie jednorodne, ktére beda mogly byé poddane
dalszej obrébee. Przyjecie a priori zalozenia o statystycznym charakterze zbio-
rowo$ci studentdw lub nauczycieli jest bledem metodologicznym, ktérego
konsekwencjg jest naduzywanie metody statystycznej badaniach z zakresu
edukacji. Kubik (1998) pisze: ,,Przypu$¢my, ze prowadzimy badania nad przy-
czynami niepowodzen w szkole (badania takie sg rzeczywiscie prowadzone
przez instytuty naukowe). W tym celu badamy sprawe zalezno$ci miedzy wy-
nikami w nauce a wszelkimi potencjalnymi ,,przyczynami” (liczba rodzenstwa.
odlegloscia szkoty od domu, wyksztalceniem nauczycieli, ...). Robimy to w ten
sposob, ze stawiamy kolejne hipotezy H; (/ =1,2,...) o niezalezno$ci wynikéw
w nauce od i-tej z kolei potencjalnej ,,przyczyny”. Dla kazdej z tych hipotez
stosujemy test chi-kwadrat na poziomie istotnoséci 0.05, opierajac si¢ na zebra-
nych danych statystycznych. Nalezy oczekiwad, ze cho¢by wszystkie hipotezy
byly prawdziwe, to predzej czy pdzniej odrzucimy ktéra$ z nich (odrzucenie
hipotezy prawdziwej zdarza si¢ rzadko, ale jednak si¢ zdarza). Odrzucenie
hipotezy H; uwazane jest za wykrycie zaleznosci pomigdzy wynikami w

nauce a j-ta przyczyna. W ten sposéb mozna np. ,,odkry¢” zalezno$¢ pomiedzy
wynikami w nauce a noszeniem teczki lub tornistra.” Kontynuujac t¢ mysl
Kubik stwierdza: ,,Podany wyzej sposéb ,,wykrywania nowych faktéw nauko-
wych” jest humorystyczny, jednakze bywa on stosowany. Zostalo to juz dawno
zauwazone i skrytykowane. W szczegélnosci pisal o tym $wiatowej slawy
probabilista amerykanski W. Feller (1969). Publikowanie ,,istotnych” wynikow
otrzymanych w wyzej opisany sposob Feler nazywa skandalem. Sadze, ze w
ciagu ponad ¢wieré wieku, ktore minely od ukazania si¢ artykutu Fellera, skan-
dale te nie zniknely, ale przeciwnie — nasilily sie. Dzigki powszechnosci sto-
sownia komputeréw ,,wykrywanie faktow naukowych” w opisany sposéb staje
sie bowiem coraz fatwiejsze”. Opinia Fellera, na ktora powotuje si¢ Kubik, nie
jest odosobniona. Na fakt naduzywania metody wnioskowania statystycznego
zwracajg uwage probabilisci tej miary, co Tatubalin (1977), Barra (1982), Rao
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(1994), Bartoszynski i Niewiadomska-Bugaj (1996) i inni. Trudno nie zgodzi¢
si¢ z ich opinia, ze zastosowania statystyki matematycznej staly si¢ polem
wielkich naduzy¢ naukowych, wynikajacych — przede wszystkim — z niezro-
zumienia istoty podejscia statystycznego. Do najczgsciej popemnianych bigdow
nalezy traktowanie a priori wszelkich zbioréw danych jako zbiorowosci staty-
stycznych i —~ w oparciu o te zbiory — estymowanie nieznanych wartoici para-
metrow modeli matematycznych lub weryfikowanie rozmaitych hipotez doty-
czacych wlasnodci modeli za pomoca wnioskowania statystycznego.

Jezeli dana zbiorowos$é spelia warunki uprawniajace do uznania jej za
zbiorowosé statystyczng, to jednym z podstawowych wymogéw uprawniaja-
cych do prowadzenia w oparciu o nia wnioskowania statystycznego jest jej
jednorodno$é. Zanim wiec zbiér danych (np. zbiér ocen charakteryzujacych
merytoryczng jakosé studentdéw lub nauczycieli) poddamy obrébee statystycz-
nejm, trzeba najprzéd sprawdzi¢, czy jest on jednorodny. O jednorodnodci
zbiorowo$ci mozna jednak méwié tylko i wylacznie w kontekscie pewnego z
géry okre$lonego kryterium jednorodnosci. Postaé kryterium powinna by¢
zgodna z naturg rozpatrywanego zbioru danych oraz z metodologia rachunku
prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej. Poniewaz centralne miejsce
w tej metodologii zajmuje rozkiad normalny, z reguly konstruuje si¢ kryteria
oparte na hipotezie, ze rozkiad badanej cechy statystycznej w populacji gene-
ralnej jest normalny. Nie oznacza to bynajmniej przyjecia, ze rzeczywiste roz-
ktady zmiennych losowych tez musza by¢ normalne. Im blizsze sg one jednak
rozktadowi normalnemu, tym lepsza jest zgodnos¢ teoretycznej warto$ci kryte-
rium z jego warto$cia empiryczna.

Historycznie najstarsza a zarazem najprostsza metoda badania jednorodno-
$ci jednowymiarowego zbioru danych statystycznych jest metoda zapropono-
wana przez Abbego (1863), udoskonalona nastgpnie przez Helmerta (1876).
Obecnie jest ona nazywana metoda Abbego-Helmerta. Oméwimy istotg tej
metody i podstawowe wyniki dotyczace wlasnodci stosowane] w niej statystyki,
otrzymane przede wszystkim przez von Neumanna (1941, 1942). Uogdlnimy tg
statystyke na przypadek zbiorowosci wielowymiarowej. Zaproponujemy meto-
de wykorzystania uogélnionej wersji statystyki Abbego-Helmerta do badania
jednorodnodci wielowymiarowej zbiorowosci z punktu widzenia wielu cech
réwnocze$nie. Metode te przedstawimy w dwé6ch wersjach. Pierwsza bedzie
oparta na idei weryfikacji jednorodno$ci badanej zbiorowosci i — w razie
stwierdzenia niejednorodnosci — podziale zbiorowosci na dwie czeéci, a na-
stgpnie badaniu jednorodnodci kazdej z nich itd., az do wyczerpania mozliwo-
4ci dalszego podziatu. Druga bedzie oparta na zatozeniu, ze rozpatrywana zbio-
rowos¢ jest z gory podzielona na pewna liczbe czeéci, ktérych jednorodnodé ~
jako elementow tej zbiorowosci — musi by¢ sprawdzona dla wszystkich zbio-
réw réwnocze$nie. Rozwazania teoretyczne zostang zilustrowane przykladem
zastosowania metody. W rozwazaniach akcent bedzie polozony na przypadek
zbiorowosdci wiclowymiarowej. Formuly dla zbiorowosci jednowymiarowej
beda w zasadzie podane jako szczegdlny przypadek formut wielowymiaro-

wych.
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4.2, Metoda Abbego-Helmerta
4.2.1. Idea metody - statystyka g

Abbe (1863) i Helmert (1876) rozpatrywali zbior danych x,x,,...,%,, 0
ktorych zaltozyli, ze sa realizacjami jednowymiarowych niezaleznych zmien-
nych losowych normalnych X, X,,..,X, o takich samych, ale nieznanych
wariancjach. Zaproponowali, by uzna¢, ze zbidr jest statystycznie jednorodny,
jesli wartosci oczekiwane zmiennych X; (f=12,..,n) sa takie same. W tym

przypadku hipoteza zerowa H; ma postac
Hy: E[X|]1=E[X,]=...= E[X,], 4.1)

gdzie E jest operatorem wartoici oczekiwanej. Za hipotezg alternatywna Abbe i
Helmert uznali

Hy | EXG) - EX) [0, ((=12,.,n-1). (42)

Jako kryterium weryfikacji hipotezy zerowej przyjeli polowe stosunku éredniej
kwadratowej kolejnych odchylen obserwacji,

n—|
1
N CREE (4.3)
i=1
do ich wariancji
1 n
s == (%=, (4.4)
h i=|
gdzie
] n
X=—) x, 4.5)
" i=1
czyli statystyke
| 67

Hipoteza H, o réwno$ci wartoéci oczekiwanych zmiennych losowych
X; (i=12,.,n) (a wigc o statystycznej jednorodno$ci rozpatrywanego zbioru
15



danych) zostaje zaakceptowana, jesli empiryczna wartod$¢ statystyki QO jest
niemniejsza od wartoéci krytycznej O, («), gdzie n jest liczno$cia zbioru ob-
serwacji a ¢ jest z géry przyjetym poziomem istotno$ci. Warto$¢ krytyczna
0O, () jest kwantylem rzedu ¢ rozkladu zmiennej losowej Q, czyli rozwiaza-
niem réwnania P{Q < Q,(a)} = « . Hipotezg zerowa odrzuca sig, je$li empi-
ryczna warto$¢ statystyki O jest mniejsza od wartoéci krytycznej Q,(e) .

4.2.2. Podstawowe wlasnosei statystyki Q0

Statystyka @, jako funkcja zmiennych losowych X, (i =1,2,...,n), jest tez
zmienng losowa. Badaniem wilasnoéci tej zmiennej zajmowalo si¢ wielu na-
ukowcow (von Neumann 1941; Williams 1941; Young 1941; von Neumann,
Kent, Bellinson i Hart 1941; Hart 1942; von Neumann 1942: Bingham i Nelson
1981; Alexandersson 1986). Podstawowe wyniki, lezace u podstaw wszystkich
dalszych badan, podatl von Neumann (1941). Zamiast formuly (4.3) przyjat on
estymator

1 n-1
87 === (i~ 5’ @7
i=1

i rozpatrywat statystyke n =20, czyli

52
n=—. (4.8)
s
Przeksztalcit ja do postaci
2n
n=—-=(01-¢), 4.9
n-1
gdzie
1
s=1-20. (4.10)

i udowodnil, ze zmienna losowa ¢ daje si¢ przedstawi¢ w formie nastgpujacego
szeregu

-1 .
= Iz 2
£—Zl:cos ~xl, (4.11)

przy czym punkty Xx,x,,..,x,_; maja rozktad jednostajny na sferze o rbwnaniu
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n-1

x2=1. (4.12)

i
i=1

Von Neumann wykazal tez, ze rozklad zmiennej losowej & jest symetryczny
wzgledem punktu 0, wskutek czego

E(e)=0 (4.13)
oraz ze jej wariancja wynosi

D¥(£)=0 4.14)

(tzn. ze ma ona zerowa wartos§¢ oczekiwang). Udowodnil ponadto, ze maksy-
(n =D =-cos’
n n

Wyprowadzit formuly na obliczanie momentéw centralonych rozkladu statysty-
ki € i wykazal, ze wszystkie momenty rzgdu nieparzystego sa réwne zeru, na-
tomiast momenty rzedu parzystego maja wartosci niezerowe, przy czym, w

szczegolnodci,

. L T -
malna wartosciq statystyki & jest cos—, za$ minimalna cos
n

D)= ”2_21 ) (4.15)

Z wynikow von Neumanna bezposrednio wnioskuje sig, ze rozklad staty-

styki 77 jest symetryczny wzglg¢dem jej wartoéci $redniej, ktdra jest _n_f , oraz
n—

ze maksymalng warto$cig statystyki 7 jest —2’11—(1+cos£)= An coszi,
n-— n

za$ minimalng i (l-cos—”— = an sin? = . w odniesieniu do statystyki Q
n—1 n n—1 2n

wnioskuje sig, ze jej warto$¢ oczekiwana i wariancja wyrazajg si¢ — odpowied-
nio — formutami

EQ)=1, (4.16)

-2
DY(Q)= "2_1- “.17)

n

Waznym wynikiem otrzymanym przez von Neumanna (1941) bylo wyka-
zanie, ze gdy n — o, wtedy rozkiad statystyki € staje si¢ rozktadem asympto-

17



tycznie normalnym o zerowej wartosci oczekiwanej oraz odchyleniu standardo-

‘/T
wym ,[—
n
i ze — wobec tego — dla duzych wartosci »n, mozna rozklad statystyki Q
mozna aproksymowa¢ za pomocg rozktadu zmiennej losowe;j

X

e
Jn+051+x%)

gdzie X jest zmienna gaussowska o zerowej wartodci oczekiwanej i jednostko-
wej wariancji.

(4.18)

Ciekawym kierunkiem badan jest poszukiwanie przyblizonych metod obli-
czania warto$ci wariancji statystyki Q. Jednym z bardziej istotnych wynikéw
jest nastepujaca formuta zaproponowana przez Harta (1942), Halda (1952) oraz
Linnika (1962)

D*Q)» ——. (4.19)
n+l

Zwrécili oni uwagg, ze formutla ta moze by¢ stosowana tylko dla duzych warto-
§ci n, przy czym najlepsza zgodno$¢ z rzeczywistoécia otrzymuje sig, gdy
n > 60 . Udowodnili tez, ze przy korzystaniu z formuty (4.19) biad obliczen jest

rzedu O(Lz)
Icd
4.3. Metody oparte na relacji rownowazno$ci zmiennych losowych

4.3.1. Zmienne losowe réownowazne. Ogélne sformulowanie warunkéw
jednorodnoSci

Rozpatrzmy skonczony, n-elementowy zbiér studentéw (nauczycieli)
S ={s, 1k =12,.,n}. Przyjmijmy, ze studentowi s, (k =1.2,...,n) jest przy-
porzadkowana zmienna losowa X, o dystrybuancie F,(X).Niech X k¥ bedzie
zbiorem (wektorem) wszystkich zmiennych losowych X, tzn.
Xk = (X, X;,...,X,) . Rozpatrzmy zmienne losowe X, ,X;, € X*. Powie-

my, ze s3 one sobie réwnowazne, jesli maja taki sam rozklad prawdopodobieni-
stwa, tzn. jesli F,,l (X)= Fk2 (X). Oznaczmy zbiér warto$ci argumentu X

przez X'.

Jak wiadomo (Rasiowa 1979), kazda relacja rownowaznoéci ~ w zbiorze
niepustym Z wyznacza podzial tego zbioru na rozlaczne i niepuste podzbiory,
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mianowicie na klasy réwnowaznosci tej relacji, w taki sposéb, ze dwa elementy
z',2" € Z naleza do jednej i tej samej klasy réwnowaznosci wtedy i tylko wte-
dy, gdy z' =~ z". Skoro tak, to wprowadzona przez nas relacja rownowaznosci

zmiennych losowych w zbiorze X* wyznacza podzial tego zbioru na klasy
réwnowaznosci. Podziatowi temu odpowiada nastepujaca dekompozycja zbioru
§ na podzbiory

S=5USu.US,, (¢21). (4.20)
Jesli g =1, to zbidr S jest statystycznie jednorodny. W przypadku, gdy g =1,
zbidr S jest statystycznie niejednorodny.

Wprowadzone wyzej poj¢cie rownowaznosci zmiennych losowych mozna
wykorzysta¢ do zdefiniowania pojgcia statystycznej jednorodnosci zbioru.

Powiemy, ze zbior X® < X* jest statystycznie jednorodny, jesli dla kazdej
pary elementéw k', k" € R idla kazdego X € X' zachodzi rownosé

Fo(X)=F(X)=0. (4.21)

Z formuly tej logicznie wynikaja dwa nastgpujace wnioski. Po pierwsze,
klasa X% zbiorow X% jest klasa zbiorow jednorodnych, jesli dla kazdego
R e R' idlakazdego X e X' zachodzi réwno$é

Fo € R(X)-F € R(X)=0. (4.22)

Po drugie, rodzina zbioréw jednorodnych jest zbiorem jednorodnym, jesli dla
kazdej pary R, R, € R’ idlakazdego , . , .

Fi € R{(X)~F, € Ry(X)=0. (4.23)
A zatem, jesli dla zbioru X® jest spetniona rownosé (4.21) i jesli zbior ten
pokrywa sie ze zbiorem X, to zbiér X* jest jednorodny.

Majac okreslone warunki statystycznej jednorodnoéci zbioru mozna —
przez ich zaprzeczenie — sformutowaé warunki niejednorodnosci. Jesli wige w

podzbiorze X* zbioru X* istnieje taka para elementéw &',&" € R, ze dla co
najmniej jednego X € X'

[ Fe(X) = Fr(X)]>0, (4.24)
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to podzbiér =* jest statystycznie niejednorodny. Stad wynika, 2e jesli w kla-
sie zbioréw jednorodnych istnieje choéby tylko jedna para zbioréw X%, x*®2
takich, ze dla co najmniej jednego X € X’

| F, e R(X)-F, e Ry(X)|>0, (4.25)

to rozpatrywany zbidr jest niejednorodny. Co wigcej, jesli warunek (4.25) jest
spetniony dla kazdej pary zbioréw X*®I, X*®2 ¢ X*  to caly zbior wyjsciowy
jest niejednorodny. Jesli jednak zbiér niejednorodny zawiera co najmniej jedng
parg podzbioréw, dla ktérej jest spelmiony warunek (4.22), to zbidr ten jest
tylko czgéciowo niejednorodny.

4.3.2. Warunki jednorodno$ci — przypadek jednowymiarowy

Kryteria (4.21)-(4.25) statystycznej jednorodnoéci lub niejednorodnosci
zbioru danych maja charakter ogélny — w toku ich formutowania nie robiliémy
zadnych zalozen co do postaci rozkiadu zmiennych losowych X
(k=12,.,n j=12,.,m). Przyjmijmy teraz, ze s3 to zmienne gaussowskie
(zmienne niegaussowskie mozna w wielu przypadkach przeksztalci¢ za pomoca
odpowiedniej transformacji matematycznej w zmienne gaussowskie). Oczywi-
{cie nie nalezy z tego wnioskowadé, ze empiryczne rozkiady tych zmiennych tez
musza by¢ gaussowskie. Wiadomo bowiem (zob., np., Oktaba 1966; Fisz 1969;
Hellwig 1980), ze stopienn zgodnosci rozkladu teoretycznego z empirycznym
ocenia sig testujac hipoteze o normalnodci rozkladu statystyki, odpowiadajacej
uzytemu kryterium zgodnodci. Ostateczna decyzj¢ o przyjeciu lub odrzuceniu
hipotezy podejmuje si¢ w oparciu o zasadg praktycznej pewnosci (Cramér
1945), ktérej formalnym wyrazem jest poziom istotnosei hipotezy, nazywany
tez wspolczynnikiem istotmosci.

Zakladamy wigc, ze wszystkie jednowymiarowe zmienne losowe &;
(k=12,..,n j=12,..,m) maja rozklady normalne. Skoro tak, to zmienna
losowa X, ma m-wymiarowy rozkiad normalny, okreslony wzorem

F(X;0,,7V,)=@nr) 2|V, | 2 exp[——;—(X -0V (X -6, )} . (4.26)

gdzie O, =(0,6;,,...,0,,) jest wektorem wartosci oczekiwanych zmien-
nych &;, ¥, jest macierza kowariancji (macierz kwadratowa stopnia m), |V, |
- jej wyznacznikiem, a symbol (X —-©&,) oznacza transpozycje macierzy
(X-0y).
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Wykorzystujac formulg (4.23) mozna warunek statystycznej jednorodnosci
(4.21) zapisaé w postaci

F(X,60,V)-F(X;0,,V;-) =0, (4.27)

przy czym rowno$¢ ta musi zachodzi¢ dla kazdego X € X'. Zauwazmy, ze
rowno$é (4.27) jest réwnowazna nastgpujacemu ukladowi warunkow

Op =B =(00,..0), Vu=Ve, (K.k"eR). (4.28)

m

Warunki te pozwalajg przedstawi¢ kryterium niejednorodnosci (4.24) w postaci
nieréwnosci

[ F(X;60p, Vi) = F(X;64, V) >0, (4.29)
ktéra musi zachodzi¢ dla co najmniej jednego X" € X', lub w postaci warunku

O — O #(0,0,...,0), (4.30)
——

m

ktory musi by¢ spetniony dla co najmniej jednej pary elementéw k',k"€ S,
jesli dla wszystkich par k',k" € S zachodzi réwnos$¢ V. =V,..

Podobne rozumowanie prowadzi do stwierdzenia, ze w przypadku m-
wymiarowego rozkladu normalnego (zob. (4.26)) formuly (4.22) i (4.24)
przyjma — odpowiednio — postaci:

1. Jedli zbior X* jest jednorodny, to dla kazdej pary X% | x% j
dla wszystkich Ry, R, € § zachodzi réwnos¢

— Z@k —— Z@k =(0,0,..0) 0, J0). (4.31)

M ery g keRyg
2. Jesli zbidr X* jest niejednorodny, to zbiér P? wszystkich mozli-

wych podzialow zbioru § na dwie czgéci zawiera co najmniej je-
den taki element, 2e

- Z@k —— Z@k #(0,0,..0) o, J0). (4.32)

n keR| ) keR;
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Jezeli przyja¢, ze dla k =1,2,...,n zmienne losowe X, (j=12,.,m) —a
wigc skladowe wektora X, — sa niezalezne, za$ dla j=12,.,m zmienne
losowe X (k=12,..,n) maja jednakowe wariancje, to wyrazeniom (4.28) i
(4.32) mozma nadaé postaé

5P ==Y - 36, (4.33)

™ tery 2 kR,

gdzie p? jest podzbiorem podzialéw zbiorowosci statystycznej na catym zbio-

rze P, Funkcja 5(p?) jest kryterium statystycznej jednorodnosci m-
wymiarowej zbiorowosci danych.

Zalozenia, ktdre ograniczajg swobode korzystania z wyrazenia (4.33), sg
wprawdzie do§¢ silne, lecz mimo to w wielu sytuacjach rzeczywistych w pelni
dopuszczalne. Na przyklad, czgsto zdarza sig, ze w ramach kazdej odrgbnie
rozpatrywanej grupy danych statystycznych warto§é wspoétczynnika korelacji
jest bliska zeru, podczas gdy w pehej zbiorowosci danych ma miejsce silna
korelacja. W takich przypadkach mozna rozszerzy¢ obserwowang niezalezno$é
zmiennych losowych w odregbnych grupach na analizowane zmienne losowe
Xy (j=12,..,m). Postulat o réwnosci wariancji tez jest uzasadniony, jesli

rozpatruje si¢ male podzbiory, dla ktérych jest mozliwe zachowanie warunku
X =Xy =..=X,,, co jest réwnowaine réwnosci wariancji zmiennych

losowych jednowymiarowych wedle cechy j (j=12,...,m).

W dziedzinie edukacji, a zwlaszcza w sferze ewaluacji procesu edukacyj-
nego, wiekszo$é danych ma charakter wielowymiarowy. Przejdziemy wigc
teraz do oméwienia warunkéw jednorodnoéci zbiorow danych wielowymiaro-

wych.

4.3.3. Warunki jednorodnosci — przypadek wielowymiarowy

Z formuty (4.33) wynika, ze hipoteza o jednorodnosci jest prawdziwa, je§li
warto$¢ m-wymiarowej funkcji 5(p?) jest réwna 0. Przeanalizujmy, jaki jest
sens tej hipotezy w przypadku, gdy zbiér S jest wielowymiarowy.

Tak jak poprzednio, rozpatrujemy skonczong zbiorowo$é studentéow
S ={s; 1k =12,...,n}. Zakladamy, ze student s, (k=12,...,n) jest opisany za
pomoca m-wymiarowej zmiennej losowej X, =(X,, Xi95 Xim), gdzie
Xy (k=12,.,n) ~ zmienna losowa jednowymiarowa charakteryzujaca go z
punktu widzenia cechy j (j=12,...,m). Cala zbiorowos¢ studentéw jest wigc
scharakteryzowana za pomoca takiej macierzy losowej
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X, - Xy Xpn oo Xy @.34)
Xn an XnZ an
Oznaczmy przez
11 X2 Xim
Xy Xyg e Xy @.35)
Xnl Xnm2 X

macierz, ktorej elementami sa zaobserwowane wartoéci zmiennych losowych
Xy (k=12,.,n; j=12,..,m). Zauwazmy, Ze wiersze tej macierzy sq realiza-
cjami m-wymiarowych zmiennych losowych X, = (X, Xs3,..., X}, ), gdzie
(s=12,..,n).

Zaktadamy, ze zmienne losowe X = (X, X;2,..., X}y ) 58 normalne, tzn.

odnosi sie do nich formuta (4.26). Dla zachowania ptynnosci rozumowania
napiszmy j3 tu jeszcze raz:

m m

F(X)=Qr) 2|V, | ? expl:——%(X,‘ -8,V (X, —@k)], (4.36)

gdzie ©, =(6,,,0,,,...0,,) jest wektorem wartosci oczekiwanych zmien-
nych Xy, ¥ jest macierza kowariancji tych zmiennych, tj.

k k k
9 %2 - O
k k k
g ag. e O
V,= 2 2 - Im | (k=12,..,n) 4.37)
k 4 k
Omy Om2 T im

przy czym oy = E((X, — E(X,)XX; —E(X;))] dla Al=12,..m, zas |V, |
jest wyznacznikiem macierzy ¥ .

Jezeli zmienne losowe X, X,,.... X, sa niezalezne, to ich wspolczyn-
niki kowariancji sa réwne zeru i ¥, staje si¢ macierza diagonalng
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Vi=| . AR (4.38)

Poniewaz of, = E[(Xf - E(X{)NXF - E(X)]=(cf)* =0}, , wiec elemen-

tami przekatniowymi tej macierzy sa wariancje kolejnych zmiennych loso-
wych. W tym przypadku forma kwadratowa (X, —@k)'Vk"(X  —©), ktéra
wystepuje w formule (4.36) w wykladniku funkcji ekspotencjalnej, przyjmuje
postaé

(xj _@kj)z

(X, -0V (X, -0, = Z—T— (4.39)
J=l i

za§ wyznacznik macierzy kowariancji jest réwny iloczynowi jej elementéw
diagonalnych

Wi t=] o (4.40)
h=1

Wobec tego, w przypadku niezaleznosci zmiennych losowych
KXetr Xiares X n » funkcja (4.36) przyjmuje postaé

mfom - m _ 2
F(X,)=(@2n) 2(1‘[0,,] exp[_lzi’ih__z@i} (4.41)
h=l 245 Ok

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze X, =(X;, Xi2,sXpm) 58
zmiennymi losowymi niezaleznymi, ktérych wartosci oczekiwane tworza wek-
tor @ =(04,842,.-,Oy,) , Majacymi taka samg diagonalna macierz kowa-
riancji. Przyjecie tych zatozen pozwala zwiaza¢ z hipoteza o jednorodnosci
zbioru nastepujace réwnosci

@Sk ~@II =(0,0,...,0), dlawszystkich s;,s,€8, (4.42)
N et
m
5(p1) =(0,0,..,0), dlawszystkich p?eP?, (4.43)
N

gdzie p? jest podzbiorem podziatéw rozpatrywanej zbiorowosci.
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Staba strong kryterium (4.42) jest niemoznoé¢ zweryfikowania hipotezy,
jesli kazdemu se S odpowiada tylko jedna obserwacja. W tym przypadku
kryterium  to  jest réwnowazne  ukfadowi (n2 b réwnosci

O, -0 =(0,0,...,0) . Jesli jednak n =1 (zbidr jednoelementowy), to réwnosci
e —

takie po prostu nie istnieja. A zatem, kryterium (4.42) zasadniczo nie nadaje sig

do weryfikacji hipotezy o jednorodno$ci zbioru ztozonego z n obserwacji

(n>s, i=1,2,...,5). Znacznie wygodnie]j jest korzysta¢ z kryterium (4.43),

poniewaz funkcja &' (pz) =(0,0,...,0) jest okre$lona na zbiorze podziatéw zbio-
N
m
ru X° na dwie rozlaczne czesci X® i X"2, a wiec weryfikacja hipotezy o
Jjednorodnosci za pomocg wyrazenia (4.40) pozwala dla kazdego pz € P? braé
pod uwagg pelen zbiér n obserwacji.

Hipoteza alternatywna bedzie zbidr alternatyw H| okre$lonych za pomoca

nierownosci

H,:8(p?) #(0,0,...,0) (4.44)

dla co najmniej jednego podziatu p? € P?.

Podzielmy macierz (4.34) na dwie rozlaczne podmacierze blokowe X a1
oraz X® i przyjmijmy, ze pierwsza z nich obejmuje n, jej poczatkowych

wierszy macierzy, a druga n, wierszy pozostatych. .

Dla kazdego elementu p? e P? statystycznym estymatorem -

wymiarowego wektora réznic &(p?) bedzie zmienna losowa

X(p )———ZX - ZX (4.45)

m sely e sefy

Oznaczmy przez X l,/\A’ 2,...,/\;," jednowymiarowe zmienne losowe, bgdace

sktadowymi wektora AA’(pZ) , gdzie

=—ZX ————ZX (4.46)

| seR ) seRy
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Srednie, na podstawie ktérych okredla sig X ;> 54 estymatorami nieznanych

wartosci oczekiwanych 9} 10, (j=12,.m).

Zalézmy, ze rozpatrywane zmienne losowe X, sa normalne. Oznaczmy

ich wariancje przez 0' . Wtedy zmienne losowe — ZX i — ZX
™ SER] ) SERy

bgda mialy rozklady normalne o wartodciach érednich &) oraz @;i warian-
o? o?

cjach — oraz — . Jest oczywiste, ze zmienne losowe okre§lone wzorem
n n,

(4.46) — jako sumy zmiennych losowych normalnych — tez majg rozklady nor-

malne, ale o parametrach

E(X) = o;-0,, (4.47)
PrEy=o? Bt (4.48)
mn,

Empiryczne wartoéci zmiennych losowych X ,; oblicza si¢ z formuly

.=— ij Z (4.49)

™ sery 2 seRy
Wykorzystujac powyzsze rozwazania mozmna dla kazdego elementu
p? € P?, okre$lonego hipoteza zerowa (4.44), zbudowaé funkcje wiarygodno-
sci L{p?) i wykorzysta¢ ja do skonstruowania kryterium weryfikacji hipotezy
Hy . Jest zrozumiale, ze funkcja ta bedzie w tym przypadku gestosé wielowy-
miarowego rozkiadu normalnego, czyli funkcja

1
o ) 1[5, - (0, -0)F
Lip*)=(m) z[Hoz(Xj)J exP[ 2y oy ] (4.50)

j=1 _/=l

Kryterium jednorodnosci powinno stanowi¢ podstawe do przyjecia lub od-
rzucenia hipotezy zerowej H . Dlatego dla sprawdzenia jednorodnodci w peini

uzasadnione jest zbudowanie funkcji wiarygodnosci odpowiadajacej sytuvacji,
gdy hipoteza F, jest prawdziwa. Jesli przyja¢ te warunki, to réznice @} -0,

sa réwne zeru i funkcja wiarygodno$ci przyjmie postaé
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1

5 _ml m )5 ) 1< ,{2

L(p*)=2n) 2 D (X)) exp - . (451

1;] ’ z DX(X)) :

O zachowaniu sie¢ funkcji (4.51) decyduje przede wszystkim wykfadnik
potegi. Suma wystgpujaca w tym wykladniku jest wartoscia zmiennej losowej

n (/?; _/?)2

= 4.52
o) @.52)

j=!

Licznik ulamka stojacego pod znakiem sumy (4.52) jest kwadratem wyrazenia
(4.49), za$ mianownik wyraza si¢ wzorem

Y=o} AL, (4.53)
1702

Wyrazenie (4.52) jest wigc suma kwadratow m zmiennych losowych postaci

-, ;
(X "'XJ') iy
ny +ny

(4.54)

g

o rozkladzie normalnym i zerowych wartosciach oczekiwanych (poniewaz
przyjelismy prawdziwo$¢ hipotezy zerowej) oraz wariancji rownej 1. Stanowi
to podstawg do uznania, ze w przypadku prawdziwosci hipotezy zerowej suma

(4.52) marozklad 7 (chi-kwadrat) o m stopniach swobody.

A zatem, jako kryterium weryfikacji hipotezy o jednorodnosci dwdch zbio-
réw danych mozna przyjac¢ funkcjg

2 mny o & -fj)z
U(p) =25 LI (4.55)
n+n, = Ty
gdzie: 0' . — empiryczna warto$¢ wariancji 0'/2. okreélona wzorem

2
ol = PRI g {Z Zx,j) , (4.56)

m +ny _1 seR) sERY SER] seRy
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przy czym estymatory X; i ¥; sa okreslone za pomoca odpowiednich sum

stojacych po prawej stronie réwnosci (4.49).

Jedli wiec do formuly (4.55) podstawi¢ wartosci o-ezj » Xj 1 X; okreslone

za pomoca (4.56) i (4.49), to — po wykonaniu niezbg¢dnych przeksztalcenn —
kryterium jednorodno$ci dwéch zbioréw tego samego zbioru przyjmie osta-
tecznie takq postaé

2
. (nzzxsj—n, Zx,j
U(p2)= nl+n2—l seR; SERy ) (4'57)
(ny + ny)nn, < 2
LIy S ) 1 Z
Xgj——— Xy
seS m o+ a5

Hipoteza o jednorodno$ci analizowanych zbioréw (dwéch podzbiorow te-
go samego zbioru danych) moze by¢ przyjeta, jesli dla kazdego p* € P?

U(p?) < 22 s (4.58)

gdzie a jest poziomem istotnosci, m — liczba stopni swobody, ,zlf,m — warto$¢
statystyki chi-kwadrat odczytana z tablic jej rozklad (dla danych « i m).

Jesli nier6wnos¢ (4.58) nie jest spelniona, to hipotezg o jednorodnosci na-
lezy odrzuci¢.

4.3.4, Warunki jednorodno$ci — przypadek wielu zbioréw wielowymiaro-
wych

Kryterium (4.57) jest dostosowane do sprawdzania jednorodnosci dwéch
zbioréw X™ i X2 (w szczegbnosci moga to byé podzbiory jednego i tego
samego zbioru). Nie nadaje si¢ jednak do testowania jednorodnosci wigcj niz
dwoch zbioréw (w tym kilku podzbioréw jednego zbioru) rownoczeénie. Co
wiecej, przy wyprowadzaniu tego kryterium przyjeli$my, ze testowanie jedno-
rodno$ci odbywa si¢ na zbiorze danych otrzymanych bezpogérednio z obserwa-
¢ji, tzn. nie poddanych zadnej wstgpnej obrébce. W rzeczywistosci czeste sa
sytuacje, ze oryginalny zbidr danych zostaje wstgpnie przetworzony (np. jego
elementy zostajg uszeregowane w kolejnosci ich bezwzglednej wartodci licz-
bowej lub w kolejnosci przypisanych im rang itp.). Kryterium (4.57) nie obej-
muje talkich sytuacji. Powstaje wigc potrzeba uogéinienia go w taki sposéb, by
nadawalo si¢ do testowania jednorodnosci wielu zbioréw réwnoczesénie, nawet
wtedy, gdy zostana one poddane takim operacjom, jak szeregowanie, rangowa-
nie itp. Zauwazmy, ze aby otrzyma¢ takie uogélnienie wystarczy przyjac, ze:
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1. Obserwowane wartosci poszczegélnych zmiennych losowych re-
prezentujacych rozpatrywane cechy sg uszeregowane w kolejnosci
wzrastania (niemalenia) wartosci jednej z nich, na przyklad tej,
ktéra w danym badaniu zostala uznana za cechg dominujaca.

2. W zadnej fazie procesu badania jednorodnosci struktura przetwo-
rzonego W ten sposob poczatkowego zbioru danych nie zostanie
zmieniona (tzn. uszeregowanie zbioru realizacji m-wymiarowego
wektora cech, w kolejnosci odpowiadajacej wzrastaniu lub niema-
leniu wartosci wspoirzgdnej odpowiadajacej cesze dominujace;j,
pozostaje niezmienne az do zakonczenia procesu badania jedno-
rodnosci).

Zauwazmy, ze przyjecie tych warunkéw nie pociaga za sobg utraty infor-
macji zawartej w zbiorze danych, ani tez nie komplikuje obliczefi zwigzanych z

jego obrobka statystyczna.

Zauwazmy tez, Ze jezeli zbior § zawiera n elementdw, to zbiér wszystkich
Jjego liniowo uporzadkowanych podziatéw zawiera n—-1 elementéw. Zbidr ten

oznaczymy symbolem P, a jego element symbolem p? .

Przyjmijmy, ze X jest statystycznym modelem rozpatrywanego zbioru li-
niowo uporzadkowanych obiektow. Poniewaz o podziale zbioru na czgéci jedno-
rodne mozna méwié tylko wtedy, gdy jest on niejednorodny, wigc przede
wszystkim trzeba rozstrzygnaé, czy zbiér X jest statystycznie jednorodny, czy
tez nie. Zakladamy, ze zbidr ten jest zapisany w postaci macierzy (4.35). Wier-
sze tej macierzy sq ponumerowane w kolejnosci do pierwszego do ostatniego za

pomoca liczb naturalnych i =1,2,...,n.

Oznaczmy podzbidr elementow zbioru S o numerach od 1 do / przez R,
a jego dopehienie do zbioru § (tj. zbiér S od / +1 do n) pizez X, . Jest oczywi-
ste, ze dla [ =] zbiorem X ™ jest pierwszy wiersz macierzy (4.27), za§ pozosta-
fe n—1 wierszy tworzy zbiér X R Dla 1=2 zbier X® obejmuje dwa pierw-

sze wiersze macierzy (4.35), a pozostate n —2 wiersze tworzg zbiér X 2 jid.

Jezeli sa spelnione warunki 1 oraz 2 i jezeli przyjmiemy, Ze rozpatrywane
zmienne losowe s3 normalne, to hipoteza o jednorodno$ci uporzadkowanego
zbioru danych statystycznych moze by¢ — przez analogi¢ do (4.43) — sformuto-
wana jako uklad nastgpujacych n—1 hipotez (wymagajacych réwnoczesnego
sprawdzenia)

Hy:6(p2)=(0,0,..0) dla wszystkich pl e P?, (4.59)

przy alternatywie
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Hy: 5(p,2) #(0,0,...0) dla co najmniej jednego plep? (4.60)

m

W wyrazeniach (4.59) i (4.60) element p? jest okreélony na zbiorze po-
dzialéw P} zbioru X° na wzajemnie dopehiajace si¢ podzbiory R i E
Dlatego tez teraz, dla obliczenia wartoéci 5(p,2) trzeba poshizy¢ sie formulg
(otrzymuje sie ja analogicznie do (4.33), ale przyjmujac, z¢ X°* =R, UR,)

S(py==- Z@—n 129 (4.61)

.\'ER SeR)

W tym przypadku statystyka U(p?), ktéra postuzymy si¢ do zweryfikowania
hipotezy (4.59), przyjmuje posta¢ (por. (4.57)

. {(n I)Z Xy IZx,j]
s={+]
n(n — 1)1; OV
Zx:,__[zxx,.]
s=1

U(p?)= (4.62)

Jest ona okreslona na zbiorze podzialéw p? i — w przypadku prawdziwosci
hipotezy zerowej - przedstawia warto$¢ zmiennej losowej o rozkladzie chi-
kwadrat o m stopniach swobody.

Wyniki obliczen wedle formuly (4.62) uwaza si¢ za nieprzeczace mo2li-
wosci przyjeciu hipotezy o jednorodnodci, jesli jest spelniona nieréwnos¢

U(pl)< 12,,,, dla wszystkich p? e P?. (4.63)

gdzie a - poziom istotnosci, m — liczba stopni swobody, lg_m — warto$¢
statystyki chi-kwadrat odczytana z tablic jej rozklad (dla danych a i m).

Jesli dla co najmniej jednego podzialu p2eP? ma miejsce
U(p?)> 12’ m» t0 Tozpatrywany zbidr — wobec odrzucenia hipotezy zerowej —

nie moze by¢ uznany za jednorodny. W tym przypadku przyjmuje si¢ wiec
hipoteze alternatywna (4.60) i nalezy rozwigza¢ zadaie podziahi niejednorodnej
zbiorowosci statystycznej na grupy jednorodne.
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Podsumowujac, procedura weryfikacji hipotezy o jednorodnosci m-
wymiarowej zbiorowosci statystycznej wymaga wykonania nastgpujacych
czynnosci:

1. Ustalenia, kt6ra sposréd m rozpatrywanych cech przyjmuje si¢ za
dominujaca 1 uszeregowania poczatkowego zbioru danych w ko-
lejnosci zgodnej z porzadkiem wzrastania (niemalenia) wartosci tej
cechy. Uszeregowanie to jest utrzymane w toku cafego badania.

2. Obliczenia sumy liczbowych wartoéci kazdej cechy oraz sumy ich
kwadratéw (sumowanie po liczbie elementoéw rozpatrywanej zbio-
rowosci).

3. Uzycia tych sum do obliczenia warto$ci mianownika utamka stoja-
cego pod znakiem sumy w wyrazeniu (4.62). Warto$¢ mianownika
nie zmieni si¢ w toku dalszych obliczen.

4. Obliczenia wedle formuly (4.62) wartosci statystyki U(p?) ~ ko-
lejno dla podzialdéw macierzy na zbiory obejmujace / poczatko-
wych i #n —1 pozostalych wierszy — i poréwnywania tych wartosci
na kazdym kroku tych z odczytang z tablic rozkladu chi-kwadrat
warto$cig krytyczna z;m (formuta (4.63)). Jesli wszystkie obli-

czone wartoéci U(p?) sa mniejsze lub réwne wartosci krytycznej
Z;,,., , to przyjmuje sig, Ze rozpatrywana zbiorowos¢ jest jedno-

rodna.

4.3.5. Procedura dekompozycji m-wymiarowej niejednorodnej zbioro-
wosci na grupy jednorodne

Jezeli zostanie stwierdzone, ze rozpatrywana m-wymiarowa zbiorowos$¢
studentéw jest statystyczna niejednorodna, to ~ aby méc poddaé ja jakiejkol-
wiek obrobcee statystycznej — trzeba ja najpierw podzieli¢ na podzbiory (zbiory,
czgscei, grupy) jednorodne. Mozna przyjaé, ze podstawg takiego podzialu po-
winnien stanowi¢ ten wariant podzialu teoretycznego, ktéremu odpowiada
najwigksze zréznicowanie w zbiorze rozpatrywanych cech. Jesli zaakceptowaé
ten poglad, to dla podzielenia calej zbiorowosci na grupy statystycznie jedno-
rodne wygodniej jest przyjaé jako hipotez¢ zerowa postulat o niejednorodnodci.
Hipotezg alternatywng bedzie wtedy postulat, ze rozwazana zbiorowos¢ jest
Jjednorodna.

Warunkiem zaakceptowania hipotezy o niejednorodnosci zbiorowosci jest
spelnienie nieréwnosci

5(p?) #(0,0,..0). (4.64)

m
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Zachodzi ona wtedy, gdy kazdej parze podzbioréw X L ¢ R badanej zbioro-
woéci odpowiada para wektoréw wartodci érednich @ =(6,,6,,...,6,,) i
0’ =(6,,0;,..,0),), istotnie rézniacych sig od siebie. Funkcja wiarygodnoéci

dla wielowymiarowych zmiennych losowych X= %ZX f!
seR

¥--L%x
n_I:ER

utworzonych z jednowymiarowych zmiennych losowych

5 ?

2

e oy . . . . . O- i .
normalnych X; i X' o wartodciach érednich ©;1 @] oraz wariancjach -IL i

2
o?
4 L jest okre$lona wzorem

J

Zom m —m ')
L(p2)=[l(n—1):lz Halexp,:_ I(rzz:ll)z(xj e,) +2(xj o)) _465)
= /

2z =1 9 g

Z istoty metody najwigkszej wiarygodnoéci wynika, ze w przypadku
prawdziwosci hipotezy o niejednorodnoéci funkcja L(p?) musi osiaga¢ mak-
simum. Z postaci tej funkcji wnioskujemy, ze bedzie to mialo miejsce wtedy,
gdy wykladnik wystepujacej w niej funkcji eksponencjalnej przyjmie wartosé
minimalna. Innymi stowy, w przypadku, gdy @; # @] (j =12,..,n), wyraze-

nie

In=D) & (x,-0,) +(x; - 65)°
_nszsz. (4.66)

j=1 9j

musi osiaga¢ minimum wzgledem x; i x). Aby znaleZ¢ to minimum rozpa-

trzmy najpierw licznik utamka stojacego w (4.66) pod znakiem sumy, tj. wyra-
Zenie

(x;-0,)* +(x; -0})*. (4.67)
Przypu$émy, 2e chcemy znaleZ¢ jego minimum wzglgdem x; i x}; . Poniewaz

rownowazna postacia tego wyrazenia jest
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D g =07+ D 5y =@ =) (xy = x;)" +ng(x,-@)) +
selt seR selt
(4.68)
+ Z(x:j —~x"j)2 + n,;(x",- —@})2

SeR

gdzie nj, - liczba elementéw w zbiorze R, 7, - liczba elementéw w zbiorze R,
wigc minimalizacj¢ formuly (4.67) mozna zastapi¢ minimalizacja formuly
(4.68). Zapiszmy formute (4.68) w postaci

D (xy ~xj)2+z_(x:j -x)? (4.69)
seR seR
Poniewaz
Z(x:j —f)z + Z(x,j -%)? =Z(XJJ' —~xj)2 + nR(fr'—xj)z +
selt sel seR
(4.70)
+ Z(xy- -x))? +ng(F-x)),
seR

wigc wyrazenie (4.69) osigga warto$¢ minimalng wtedy, gdy wyrazenie
ng(% - x,)% +ng (¥~ x))* 4.71)
przyjmuje warto$¢ maksymalng. Zapiszmy formule (4.71) w takiej postaci

2R (5 x,)? + TE (5 - %)) “.72)
n n

e
i wprowadZmy nastgpujaca notacjg: x; =4, x; =5, R_p, IR
n n

q,

X =Ap+ Bg=y .Poniewaz
p(A-y) +q(B~y)* =(4-B) pq, (4.73)

wiec maksymalizacja wyrazenia (4.72) sprowadza si¢ do maksymalizacji wyra-
zenia (4 - B)? pg , lub, co na jedno wychodzi, wyrazenia

132
npig(x; = x})
T (4.74)

Rozpatrzmy wyraznie
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12
ngng(x; —x})

2
o‘jn

(4.75)

Zwréémy uwage na jego formalne podobienistwo do wyrazenia (4.54). Zauwaz-
my jednak, ze wyrazenie (4.75) okredla maksymalng warto$¢ wyrazenia (4.65).

’

Jezeli w formule (4.75) zastapimy wielkosci x;i x}; wyrazeniami (4.49), a

wariancje sz_ formuta (4.48), to — po wykonaniu prostych przeksztalcen — osta-

tecznie otrzymamy taka posta¢ wyrazenia na obliczanie maksymalnej wartosci
kryterium podziatu niejednorodnej zbiorowosci na grupy jednorodne

! n 2
. ((n—I)szj -1 sz/}
Umax (pZ) = n-1 Z s=1 s={+1 .

n

s=1 s=1

(4.76)

Wyrazenie to méwi, ze najbardziej wiarygodny jest ten podzial niejedno-
rodnej m-wymiarowej zbiorowosci statystycznej na dwie czgéci, ktéremu od-

powiada najwigksza wartos¢ statystyki U(p?) . A zatem, aby podzielié t¢ zbio-

rowos¢ na zbiory jednorodne, trzeba poshuzy¢ si¢ statystyka (4.62) i skorzystaé
z wyniku (4.76). Procedura podziatu bedzie realizowana w nastgpujacy sposéb:

1. Dla danej zbiorowosci statystycznej (uporzadkowanej wediug
cechy przyjetej za dominujaca) oblicza si¢ wartoéci statystyki
U (pz)i przedstawia si¢ je w postaci odpowiedniej tablicy. W

tablicy tej odnajduje si¢ maksymalng warto$¢ statystyki U (pz) ,
nie spetniajacq warunku (4.63) . Wiersz, w ktérym ona wystgpu-
je wyznacza podziat zbiorowosci na dwie czgéci (Tablica 4.2) .

2. Sprawdza si¢ jednorodnosé¢ kazdej z tych czgéci. Jesli obie one
s jednorodne, to podzial uwaza si¢ za skoriczony. Jesli jednak
dla ktérejkolwiek z tych czgéci hipoteza o jednorodnoéci zosta-
nie odrzucona, to t¢ czgsé poczatkowej zbiorowosci trzeba po-
dzieli¢ na dwie czesci (kierujac si¢ maksymalna wartodcig kryte-
rium (4.76), a nastepnie sprawdzi¢ jednorodno$¢ kazdego z
otrzymanych zbioréw. Postgpowanie to prowadzi si¢ dopoty,
dop6ki nie przestang wystgpowaé zbiory niejednorodne, tzn. do-
péki nie zostang okre$lone wszystkie wartodci statystyki

U(p?), wyznaczajace progi podziatu zbiorowosci na grupy jed-
norodne.
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