





EFEKTYWNE METODY WYZNACZANIA MEDIANY KEMENY’EGO

1. Definicje mediany Kemeny’ego . Podejscie klasyczne (Kemeny, Snell [17])

Zatozymy, ze dany jest zbior obiektéw = {0y, ..., O,} oraz zbidr ekspertéw #= {1, ..., K}.

Zadaniem ekspertoéw jest uporzadkowanie zbioru obiektéw zgodnie z przyjgtym kryterium lub

zbiorem kryteriéw. Zaktadamy réwniez, ze wszystkie obiekty ze zbioru <& moga byé

poréwnywane ze soba.

Oceny pary obiektéw podane przez ekspertéw moga wigc mieé postac (dla uproszczenia

zapisu pomini¢to indeks eksperta):

0Oy~ 0y,  cooznacza, ze obiekt O; jest ~ ze wzgledu na przyjete kryterium (zbidr kryteriow)
— lepszy od obiektu 0,

O;~0;, co oznacza, ze obiekty O; oraz O; s — ze wzgledu na przyjgte kryterium (zbiér
kryteriéw) — réwnowazne,

0;<0;,  cooznacza, ze obiekt O; jest — ze wzgledu na przyjete kryterium (zbidr kryteriow)
— gorszy od obiektu 0.

Stosowany jest réwniez zapis w postaci uporzadkowania

P={0,.0,,...,(0,,0,).....,0, .0, }, m

ktéry oznacza, ze obiekt O, jest lepszy od obiektu O, ; obiekty réwnowazne (O,,0,) sa

ujgte w nawiasach.

Dla ocen par obiektéw, ktére podaje ekspert 0 numerze &, tworzymy macierz poroéwnan
obiektéw parami, ktorej elementy sg okreslone nastgpujaco
1 jezelio, »* 0,
A" =[a}], gdzieal =30  jezeli O, ~* O,. Zazwyczajprzyjmujesie, ze @, =0,i = 1,..,n. (2)
~1 jezelio, < 0,

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze cksperci podaja swoje oceny w postaci

uporzadkowa,”

Zakladamy, ze mamy uporzadkowanie 7* podane przez eksperta o numerze & oraz dane

uporzagdkowanie £.

") Majac dane uporzagdkowanie mozna na jego podstawie uzyskaé — w spos6b jednoznaczny — macierz poréwnan
obiektéw parami. Nalezy podkredli¢, ze znajomo$¢ tej macierzy nie zawsze umozliwia wyznaczenie
odpowiadajgcego jej uporzadkowania. Taka sytuacja ma miejsce, gdy podane oceny par obiektow nie s3
przechodnie.




Definicja 1
Odlegtos¢ migdzy parg obiektéw O, O; w uporzadkowaniu P oraz parg tych samych obiektow

w uporzadkowaniu P* jest definiowana nastepujaco:

d,(P,P*)=a, - a}]. 3)
Definicja 2.
Odlegtos$é miedzy uporzadkowaniami P oraz P jest definiowana nastgpujaco
n=1 _n n~1 »n
d(P,P*)=3 3" d,(P,P)=> a, -a;|. (4)
i=l j>i i=1 j>i

Przyjmiemy, ze w uporzadkowaniu P obiekt O; poprzedza O;, czyli a;=l.
Wprowadzamy oznaczenie

r _ja -a,|=|a} —1( k=1,..K. 5)

Wspdtezynniki 7; ¥ moga przyjmowaé nastepujace wartosci

ek
0 jezelia; =1

jezelia; =0 . (6
2 jezeliay =—1

Wzér (4) przybiera zatem postad
d(P,P*y= };2) . U{-—ZZIaU -1)_212 . @)
i=] i i=] j>i i=l i

Wprowadzamy oznaczenie

=21 ®)

Definicja 3.
Odleglodé d(P, P®) uporzadkowania P od zbioru uporzadkowan P® =¢p! ., PX) podanych

przez ekspertow wynost

-1

K n-1 n n
d(P,P®y= }:d(P POY=3SDr=>3r. )

k=1 i=l j>i i=l j>i




Macierz R={r;] nosi nazwe macierzy strat. Ze wzoru (6) wynika, ze warto$ci elementow

macierzy R zalezq wytacznie od postaci uporzadkowan podanych przez ekspertow.

Definicja4.
Mediang Kemeny’ego nazywamy takie uporzadkowanie P, ze

d(P,P*)y = n}pind(P,P(")) ) (10)

Z definicji mediany Kemeny’ego (10) oraz wzoru (9) wynika, ze zadanie wyznaczenia
mediany Kemeny’ego mozna sprowadzi¢ do takiego przestawienia wierszy i kolumn
macierzy R (tzn. zmiany kolejnosci obiektéw), aby suma elementéw ry; nad przekatng gtowna
byta jak najmniejsza.

Nalezy podkresli¢, ze istnieje wiele sposobow upraszczania zadania wyznaczania
mediany Kemeny’ego. Niektére z nich zostang oméwione w niniejszej pracy. Jednakze

w przypadku ogdlnym wyznaczanie mediany Kemeny’ego stanowi problem NP-trudny.

Definicja 5 [3].
Macierz strat jest przechodnia, jezeli z warunku

<r nika,zer,, <r, . ,ij=1,.n 11
UL fljan

= el

I

L F, . orazr,
ijign f /

= ot bas

Warto odnotowaé, ze warunek przechodniosci nie wymaga aby s=2. W przypadku

ogélnym dla K>3 macierz strat odpowiadajgca dowolnym uporzadkowaniom

P ={P', .., P*} nie musi by¢ przechodnia.

Definicja 6 [3].
Zwyciezca w sensie Condorceta jest obiekt, ktéry zdaniem wigkszosci ekspertow (Ky > K/2)

poprzedza pozostate obiekty".,

Definicja 7 [3].
Zbiér uporzagdkowan ma wiasnos¢ Condorceta, jezeli dla kazdego podzbioru obiektow istnieje

zwycigzca w sensie Condorceta.

P Niektorzy autorzy przyjmuja, ze warunek ten ma postaé (Ky > K/2)



Obicekty bedace zwyciezcami w sensie Condorceta s3 wyznaczane nastgpujaco.
Najpierw okresla sie zwyciezce Condorceta dla calego zbioru obiektéw {0} i=1, .., n.
Nastepnie obiekt ten jest usuwany ze zbioru obiektéw i wyznaczany jest zwycigzca
Condorceta dla (n-1) elementowego podzbioru obiektéw. Tak wyznaczony obiekt jest
usuwany ze zbioru obiektdéw i postepowanie jest powtarzane dla kolejnych podzbioréw

obiektéw az do momentu otrzymania podzbioru pustego.

Twierdzenie 1 [3].
Macierz strat odpowiadajaca uporzadkowaniom P™*/ ={P' ..., P¥} jest przechodnia wtedy

i tylko wtedy gdy zbidr tych uporzadkowar ma wtasnoéé Condorceta.

Twierdzenie 2 [3].
Jezeli dany zbi6r uporzadkowan P® ={P' .. P¥} ma wlasnoéé Condorceta, to mediane
Kemeny’ego stanowi uporzadkowanie obiektéw P ={0,,.0,,....0, ,0,} bedacych
zwyciezcami Condorceta dla kolejnych podzbioréw obiektéw. Dla tego uporzadkowania
odlegtos¢ d(F,P¥) jest kresem dolnym odlegloéci od zbioru uporzadkowan P®. Oznacza

sie ja literg H.

Twierdzenie 3 [3].

Jezeli w medianie nie wystgpuja obiekty rOwnowazne, wéwczas

dp,P®y= 3'r., (12)
=Y

gdzie I" - zbiér indekséw (i), dla ktérych w uporzadkowaniu P mamy O, > 0, , tzn.

a,=1.
Ta zalezno$¢ moze by¢ zastosowana do wyznaczenia kresu dolnego H odlegloscei (9). Litvak
wykazal, ze spelnione jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4 [3].

Hziimin(r,j,rﬁ) (13)

i=1 j=1




W dotychczasowych rozwazaniach postugiwano si¢ przede wszystkim macierza
pordwnar parami. Mozna uzyska¢ interesujace wyniki wprowadzajgc do rozwazan macierz

rozkiadu glosdéw ekspertow.
Zalozymy, ze dany jest zbior uporzadkowan » obiektéw podanych przez K ekspertow

PO =(p' . PXY. Zalozymy réwniez, Ze w opiniach ekspertéw moga wystepowaé obiekty

réwnowazne.

Wprowadzimy oznaczenia:

l;  —liczba ekspertow, ktérych zdaniem O; > O;
l;  —liczba ekspertow, ktérych zdaniem O; > O; (14)
my ~ liczba ekspertéw, ktorych zdaniem O; ~ O, to znaczy, ze obiekty O; oraz O; sa

réwnowazne w sensie przyjetego kryterium (zbioru kryteriow).
Zatem spelniona jest nierdwno$é
l!‘/"f‘{,',*")'m,_',':K. (15)

Zgodnie ze wzorem (§) macierz strat [r;] tworzymy przy pomocy wyrazen

dy =lay-1]|, (16)
przybierajgcych nastgpujace wartosci:

jezeliOi> 0, toag;=1 a zatem d;; = 0,

jezeli O;< O;, toa;=-1 a zatem dj; = 2, 17y
jezeli Oi= O, toa;=0 a zatem dj = 1.

Z definicji macierzy strat [r;] oraz z zaleznosci (17) wynika, ze
ry =2+ Lm;+ 0l (18)

Odejmujgc od wyrazenia (18) rownos¢ (15) otrzymujemy

ry- K=20+ Umy - Iy =Ly - my =l — I; = -Al; (19)
Tak wigc

ry=K - Alj, 20)
jezeli Al;> 0, to ry <K,

jezeli Al;=0,tory=K, 21
Jjezeli Al; <0, to ry > K.

Ze wzoru (20) bezposrednio wynika, ze

rgtr=2K,i<j,i=1,..,n-1,j=2, ..., n 22)



Z zaleznodei (13) i (22) wynika, ze kres dolny H jest rowny sumie wspdiczynnikow
strat mniejszych lub réwnych X polozonych powyzej lub ponizej przekatnej gléwnej macierzy
strat. Jezeli ry = rj;, to w sumie okre$lajacej kres dolny dany element wystepuje tylko raz.

Ze wzoru (22) wynika rowniez, ze suma wszystkich elementdw macierzy [r;] wynosi

Z ; ,yzzK.@:K.n(n_U 23)

=1 j=i+l

Warto zwrdcié uwage na fakt, Ze rozpatrywana suma jest zawsze liczbg parzysta.
Ze wzoru (20) wynika takze, ze
}r,j — Vi |= 2Alu (24)

Jezeli Al # 0, to min|r,—r,|=2, bowiem min|Al; |=1

A zatem minimalna zmiana odleglo$ci miedzy uporzadkowaniami wynosi 2.
Ze wzoru (15) mamy, ze
ly+Li=K-my (25)
Warunek Al = 0 czyli ;= I; jest mozliwy do spetnienia tylko wtedy, gdy (K - my) jest liczbg
parzysta.
Na podstawie wzoru (20) mamy réwniez, ze
0<ry<2K (26)
bowiem 0 < ;< K.
Wspdlczynnik r;; jest wige liczbg nieujemna.

Powyzsze uwagi pozwalajg stwierdzié, ze jezeli dla jednego uporzadkowania
z rozpatrywanego zbioru uporzadkowan odleglosé (9) jest liczba nieparzysta, to dla
wszystkich innych uporzadkowan z tego zbioru odleglosci (9) sa réwniez liczbami
nieparzystymi.

Analogiczny wniosek obowigzuje, gdy dla jednego z uporzadkowan odlegtos¢ (9) jest

liczbg parzysta.

W pracy Litvaka [3] jest podane twierdzenie majace duze znaczenie praktyczne.
W dalszych rozwazaniach zostanie pokazane, jak zastosowanie tego twierdzenia pozwala
istotnie uproscié proces wyznaczania mediany Kemeny’ego. Rdzne wersje tego twierdzenia
byly podawane w kilku pracach, np. Saari, Merlin [4], Truchon [5]. Jednakze ich autorzy nie

odwotywali si¢ do oryginalnej pracy Litvaka opublikowanej znacznie wezesnie, bo w 1982 1.




Twierdzenie 5 [3].
Zalozymy, ze jest dany zbiér uporzadkowan P ={P'..,PX}, dla ktérego wyznaczono

macierz strat | =[ry], i,/ =1, ..., n.

Jezeli uporzgdkowanie P stanowi mediang tego zbioru uporzadkowas, to jest spelniony
warunek
Biiew St iy=1,..,nl (27

Jezeli dla danego uporzadkowania P jest spetniony warunek (27) a macierz strat R jest

przechodnia, to uporzadkowanie P stanowi mediang zbioru uporzadkowan P,

Aby zapisa¢ warunek (27) uzywajac elementéw macierzy rozkladu glosdw ekspertdw,

przywotamy wzoér (20)

TSI

oraz (28)
Gy =K== =1,

Warunek (27) mozna zatem zapisa¢ jak nastg¢puje

K-, ~L.)sK=U . -1.) 29
Skad

0<2¢,,. ~1..) (30)

i ostatecznie

o<({,, -1 .) €19

il bty

Warunek (27) jest warunkiem koniecznym, aby uporzadkowanie P bylo mediana.

A zatem (31) jest rowniez warunkiem koniecznym, ktdry musi spetniaé mediana.

Konsekwencjg tego warunku jest wymaganie, aby relacje wigkszosci miedzy parami
obiektéw — wynikajace z macierzy rozkladu gloséw ekspertéw — byty zachowane w medianie.

Nalezy zwr6cié uwagge na fakt, ze w przypadku ogdlnym, to znaczy z uwzglgdnieniem
mozliwosci wystgpowania obiektow réwnowaznych obowigzuje wzor (15), to znaczy
lytlitmy=K

skad




I+ (ly - Aly) = K - my. (32)

K-m, Al r AL
___m'!_+“'/:£+_'l‘ (33)

A zatem [ = .
v 2 2 2 2

Powyzszy wzor oznacza, ze w przypadku wystepowania obiektéw réwnowaznych — dla
my # 0, przy definiowaniu wigkszosci nalezy braé pod uwagg nie catkowita liczbe ekspertow
K, ale XK', to znaczy nalezy pomniejszy¢ catkowita liczbe ekspertow o liczbg ekspertow

uwazajacych obiekty O, oraz O, za réwnowazne.

Przyklad 1.

Dany jest zestaw czterech uporzadkowan czterech obiektow.

P':0,,0,,0,0,

P*:0,,(0,,0,),0, N
P:(0,,0,),0,,0,

P*:0,,0,,(0,0,)

W uporzadkowaniach P2, P i P wystepujg obiekty rownowazne. Mamy trzy pary takich
obiektow: (0,,0,),(0,,0,),(0,,0,). Zazwyczaj przyjmuje si¢ — aby by} spetniony wzdr (15),
ze kazdy z obiektéw réwnowaznych otrzymuje % glosu eksperta. Po uwzglednieniu tej

modyfikacji macierz rozktadu gloséw ekspertéw jest jak nastepuje.

0, 0; o} Oq
O, - 1 2 1+
0, 3 - 1+% 3 33%)
O3 2 2+ - 2+Y
Oy 2+ 11 +% |-

W rozpatrywanym przykladzie liczba ekspertow wynosi 4. W przypadku obiektow, ktére nie
maja sobie réwnowaznych relacja wiekszodci jest spetniona jezeli [;>3. Ten warunek

spelniaja pary obiektow O,> O, oraz O;> Oy Wystepuja jednak 3 pary obiektéw
réwnowaznych, dla ktérych — zgodnie z (33) — zmodyfikowana wickszo$¢ wynosi iz_—l <2.

Te relacje wickszosci spelniaja juz wymienione pary obiektéw.



Dla uporzadkowar (34) macierz [Al;] ma posta¢

O | O | 05 | O 2 A
Oy - 2 0 -1 3
"0 | 2 | - | 1| 2 1 36)
o 0 1 - 1 1
Os | 1 2 | -1 DI

Zgodnie ze wzorem (20) odlegtos¢ (9) dla uporzadkowania O,,0,,0,,0,jest réwna

4

44-D
S (=15,

Z kolei dla uporzadkowania 0;,0,,0,,0, macierz {Al,] ma posta¢

0; Os Oy 0, 2 et
0; - 1 1 0 2
= 0; - 2 2 4 37)
(o) - 1 1
Oy - Z, ZpiAl"f =7

Odlegtos¢ (9) dla tego uporzadkowania wynosi 24-7=17.

Ze wzoru (31) wynika, ze uporzadkowania, w ktérych nie sa spelnione relacje

wigkszosci wynikajace z macierzy rozktadu gloséw ekspertéw, nie mogg by¢ mediana.

Podejscie, ktérego podstawe stanowi to stwierdzenie, zastosowat M. Truchon [5] do

uproszczenia procesu wyznaczania mediany Kemeny’ego.

Kolejnos¢ postgpowania jest nastgpujaca:

1° Na podstawie macierzy rozktadu gloséw ekspertéw wyznacza si¢ pary obiektow
spetniajgce relacje wigkszosci.

2° Dla par obiektéw wyznaczonych w punkcie 1° okresla si¢ relacje przeciwna, tzn., jezeli
miedzy parg obiektow O; oraz O, zachodzi relacje wigkszosci O; = O, to przyjmujemy, ze
O » O,

3° Ustalamy wszystkie mozliwe uporzadkowania, ktére moga stanowié mediane.
W przypadku » obiektéw i przy zalozeniu, ze w medianie nie wystepuja obiekty

réwnowazne, nalezy rozpatrzy¢ n! uporzadkowar.



4° Ze zbioru uporzadkowan wyznaczonych w punkcie 3° usuwamy te, w ktérych miedzy
sasiednimi obiektami wystepuja relacje ustalone w punkcie 2°.

5° Dla uporzadkowan, ktére nie zostaly usunigte w kroku 4° sprawdzamy, dla ktérego
uporzadkowania (dla ktoérych uporzadkowan) odleglosé (9) jest najmniejsza.
Uporzadkowania, ktdre spelniaja ten warunek stanowia mediang Kemeny’ego.

Sprawdzenia, czy jest spetniony warunek z pkt 5° mozna dokona¢ na kilka sposobéw.

a) Majac wyznaczong macierz strat [r;] mozna dla kazdego uporzadkowania P obliczy¢
odleglodé (9)
d(P,P™*) =§Z":ry ) (38)

i=t j>i

b) Majac wyznaczong macierz rozkladu gloséw ekspertéw [/;] mozna dla kazdego
uporzadkowania P obliczy¢ odleglosé d( P, P*’) zgodnie z wzorem

ap)=5 3 =5 Sk, -1 "0 k-5 5w, (9

i=1 j>i i=l g>i i=l j>i

W przedstawionej procedurze —~ stuzacej do uproszczenia procesu wyznaczania mediany
Kemeny’ego — zaklada si¢ eliminacj¢ tych uporzadkowan, w ktérych sasiadujace obiekty nie
spetniaja zasady wigkszosci wynikajacej z macierzy rozktadu gloséw ekspertéw.

Jednakze moze zdarzy¢ sie sytuacja, ze w uporzadkowaniach pozostatych po tej eliminacji
moga wystepowaé pary obiektéw nie zajmujacych sgsiednich pozycji, ktére réwniez nie
spelniajg relacji wigkszosci wynikajacych z macierzy rozkiadu gloséw ekspertéw. Dla tych

par obiektow Al <0.

A zatem zgodnie z wzorem (39) odlegtosé d(P,P’* ) bedzie tym mniejsza im suma
n=t n
ZZ Al, bedzie mie¢ mniejsza warto$¢. Ze wzgledu na to, ze dla rozpatrywanych par

i=1 j>i

obiektéw Al <0, odpowiadajace im sktadniki sumy bedg powigksza¢ wartoé¢ odleglosci.
Mozna zatem przyjaé, ze uporzadkowanie, w ktérym suma ’Aly.[ wyznaczona dla par

obiektéw nie speiniajacych relacji wigkszosci wynikajgcych z macierzy rozkladu gloséw
ekspertéw jest najmniejsza, stanowi mediane Kemeny’ego. Tak wiasnie jest formutowana
zasada wyznaczania mediany Kemeny’ego w pracach Klamlera [2] oraz Saariego i Merlina

[4]. Zastosowanie tej zasady przedstawiono w przykladzie 3.



Nawigzujgc do wzoru (39) warto zwrdci¢ uwagg na zalezno$¢, jak istnieje miedzy
drugim czlonem tego wzoru okreslonym dla danego uporzadkowania a uporzadkowaniem
przeciwstawnym.

Zalozymy, ze jest dane uporzadkowanie £={0,,0,,....0, .0, }. Dla tego

uporzadkowania drugi czion wzoru (39) przybiera postaé

n=1

ZZAI—Z(!,/ zj,)+2(z,z, L)+.+0, =1, ). (40)

i=l i J=iy J=iy

Dla uporzadkowania przeciwstawnego P={0, ,0, ,...,0,,0, } mamy
> 28, = Z(z,, PED AR RRT AR
Siyny S

8=, )- 300, 1 ) = 4

J=i1 J=h

= —Z (l'l J ll i ) Z ( Wi ]‘1 : (l,-" [ lin—l b )

J=i J=iy

Z poréwnania wzoréw (40) i (41) wynika, ze drugi czion wyrazenia (39) ma taka sama
warto§é bezwzgledng dla uporzadkowad P i P, réznig si¢ jednak znakiem. Dla
uporzadkowania bedacego mediang wartos¢ tego czlonu musi by¢ najwigksza, wowczas
bowiem odleglos¢ (39) osiaga najmniejsza wartos¢. Z kolei dla uporzadkowania
przeciwstawnego do mediany warto$¢ tej odleglosci jest najwigksza.

Uwzgledniajac wzor (39) oraz powyzsza uwage mozna stwierdzi¢, ze jezeli dla danego

uporzadkowania wartos¢ odlegtosci (9) jest wigksza od (n D K (tzn. od potowy sumy

wszystkich elementéw macierzy R =[ry] (23)), to dla uporzagdkowania przeciwstawnego
- L . .. n(n—1)
warto$¢ odleglosci bedzie mniejsza od ——2—K .

Whniosek ten ma pewne znaczenie praktyczne. Wiadomo bowiem, ze — zgodnie
z Twierdzeniem 4 — mozna okresli¢ kres dolny H odleglosci (9) (wzor (13)). Wartosé
odleglosci uporzgdkowania stanowigcego mediang musi si¢ zawiera¢ w przedziale

wyznaczonym przez kres dolny f7 oraz liczbg @K .




Przyktad 2.

Ponownie rozpatrzymy uporzadkowania z przyktadu 1.
P':0,,0,,0,0,

P:0,(0,,0,),0,

P?:(0,,0,),0,,0,

P*:0,,0,,(0.0,)

Macierz strat R wyznaczona dla tych uporzadkowan ma postaé

% O, Os O
Oy 0 6 4 5
R= Oy 2 0 5 2
0; 4 3 0 3
Oy 3 6 5 0

Suma wszystkich elementéw macierzy R wynosi 4-4(4-1) = 48.
Zgodnie ze wzorem (13) kres dolny odlegloscei (9) jest réwny
n n 4
H=Y S minlr,r,)= 3> minlr,r, )= (2+4+3)+(3+2)+3=17
=1 j=i i=1 j=1

K.Mzﬁzzlt
2 2

A zatem dla mediany 7 uporzadkowan (34) jest spelniona nieréwno$é
17 < odleglosé (P) < 24
Dla uporzadkowania O3 > O; > O4 > O, odlegtos¢ (9) jest réwna 17.

Macierz R zapisana zgodnie z podanag kolejnoscia obiektéw ma postaé

Oy &) Os4 01 Z oiTh
O3 - 3 3 4 10
R= Oy 5 - 2 2 4
O4 5 6 - 3 3
0, 4 6 5 -
17

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

czyli mediana jest réwna kresowi dolnemu. Dla uporzadkowania przeciwstawnego

odleglo$¢ (9) osigga warto$¢é maksymalng réwna 48-17=31.

Aby zilustrowaé przedstawiony w pracy algorytm wyznaczania mediany Kemeny’ego,

ktérego podstawe stanowi Twierdzenie 5 podamy jego zastosowanie do uporzadkowan

rozpatrywanych w przyktadach 11 2.




Przykiad 3.

Z analizy przykfadu 1 wynika, Ze w rozpatrywanym przypadku nalezy braé pod uwage
zaréwno zwykla relacje wigkszosci Ky, jak 1 zmodyfikowang relacje wiekszosci K, .

Pary obiektow, ktére speiniajg te relacje wigkszosci sg nastepujace:

Or-0y; 0304 O3>0 O304 04> 0 47
Przyjmiemy, e mediany dla zbioru uporzadkowan (34) bedziemy szukaé wsrod
uporzadkowan nie zawierajacych obiektéw réwnowaznych.

Wiadomo, ze dla 4 obiektow takich uporzadkowan jest 4!=24. Sa one, jak nastepuje (dla
uproszczenia zapisu pominigto symbol >).

1° Oy Oy Oy O4 7° 0, O Oy O4 13° O; Or O; Oy 19° Oy O Oy Os
200y Oy Of Os 8° O O Oy Oy 14° O3 O Oy Oy 20° Oy Oy O3 O,
3° 00 05 Oy Oy 9° 0, O3 O Oy 15° O3 Oy Oy Oq 21° Oy O O O5 (48)
4 0 O Oy O 10° O, Os O O 16° Oy O, Oy O 22° 0y O O3 O
5° 0 0y O Oy 11° Oy Oy Oy O 17° O3 Oy O Oy 23° Oy Oy O Oy
6 O1 Oy O3 Oy 12° O, Oy O3 O 18° Oy Oy O, O 24° Oy O; Oy O

Zgodnie z przedstawionymi wyzej rozwazaniami mrdian nie moga stanowi¢ uporzgdkowania,
w ktorych relacje miedzy sasiednimi obiektami sg przeciwstawne do podanych w (47). Nalezy
zatem wykluczy¢ uporzadkowania, w ktdrych
a) 01> Oy b) Oy >~ Oy; c) Oy 03; d) Q4> Oy e) Os > Oy (49)
Z analizy uporzadkowan podanych w (48) wynika, ze

o warunek a) wyklucza uporzadkowania 9°, 12°, 13°, 14°,22°, 23°

o warunek b) wyklucza uporzadkowania 10°, 11°, 16°, 17°, 19°, 20°

o warunek ¢) wyklucza uporzadkowania 1°, 2°, 13°, 17°, 199, 23°

¢ warunek d) wyklucza uporzadkowania 4°, 5°, 14°, 18°, 21°, 22° (50)

e warunek e) wyklucza uporzadkowania 1°, 5°, 9°, 10°, 19°, 22°

o warunek f) wyklucza uporzadkowania 1°, 4°, 7°, 10°, 17°, 19°

Warunek (47) spetniaja jedynie uporzadkowania

3 010;0;0, 8°  020,04,03 16° 030,040,

6° 010,00, 11° 0,040, 03 20° 0401030y (€))]
7° 02010304 15° 0: 0,004 24° 0403 0,0,



Aby wyznaczy¢ mediane wystarczy sprawdzi¢, dla ktérego z tych uporzadkowan

n=t n
odleglosé d(P,P™) osiaga wartos¢ minimalng lub wyrazenie Z ZAIU osigga warto$é
i=1 j=i+l
maksymalna.
Biorac pod uwage macierz R = [r;] mamy
0 05 0 O 27 0 O 05 05 27
O | - 4 6 5 15 0O | - 2 5] 2 9
0, - 3 3 6 Oy - 4 5 9
0, - 2 2 ) - 3 3
o ) - 23 on - 21
O, 0Oy O O Zj Ty 03 0, 0 O Z i Yy
0, | - 2 2 5 9 0y | - 3 3 4 10
Os4 - 3 5 8 0, - 2 12 4 (52)
O, - 4 4 O4 - 3 3
@) - 21 O, - 17

Oy O 03 O erlj

O] -] 3(5]6 14
O -1 416 10
ol -3 3
0, - 27

Z poréwnania macierzy (52) wynika, ze mediane stanowi uporzadkowanie O3 O; O4 O).

Macierze [Aly] dla rozpatrywanych uporzadkowan maja postac:

0, 05 O 04 2, ;AL 0, O 05 O 2, Al
O, - 0 2| -1 -3 Oy - 2 -1 2 3
O3 - 1 1 2 O - 0 -1 -1
0, - 2 2 Os - 1 1
Oy - 1 Oy - 3




02 04 0] 03 Z 7 AI’J 03 02 04 0] 1 Zj AI,«J

Oy - 2 -1 3 05| - 1 2
Oa - 0| -1 -1 0, - 272 4 (53)
Oy - 1 1 O4 - 1 i
Os - 3 O - 7

[ 1| -1 -2 -2
o) - 0 | -2 -2
O3 - 1 1
0, - -3

Z poréwnania macierzy (53) wynika, ze mediang stanowi uporzadkowanie O3 O, O4 O1.

Ponizej zostanie przedstawiony przykiad zastosowania opisanego podejécia do
wyznaczania mediany Kemeny’ego dla uporzadkowart pieciu obiektéw podanych przez pigciu
ekspertow.

Przykiad 4 [3].

Dane jest pig¢ uporzadkowan pigciu obiektéw

P': (O, 05), 04, (01, O)

P”: (01, 05), 02, 05, 04

P’ 01, O, (03, 05), 02 69
P*: O4, O, (01, 03, Os)

P’ 035, 05, 04, 01, O,

Macierz rozktadu gtoséw ekspertéw z uwzglednieniem rownowaznosci obiektéw ma postaé

o 0, O3 O4 Os
o) - 3+% | lAa+n 2 2+,
0, | 1+% - 1 2 1Yatlh
Oy | 2%t | 4 - 2 3+% (55)
Oy 3 3 3 - 2
Os | 244 | 2%+ | 144 3 -




Przyjecie macierzy rozktadu gloséw ekspertow w postaci danej wzorem (55) wymaga
pewnego komentarza.
Uwzglednienienie w rozwazaniach ,,poldwek” gloséw ekspertdéw wynika z przyjetego
zalozenia, ze réwnowazno$é obiektéw O; oraz O, w podanej przez eksperta ocenie jest
traktowana jako wystgpienie dwoch przeciwstawnych opinii: O; > O, oraz O, » O;. Aby liczba
glosow ekspertow si¢ zgadzata, przyjmujemy umownie, Ze te przeciwstawne opinie stanowig

potowe glosu eksperta.

Jezeli dwoch ekspertéw uznaje obiekty O; oraz O; za réwnowazne, to nalezy przyjaé —
stosujac podany schemat postgpowania — ze jeden ekspert podat ocen¢ O;> O oraz jeden
ekspert podat oceng O; > O,.

Jezeli trzech ekspertéw uznato obiekty O; oraz O, za réwnowazne, to nalezy przyja¢ ~
stosujgc podany schemat postgpowania — ze jeden ekspert i ,,% eksperta” podali ocene O; > O;
oraz, ze jeden ekspert i ,,%2 eksperta” podali oceng O; > O;.

Jezeli wigksza liczba ekspertéw uznaje obiekty O; oraz O; za réwnowazne, stosujemy
ten sam schemat postepowania.

W zwigzku z tym, macierz rozkiadu glosdw ekspertow (55) przybiera postaé

0, O, 0 O4 Os
Oy - 3 2 2 2V
O, 1% - 1 2 2
O 3 4 - 2 3% (56)
Oy 3 3 3 - 2
Os 2% 3 1% 3 -

Zwykia wigkszo$¢ gloséw wynosi K, =3> -j— A zatem mozna przyjac, ze relacj¢ zwyklej

wigkszosdci spelniaja nast¢pujace pary obiektédw:

a) Oy > 0, b) O3 > Oy ¢) O3>0 d) O3> Os e) O4 >~ O 57
) Oy> O, g) Os> O h) Os > O, i) Os > Oq

A zatem mediany nie moga stanowi¢ uporzadkowania, w ktorych sg spelnione relacje
przeciwne, to znaczy

a) Oy > Oy b) Oy > O3 c) 02> 04 d) Os > 04 €) 01> 04 (58)
H Oy 04 g) O3> 0, h) Oz > Os ) O4 > Os


























































