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WSTEP

Analiza wrazliwosci rozwiazart zadan optymalizacji Jest dziatem
zajmujacym sie badaniem wptywu zaburzern danych zadania na jego rozwig-
zania. Zwykle jest zaliczana do tak zwane]j analizy pooptymalizacy jnej
(patrz np. [23,49]), ktdra rozpoczyna sie po uzyskaniu rozwiazania
optymalnego lub przybliZzonego zadania.

Podstawowy problem rozwazany w analizie wrazliwosci dla =zadan
optymalizacji dyskretnej polega na wyznaczeniu dla danego rozwigzania
optymalnego lub suboptymalnego takich zmian danych =zadania, przy
ktérych rozwiazanie to pozosta je rozwigzaniem optymalnym
(suboptymalnym). Takie podzbiory danych zadania nazywane sa obszarami
niewrazliwoscl rozwiagzarni (patrz [48,49]). W konkretnych przypadkach
badane sa rozmaite warianty tego podstawowego problemu, sprowadzajace
sie najczesciej do zawezenia go w taki sposdéb, Ze analizowane sa
jedynie obszary zmiennosci wybranych parametréw zadania (na przykiad
pojedyriczych wspéiczynnikéw) nie naruszajace optymalnosci danego
rozwiazania.

Takie postawienie problemu wrazliwo$ci rozwiazan w optymalizacji
dyskretnej roézni sie od typowego postawienia problemu wrazliwosci na
przyktad w programowaniu nieliniowym (patrz np. [18]). W tym ostatnim
przypadku celem analizy wrazliwosci jest zwykle wyznaczenie
zaleznosci zmian rozwigzan optymalnych 1 warto$ci optymalnej zadania
od niewielkich zaburzen danych.

Analiza wrazliwo$ci rozwiazan ma s$cisty zwigzek z innym dzialem

analizy pooptymalizacyjnej - tak zwang analiza parametryczna rozwia-



zari. Dotyczy ona sytuacji, w ktdérej zaktada sie, ze dane zadania za-
leza od pewnego zbioru parametréw. Celem analizy parametrycznej Jest
rozbicie catego obszaru zmienno$ci parametréw na maksymalne w sensie
zawierania podobszary, w ktdérych rozwiazania optymalne zadania pozos-
taja niezmienne, a nastepnie wyznaczenie rozwiazan optymalnych dla
kazdego z tych obszardw. Tak wiec kazdy z obszardéw znajdowanych w ana-
lizie parametrycznej jest pewnym podzbiorem obszaru niewrazliwosgci dla
odpowiada jacego mu rozwiazania optymalnego. Pozwala to na wykorzysta-
nie wynikéw analizy wrazliwosci w analizie parametrycznej.

Potrzeba prowadzenia analizy wrazliwos$ci rozwigzan w optymaliza-
cji dyskretnej wynika z tych samych przestanek, co w przypadku innych
dziatow optymalizacji. Podstawowym powodem badania wrazliwosci
rozwigzania w przypadku praktycznego problemu jest to, Ze rozwigzanie
to Jjest uzyskiwane przy niedoktadnych danych zadania. Wyznaczenie
obszaru niewrazliwosci lub jego podobszaréow pozwala sie zorientowaé,
na ile wiarygodne jest takie rozwiazanie. Pozwala to rdwniez na
wskazanie, ktdére z parametréw modelu sa najistotniejsze i1 powinny byd
W 2zwigzku z tym estymowane ze szczegdlna uwaga.

W sposdb naturalny obszar niewrazliwosci okresla roéwniez zakres
stosowalnosci danego rozwiazania, a co =za tym idzie, potrzebe
reoptymalizacji przy doktadnych wprawdzie, ale =zmieniajacych sie
danych. W przypadku optymalizacji dyskretnej argument ten staje sie
szczegdlnie istotny, ze wzgledu na wysoka zwykle ztozonosdé
obliczeniowg tego typu zadan. Przy tym sytuacje, w ktérych zachodzi
potrzeba rozwigzania sekwencji probleméw nieznacznie rdézniacych sie
danymi, zachodza bardzo czesto. Powodem ich wystapienia moze by¢
naturalna zmienno$¢ parametréw zadania (na przyktad cen, itp.). Inny
powdd wynika ze specyfiki metod optymalizacji, ktére uzywaja danego
zadania jako podproblemu i w kolejnych iteracjach wymagaja rozwiazania
go dla innych, czesto nieznacznie zmienionych, danych. Z taka

sytuacjg mamy do czynienia na przyktad przy rozwiagzywaniu zadan
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dualnych (patrz np. [52]) oraz w metodzie podziatu i oszacowan.

Prace dotyczace analizy pooptymalizacyjnej w optymalizacji
dyskretnej zaczetly sie pojawiad¢ w plerwszej potowie lat siedemdziesia-
tych. 0Od tego czasu liczba publikacji dotyczacych tej tematyki znacz-
nie przekroczyta sto. Jednakze dziedzina ta nadal nie jest w peini
uksztattowana. Wiekszosc¢ publikacji nadal koncentruje sie na zagad-
nieniach dotyczacych konkretnych szczegélnych probleméw.

Praca niniejsza jest plerwsza tak obszerna pozycja monograficzna
dotyczace ilosciowych problemdéw analizy wrazliwosci dla zadan optyma-
lizacji dyskretnej. Zagadnienia jakos$ciowego badania wrazliwosci
(przez co rozumie sie na przykiad analize takich wiasciwodci rozwiazamn
zadann z zaburzonymi parametrami, jak ciggtosc¢ multifunkcji opisujacych
zbiory rozwiazan dopuszczalnych i optymalnych) sa tu catkowicie pomi-
niete. Ta tematyka wykazuje zreszta znacznie wigce]j zbieznosci z
analogicznymi zagadnieniami w optymalizacji ciagtej i1 doczekata sie
opracowan monograficznych [4,66].

Zasadniczym zagadnieniem omawianym w pracy jest problenm
wyznaczania obszardéw niewrazliwosci dla rozwigzan optymalnych zadan

dyskretnych, ktéry jest traktowany jako centralny problem w analizie

wrazliwoéci dla tych zadan. Inne zagadnienia sa poruszane w bardzo
niewielkim stopniu. Niemal catkowicie sa pomijane wyniki dotyczace
ilosciowej analizy parametrycznej. Nalezy Jjednak sadzic¢, ze ze

wzgledu na pilna potrzebe stworzenia skutecznych metod dla zagadnien
parametrycznych, dziedzina ta stanie sie w najblizszym czasie jednym z
najbardziej dynamicznie rozwijajacych sie dziaidéw optymalizacji

dyskretne].

Uktad pracy jest nastepujacy. Praca jest podzielona na trzy roz-

dziaty.
Rozdziat 1 przedstawia sformutowania podstawowych problemdw poja-

wiajacych sie w analizie pooptymalizacyjnej dla zadan dyskretnych.
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Omawiane sa roéwniez problemy, ktdore tylko w niewielkim stopniu sa roz-
wijane w dalszych czes$ciach pracy, ale zostaty tu zamieszczone dla
peitnosci prezentacji. Rozdziat rozpoczyna sie od sformutowania klasy
zadaik dyskretnych, ktérych dotycza dalsze rozwazania, oraz podania
przyktaddéw takich zadari.

Rozdziat 2 jest opisem technik , ktdére moga byc¢ uzywane do znaj-
dowania obszardéw lub podobszaréw niewrazliwosci dla zadarn optymaliza-
cji dyskretnej. Prezentacja ta 'jest podporzadkowana powigzaniom
miedzy analiza wrazliwo$ci a mozliwo$cia sformutowania warunkdéw
optymalnosci rozwiazania. Obszernie sa przedstawlane zwigzki analizy
wrazliwosci z dualnoscia dla zadan dyskretnych.

Rozdziat 3 jest najobszerniejsza czescia pracy i zawiera wyniki
analizy wrazliwos$ci dla kilku wybranych zadan optymalizacji dyskret-
nej. W trzech kolejnych podrozdziatach przedstawione sa rezultaty
uzyskane dla zadania znajdowania w matroidzie bazy o minimalnej wadze,
binarnego zadania zatadunku oraz zadan wyznaczania w grafie najkroét-
szej drogi 1 obwodu Hamiltona. Starano sie, aby podrozdziaty te mogty
by¢é czytane w duzym stopniu niezaleznie od siebie, co powodowato ko-
nieczno$¢ przypominania i powtarzania niektérych oznaczen. Jednakze
wystepuja $ciste zwiazki miedzy tymi czed$ciami pracy, na przyktad w
rozdziale o drogach i obwodach Hamiltoma w istotny sposdéb korzysta sie
z rezultatdéw uzyskanych dla baz matroidoéw.

Prace koriczy spis literatury, zawlerajacy wybdr waznie jszych po-
zycji dotyczacych analizy wrazliwodci dla zadan optymalizacji dyskret-

nej.
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ROZDZIAL 1

PODSTAWOWE PROBLEMY W ANALIZIE WRAZLIWOSCI ROZWIAZAN
DLA ZADAN OPTYMALIZACJI DYSKRETNEJ

1.1 Zadania optymalizacji dyskretne]

Dany Jjest zbidér skornczony S = (el,...,en) oraz rodzina jego
podzbioréw ¥ ¢ 25. Elementy rodziny ¥ bedziemy nazywaé¢ rozwigzaniami
dopuszczalnymi zadania. Zatézmy, zZe dla kazdego e € S okreslona jest
liczba rzeczywista c(e) nazywana waga elementu e. Jakosé rozwiazania
dopuszczalnego X € F jest oceniana przez wage C(X) rozwigzania,

definiowang jako suma wag elementdw nalezacych do X, tzn.:

C(X) = Z cle).

eeX

W bardziej ogdélnym przypadku moga by¢ rozwazane inne funkcje
rzeczywiste w : 2° 5 R okreslajace wagi elementdédw zbioru F.
Jednakze omawiany w pracy przypadek liniowy jest praktycznie naj-
wazniejszy. Ponadto, znaczna czgs$¢ zadan nieliniowych mozZze by¢

formalnie sprowadzona do omawianego tu zadania (patrz np. [47]).
Zadanie oplymalizacji dyskretnej jest formutowane nastepujaco:

Nalezy wyznaczyc¢ rozwigzanie dopuszczalne x?, ktérego waga jest

nie wigksza niz waga dowolnego innego rozwiazania dopuszczalnego.
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Bedziemy stosowaé¢ standardowy zapis zadania (P)

(P) v(P) = min C(X).
Xe¥F

Wartos¢ v(P) nazywamy warto$cia optymalns zadania (P), a rozwiazanie
X°, dla ktérego C(X°) = v(P), rozwiazaniem optymalnym tego zadania.
Zbidér rozwiazarh optymalnych =zadania (P) bedziemy oznaczaé symbolem
Q(P), Jesli ¥ = @, to wdéwczas zadanie (P) jest sprzeczne i przyjmu-
Jjemy, ze jego warto$c¢ optymalna jest réwna w.

W niektdérych przypadkach bardziej naturalne Jjest takie
sformutowanie zadania (P), w ktdérym poszukuje sie elementu rodziny ¥
ma jacego maksymalna (a nie minimalnag) wage, a zatem zadanie ma wéwczas

postac nastepujaca :

max C(X).
Xe¥F

Zadanie powyzsze daje sie wprawdzie sprowadzi¢ do zadania (P) prezez
prosta zamiane znakdéw wag elementdéw, ale w dalszej czesci, zaleznie od

kontekstu, bedziemy uzywac¢ obu sformutowan.
W postaci zadania (P) mozna zapisaé znaczna czes$é rozpatrywanych

zadan optymalizacji dyskretnej. Nizej podamy kilka wybranych
przyktadéw takich zadarn.

1° Zadania ekstremalne na grafach

Dany jest graf nieskierowany G = (V,E), gdzie V jest zbiorem
wierzchotkéw, a E zbiorem krawedzi (patrz na przyktad [14,41,79}).
Kazdej krawedzi e grafu przyporzadkowana jest waga c(e), ktdra moze

byé interpretowana jako jej dtugosc. Definiujac odpowiednio rodzine
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podzbioréw F otrzymujemy rézne klasyczne problemy optymalizacyjne na
grafach. Na przykitad rodzina ¥ moze by¢ wybrana jako zbidér drog w G
taczacych ustalone wierzchotki s oraz t, zbidér drég Hamiltona, zbidr
obwoddéw Hamiltona, zbidér drzew rozpinajacych (dendrytéw), =zbidr
przekrojéw grafu, itp. Otrzymujemy wéwczas znane zadania {(patrz np.
{12,79])) znajdowania w grafie G najkrotszej drogi taczace]j wierzcho-
tek s z wierzchotkiem t, zadanie wyznaczania w G najkrotsze]j drogi
Hamiltona, =zadanie komiwojazera, =zadanie wyznaczania najkrétszego
drzewa rozpinajacego w grafie, zadanie znajdowania minimalnego prze-
kroju grafu. Niektére z tych zadan beda omawiane doktadniej w dal-
szych rozdziatach. W podobny sposdéb moga byc¢ definiowane inne zadania
optymalizacyjne zwiazane z grafami, takie jak problem chinskiego lis-

tonosza, zadanie skojarzenia, itp.

2° Problemy optymalizaciji na matroidach

Na jbardziej znanym problemem kombinatorycznym tego typu jJest
zagadnienie wyznaczania bazy matroidu majacej minimalng wage (patrz
np. [43,58,60]). W tym przypadku rodzina F Jjest zbiorem baz
matroidu zdefiniowanego na zbiorze S, a funkcja C okre$la wagi
elementédw matroidu. Liczne problemy z zakresu badan operacyjnych moga
by¢ formutowane jako zagadnienie wyznaczania bazy o minimalnej wadze w
odpowiednio zdefiniowanym matroidzie (patrz np. {60]). Problem ten
jest szczegodtowo omawiany w Rozdziale 2.

Obszerna klase =zadan optymalizacji dyskretnej otrzymujemy w
przypadku, gdy rodzina ¥ jest zdefiniowana jako przeciecie rodzin

zbiordw niezaleznych kilku matroidow ([431).

3° Zadania optymalizacyijne na zbiorach permutacji

Jest to obszerna klasa zadan kombinatorycznych, w ktdérych zbiér
rozwigzan dopuszczalnych jest podzbiorem zbioru permutacji pewnego

zbioru skonczonego. Nalezg tu liczne warianty zadania komiwojazera
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{42), zadania przydziatu [21] oraz bardzo liczne zadania szeregowania

prac (patrz np. [8]).

We wszystkich powyzszych przyktadach zbiér F w peini definiuje
strukture zadania, natomiast dane, ktérych zmienno$é mozemy badad,
mieszczg sie w funkcji celu. 2Zbiér F jest przy tym zwykle zadawany
opisowo.

Wazng klase zadan optymalizacji dyskretnej stanowiq problemy, w
ktérych rodzina ¥ jest okreélana poprzez wprowadzenie zmiennych
zadania 1 podanie uktadu ograniczern. Mamy wowczas do czynienia z
zadaniami programowania matematycznego dyskretnego. Typowym

przyktadem zadan tego typu jest omawiane nizej zadanie programowania

binarnego liniowego.

o] . . . . .
4 Zadanie programowania binarnego liniowego

Zadanie to jest formutowane nastepujaco :
Dane sg maclerz A e R 1  wektory b e R oraz c¢ € R". Wektor
x € R" nazywamy wektorem dopuszczalnym, jesii x € (O,l)n i spetnia
ograniczenia Ax =z b. Zadanie polega na znalezieniu takiego wektora
dopuszczalnego x°, dla ktérego wartosé iloczynu skalarnego z
wektorem c¢ jest najmniejsza, to znaczy
c'x° = min ch
Ax = b (1.1)
x € {0,1}",

Réwnowazne sformutowanie powyZzszego 2adania w postaci problemu (P)

otrzymujemy, biorac S = (el,...,e }, cle) = ¢, i=1,...,n, oraz
n 1 1

definiujac zbidér F jako rodzine takich podzbioréw X € S, ktérych
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wektory charakterystyczne x = €(X) speiniajg warunki Ax z b.

W powyzszym przyktadzie dane zadania, ktdére mozemy zaburzaé,

wystepuja zardéwno w funkcji celu, Jjak i1 w warunkach okres$lajacych

rodzing ¥. Dla tego typu zadan przyjmiemy, ze F jest zalezna od

pewnego parametru u nalezacego do okres$lonego zbioru parametréw U,

tzn. F = F(u). W powyzszym przyktadzie mamy u =

(A,b) € U, przy czym
U =r"" x R".

1.2 Obszary niewrazliwosci rozwiazan

Wypiszmy raz Jjeszcze problem (P), eksponujac zaleznos$¢ od danych

zadania:

(P} min z cle).
Xe?(u)SZS eeX

Dane zadania (P) moga byc¢ teraz okresglone jako para

p = (c,u},
gdzie ¢ = (c(el),...‘c(en))T.

Zbior mozliwych danych zadania, ozna-

czany dalej przez P, Jjest podzbiorem zbioru € x U, gdzie € Jjest

zbiorem mozliwych wektordw wspéiczynnikow funkcji celu, a U zbiorem

mozliwych parametroéw u.
Jesli w dalszych rozwazaniach bedzie potrzebne =zaznaczenie

zaleznosci od danych zadania, woéwczas zbidr rozwigzan optymalnych

zadania (P) z danymi p bedziemy oznaczaé¢ symbolem Q(P,p),

natomiast
wartosé¢ optymalng tego zadania symbolem v(P,p).
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Wyznaczenie catego obszaru niewrazliwosci dla danego rozwiazania
jest zwykle =zadaniem bardzo trudnym i poza nielicznymi szczegdlnymi
przypadkaml wydaje sie niewykonalne. Ponadto, mozna sie spodziewad,
2e peiny opis zbioru P(X°) okazatby sie na tyle skomplikowany, ze
praktyczne jego wykorzystanie byioby watpliwe. Dlatego wiekszos¢ prac
dotyczacych analizy wrazliwosci w programowaniu dyskretnym koncentruje
sie na znajdowaniu podzbloréw zbioru P(X°), wuzyskiwanych przy
zatozeniu, ze czes¢ parametréw wchodzacych w dane zadania jest
ustalona (co jest rdéwnowazne odpowiedniemu zdefiniowaniu zbioru % ).

W skrajnym przypadku moze nas interesowa¢ podzbidér obszaru
niewrazliwosci otrzymywany przy zatozeniu, ze wszystkie dane zadania =z
wyjatkliem jednego skalarnego parametru g sa ustalone i interesuja nas
maksymalny przyrost g* oraz maksymalne zmniejszenie g~ tego parametru
(w stosunku do wartosci q°, przy ktdrej uzyskano rozwigzanie optymalne
XO), takie, ze x° pozostaje rozwiazaniem optymalnym =zadania, jesli
parametr q nalezy do przedziatu [q°-q~,q°+q*]. Taklie wartosci q*, g~
nazywamy odpowlednio tolerancja gdrna 1 tolerancja dolna parametru g
wzgledem rozwigzania X°. Rysunek 2 ilustruje wprowadzone pojgcia.

R —

CxU

Rys.2. Tolerancje parametru q wzgledem rozwliazania X"
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Tolerancje pojedyriczych parametréw sa najczesciej badanymi
obiektami w analizie wrazliwosci rozwiazan =zadan optymalizacji
dyskretnej (patrz np. (24,54,57,76,82]). Pozwalaja one na uzyskanie
zakresu dopuszczalnej zmiennosci pojedyriczych parametréw, przy ktérym
nie jest potrzebna reoptymalizacja. Ponadto dostarczaja one pewnych
ogélnych informacji o zagadnieniu optymalizacyjnym, ktdérego =zapisem
formalnym jest dane =zadanie. Je$li na przyktad qg*, g sa mate w
stosunku do g°, to moze to by¢ wskazdwka, ze parametr g W modelu
powinien by¢ estymowany ze szczegdlna uwaga.

Czesto jednak w optymalizacji dyskretnej nawet wyznaczenie
tolerancji pojedynczych parametréw okazuje sig zbyt trudne 1 musimy
sie zadowoli¢ znajdowaniem ich dolnych oszacowari, co odpowiada wyzna-
czeniu pewnego odcinka nalezacego do przedziatu [q° - g7, q° + q*l.
Powstaje oczywidécie pytanie, czy tak ograniczona analiza wrazliwosci
rozwiazan jest nadal uzyteczna w praktyce. W Rozdziale 3 zostana po-
dane przyktady zardéwno takich sytuacji, gdy mozliwe jest przeprowadze-
nie peinej analizy wrazliwosci dla danego rozwiazania X%, to znaczy
wyznaczenie catego zbioru P(X°), Jjak i przyktady sytuacji, kiedy po-
trafimy uzyska¢ zaledwie oszacowania tolerancji pojedynczych paramet-
row. Ponizszy przyktad pokazuje, Ze nawet w tym ostatnim przypadku

uzyskiwane informacje moga by¢ pozyteczne.

Przyktad 1.1

Na Rysunku 3 przedstawiony jest graf nieskierowany wazony, dla
ktérego rozwigzane zostato =zadanie wyznaczania najkrétszej drogi
Hamiltona (to znaczy drogi przechodzacej doktadnie jeden raz przez
wszystkie wierzchotki grafu - patrz np. [43]) taczacej wierzchotki 1
oraz 6 . Droga optymalna jest zaznaczona linig pogrubiona. Przy
kazdej krawedzi podana Jjest jej diugosé, przy ktérej uzyskano

zaznaczong droge Hamiltona, a takze (ze znakiem +) dopuszczalny
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procentowy przyrost oraz (ze znakiem -) dopuszczalne procentowe
zmnie jszenie tej diugosci (przy ustalonych ditugosciach pozostatych
krawedzi) nie naruszajace optymalnosci tej drogi. Metoda wyznaczania

takich dopuszczalnych zmian dtugosci krawedzi grafu w przypadku
zadania znajdowania najkrétszej drogi Hamiltona jest podana w

Rozdziale 3.

+ 00
18 -60%

\\\\\\\\ *1613%
7\

Rys.3 Przyktad dopuszczalnych zmian diugosci krawedzi

Oméwione wyzej zagadnienia wiaza sie z opisem (kompletnym 1lub
czesciowym) obszaru niewrazliwosci danego rozwigzania optymalnego.
Odrebnym zagadnieniem w analizie wrazliwos$ci jest problem polegajacy
na stwierdzeniu czy dane p’ zadania, gdzie p’=# po, naleza do obszaru
niewrazliwogci P(X") Znanego rozwigzania optymalnego X°. Problem ten
wiaze sie¢ z tak zwanym zagadnieniem reoptymalizacji, ktdére stawiane

Jjest nastepujaco
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Majac dane rozwiazanie X° zadania (P) z danymi p° nalezy znalezé

rozwiazanie tego zadania z danymi p’.

W optymalizacji dyskretnej problem reoptymalizacji Jest zwykle
kosztowny obliczeniowo i czg¢sto sprowadza sie do ponownego rozwiazania
zadania (P) =z danymi p’. W roéznych szczegélnych przypadkach
pode jmowane sa préby takich modyfikacji algorytméw rozwiazywania
zadania (P), ktére pozwalaja na tansza reoptymalizacje (patrz np.
[11,64,67,68,87]).

Pierwszym krokiem W procedurze reoptymalizacji moze by¢
stwierdzenie, czy zmiana danych z p0 na p’ narusza optymalnos$dé roz-
wigzania x°.  Takie postepowanie jest uzasadnione zwtaszcza wtedy, gdy
zmiana danych Jjest niewielka. Niektdére z omawianych w Rozdziale 2
metod badania obszardéw niewrazliwosci dobrze nadaja sie do orzekania
czy p’ € P(X"), chociaz nie daja bezpoérednio opisu obszaru niewraz-
liwosci. Moga one by¢ jednak uzyte (w potaczeniu ze znajomodcig wias-
ciwosci obszardw niewrazliwosci dla konkretnego problemu) do znajdo-
wania podzbioréw takich obszardw. Jesli na przyktrad wiadomo, zZe w
danym przypadku obszar niewrazliwosci Jjest wypukty, a rdéwnoczesnie
mozna stwierdzié¢ przy pomocy takiej metody, Ze dla pi e P, 1 €1,
zachodzi warunek pi € P, to tym samym zostaje wyznaczony podzbidér P’

. e . i,
obszaru niewrazliwosci, gdzie P’ = conv(p, i € I).
p

Oprécz omawianych wyzej obszardw niewrazliwosci oraz tolerancji
pojedyriczych parametréw, mozliwe jest Dbadanie innych obiektéw
charakteryzujacych wrazliwosé rozwiazania optymalnego na zmiany
danych. Jednym 2z takich wskaznikéw jest promieri niewrazliwosci
rozwiazania XO, ktéry jest definiowany nastepujaco:

Zatézmy, ze w przestrzeni danych zadania © x U okreslona jest

metryka 8 i niech K_(p) bedzie kula otwarta o S$rodku w punkcie p i

promieniu r.
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Definicja 1.2
Promieniem niewrazliwosci rozwiazania X° nazywamy liczbe rzeczywista
p(X°), gdzie
p(X°) = sup{r : K.(p) n P < P(X*)}.

Znajomoé¢ promienia niewrazliwoéci jest bardzo wygodna w praktycz-
nych zastosowaniach. Jes$li na przykiad w zadaniu (P) parametr u jest

ustalony 1 przyjeta w P metryka Jest metryka Czebyszewa, tzn.

d(c’,c”) = max{lc;"—c;,

U

. n

i=1,...,n}, ¢ ,c” € R, a ponadto pro-
. . . . . . . . - o . . . . .

mien niewrazliwoéci rozwiazania X jest rowny p, to wiadomo, ze kazdy

ze wspétczynnikéw c;, i =1,...,n, funkcji celu zadania mozna dowolnie

i niezaleznie od pozostatych zaburzaé w obszarze (c;-p,c;+p) n P nie

naruszajac optymalnosci rozwigzanla X°. Niestety, czesto sie zdarza,
ze p(X°) = 0. Zauwazmy, Ze tak jest zawsze, gdy istnieje inne roz-
wigazanie optymalne X" zadania (P) rézne od X° . W mnie jszym stopniu

problem ten wysteuje, jesli zamiast obszardw niewrazliwosci rozwigzan
sg rozwazane opisane nize]j obszary e-niewrazliwosci.

Niech dla ustalonego e = 0, Qg(P,p) oznacza zbiér rozwiazan
e-optymalnych zadania (P) z danymi p =(c,u), to znaczy
Qe(P,p) = {X € F : C(X) =v(P,p) + ¢ }.

Definicja 1.3

Zbidr PC(XO), gdzie PC(XO) ={pe?P: X e Q.(P,p)}, nazywamy

obszarem €-niewrazliwosci rozwigzania X

Jest oczywiste, ze P(X°) ¢ PC(XO) dla dowolnego € = 0. C(Czesd

metod wuzywanych do 2znajdowania obszaréw niewrazliwoéci mozna w

25



naturalny sposdb przystosowac do wyznaczania obszaroéw
€-niewrazliwosci. W naturalny sposéb moga by¢ réwniez przedefiniowane

takie pojecia jak tolerancje elementéw 1 promien niewrazliwosci.

We wszystkich dotychczasowych rozwazaniach punktem odniesienia
byto jedno znane rozwiazanie optymalne zadania. Inne podejscie do
zagadnienn wrazliwosci jest prezentowane w ciggu prac [39,45,46, 78]
zapoczatkowanych publikacjg [44]. Punktem wyjscia Jjest tam caty zbiér
rozwigzan optymalnych zadania (P). Narzuca to inne rozumienie
obszardw niewrazliwosci 1 zamiast pojecia obszaru niewrazliwosci
rozwigzania optymalnego X° wprowadzane jest pojecie obszaru

niewrazliwosci wzgledem zbioru rozwiazari optymalnych.

Definicja 1.4
Obszarem niewrazliwos$ci wzgledem zbioru rozwiazan optymalnych Q(P,p)

nazywamy taki maksymalny podzbiér Pq(p) € P danych zadania, dla kté-

rego zachodzi warunek

p’ € Pa(p) » Q(P,p’) < Q(P,p).

Zauwazmy, ze jesli Q(P,p) = {X")}, co oznacza, ze |Q(P,p)] = 1, to
wowczas tak zdefiniowany obszar niewrazliwosci pokrywa sie ze zbiorem
P(x°).

Uzytecznoé$¢ znajomosci takiego obiektu, jak obszar niewrazliwosci
wzgledem catego zbioru rozwigzan optymalnych polega na tym, ze z fak-
tu, iz p’ € Pglp), wynika, Zze rozwiazaniem optymalnym zadania (P) z
danymi p’ musi by¢ jedno z rozwigzan ze zbioru Q(P,p). Podstawowy
problem, na jaki napotyka omawiane podejscie, sprowadza sie do tego,
ze aby z takiej informacji praktycznie skorzystaé, trzeba znadé wszys-

tkie elementy zbioru Q(P,p). 2 taka sytuacja mamy do czynienia bar-
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dzo rzadko. Co wiecej, w praktycznych zadaniach zbiér Q(P,p) moze
by¢ bardzo liczny.

Wiekszos$¢ wspomnianych wyzej prac koncentruje sie nie na badaniu
samego obszaru Pq(p), lecz zwiazanego z nim obiektu, bedacego
analogiem wprowadzonego wyzej promienia niewrazliwosci rozwiazania i
nazywanego promieniem stabilnosci danych p.

Przyjmijmy, jak poprzednio, Ze przy wprowadzonej w & x U metryce,

K (p) oznacza kule otwarta o $rodku w punkcie p 1 promieniu r.
r

Definicja 1.5

Promieniem stabilnos$ci danych p dla =zadania (P) nazywamy liczbe

rzeczywista p , gdzie
p

pp = sup{r : Kr(p) n P < Pqlp)}.

Do zagadnien zwiazanych z wyznaczaniem tak zdefiniowanego promie-

nia stabilnoéci danych powrécimy jeszcze w Rozdziale 2.

1.3. Analiza parametryczna rozwiazan

Zagadnienie wyznaczania obszaréw niewrazliwosci rozwigzan jest
charakterystycznym 1 najbardziej podstawowym problemem w analizie
wrazliwosci dla zadan programowania dyskretnego. Problem ten ma
bardzo $cisty zwiazek z drugim dziatem analizy pooptymalizacyjnej -
tak zwana analiza parametryczna rozwiazari. Zasadnicze =zagadnienie

stawiane w analizie parametrycznej jest formutowane nastepujaco:
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wiecej niz jednego indeksu i. Taka sytuacja moze nie by¢ wygodna w
praktyce, jes$li chcemy, aby rozwiazanie zadania parametrycznego dawato
prosta regute decyzyjna, przyporzadkowujaca danemu punktowi P z
obszaru danych P doktadnie Jjedno rozwiazanie optymalne X(p).
Wéwczas =zadanie parametryczne stawia sie w nleco innej postaci,

zada jac wyznaczenia rozbicia zbioru P. Oznacza to, ze nalezy znalez¢é

r

zbiory P!,...,Pr € P takie, ze Ugi =P, PinpPl=og dlai# j,
i=1

a ponadto, kazdy ze zbioréw Pi, i = 1,...,r, jest podzbiorem obszaru

niewrazliwosci pewnego rozwigzania Xi. Przy takim postawieniu

zadania parametrycznego, wspomniana wyzej niejednoznaczno$¢ w regule

decyzyjnej dotyczy jedynie brzegéw obszardw Pl.

Potrzeba prowadzenia analizy parametrycznej wynika z tych samych
przestanek, co potrzeba prowadzenia analizy wrazliwos$ci rozwigzan. Te
oba dzialy analizy pooptymalizacyjnej sa zreszta $cisle ze soba
powiazane 1 wumiejetno$é prowadzenia analizy wrazliwosci moze by¢
wykorzystana w analizie parametrycznej (patrz na przyktad [53]).

Oprécz naturalnych 2Zroédet =zadan parametrycznych interesujace sa
réwniez te zadania, ktére wynikajg z formalnych transformacji zadan
dyskretnych do probleméw parametrycznych. Przykitadem takiej transfor-
macji Jest zastapienie zadania wyznaczania zbioru rozwiazan efektyw-
nych problemu z dwoma funkcjami celu zadaniem parametrycznym z jedna
funkcja celu (patrz np. [59]).

Ogdélny problem parametryczny w optymalizacji dyskretnej Jest
réwniez bardzo trudny 1 moze by¢é w peini rozwigzany jedynie w
nielicznych szczegdlnych przypadkach. Podobnie, jak przy wyznaczaniu
obszardéw niewrazliwosci, uzyskiwane rezultaty odnosza sie gtdéwnie do
sytuacji, gdy dopuszczana @ jest zmiennosdé Jjedynie nielicznych

parametréw zadania (patrz np. [3,25,31,33,35,38,61,63,69]1).
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ZAKONCZENIE

Analiza wrazliwosci rozwigzan staje sle obecnie dynamicznie
rozwijajacym sie dziatem optymalizacji dyskretne]j. Jednakze nadal
pozostaje w niej wiele nierozwigzanych problemdw. Rowniez czesto
mozliwosci obliczeniowe badania wrazliwosci rozwiazan znacznie
odbiegaja od praktycznych potrzeb. W duzym stopniu jest to
nastepstwem faktu, Ze same =zadania optymalizacji dyskretnej sa

zwykle trudne. Wymownym objawem tych trudnosci jest to, ze obecnie

zaden komercyjny pakiet, ©przeznaczony do rozwigzywania =zadan
dyskretnych, nie oferuje jakichkolwiek mozliwosci analizy
peooptymalizacyjnej.

Wydaje sie, ze obecnie trudno sie spodziewac istotnego postepu,
jesli chodzi o ogdlne techniki rozwiazywania probleméw z zakresu
analizy wrazliwosci. Ciagle perspektywiczne wydaja sie natomiast
badania dla poszczegdlnych klas zadan, a zwtaszcza badania zwigzane
z konkretnymi algorytmami uzywanymi dla tych klas zadarn. W przypad-
ku kazdego takiego algorytmu zasadne jest postawienie na przyktad
pytan o zakres i koszty obliczeniowe modyfikacji, Jjakie nalezatoby
wprowadzi¢ dla wulatwienia reoptymalizacji. Celowe Jjest rdéwniez
analizowanie kazdego =z takich algorytméw =z punktu widzenia
mozliwosci uzycia go do rozwigzywania nie tylko pojedyriczego

zadania, ale cate]j rodziny zadar parametrycznych.

143



Z praktycznego punktu widzenia bardzo pozadane wydajg sie roéw-
niez badania nad przybliZonym rozwigzywaniem zadan z zakresu analizy
pooptymalizacyjnej. Dotyczy to dwéch grup zagadniend. Plerwsza jest
zwigzana z przyblizona analiza wrazliwosci i analiza parametryczng
dla rozwigzan optymalnych =zadani (na przyktad wyznaczanie jedynie
dolnych oszacowann tolerancji, oszacowan promienia niewrazliwosci,
przyblizone okres$lanie przedziatu zmian wartosci optymalnej zadania
przy zmianie parametrdw, itp.). Druga grupa zagadnien dotyczy po-
dobnych probleméw, ale formutowanych dla rozwigzan przyblizonych
zadani. Takie postawienie celdw w analizie wrazliwosci powinno zwy-
kle byc¢ satysfakcjonujace z praktycznego punktu widczenia, a rdwno-

czesnie daje szanse na dostarczenie metod akceptowalnych

obliczeniowo.
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