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Wprowadzenie 

Przedmiotem niniejszej pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych 
algorytmów odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zakłada się, że 

poszukiwane rozwiązania (parametry algorytmów o założonej strukturze, 
nastawy regulatorów) uzyskuje się, stosując komputer w celu wykonania od­
powiednich obliczeń wymaganych przez daną metodę syntezy. Jakość takich 
rozwiązań zależy od trzech podstawowych czynników: 

( 1) właściwości realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu 
reprezentowanych liczb), 

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrażliwości rozwiązania na zmiany 
wejściowych danych), 

( 3) właściwości algorytmu użytego do rozwiązywania postawionego zadania 
(numerycznej stabilności metody pozyskiwania rozwiązań). 

Wymaga podkreślenia, że w rzetelnej analizie cech danego konkretnego spo­
sobu dochodzenia do pożądanych rozwiązań, nie można zaniedbać żadnego 
z wyżej wymienionych aspektów. Przykładowo, nawet numerycznie stabilna 
metoda obliczeniowa implementowana w 'silnej' arytmetyce może, w przy­
padku źle uwarunkowanego zadania, prowadzić do wyników nieakceptowal­
nych ze względu na zakładany cel sterowania. 

Współcześnie obserwuje się intensywne dążenie do zapewnienia metodom 
syntezy algorytmów sterowania odpowiednio wysokiej numerycznej jakości. 
Zabieganie o wymieniony walor dostępnych narzędzi projektowania systemów 
automatycznego sterowania procesami jest głęboko uzasadnione rolą odgry­
waną przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenie 
jakie uzyskała omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia 
się w: ( i) randze licznych publikacji poświęconych tej tematyce (Datta [78], 
Higham et al. [180], Mehrmann i Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al. 
[323], Van Dooren [447], Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (ii) powodzeniu 
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8 WPROWADZENIE 

oraz żywotności inicjatyw służących promowaniu stosownego oprogramowa­
nia - zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET 
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et 
al. [448], http://www.win .tue.nl/ niconet/niconet.html; por. także biblioteka 
NETLIB, http://www.netlib.org/ master_ counts2.html, Elmroth et al. [103]). 

W niniejszej pracy skupiono się na wybranych algorytmach odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym, wywiedzionych głównie z metod przestrzeni 
1{00 . Akcentując potrzebę i znaczenie analizy błędów oraz uwarunkowa­
nia proponowanych metod syntezy algorytmów sterowania, wskazuje się na 
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczególności, dowodzi się, 
że cel ten w wielu przypadkach można osiągnąć przez zastosowanie modelo­
wania sterowanych obiektów opartego na operatorze delta ( J). 

Merytoryczną treść pracy ujęto w sześciu rozdziałach oraz dodatku. 

Wstępny rozdział 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym - w tym 
głównie modeli związanych z operatorem J. Podano tu podstawowe definicje 
oraz pojęcia wykorzystywane w dalszych rozdziałach. 

Rozdział 2. poświęcono problemom syntezy dyskretnych algorytmów ste­
rowania, w których stosuje się metodę rozmieszczania (pozycjonowania) bie­
gunów odpowiedniej funkcji przenoszenia układu zamkniętego. To klasyczne 
zadanie rozwiązuje się, rozważając niezbędne równania diofantyczne zdefi­
niowane dla operatora J. Zbadano właściwości dwóch rodzin par takich 
równań, przyporządkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz 
minimalnofazowym i nieminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa­
nych obiektów. Pokazano w jaki sposób, modyfikując znaną metodę Youli­
Kucery, zapewnić danemu układowi odporną stabilność oraz odporną jakość 
przy założeniu typowych charakterystyk niepewności nominalnego modelu 
obiektu. Podano oszacowanie względnego błędu rozwiązania zadania roz­
mieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych zaburzeń danych tego 
zadania. Rozważono trudności, które pojawiają się przy rozwiązywaniu rów­
nań diofantycznych sformułowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli 
sterowanych obiektów. Przedstawiono także stosowne numerycznie stabilne 
algorytmy upraszczania takich modeli. 

Rozdział 3. poświęcono algorytmom sterowania predykcyjnego w oparciu 
o prognozę sterowanego procesu uzyskiwaną na podstawie odpowiedniego 
modelu tego procesu. Podano analityczne formuły opisujące rodziny cha­
rakterystycznych wielomianów tak ukształtowanych optymalnych układów 
zamkniętych. Omówiono metody parametryzacji takich prototypowych wie­
lomianów przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorów predykcyj-



WPROWADZENIE 9 

nych. Parametryzacja, o której mowa, służy dążeniu do zapewnienia projek­
towanym układom sterowania założonych cech - a więc wymaganego zapasu 
stabilności oraz pożądanego charakteru procesów przejściowych . Rozważania 

tego rozdziału , dotycząc przede wszystkim reguł sterowania w czasie dyskret­
nym, obejmują także analizę asymptotycznych cech układów zamkniętych 
odpowiadających predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie 
ciągłym. 

Tematem rozdziału 4. są właściwości równań Riccatiego oraz Lapunowa 
zdefiniowanych dla modeli związanych z operatorem 8. Sformułowano tu 
lematy dotyczące stabilizujących rozwiązań równań Riccatiego, a także omó­
wiono cechy uogólnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi rów­
naniami . Rozważając wrażliwość dyskretnych równań Riccatiego oraz La­
punowa na zaburzenia elementów macierzowych pęków definiujących takie 
równania, pokazano, że przy dostatecznie małym okresie próbkowania roz­
wiązania równań przyporządkowanych standardowemu operatorowi przesu­
nięcia charakteryzują się znacznie gorszym uwarunkowaniem, a więc i mniej­
szą odpornością na wpływ zaburzeń, w zestawieniu z odpowiednimi równa­
niami wywiedzionymi dla operatora 8. Pokazano też w jaki sposób, korzys­
tając z rozwiązań pewnych pomocniczych równań Lapunowa, ocenić zakres 
niestrukturalizowalnych zaburzeń nominalnego modelu sterowanego obiektu, 
dopuszczalnych ze względu na stabilność układu zamkniętego. 

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy układu zamkniętego, w któ­
rym uogólniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo­
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardową 
macierz rozproszenia oraz łańcuchowe macierze rozproszenia. W następnej 
kolejności wprowadzono cechę tak zwanej J-bezstratności operatora opisu­
jącego dany obiekt, co stanowi podstawę definicji stosownych ]-bezstratnych 
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano właściwości ]-bezstratnych sta­
bilizujących koniugatorów, a także dokonano pewnego uogólnienia definicji 
łańcuchowych macierzy rozproszenia. 

Rozdział 6., ostatni i najobszerniejszy rozdział pracy, poświęcono proble­
mom syntezy dyskretnych układów sterowania oraz estymacji optymalnych 
ze względu na normę 1{00 . Rozważano standardowe zadania formułowane 
dla różnych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogólnionego obiektu, 
koncentrując się przede wszystkim na zadaniach dotyczących łańcuchowych 
macierzy rozproszenia. Podstawę rozwiązania omawianych zadań stanowią 
odpowiednie ]-bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia 
sformułowane w tym rozdziale odnoszą się do problemu istnienia oraz właś­
ciwości rozwiązań dwóch 'sprzężonych' dyskretnych równań Riccatiego po­
danych w postaci stosownej dla operatora ó. W przypadku, w którym model 
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obiektu nie ma zer należących do brzegu obszaru wyznaczonego definicją sta­
bilności liniowych systemów modelowanych za pomocą operatora ó, poszuki­
wane są stabilizujące rozwiązania odpowiednich równań Riccatiego. Gdy 
model obiektu ma takie zera, interesują nas także rozwiązania niestabi­
lizujące stosownych równań Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano 
także analizy podstawowych strukturalnych cech tak uzyskiwanych optymal­
nych regulatorów oraz estymatorów. Wskazano wreszcie na pewien typ os­
obliwych problemów, które - pomimo stosowania reguł modelowania odwołu­
jącego się do operatora ó - mogą charakteryzować się złym numerycznym 
uwarunkowaniem. 

W dodatku A zebrano podstawowe informacje dotyczące uwarunkowa­
nia, oceny względnych błędów, numerycznej stabilności, a także wstecznych 
błędów rozwiązań nieosobliwych zadań liniowych oraz nieosobliwych linio­
wych zadań najmniejszych kwadratów. Dodatek B zawiera spis oznaczeń. 

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy mają analityczne 
ugruntowanie. Prezentacja materiału zasadza się na układzie twierdzeń, 

lematów oraz uwag, czyli podziale odwzorowującym merytoryczną ważkość 
odpowiednich sformułowań. Integralną część pracy stanowią numeryczne 
przykłady, ilustrujące uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszystkie twier­
dzenia oraz lematy są wszakże dowodzone z jednakową szczegółowością. W 
każdym przypadku podano jednak źródło danej tezy, co umożliwia Czytel­
nikowi śledzenie wkładu autora niniejszej pracy w rozwój referowanej tema­
tyki. 

W pracy umieszczono szereg nowych i nigdzie nie publikowanych ele­
mentów. Dotyczy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal­
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnień numerycznego uwarunkowania 
zadania rozmieszczania biegunów, własności oraz syntezy J - bezstratnych 
stabilizujących koniugatorów oraz własności rozszerzonych modeli obiektów 
opisanych łańcuchowymi macierzami rozproszenia. 



Rozdział 1 · 

Modele z czasem dyskretnym 

W niniejszym krótkim rozdziale wprowadzono podstawowe definicje oraz po­
jęcia, związane z wykorzystywanym w dalszych rozdziałach sposobem mo­
delowania obiektów podlegających sterowaniu (estymacji) . Rozważa się tu 
zatem dyskretne modele liniowych obiektów czasu ciągłego, wynikające z 
zastosowania opisu odwołującego się do operatora ó. 

Ten sposób opisu procesów czasu dyskretnego - od momentu publikacji 
źródłowych prac (Goodwin et al. [142], Middleton i Goodwin [293, 294], 
Ninness i Goodwin [303], Williamson [471]) - zyskał duże uznanie, a także 
znalazł liczne zastosowania, zwłaszcza w przypadkach, w których wystę­
puje szybkie próbkowanie przetwarzanych sygnałów. Dotyczy to między in­
nymi: identyfikacji procesów (Gessing [132], Kuznetsov et al. [253], Lauritsen 
[263], Soderstrom et al. [369]), modelowania obiektów dynamicznych (Gev­
ers i Li [133], Goodwin et al. [142], Middleton i Goodwin [294]), cyfrowego 
przetwarzania (filtracji) sygnałów (Goodall i Donoghue [140], Li i Fan [273], 
Poor [327], Sung i Kung [425]), estymacji stanu (Suchomski [407, 409]), a 
także cyfrowego sterowania (Chotai et al. [62], Collins i Song [69], Middleton 
i Goodwin [294], Suchomski [395, 398, 401], Williamson [471]). 

Ważny obszar, w którym efektywnie stosuje się modelowanie wywiedzione 
z koncepcji operatora ó, tworzą zagadnienia związane z realizacją (implemen­
tacją) cyfrowych algorytmów sterowania i filtracji. Spośród prac, w których 
ostatnio podejmowano problemy analizy wpływu błędów (w tym zmienno­
przecinkowych) oraz zaokrągleń współczynników, a także problemy syntezy 
optymalnych (w sensie odporności na wpływ zaburzeń parametrów) struk­
tur algorytmów cyfrowego przetwarzania sygnałów warto wymienić ( Chen et 
al. [59], Li i Gevers [274, 275], Ralev i Bauer [330], Świder [426], Wu et al. 
[473, 474], Wu et al. [475]). 

11 



12 ROZDZIAŁ 1. MODELE Z CZASEM DYSKRETNYM 

Obszerne omówienie różnych możliwości skutecznego wykorzystania mo­
deli, w których stosuje się operator ó znajdziemy w (Suchomski [398]). 

Należy podkreślić, że niniejsza praca nie obejmuje zagadnień związanych 
z realizacją cyfrowych algorytmów sterowania i przetwarzania sygnałów w 
oparciu o modele, w których zakłada się zastosowanie operatora 6; nie podej­
muje się tu także problemów towarzyszących nastawianiu oraz implementacji 
prostych algorytmów w układach odpornej regulacji procesów opisanych za 
tego pomocą tego operatora (Suchomski [395 , 398 , 401]). Jak już powiedziano 
we wprowadzeniu, koncentrujemy się na syntezie algorytmów odpornego ste­
rowania z uwzględnieniem ich numerycznego uwarunkowania. 

Autor przyznaje, iż daleki jest od zalecania modelowania w dziedzinie 
operatora ó jako panaceum na wszelkie trudności, które można napotkać 
przy projektowaniu oraz implementacji reguł sterowania ciągłymi obiektami 
w czasie dyskretnym. Najbliższe 'ideowo' jest mu stanowisko realistyczne z 
jego otwartym krytycyzmem (Gessing [132], Soderstrom et al. [369]), czemu 
wielokrotnie dano wyraz na kartach tej pracy (por. także Suchomski [408]) . 

1.1 Elementy 

Niech IR oznacza ciało liczb rzeczywistych, zaś C ciało liczb zespolonych. 
Przyjmujemy, że Z+ =NU {O} jest zbiorem nieujemnych liczb całkowitych. 
Dla ciągów g = {gkhEZ+ określonych na Z+, gdzie 9k E IRr, wprowadza 
się unormowaną przestrzeń (Banacha) l2 = l2[0,oo) = {g : llgl12 < oo}. 
Niech q : l2 --+ l2 oznacza liniowe odwzorowanie ('operator') przesunięcia, 
określone jako qgk = 9k+l, Y g E l2 . Dyskretnoczasowy operator delta (ó), 
będący liniowym odwzorowaniem ó : l2 --+ l2, definiuje się jako różnicę 
dzieloną pierwszego rzędu 

ó=q-1 
6 

gdzie parametr 6 > O E IR utożsamiamy z okresem próbkowania. Operatory 
q oraz ó są zatem powiązane prostą afiniczną relacją: q = 6ó + 1. 

Przyjmijmy, że (q, z) oraz (6, () są parami odpowiadających sobie ope­
ratorów zdefiniowanych w dziedzinie czasu dyskretnego oraz w dziedzinie 
zespolonej: z= esic,. oraz ( = (esic,. - 1)/ 6, gdzie s EC. 

Niech otwarty zbiór D1c,. = {( : I(+ 1/61 < 1/6} będzie wnętrzem 
okręgu (tarczą koła) o środku w punkcie (-1/6, O) oraz promieniu 1/D.. 
Domknięcie tego zbioru oznaczamy jako V1c,., zaś jego brzeg (okrąg) jako 
ć)D 1c,.. Homograficzne przekształcenie ( koniugacja, parahermi towskie sprzęże­
nie), zdefiniowane jako C 3 ( 1---t (~ = -(/(1 + D.() E C, przyporząd-
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kowuje danemu punktowi płaszczyzny zespolonej jego 'odbicie', czyli obraz 
sprzężony względem 8D1:, (rys. 1.1). 

aot. jlm (, 

o 

Rys 1.1. Ilustracja '5-koniugacji. 

Rozważmy następujący liniowy model zdefiniowany w przestrzeni stanu 
systemu ( obiektu) czasu ciągłego: 

px(t) Apx(t) + Bpu(t) 

y(t) Cpx(t) + Dpu(t) 

gdzie x oznacza wektor stanu tego systemu, u jest wektorem wejściowym, y 

oznacza wektor wyjściowy, zaś p = d/ dt. Przyjmując u w postaci procesu 
przedziałami stałego oraz prawostronnie ciągłego ( co wynika z zastosowa­
nia mechanizmu podtrzymywania zerowego rzędu) , łatwo uzyskujemy odpo­
wiedni dyskretnoczasowy model (Goodwin et al. [142], Middleton i Goodwin 
[293, 294], Rao i Sinha [332], Rostgaard et al. [344]): 

bxk Aoxk + Bouk 

Yk Coxk + Douk 

w którym Xk = x(ki6.), Uk = u(ki6.) oraz Yk = y(ki6.), zaś A0 = ,6,_-l r 1:,Ap, 
B0 = ,6,_-l r 1:,Bp, C0 = Cp oraz D0 = Dp, gdzie r 1:, = fot:, e7 APdT. Takie 
modele nazywane będą dalej modelami w dziedzinie operatora ó. Wartość 

całki występującej w definicji macierzy r 1:, można efektywnie wyznaczyć, 
posługując się metodami opisanymi w (Cheng i Yau [60], Johnson i Phillips 
[203], Moler i Van Loan [296], Van Loan [449], Ward [459]). 
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Standardowy model w czasie dyskretnym związany z operatorem przesu­
nięcia q, czyli model w dziedzinie operatora q, opisany jest uporządkowaną 
czwórką macierzy (Aą, Bą, Cą, Dą), w której Aą = I+ ~A0 , Bq = ~Ba, 
Cą= C0 oraz Dą = D0 , gdzie I oznacza jednostkową macierz o odpowiednim 
wymiarze. Jak łatwo zauważyć, przy ~ ---+ O parametry modelu uzyskanego 
przy zastosowaniu operatora ó dążą do swoich ciągłoczasowych pierwowzo­
rów: (A0 ---+ Ap, B0 ---+ Bp)- W tych samych warunkach, to znaczy, gdy 
wartość okresu próbkowania zmierza do zera, odpowiednie parametry mo­
delu zdefiniowanego w dziedzinie operatora q tracą swoją 'tożsamość': (Aą ---+ 
I, Bq ---+ O) (Goodwin et al. [142], Middleton i Goodwin [294], Neuman 
[299, 300], Ninness i Goodwin [303], Premaratne et al. [328]). Różne aspekty 
skutków wynikających z szybkiego próbkowania przetwarzanych sygnałów w 
wielu obszarach zastosowań sygnałów dyskretnych rozważane są w (Astrom 
et al. [12], Feuer i Middleton [112], Gessing [131], Gevers i Li [133], Good­
win et al. [142], Li i Fan [273], Middleton i Goodwin [294], Poor [327], Rao 
i Sinha [332], Świder [426], Wahlberg [455, 456]). 

Czwórce rzeczywistych macierzy (A, B, C, D) o stosownych wymiarach 
przyporządkowana jest funkcja przenoszenia ( operatorowa transmitancja) 
G(() = C((I - A)-1 B + D danego systemu. Także takie funkcje będą 
dalej nazywane modelami w dziedzinie operatora ó. Dla uproszczenia no­
tacji będziemy stosowali zapis G : U ---+ Y dla oznaczenia odwzorowania 
odpowiedniej przestrzeni sygnałów wejściowych (U) w odpowiednią prze­
strzeń sygnałów wyjściowych (Y). Funkcję G ( () zapisujemy w postaci 

G(() = [ ~I~ ] 
w której uporządkowana czwórka (A, B, C, D) oznacza pewną realizacją tej 
funkcji. Kładąc ( = (ejw6. - 1)/ ~, gdzie w E IR?., otrzymujemy widmową 
charakterystykę G (jw) danej funkcji przenoszenia. Koniugację definiuje się 
także dla funkcji przenoszenia G((), kładąc c~(() = GT(-(/(1 + ~()). 
Zatem, dla ( E 8D6 mamy G*(() = c~((). 

Zbiór wszystkich wartości własnych Ai (A), i E { 1, ... , n}, danej kwadra­
towej macierzy A E IR?.nxn (widmo tej macierzy) oznaczamy przez >.(A). O 
macierzy A mówimy, że jest macierzą stabilną, gdy >.(A) C D6 , z kolei 
funkcja przenoszenia G(() jest stabilna, gdy wszystkie jej bieguny należą do 
D6 . O macierzy A mówimy, że jest macierzą regularną, gdy -~-l (/:. .\(A). 
W takim przypadku In + ~A jest macierzą nieosobliwą oraz (Suchomski 
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[400, 404]) 

gdzie In E IRnxn jest macierzą jednostkową, zaś JA = (In+ .6AT)-1. Gdy 
--6- 1 E ,\(A), macierz A nazywamy macierzą nieregularną. Dla Ap E ,\(Ap) 
zachodzi (e>-Pf',. - 1)/-6 E ,\(A0 ). Ponadto przyjmujemy oznaczenie A~ = 
-JAAT E ]RnXn. 

Uwaga 1.1 (Suchomski). Istotną zaletą modeli zdefiniowanych w dzie­
dzinie operatora c5 jest to, że okres próbkowania ,'.j. występuje w sposób jawny 
jako współczynnik w wielu ważnych formułach wyprowadzonych na pod­
stawie takich modeli, co pozwala na względnie łatwe wskazanie 'numerycznie 
bezpiecznych' oraz potencjalnie niestabilnych fragmentów stosownych algo­
rytmów. Oczywiście, 'głęboka' zależność elementów danego dyskretnego 
modelu od okresu próbkowania jest ukryta w macierzy r f',. = r f',. (-6), za­
tem precyzyjna notacja powinna mieć postać: Aą(-6) = In + .6A0(.6) oraz 
Bą(-6) = .6B0(.6). 

Niech (Aą, Bą, Cą, Dą), gdzie Aą E IRnxn, będzie modelem pewnego 
dyskretnego systemu z czystym opóźnieniem. W takim przypadku O E 
,\ ( Aą), przy czym owa zerowa wartość własna może być wartością wielokrotną. 
Stosując podstawienia A0 = .6- 1 (Aą - In), B0 = .6- 1 Bą, C0 = Cą oraz 
D0 = Dą, gdzie -6 > O E IR, macierzom (Aą, Bą, Cą, Dą) danego modelu w 
czasie dyskretnym można w formalny sposób przyporządkować czwórkę ma­
cierzy (A0 ,B0,C0 ,D0) z nieregularną macierzą A0 E IRnxn_ Łatwo jednak 
zauważyć, że takiemu dyskretnemu modelowi nie odpowiada żaden ciągłocza­
sowy prototyp (Ap, Bp, Cp, Dp)- Modelami o nieregularnych macierzach 
zajmujemy się dopiero w podrozdziale 6. 5. • 

Niech U, WE IRmxm. Zbiór wszystkich macierzy postaci U - ,\W, gdzie 
,\ E C, nazywamy (kwadratowym) macierzowym pękiem o wymiarach m x m . 
Zbiór wartości własnych takiego pęku, oznaczany jako ,\(U, W), definiuje się 
w następujący sposób: ,\(U, W) = { ( E (C : det(U - (W) = O}. Niech 
,\ E ,\(U, W) . Niezerowy wektor x, który spełnia równanie Ux = ,\Wx, 
nazywamy wektorem własnym pęku U - ,\ W skojarzonym z daną wartością 
własną ,\ tego pęku. Pęk U - ,\ W jest pękiem nieosobliwym, gdy macierz 
U - ,\ W jest macierzą nieosobliwą dla prawie wszystkich ,\ E C. Nieosobliwy 
pęk ma zatem pełny normalny rząd: normrank (U - ,\W) = m. Mówimy, 
że oo E ,\(U, W), gdy rank W < normrank (U - ,\W). Analogiczne definicje 
formułuje się dla pęku odpowiadającego macierzom prostokątnym. 
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Systemową macierz związaną z daną funkcją przenoszenia G(() definiu­
jemy jako następujący macierzowy pęk (niekoniecznie kwadratowy!) 

Zespolona liczba (o E C nazywana jest niezmienniczym (inwariantnym) 
zerem funkcji G(() wtedy, gdy rank Sa((o) < normrank Sa((). 

Przyjmijmy ponadto, że Jmn E JR(m+n)x(m+n) oznacza sygnaturową ma­
cierz daną wzorem Jmn = Im EB (-In), zaś JJ-in E JR(m+n)x(m+n) dla 'Y E IR 
jest odpowiednią ważoną macierzą sygnaturową JJ-in = Im EB (--y2 In)-

Niech Rj xr oznacza przestrzeń funkcji macierzowych (p x r) o elementach 
będących właściwymi wymiernymi funkcjami o rzeczywistych współczyn­
nikach zmiennej zespolonej ( E C. Podprzestrzeń R.o::t C Rjxr składa 
się z funkcji analitycznych na oD 1:,., z kolei podprzestrzeń R1-{f};r C R.C'f:t 
obejmuje funkcje stabilne (analityczne na dopełnieniu -151:,.). Przestrzeń 
RHf:t jest przestrzenią unormowaną, przy czym \/ G E RHf;:/ 

IIGlloo = sup IIG (ejw:- l) li 
wE[0,21r/!:,.) 2 

Rozważając zwarty zbiór [O, 2n / ti.], symbol sup można zastąpić symbolem 
max. Powyższa definicja normy przestrzeni H00 , czyli - jak mówimy - normy 
H 00 , jest jednak wygodniejsza ze względu na przejście graniczne ti. -+ O. O 
kompaktyfikacji osi urojonej (płaszczyzny zespolonej) możemy przeczytać w 
(Bredon [43], Dugundji [97]). Podzbiór BH'f};r C RH'f};r tworzą funkcje 
o jednostkowo ograniczonej normie: BH'f};r = {G E RH'f};r : IIGlloo < 
1}. Podzbiór (grupę) stabilnie odwracalnych elementów przestrzeni RH'f);P 
oznaczamy jako 91-i~ = {G E RH'f);P : a-1 E RH'f;;P}. O funkcji 
G(() E 91-i~ mówimy, że jest funkcją unimodularną (por. Feintuch [110]). 
Wszędzie tam, gdzie jest to dopuszczalne, pomijamy wymiary odpowied­
nich macierzowych funkcji. Symbol RH00 oznacza zatem najczęściej prze­
strzeń stabilnych wymiernych funkcji G ( () o rzeczywistych współczynnikach 
z normą określoną wzorem 

IIG(()lloo = sup IG(jw)l -
wE[O, 21r / !:,.) 

Zakładamy równoważność symboli IIGlloo, IIG(8)lloo oraz IIG(()lloo-
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1.2 Systemy 

Dla macierzowych funkcji związanych z operatorem ó przyjmujemy następu­
jące standardowe definicje (por. Dullerud i Paganini [100], Feintuch [110], 
Francis [116], Kailath [206], Vidyasagar [452], Zhou et al. [487]). 

Definicja 1.1 (par względnie pierwszych nad RH00 ). 

(1) Para (M, N) macierzy M,N E RH 00 o takiej samej liczbie kolumn 
jest prawostronnie względnie pierwsza nad RH00 ( right coprime over 

RH00 ), jeżeli macierz [ ~ ] jest lewostronnie odwracalna w R1{00 , to 

znaczy :lXr, Yr E RH00 spełniające równość XrM + YrN = I. 

(2) Para (M, N) macierzy M, NE RH00 o takiej samej liczbie wierszy jest 
lewostronnie względnie pierwsza nad RH00 (left coprime over RH00 ), 

jeżeli macierz [ M N ] jest prawostronnie odwracalna w R1{00 , co 
j~st rów1:oważne warunkowi, że :lX1, Yi E RH00 spełniające równość 

M X1 + NY; = I. • 

O elementach pary względnie pierwszej nad RH00 także mówimy, ze są 

względnie pierwsze nad RH,00 . 

Definicja 1.2 (względnie pierwszych faktoryzacji). 

( 1) G E Rp ma prawostronną względnie pierwszą faktoryzację ( right co­
prime factorisation), jeżeli G = N M-1 , zaś para (M, N) jest pra­
wostronnie względnie pierwsza nad RH00 • 

(2) G E Rp ma lewostronną względnie pierwszą faktoryzację (left coprime 
factorisation) jeżeli G = M-1 N, zaś para (M, N) jest lewostronnie 
względnie pierwsza nad RH00 • 

( 3) G E Rp ma dwustronną względnie pierwszą faktoryzację ( double co­
prime factorisation), jeżeli istnieje prawostronna względnie pierwsza 
faktoryzacja G = N M-1 , lewostronna względnie pierwsza faktoryzacja 

- 1 -G = M- N oraz takie Rr, Yr, X1, Yi E RH00 , że 

[ Xi:, 1:! ] [ M -Yi ] =I. • 
-N M N X1 

(1.1) 
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Niech (A, B, C, D) oznacza stabilizowalną i wykrywalną realizację pewnego 
sytemu (obiektu) , zaś K oraz L będą takimi macierzami o odpowiednich 
wymiarach, że >-(A+ BK) C Dt:,. oraz >-(A+ LC) C Dt:,.. Definiując 

[ M -Yt ] [ A+:K 
BZr -L;,-1 l 
Zr 

N X1 
C+DK DZr z-1 

l 

[ X~ ~ ] 
[ A+LC -(B + LD) 

i,] z; K z-
-N M r 

Z1C -Z1D 

gdzie Zr oraz Z1 są dowolnymi nieosobliwymi macierzami o stosownych wy­
miarach, uzyskujemy podstawę do wyznaczenia względnie pierwszych fak­
toryzacji: G = N M-1 = M-1 N. Ponadto zachodzi (1.1). Zauważmy, 
że w przypadku, w którym >-(A) C Dt:,. , można przyjąć : Xr = X1 = I, 
Yr = Yt = O, N = N = G oraz M = M = I. Względnie pierwsza fak­
toryzacja pozwala na dogodne sformułowanie koniecznych i wystarczających 
warunków wewnętrzenej stabilności ( internat stability) danego złożonego sys­
temu dynamicznego. Rozważmy w tym celu układ ze sprzężeniem zwrotnym 
pokazany na rys . 1.2. Niech G = N M-1 = M-1 N oraz K = uv- 1 = v- 1u 
będą odpowiednimi prawo- i lewostronnymi względnie pierwszymi faktory­
zacjami. Następujące warunki są równoważne (por. Vidyasagar [452], Zhou 
et al. [487]): 

( c1) system dany na rys . 1.2 jest wewnętrznie stabilny, 

( c2) macierz [ ~ ~ ] jest odwracalna w RH 00 , 

( ) [ v -u ] c3 macierz -N M jest odwracalna w RH00 , 

( c4) macierz MV - NU jest odwracalna w RH00 , 

- -( c5) macierz V M - U N jest odwracalna w RH00 • 
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G(t;;) 
+ 

Rys. 1.2. Ilustracja problemu wewnętrznej stabilności . 
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Zakończenie 

Praca dotyczyła problemów syntezy algorytmów odpornego sterowania w 
czasie dyskretnym. Próbując wskazać najważniejsze przyczynki, które zda­
niem autora wnosi niniejsza praca, należałoby - konsekwentnie wiążąc poniż­
sze sformułowania z przyjętym sposobem modelowania sterowanych obiektów 
opartym na operatorze ó - wymienić co następuje. 

(1) Opracowano analityczne formuły nastawiania korektorów Youli-Kućery 
o niskim rzędzie, służące zapewnieniu odpornej stabilności oraz odpor­
nego zachowania się nominalnie stabilnych układów sterowania wy­
znaczonych zgodnie z metodą rozmieszczania biegunów oraz układów 
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych 
równań niezbędnych przy rozwiązywaniu zadań syntezy algorytmów 
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunów. 

(2) Podano oszacowanie wstecznego oraz względnego błędu rozwiązania 
problemu rozmieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych za­
burzeń liniowego zadania wynikającego z odpowiednich równań diofan­
tycznych. 

( 3) Przedstawiono numerycznie stabilną metodę oceny stopnia najwięk­
szego wspólnego dzielnika wielomianów dyskretnego modelu sterowa­
nego obiektu. 

(4) Opracowano metodę strojenia algorytmów predykcyjnego sterowania, 
mającą postać analitycznych formuł wywiedzionych z właściwości od­
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianów . 

( 5) Badając wrażliwość rozwiązań dyskretnych równań Riccatiego oraz dys­
kretnych równań Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych 
pęków, wykazano, że w przypadku nieosobliwych zadań przy dostatecz­
nie małej wartości okresu próbkowania równania przyporządkowane 
standardowemu operatorowi przesunięcia q charakteryzują się istotnie 

245 



246 ZAKOŃCZENIE 

gorszym uwarunkowaniem w stosunku do równań wynikających z za­
stosowania operatora 8. Ujawniono także istnienie klasy osobliwych 
zadań, dla których taka przewaga modeli związanych z operatorem 8 
nie występuje. 

( 6) Dla typowych struktur algorytmów optymalnego sterowania pokazano 
w jaki sposób, wykorzystując odpowiednio zdefiniowane równania La­
punowa, wyznaczyć zakres niestrukturalizowalnych zaburzeń nominal­
nego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze względu na sta­
bilność układu zamkniętego . 

( 7) Zbadano właściwości ]-bezstratnych stabilizujących koniugatorów. 

( 8) Sformułowano konieczne i wystarczające warunki istnienia różnych ]­
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym także 
uogólnionych ]-bezstratnych faktoryzacji macierzy, które mają zera 
należące do 8'Dt:,.. Szczegółowo przeanalizowano właściwości czynników 
takich faktoryzacji. 

( 9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych 
algorytmów sterowania, które uzyskuje się, biorąc pod uwagę zalecenia 
wynikające z teorii przestrzeni 1{00 . Podano wystarczające warunki 
istnienia wymiernych rozwiązań o ściśle właściwej postaci, a także 

zwrócono uwagę na ograniczony zakres ich stosowalności. 

(1 O) Omówiono szereg algorytmów odpornego sterowania oraz estymacji 
stanu, w tym ogólną postać algorytmu wyprowadzonego z metody roz­
mieszczania biegunów. 

Rozdział 6., poświęcony problemom syntezy liniowych układów optymal­
nych ze względu na normę 1{00 , stanowi merytorycznie najistotniejszą część 
pracy. Łatwo wszakże zauważyć, że motyw kształtowania charakterystyk 
układów dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania 
formułowane z wykorzystaniem normy 1{00 wielokrotnie pojawiał się także 
w innych miejscach tej pracy. 

Problemy oraz zadania tu podjęte nie wypełniają całości obszaru zasługu­
jącego na penetrację. Jeden z rozpoczętych i interesujących wątków wiąże 
się z pytaniem o możliwość zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu 
syntezy regulatora według normy 1{00 na podstawie rozszerzonego modelu 
daneg~ obiektu. Okazuje się, że w przypadku takich modeli, badając ko­
nieczne i wystarczające warunki istnienia odpowiednich ]-bezstratnych fak­
toryzacji, a także definiując dodatkowe strukturalne wymagania nakładane 
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji , po raz kolejny przekonujemy 
się o korzyściach, jakie daje reprezentacja rozważanych równań Riccatiego 
w postaci stosownych macierzowych pęków (Suchomski [412]) . Inny prob­
lem, o którym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozważań, doty­
czy algorytmów syntezy odpornych adaptacyjnych układów sterowania z 
Q-parametrami zmieniającymi się w czasie (Suchomski [411]). 

Na zakończenie warto jeszcze wymienić dwa tematy, które będąc rozwinię­
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowią o aktualnych fas­
cynacjach jej autora. Są to problemy syntezy numerycznie odpornych al­
gorytmów sterowania nieliniowymi obiektami o nieskończeniewymiarowych 
modelach oraz zagadnienia związane z adekwatnym modelowaniem w czasie 
dyskretnym niepewności charakterystyk obiektów opisanych różniczkowymi 
inkluzjami. 
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Sterowanie odporne polega na zapewnieniu układowi sterowania 
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