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Wprowadzenie

Przedmiotem niniejszej pracy sg zagadnienia zwigzane z synteza liniowych
algorytméw odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zaklada sie, ze
poszukiwane rozwigzania (paranetry algorytmoéw o zalozonej strukturze,
nastawy regulatorow) uzyskuje sie, stosujac komputer w celu wykonania od-
powiednich obliczern wymaganych przez dang metode syntezy. Jakosé takich
rozwiazan zalezy od trzech podstawowych czynnikow:

(1) wlasciwosci realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu
reprezentowanych liczb),

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrazliwosci rozwiazania na zmiany
wejsciowych danyclh),

(8) wlasciwosci algorytmu uzytego do rozwigzywania postawionego zadania
(numerycznej stabilnosci metody pozyskiwania rozwiazar).

Wrymaga podkreslenia, ze w rzetelnej analizie cech danego konkretuego spo-
sobu dochodzenia do pozadanych rozwiazan, nie mozna zaniedbaé zadnego
z wyzej wymienionych aspektow. Przyktadowo, nawet numerycznie stabilna
metoda obliczeniowa implementowana w ‘silnej’ arytmetyce moze, w przy-
padku zle uwarunkowanego zadania, prowadzi¢ do wynikéw nieakceptowal-
nych ze wzgledu na zakladany cel sterowania.

Wspodlczesnie obserwuje sie intensywne dazenie do zapewnienia metodom
syntezy algorytmow sterowania odpowiednio wysokie] numerycznej jakosct.
Zabieganie o wymieniony walor dostepnych narzedzi projektowania systeniow
automatycznego sterowania procesami jest gteboko uzasadnione rola odgry-
wana przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenic
jakie uzyskala omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia
sie w: (i) randze licznych publikacji poswieconych tej tematyce (Datta [78],
Higham et al. [180], Mehrmann 1 Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al.
[323], Van Dooren [447|, Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (i¢) powodzeniu
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8 WPROWADZENIE

oraz zywotnos$ci inicjatyw stuzacych promowaniu stosowncgo oprogramowa-
nia — zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et
al. [448], http://www.win.tue.nl/ niconet/niconet.html; por. takze bibliotcka
NETLIB, http://www.netlib.org/ master counts2.html, Ehuroth et al. [103]).

W niniejszej pracy skupiono sie na wybranych algorytmach odpornego
sterowania w czasic dyskretnym, wywiedzionych gltéwnic z metod przestrzeni
Heoo- Akcentujac potrzebe i znaczenie analizy bledéw oraz uwarunkowa-
nia proponowanych metod syntezy algorytmow sterowania, wskazuje sie na
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczegoélnodei, dowodzi sie,
ze cel ten w wielu praypadkach mozna osiggnac¢ przez zastosowanie modelo-
wania sterowanych obiektéw opartego na operatorze delta (4).

Merytoryczna tresé¢ pracy ujeto w szesciu rozdziatach oraz dodatku.

Wstepny rozdziaf 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym — w tym
glownie modeli zwigzanych z operatorem é. Podano tu podstawowe definicje
oraz pojecia wykorzystywane w dalszych rozdziatach.

Rozdziat 2. poswiecono problemom syntezy dyskretnych algorytmoéw ste-
rowania, w ktorych stosuje sie metode rozmieszczania (pozycjonowania) bie-
gunéw odpowiedniej funkeji przenoszenia uktadu zamknietego. To klasyczne
zadanie rozwigzuje sie, rozwazajac niezbedne réownania diofantyczne zdefi-
niowanc dla operatora . Zbadano wlasciwosci dwéch rodzin par takich
rownan, przyporzadkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz
minimalnofazowym i nicminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa-
nych obiektéw. Pokazano w jaki sposéb, modyfikujae znang metode Youli-
Kucery, zapewni¢ danemu ukladowi odporna stabilnosé oraz odporng jakosé
przy zalozeniu typowych charakterystyk niepewnosci nominalnego modelu
obiektu. Podano oszacowanic wzglednego btedu rozwigzania zadania roz-
mieszczania biegunéw dla scisle strukturalizowalnych zaburzen danych tego
zadania. Rozwazono trudnosci, ktére pojawiajq sie przy rozwigzywaniu row-
nan diofantycznych sformutowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli
sterowanych obiektow. Przedstawiono takze stosowne numerycznie stabilne
algorytmy upraszczania takich modeli.

Rozdzial 3. podwiecono algorytmom sterowania predykeyjnego w oparciu
0 prognoze sterowanego procesu uzyskiwana na podstawie odpowiedniego
modelu tego procesu. Podano analityczne formutly opisujace rodziny cha-
rakterystycznych wielomianéw tak uksztaltowanych optymalnych uktadow
zamkni¢tych. Omowiono metody parametryzacji takich prototypowych wie-
lomianéw przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorow predykeyj-
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nych. Parametryzacja, o ktorej mowa, stuzy dazeniu do zapewnienia projek-
towanvm ukladom sterowania zalozonych cech — a wiec wymaganego zapasu
stabilnosci oraz pozadanego charakteru proceséw przejsciowych. Rozwazania
tego rozdziatu, dotyczac przede wszystkim regul sterowania w czasie dyskret-
nym, obejmujg takze analize asymptotycznych cech ukladéw zamknietych
odpowiadajacych predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie
ciaglym.

Tematem rozdziatu 4. sa wlasciwosci rownan Riccatiego oraz Lapunowa
zdefiniowanych dla modeli zwigzanych 2 operatorem ¢§. Sformulowano tu
lematy dotyczace stabilizujacych rozwiazan réwnan Riccatiego, a takze omo-
wiono cechy uogélnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi row-
naniami. Rozwazajac wrazliwo$¢ dyskretnych réwnan Riccatiego oraz La-
punowa na zaburzenia elementéw macierzowych pekoéw definiujacych takie
rownania, pokazano, ze przy dostatecznie malym okresie prébkowania roz-
wigzania réwnan przyporzadkowanych standardowemu operatorowi przesu-
niecia charakteryzuja sie znacznie gorszym uwarunkowaniem, a wiec 1 mniej-
szg odpornoscig na wplyw zaburzen, w zestawieniu z odpowiednimi réwna-
niami wywiedzionymi dla operatora §. Pokazano tez w jaki sposéb, korzys-
tajac z rozwigzan pewnych pomocniczych réwnan Lapunowa, oceni¢ zakres
niestrukturalizowalnych zaburzen nominalnego modelu sterowanego obiektu,
dopuszczalnych ze wzgledu na stabilnosé uktadu zamknietego.

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy uktadu zamknietego, w kté-
rym uogoélniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo-
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardowa
macierz rozproszenia oraz tancuchowe macierze rozproszenia. W nastepnej
kolejnosci wprowadzono ceche tak zwanej J—bezstratnosci operatora opisu-
jacego dany obiekt, co stanowi podstawe definicji stosownych J—bezstratnych
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano wtasciwosci J—bezstratnych sta-
bilizujacych koniugatoréw, a takze dokonano pewnego uogolnienia definicji
tanicuchowych macierzy rozproszenia.

Rozdziat 6., ostatni i najobszerniejszy rozdzial pracy, poswiecono proble-
mom syntezy dyskretnych uktadéw sterowania oraz estymacji optymalnych
ze wzgledu na norme H.,. Rozwazano standardowe zadania formulowane
dla roznych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogélnionego obiektu,
koncentrujac sie przede wszystkim na zadaniach dotyczacych taricuchowych
macierzy rozproszenia. Podstawe rozwiazania omawianych zadan stanowia
odpowiednie J—bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia
sformutowane w tym rozdziale odnoszg sie do problemu istnienia oraz witas-
ciwosci rozwigzan dwoch ’sprzezonych’ dyskretnych rownan Riccatiego po-
danych w postaci stosownej dla operatora 6. W przypadku, w ktérym model
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obiektu nie nia zer nalezacych do brzegu obszaru wyznaczonego definicja sta-
bilnosci liniowych systemow modelowanych za pomoca operatora 4. poszuki-
wane sa stabilizujace rozwiazania odpowicdnich réwnan Riccatiego. Gdy
model obiektu ma takie zera, interesuja nas takze rozwiazania niestabi-
lizujace stosownych réwnan Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano
takze analizy podstawowych strukturalnvch cech tak uzyskiwanych optvmal-
nyvch regulatordéw oraz estviuatorow. Wskazano wreszcie na pewien typ os-
obliwych probleméw, ktore — pomimo stosowania regut modelowania odwotu-
jacego sie do operatora 0 — miogq charakteryzowa¢ sie ztym numneryveznyin
uwarunkowanicm.

W dodathu A zcbrano podstawowe informacje dotyezgee uwarunkowa-
nia, oceny wzglednych bleddéw, numerycznej stabilnosct. a takze wstecznych
bledéw rozwiazanl nieosobliwvch zadan liniowych oraz nieosobliwycli linio-
wych zadai najmnicjszych kwadratow. Dodatek B zawiera spis oznaczen.

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy maja analityczue
ugruntowanie. Prezentacja materiatu zasadza sic na ukladzie twierdzen,
lematow oraz wwag, czyli podziale odwzorowujacyin merytoryczna wazkosé
odpowiednich sformutowari. Integralng czesé pracy stanowig numeryczne
przyktady, lustrujace uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszvstkie twier-
dzenia oraz lematy sa wszakze dowodzone ¢ jednakowa szezegdtowosciy. W
kazdym przypadku podano jednak zrodto danej tezy, co minozliwia Czytel-
nikowi gledzenie wktadu autora ninicjszej pracy w rozwoj referowanej tema-
tyki.

W pracy umieszczono szereg nowych 1 nigdzie nie publikowanych ele-
mentdédw. Dotyezy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal-
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnient numerycznego uwarunkowania
zadania rozmieszczania bicgunéw, wilasnodci oraz syntezy J—bezstratnych
stabilizujacych koniugatoréw oraz wiasnosci rozszerzonych modeli obiektow
opisanych ancuchowymi macierzami rozproszenia.




Rozdzial 4

Dyskretne rownania Riccatiego
oraz Lapunowa

Rozdzial ten poswiecono badaniu wtasciwosci dyskretnych réwnan Riccat-
iego oraz Lapunowa sformutowanych w dziedzinie operatora ¢. Ciagte 1
dyskretne (q) rownania Riccatiego oraz Lapunowa odgrywaja istotna role
w nowoczesne] teorii sterowania (Datta [78], Fairman [108], Hodel [182],
Lancaster 1 Rodman {256], Laub et al. |260], Petkov et al. [323], Zhou et al.
[487]), w tym takze w metodach syntezy ukladéw optymalnych ze wzgledu
na wymagania wyrazone za pomoca normy H.o.

Zdefiniowano odpowiadajace operatorowi § typy dyskretnych réwnan Rie-
catiego oraz Lapunowa. Dla kazdego takiego typu wyrézniono dwa sposoby
parametryzacji macierzowych pekéw skojarzonych z danym réwnaniem, pro-
wadzace do odmiennego skalowania rozwiazan tych rownan. Podano lematy
dotyczace stabilizujacych rozwiazan réownaii Riccatiego, a takze omoéwiono
wlasciwosel nogolnionych macierzy Hamiltona przyporzadkowanych réwna-
niom Riccatiego w dziedzinie operatora §.

Najwazniejszym fragmentem niniejszego rozdziahi sa rozwazania obej-
mujace zagadnienia zwigzane z wrazliwoscig dyskretnych réwnan Riccat-
lego oraz Lapunowa na zaburzenia elementéw odpowiednich macierzowych
pekéw. Sformutowano szereg lematow, w ktérych pokazano, ze w typowych
nieosobliwych przypadkach przy dostatecznie malym okresie probkowania
rownania przyporzadkowane standardowemu operatorowi przesuniecia g cha-
rakteryzuja sie istotnie gorszym uwarunkowaniem — a zatem wiekszg wrazli-
woscia na wplyw takich zaburzen wejsciowych danych — w poréwnaniu z ana-
logicznymi réwnaniami sformutowanymi dla operatora 4. Studium wrazli-
wodcl réwnan Riccatiego oraz Lapunowa oparto na standardowym i dobrze
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ugruntowanym rachunku perturbacyjnym (Kato [214], Suchomski {397, 403,
408]). Inna ciekawsg mozliwosé takiej analizy uzyskaliby$my, rozwijajac teorie
zaburzen liniowych macierzowych nieréwnoéci skojarzonych z rozwazanymi
rownaniami Riccatiego (Linear Matriz Inequality, LMI; Boyd et al. [41],
Hung i Chu [188], Stoorvogel i Saberi [387]).

Na przyktadzie modyfikacji algorytmu Bartelsa—Stewarta rozwiazywania
dyskretuych réwnan Lapunowa oraz na przykladzie wlasciwosci rozwiazan
takich réownari dla par macierzy o kanonicznej sterowalnej postaci pokazano,
ze stosowne racliunkowe procedury, a takze uzyskiwane rozwiazania, w przy-
padku modeli odwotujacych sie do operatora é moga mie¢ ’strukture’ bardziej
ztozong w zestawieniu z ich cigglymi lub standardowymi dyskretnymi (q)
odpowiednikami. Wskazano takze na mozliwos¢ zastosowania odpowicd-
nio zdefiniowanych rownan Lapunowa do oceny zakresu niestrukturalizowal-
nych zaburzen nominalnego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze
wzgledu na stabilno$é¢ uktadu zamknietego.

Material tu oméwiony wykorzystamy w kolejuych rozdziatach, poswie-
conych optymalizacji ukladéw sterowania i estymacji ze wzgledu na nornie

Heo-

Teoretyczne rozwazania niniejszego rozdziatu zilustrowano dwoma nu-
merycznymi przyktadami. Pierwszy z nich dotyczy uwarunkowania zadania
wyznaczania gramianow sterowalnosci oraz obserwowalnosci danego dyskret-
nego modelu. W drugim przyktadzie pokazano w jaki sposdb oceni¢ zapas
stabilnogci uktadu sterowania optymalizowanego w oparciu o kwadratowe
kryteria jakosci (LQG).

4.1 Wrazhiwo$é réwnan Riccatiego

Dane jest dyskretne rownanie Riccatiego (DARFE)

Pl X Py~ X,

4.1
—(PqTXqu + ST, + QqTXqu)*(QqTXqPq + SqT) + Ry = Opxn (4.1)

z niewiadoma X, € R**", przy czym Py, R, = RqT € RV, Qq, Sq € RV
oraz T, = T, € R™™. Zakladajac, ze P, = I, + AP, gdzie P € R™",
rozpatrzymy dwa zbiory uporzadkowanych czworek (Qg, Ry, Sq, 1y):

(RI) (A-Q,R,S,T)
(R2) (Q,A*-R,A-ST)
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w ktorych R = RT € R Q, S € RV™ oraz T = TT € R™ oz-
naczaja macierze o odpowiednich wymiarach (Suchomski {404, 409]). W obu
przypadkach otrzymujemy dyskretne rownanie Riccatiego (JARE)

PTX + XP+APTXP - (I, + APT)XQ + S)

(T + AQTXQ)"H(QTX (I + AP) + ST) + R = O (42)

gdzie X € R**™ przy czym obowiazuje nastepujace skalowanie:

(R1) X =A-X,
(R®)) X=A"1-X,.

Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze X = X (A) oraz X; = X,(A), odpo-
wiednio. Jak pokazemy w rozdziale 6., przyjeta parametryzacja R1 oraz R2
rownarn Riccatiego jest podporzadkowana podstawowym zadaniom (etapom)
syntezy liniowych ukladéw optymalnych w sensie noriny Hee.-

Niech (U, W) oznacza pare nastepujaco ustrukturalizowanych rzeczy-
wistych macierzy zwiazanych z réwnaniem Riccatiego (4.2) (Suchomski [404,
409])

P Onxn Q In Onxn Onxm
(Uv W) = -R —-pP" -5 , Onxn  In+ APT Onxm
ST QT T Omxn _AQT Omxm

(4.3)
Pek U — AW o wymiarach (2n + m) x (2n 4+ m) nazywamy rozszerzonym
macterzowym pekiem. Nieosobliwy pek U — AW ma pelny normalny rzad:
normrank (U — AW) = 2n + m. Nieosobliwy pek U — AW 2z regularng
macierzg P nazywamy pekiem reqularnym, gdy —A~! ¢ \N(U, W).

Lemat 4.1 (o nieregularnym rozszerzonym peku; Suchomski [408]). Niech
U — MW bedzie rozszerzonym pekiem. —A~Y € MU, W) wtedy i tylko wtedy,
gdy ~A~Y e MU, W), gdzie

(UW):([;; ?} [oinn 8:171])5

Czworke macierzy (P, @, ST, T) interpretowa¢ mozna jako realizacjg pew-
nego pomocniczego kwadratowego (m x m) systemu G(¢). Ponizszy lemat
charakteryzuje widmo AU, W) w oparciu o wlasciwosci tego systemu.
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Lemat 4.2 (o wystarczajacych warunkach nieregularnodci rozszerzonego
peku; Suchomski [408]).  Dia rozszerzonego peku U — AW mamy —A~L €
MU, W), gdy spetniony jest jeden z warunkéw:

(i) P jest macierzg regularna oraz —A~Y jest blokwjgeym zerem funkeyi

(9P

(12) P jest macierzq regularng orez funkcje (G{¢) nie ma petnego normalnego
rzedu,

(122) P jest macierzq regularng, G(C) ma petny normalny rzqd oraz — A~
jest transmisyjnym zerem tey funkepi,

() T jest macierzq nicosobliwg oraz P — QT'ST jest macierzq nierequ-
larnag,

(v) pek U — AW nic ma peincgo normalnego rzedu,

(vi) pek U — AW ma pelny normalny r2qd orez — A~ jest niczmicnnicaym
zeremn realizacy (P, @, §',T). O

T aga 4.1 (Suchowmski). Pek U — AW o regularne] macierzy I mozc
nie by¢ by¢ pekiem regularnym. Niezmiennicze zero —A™! rozwazane] rea-
lizacjii (P, @, ST, T) moze by¢ wartoscia wlasna macierzy 2. Mozna takze
wskazaé nietrywialne przypadki, w ktérveh —A 1 ¢ MP - QTS oraz
—A~Le ().

Zalozmy teraz, 7e pek {7 — AW ma pelny normalny rzad. Liczba —A~1
jest niezmienniczym zerem realizacii (P, ¢, ST, T) wtedy i tylko wtedy.,
zdy istnieje niczerowy wektor @ € R™ araz wektor » € I, dla ktérych
U+ AW [T 2T 1T =044, Ponadto, gdy v = 0,,, wtedy — A" jest
nieobserwowalna (ze wzgledu na pare {P, §7)) wartodcia wlasng macierzy
P. 0

Niech X (U, W) oznacza stabilna niezmiennicza podprzestrzen rozsze-
rzonego peku U — AW, przy czyvim no = dim (X_(I/, W) ) <n. Przyjmijmy,
ze kolumny macierzy [ X{ XJ XTI |7 ¢ glvtnemixn- gtanowia baze tej
podprzestrzeni. A zatem: X_(U,W) =1m[ X! XI' X1 17 oraz

vl xT xI' x{"=w|[x7 xI xI'1"a

gdzic A € R"- " jest stabilng macicrza, A(A) C Da. Dziedzing dom(d1ic)
operatora dRic : REtmIx@ndm) o p@atm)x(@ntm) _y prxn jegt ghior
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ztozony z tych wszystkich par (U, W), dla ktorych n_ = n oraz X; € R**"
jest macierzg nieosobliwg. Nastepujacy lemat, sprowadzajacy rozwigzywanie
réwnania (4.2) do stosownego uogdlnionego problemu wilasnego, jest odpo-
wiednikiem w dziedzinie operatora § wyniku znanego z teorii rownan Riccat-
iego (Arnold i Laub [10], Datta 78], Lancaster i Rodman [256], Laub [259),
Van Dooren [444]).

Lemat 4.3 (o dyskretnym réwnaniu Riccatiego (I); Suchomski [404, 408]).
Niech (U,W) € dom(JRic) oraz X = X, X' € R Wowczas:

(2) X = 0Ric(U, W) jest jednoznacznie wyznaczong symetryczng macierzq;

(ii) T+AQTXQ jest macierzq nieosobliwg oraz X spetnia réwnanie SARE
dane wzorem (4.2);

(i4i) G5 = X1AX[ ! = P+ QF; jest macierzq stabilng, \(Gs) C Da, gdzie

Fy=X3X{!' = ~(T+AQTXQ) (I, + APTYXQ + 5T . O

Analize zaburzen rozwigzan ciggltych oraz dyskretnych (¢) réownan Ric-
catiego znajdziemy w (Datta [78], Gahinet i Laub [123], Ghavimi i Laub
[135], Kenney i Hewer [216], Konstantinov et al. [231], Sun [422]). Relacje
miedzy cigglymi a dyskretnymi réwnaniami Riccatiego badano w (Mehrmann
[285], Ran i Vreugdenhill [331], Salgado et al. [351]; zob. takze Hung i Chu
|188)).

Niech (U, W) € dom(§Ric). Przyjmijmy, ze macierze P, @, R, S oraz
T zwigzane z pary (U, W) podlegaja addytywnym zaburzeniom eP, £Q,
eR, €S oraz T, odpowiednio. Zaklada si¢ przy tym, ze R oraz T sa
macierzami symetrycznymi, a ponadto € € R. Pochodng odwzorowania X =
§Ric(U, W) w punkcie (P, Q, R, S,T) w kierunku (P, Q, R, S,T) oznaczamy
jako V. X(P,Q,R, S,T|P,Q,R,S,T). Taka pochodna, bedaca obrazem
(P,Q,R,S,T) wliniowym i ciaglym odwzorowaniu wyznaczonym pochodna
Frécheta VX (P, Q, R, S,T'), mozna zatem traktowa¢ jako odpowiednig roz-
niczke Frécheta. Niech

IVX(P,Q,R, S, T)|| =

IV-X (I1P,Q,R,S,T| P,Q,R,S,T)|
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gdzie || - ||p oraz || - ||g oznaczaja normy w dziedzinie oraz przeciwdziedzinie
tego odwzorowania. Przyjmujac odpowiednio wazona norme Irobeniusa oraz
norme Frobeniusa, mamy

IVX(P,Q R,S,T)| =

wp IVX (UPIEPQUrQ IR R [S)rS, ITInT| Q.S T)

”(P,Q,R,g,']')HF#O H(P’QrRaS)T)HF

Powyzsza norma charakteryzuje wrazliwo$é rozwigzania X réwnania Riccat-
iego (4.2) na wplyw ’matych’ zaburzen macierzy tego réwnania. Zaburzone
rozwiagzanie ma postaé

X =X + eV XUPIFLAQIFQ, |RIFR NSRS NTIFTIP,Q, R, S,T).

Na tej podstawie definiujemy wskaznik uwarunkowania tego réwnania (Su-

chomski [404, 408])

w(P,Q,R,5,T) = WXB QLRSI oy g
Xl

Odpowiedni wskaznik uwarunkowania réownania Riccatiego (4.1) definiuje sie
w analogiczny sposob, otrzymujac s (FPy, Qq, Ry, Sq, Ty)-

Lemat 4.4 (o uwarunkowaniu dyskretnego réwnania Riccatiego (/); Su-
chomski [404, 408]). Dla dostatecznie matych wartosci okresu prébkowania
A zachodzi:

|(Fp, Fq. Fr, Fs, Fr)|,

k(P Q. R,S,T) , IXlg #0
Xl g
kq(Py, Qq, Rq, S, Ty) _ L H(an +APIrFp, AFg, AFy, AT, AFT)“Q
’{(PaQaRWSaT) A H(FP7P1Q7FR7F57FT)HQ
gdzie:
Fp = Hj'[I,® (In+ AGD)X + (I, + AGH)X © 1) Ty 1]
Fp = ||P|lpFp
Fo = |QlpH;' [Fff ® (In+AG))X + ((In + AG})X @ F§ )T m]
Fr = |RlpH;"
Fs = ||Silp Hy " [F§ ® In+ (In ® F§ ) Tnm]

Fr = Tl H; ' (F§ ® Ff)
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orai
. T
Hi=GT gl +1,2G] + AGY G
zad
) m
T T
T;L;m. - Z Z EniC g @ o €ng
i=1 j=1

Jest macierzq permutacyi ey dlo l—tego jednosthowego wektora z BF . 1)

Uwaga 4.2 (Suchomski [404, 408]). Macicerz H, jest nieosobliwa wtedy
i tylko wtedy, gdy A + A7 - AN # 0, YAk € A(Gy). Dla stabilizu-
jacego rozwiazania X = SRic(U, W) mamy A(G;) C Da. Osznacza to,
ze¢ Hjy jest macierza nieosobliwa. Dla niestabilizujacych rozwigzan X teza
lernatu 4.4 pozostaje stuszna, jeZzell G nie ma wartogel whasnych nalezg-
cych do dPa. Gdy X = Opup, norma ||[VX(P,Q, R, S, T)| moze stuzyé
jako podstawa oceny uwarunkowania danego rownania Riccaticgo. Podobna
role pelnia wskazniki #(P,Q, R, S5, T) = ||[(£p, Fy, Fr. Fs, Fr)|| oraz odpo-
wiednio 7y (P, @y, Ry, 54, Ty) #deliniowanc dla dowolnej macierzowej normy.
Zerowe stabilizujace rozwigzanic rozwazanego réwnania Riccatiego otrayniu-
jemy przvkiadowo w aytuacji, w ktérej dla nieosobliwej macierzy 1' zacho-
dzi MP — QT 1ST) € Da oraz R = ST'S” lub tes, gdy A(P) C Da,
B = Oy oraz S = 040 Zauwasmy, se X = Oy., moze prowadzi¢ do
sCTOWania si¢ macierzy Fp oraz Fp. Wtedy & = Ak, w przypadku RI,
zZag K = A‘li.:q dla B2 Penadto, jezell dla A -5 0 zaréwno Fp jak 1 Fp
daza do zera przynajmnicj liniowo ze wrgledu na A, to nalezy oczekiwad
asymptotyczne] rownowaznosci wskaznikow s oraz sy, [

Uwaga 4.3 (Suchomski [408|). Zalézmy, zc dostepna jesi pewna wie-
dza o ’strukiurze’ zaburzen macicrzy (P, Q, R, S, T} peku U — AW, pozwala-
jaca na okreslenie liniowego odwzorowania e — vec(P,Q, R, S,T), w kto-
rym przez e oznaczono wektor odpowiednich nicstrukturalizowalnych zabu-
rzen. Niech macierze (Ep, By, Er, Eg, E1) opisujy pewicn (zlinearyzowany )
model wplywu takich zaburzen., Przyktadowo, w przypadku multiplika-
tywnych zaburzen dla stosownych macicrzy mamy £ = diag{vec (:)). W
tokiej svtuacji lemat 4.4 wymaga modvfikacji, polegajacej miedzy inuymi
na zastapienin macicrzy (Fp, Fo, Fr, Fg, Fyp) przez odpowiednie macierze
(FpEp,FoEqg, FrFEn, IF'sEs, FrEr).

Z lemate 4.4 wynika, ze w nieogobliwych przypadkach za zle uwarnnke-
wanie rownania (4.1) w gléwne] mierze odpowiada ‘afiniczna’ transformacja
In + AP macierzy P, nie zad skalowanic clementéw €}, It orax 5 dancgo
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macierzowego pelal. Mozna jednak wskazaé talic osobliwe problemy, ktd-
rych zle uwarunkowanie nie moze hvé poprawione przez zastosewanie maodeli
wyprowadzonych dla operatora 4. Pravkiad ilustrujacy te sytuacie podamy
w podrozdzinle 6.5, rogwarajac rownania Riccatiego o wercgularnyeh pekach
U — AW, Metody poprawiania uwarunkowania ciggtyeh oraz dyskretnych
(¢) rownan Riccaticgo przez odpowisdnie skalowanie ich wejéciowych danveh
emawianc sg w { Gudmundsson et el [158], Kenney ef al. |218], Pandey [316],
Petkov et al. [322]). O

Lemat 4.5 (o porownaniu nwarunkowania dyskretnyeh rownan Riccatiego;
Suchiomski (397, 404, 408]). Dla nieosoblivych przypadkdw {ograniczone ma-
cierze . oraz niezerowa maocierz Fp }wwaernnkowanie dyskretnych réwnan
{ticcaliege sformuiowanych w oparciu o modele w dziedzinic operatora & jest
nrzy dostatecznie maotych wertesciach okresu préabbowania A lepsze, niz wwa-
runkowanie odpowiednich réwnan wyznaczonych die modell w dziedzinie ope-
ralora ¢ - w tym sensie, ze kg(Lg. Qg Ry, S¢. Ty) x A7 W(P,Q. R, S, T). O

W wielu problemach prowadzacych do dyskretnyeh réwnan Riccatiego
mamy do czynienia z rozszerzonym pekiem U7 - AW, w ktodrym wystepuje
diagonalna, badz nawet jednostkowa, maciers 7', co covni trywialn, zadanie
wyznaczania odwrotnodei 771 W takich przypadkach, stosujac podstawie-
nia P— QT 187 . P, R— 8T 187 . Q orar QT 1QT - R, uzysku-
jemy edpowicdni uprossczony problem whasny, ktory moze byé rozwiazy-
wany przez zastosowanie numeryezuych technilk dostosowanych do pekédw o
mniejszych wymiarach {2n x 2n) (Arnold 1 Laub |10]. Benner et al. |28],
Datta [78], Tonescu ef al. |191], Lancaster 1 Rodman [256], Saberi ef al.
[348]). W ogdlnym przypadku 7 moze by¢ macicerzg Zle uwarunkowang.
lub nawet macierzg oschbliwa. W takich syviuacjach niezbedne jest uzycie
bardzie] ztozonych metod obliczeniowych, w ktorych wykorzystuje sie roz-
szerzone peki o zwiekszonych wymiarach (2re + m) x (2n + m) {Arnold i
Laub [10], Datta |78, Tonescu el al. [191], lonescu i Weiss [193], Stoorvogel
i Saberi [387]}.

Nalezy podkreslic, ze dyskretne réwnania Riceatiego odpowiadajace ope-
ratorowi ¢ mogy by¢ zle nwarunkowane pomimo tego, ze sformutowano je dla
odpowicdnich rozszerzonveh pekow (zob. podrozdziat 6.2.5).

Przechodzac do analizy wrazliwodcl rownan odpowiadajacych pekom o
wyiniarach 2n x 2n, rozwazmy dyskretne rownanie Riccatiego {(DARE)

ngXﬁ'Pq - Xq' - P{,TXQRQUR + XqRq)_1 XqPq =+ Qq = Onwxn {4-4)
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z niewiadoma X, € R"*" gdzie F,, R, = R;{, Qq = QZ e R**". Za-
ktadajac, ze Py, = I,, + AP, gdzie P € R"™" rozpatrzymy dwa zbiory par
(Qq» Rq):

(R1)  (Q, A" R)
(R2)  (A®-Q, R)

przy czym Q = QT,R = RT € R"*™. W obu przypadkach otrzymujemy
dyskretne rownanie Riccaticgo (JARE)

PI'X 4+ XP+APTXP (4.5)
—(I, + APTYXR(I, + AXR) 'X(I, + AP) + Q = 0, '

w ktorym X € R oraz stosownie do zalozone] parametryzacji:

(R1) X=A-X,
(R9) X=A"1-X,.

Rownaniu Riccatiego (4.5) odpowiada teraz para rzeczywistych macierzy

U, W € Rintm)x(n4n) (Suchomski [400, 406))

i P -R I, AR
<U7W):<|:_Q _PT:I’ [Oan ]71+APT })

W tym przypadku regularnos¢ macierzy P jest koniecznym 1 wystarczajacym
warunkiem regularnosci nieosobliwego peku U — AW. Niech podprzestrzen
X_ (U, W) o wymiarze n_ = dim(X_(U,W)) < n oznacza stabilng unie-
zmiennicza podprzestrzen peku U — AW. Zatozmy, ze X = [ X] XI T ¢
R(tn)xn - jest macierzg, ktorej kolumny tworzg baze tej podprzestrzeni.
Zachodzi zatem X_(U,W) = ImX oraz UX = WXA, gdzie A € R?-*"-
jest pewna stabilng macierzg, A(A) C Da. Symbolem dom(dRic) ozna-
czamy dziedzine odpowiedniego operatora dRic : R2"%20 x [R2nx2n
R**™ bedaca zbiorem tych wszystkich par (U, W), dla ktorych n_ = n
oraz X; € R™" jest macierza nieosobliwa. Koniecznym warunkiem przy-
naleznosci (U, W) € dom(dRic) jest, aby pek U — AW nie mial wartosci
wlasnych nalezacych do 0DA.

Lemat 4.6 (o dyskretnym réwnaniu Riccatiego (IT); Suchomski [400, 406]).
Niech (U,W) € dom(éRic) oraz X = X, X[ € R™". Wiwczas:

(2) X = dRic(U,W) jest jednoznacznie wyznaczong symetryczng macierzg;
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(it) In + AXR jest macierzq nieosobliwg oraz X spetnia réwnanie ARE
dane wzorem (4.5) lub wzorami réwnowaznymi:

(PT — XR)(I, + AXR) X
+(In+ APTY I, + AXR)T'+ XP+Q = Opxn
(I, + APTY(I, + AXR)"'X(P - RX)+ PTX +Q

Onxn 5

Il

(i11) Gs = P+ RFs = (I, + ARX) Y (P — RX) jest macierzq stabilng,
MGs) C Da, gdzie

Fs=—(I, + AXR)"'X(I, + AP). O

Uwaga 4.4 (Suchomski [406]). Trojce (P, Q, R) z regularng macierzg
P przyporzadkowaé¢ mozna macierz Ma € R2**2% o podziale (n+n) x (n+n)
~ My, My, } [ P+ ARIpQ —RIp
Ma =W-lU = =
8 [ My Mo —1IpQ —IpPT

Macierz ta, bedac macierza regularna, jest takze wogdlniong macierza Hamal-
tona. Zachodzi bowiem I~} Mgl,nn = —(I, + AMA) ' Mg, gdzie

—nn

Ifmn _ l: Omxn '—Im :| c R(ern)x(ner) )

In OTLXT?'L

Poniewaz I~} (I, + AMU)I_, = (I, + AMA)™!, zatem I, + AMa jest
macierzy symplektyczng (macierzy J,—ortogonalng; Bunse-Gerstner et al.
[48]). Jezeli A € A(Ma), to takze A*, A\~ oraz (A™)* sa wartogciami wlasnymi
Ma. O

Niech X (Ma) oznacza stabilna niczmiennicza podprzestrzen macierzy
Ma. Aby dim (X_(U,W)) = n, potrzeba i wystarcza, by rozwazana ma-
cierz nie miala wartosci wlasnych nalezacych do 0Da. Przyjmijmy za-
tem, ze X_(Ma) jest podprzestrzenia n—wymiarows, za$ kolumny macie-
rzy X = | XU XI'17 € ROW*" stanowia jej dowolna bazg. Niech
dom(§ Ric) oznacza teraz zbior zlozony z tych wszystkich uogélnionych ma-
cierzy Hamiltona Ma, dla ktérych X; € R™™" jest macierza nicosobliwg. W
takim przypadku, ktadac dRic (Ma) = XQXI_I, definiujemy odwzorowanie
SRic : RZW2n 5 Rxn,
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Lemat 4.7 (o dyskretnym réownaniu Riccatiego (III); Suchomski [406]).
Niech Ma € dom(6Ric) oraz X = X, X; ' € RV™. Wowczas:

(1) X = dRic(Ma) jest jednoznacznie wyznaczong symetryczng macierzq;

(#¢) I, + AXR jest macierzq nieosobliwg oraz X spetnia réwnanie ARE
dane wzorem (4.5) lub wzorami réwnowaznymi:

XP+ (I, + AXR)IpQ — (XR—PNIpX = 0,4n
(I, + AXR)Ip(X —AQ) — X(I, + AP) = Opun;

(#11) P — RIp(X — AQ) jest macierzq stabilng.

Dowod. (i) Poniewaz X jest z zalozenia macierzg nieosobliwa, przeto
ImX =Im[ I, XT ]7. Gdyby zatem dla pewnej macierzy ¥ € R**" za-
chodzita rownosé¢ Im X =Im[ I, Y7 |7, wowczas Yz = Xz, Vo € R*. Co
oznacza, ze Y = X. Aby udowodni¢, ze X jest macierzag symetryczng, wy-
starczy pokazaé, ze X{ X, jest macierza symetryczna. Jest to réwnowazne
temu, ze XTT_,n X = Opupn. Zsymplektycznosci macierzy I, + AMa wynika,
ze (I, + ANXTT o X (I + AA) = XTT_, X, przy czym MaX = XA,
gdzie A € R™™" jest pewna stabilng macierza. Na tej podstawie wniosku-
jemy, ze (XTI i X)A+ AT(XTT_ 0, X) + AAT(XTT_ 1, X)A = Opxen. ROW-
noéé te interpretujemy jako réwnanie Lapunowa z niewiadoma X771 _,,X.
Poniewaz A(A) C Da, zatem jedynie X7 I_,, X = 0,xn spelnia to rownanie.
(1) Z réwnosci Ma X = XA wynika, ze

Ma [ ég ] = [ ; ]XlAXl‘l. (4.6)
Mnozac powyzsze lewostronnie przez [ --X I, ], otrzymujemy pierwsza z
podanych postaci rownania ARE. Na tej podstawie wyznaczamy drugg
postaé¢ tego rownania. Zakladajac osobliwosé I, + AX R, gltosimy istnienie
takiego wektora z # 0, € R", dla ktérego z7 (I, + AXR) = 01x,. Mamy
zatem rownosé zTX(In + AP) = 014y, ktorg dla regularnej macierzy P za-
pisujemy jako 7 X = 0yx,. Musimy przeto przyja¢, ze £ = 0,. Sprzecznosé
ta oznacza, ze I, + AXR jest macierza nieosobliwa. Lemat o odwracaniu
macterzy zastosowany do réwnowaznego rownania Riccatiego

(I, + APTY(I, + AXR)7'X (I, + AP) — X — AQ = Opxn, (4.7)

prowadzi do (4.5). (iii) Mnozac lewostronnie (4.6) przez [ I, Opxn |, wy-
kazujemy podobienistwo macierzy P — RIp(X — AQ) oraz A. O
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Niech (FW) € dmn[ﬁR?ﬁ(’) Przyjmijmy, ze I°, ¢ oraz R podlegaja
addytywnym zaburzeniom £’ ¢} oraz ¢ R, odpowiednio. Zaklada si¢ przy
tym, ze Q oraz 1! sa macierzami symetrycznymi, a ponadto € € R Wekaznik
uwarunkowania réwnania Riccatiego dARE (4.5) defininjemy jako

VX(P,Q. R) .
K(P,Q,R) = [V : ’ )‘1 [ Xfir 70
XN p
gdzie
IVX{P,Q,R)| = D 1% (NP2 N QU Q- |14 R Q. B}
' (B.0.8)]] 40 [, mill,

Wskaznik «q(F,, Q,, Ry) uwarunkowania réwnania Riccatiego (4.4) wprowa-
dza sie w analogicany sposab,

Lemat 4.8 (o uwarunkowanin dyskretnego rownania Riccaticgo (/I); Su-
chomski [397, 400]). Dla dostateeznie matych wartosci okresu probkowania
zachodzi:

I(Fp, Fo, Fr}ll2

(P,Q, ) = X IXlr )
(]( Qq R _ ! E (an i AP”FIA?P’AFQ’AFR)HQ
‘(Pa Q, R} A |(Fe, Fo, Frill,
gdzie:
Fp = Hi'[I, @ (I, + AGHYX + (I, + AGHX © 1,)8.,]
Fp = |[Pllplp
Fo = {QlpH;'
Fe = BRI Hy'(EF @ Ff)
oraz
Hi=G{ehL+L, o6t +AcTecT
208

T
Z e®93 IO

W kazdym nicosobliwym przypadku dla dostatecznic matyeh wartoscl okresu
probkowania A mamy zatem s,{Fy, @y, Ry) oc A7 w(P,Q, R).
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Na podstawie lematow 4.3, 4.6 oraz 4.7 wnioskujemy o mozliwosci za-
stosowania efektywnych deflacyjnych technik opartych na uogélnieniach me-
tody Schura (Arnold i Laub [10], Bunse-Gerstner et al. [18], Kenney et al.
[218], Laub {258, 259], Pappas et al. [317], Petkov et al. [322], Van Dooren
[444]) do numerycznego rozwigzywania dyskretuych rownan Riccatiego stor-
mutowanych w dziedzinic operatora ¢ (Suchomski [397]). Szczegolnie godna
polecenia jest numerycznie stabilna metoda znana jako inverse-free generali-
zed Schur method (Datta |78, Van Dooren [444, 447}). Warto takze wskazac
na ostatnio opracowane metody itcracyjnego udoktadniauia rozwigzan réw-
nan Riccatiego, korzystajace w gtéwnej mierze zc schematu Newtona (Datta
|78], Guo i Laub [159]). Specjalnie dobrane zbiory numerycznych danych
stuzacych do analizy dokladnosel oraz stabilnosci réznych metod rozwiazy-
wania ciggtych oraz dyskretnych rownan Riccatiego przedstawiono w (Abels
i Benuer [1], Benner et al. [27, 28], Petkov et al. [325]).

Uwaga 4.5 (Suchomski). Niech Ma = W 'U € dom(dRic) oraz X =
dRic(Ma). Macierz Ma jest podobna do macierzy

P — RIp(X — AQ) —RIp
Onxn (X-R - PT)IP

zatem A(Ma) = AP - RIp(X — AQ)) U M(XR — PT)Ip). Poniewaz
MP — RIp(X — AQ)) C Da, przeto \((XR — P1)Ip) € —Da. Oznacza
to, ze wszystkic wartosci wlasne macierzy (XR — PT)Ip sa 'silnie’ niesta-
bilne. Stabilizowalno$¢ pary (P, R) jest koniecznym warunkiem tego, aby
Ma € dom(dRic).

Niech M bedzie uogdlniona macierza Hamiltona dla Q@ = Opxn. Ma €
dom(é Ric) tylko wtedy, gdy P nie ma wartosci wlasnych nalezacych do 0D, .
Niech A € A(P), za$ z # 0, € R” oznacza wektor whasny skojarzony z A. Za-
chodzi zatem (A, — (XR — PT)Ip)Xz =0,, X = éRic(Ma). Dla A € Da,
wobec niestabilnosci macierzy (X R — PT)Ip, mnamy z € Ker X. Na tej pod-
stawie wnioskujemy, z¢ Ker X jest stabilng niezmiennicza podprzestrzenia
macierzy (odwzorowania) P, za$ rzad X jest rowny liczbie wartosci wlas-
nych macierzy P nalezgcych do —Da. O

Uwaga 4.6 (Suchomski [406]). Uogélniona macierz Hamiltona mozna
zdefiniowaé jako regularna macierz M € R¥?" dla ktéorej 1=} MT1_,,
= —(I, + AM)"1M. Dokonujac podziatu (n + n) X (n+n)

~ My My
M= "
[ Moy Mz
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oraz zakladajac regularnosé podmacierzy 'Mgg, dochodzimy do przekonania,
ze

A

M_1.|:15+R1?#TQ—LL —RPT }

—-PTQ P T,
gdzie P € R"™™ jest pewng nieosobliwa macierza, Q = QT ¢ R™™ oraz
R = RT € RV, Macierz P mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
sumy P = I,+ AP, wktorej P € R**" jest odpowiednig regularna macierza.
Kladac Q = Q oraz R = A®R, gdzie Q, R € R*™*" uzyskujemy

if— | PHARIPQ -ARIp
| -AUpQ —IpPT

W przypadku, w ktéryin istnieja rozwiazania rownan
[-X LML X]" = Open
[-X L, )Ma[L, X"

zachodzi X = AX. Ponadto A(Ma) = MMj; + M2 X) UM Mg — X My).
O

= Onxn

O wtasciwosciach uogélnionych macierzy Hamiltona mowiag takze dwa
ponizsze lematy, ktérych proste dowody pominieto.

Lemat 4.9 (o podobnych uogolnionych macicrzach Hamiltona; Suchom-
ski). Niech Mag € R¥™ 2" pedzie uogdlniong macierzq Hamiltona. Macierz
Ma = TMaqT™! € RV gdzie T € R¥™*2" oznacza dowolng macierz
symplektyczng, jest uwogdlniong macierzqg Hamiltona. O

Lemat 4.10 (o translacji oraz kongruencji rozwigzan réwnan Riccatiego;
Suchomski). Niech Mag € R®™ 27 pedzie uogélniong macierzq Hamiltona,
Mag € dom(SRic) oraz Xg = 6Ric(Mao). Macierz My = TMpoT ! €
R2n><2n gdzie T ¢ RanQn .
_ In Onxn _ 7T T XT
a) T—[TO I, , To=T; €k

Ty Ouxn
Onxn T(;F

jest uogdlniong macierzq Hamiltona, Ma € dom(dRic), zas X = dRic(Mp).
Zachodzi:

b) T:[ } To € R, detTy #0

a) X=Xo+Tp
b) X =T¢ XoT,. O



12, WRAZLIWOSC ROWNAN LAPUNOWA 121

4.2 Wrazliwos¢ réwnan Lapunowa
Rozwazmy nastepujace dyskretne réwnanie Lapunowa (Steina)
PIX Py = Xy +Qy =040 (1.3)

z niewiadoma X ¢ R™*7, gdzie £, Q, = Q('; ¢ R Zakladajac, ze
P, =1, + AP, przy caym P ¢ R**" rozpatyzymy dwa zbiory macierzy (0

(L @
(L2)  A*Q

adzie Q@ = Q7 € R**" W obu przypadkach mamy do ezynienia z dyskres-
nywm réwnarniermn Lapunowa o postaci

PT.X + XP - AJ.DT;(P 1- Q = ann (49)
gizie X € B 7. Stosownie do zalozone] parametryzacji:

(L) X =A.X,
(rey  x AX,.

Jezeli M(P) € Dy oraz Q = 0, wtedy X > 0; gdy zas @ > 0, wtedy X > 0.
Para macierzy (P, (), gdzic M P) C Da oraz @ > 0, jest para obserwowalng
wtedy 1 tylko wledy, gdy X > 0. Z kolei, jezeli X > 0 oraz () > 0, wtedy
MP) € Da; gdy zas X > 0 oraz @ > 0, wtedy AMP) C Da. Ponadte, jezeli
X >0, Q > 0oraz (P. Q) jest para wykrywalng, wtedy A(P) € Da. W
dalszych rozwazaniach niezbedny bedzie nastepujaco sdefiniowany wskaZnik
separacyi (odstepu) miedzy macierzami 127 oraz P (Suchomski [403))

g PTY . XP+AP'XP

Zauwaziny, se sepg( T, 1) > 0 wiedy i tylke wtedy, pdy A + AjFANN F
0, VA, A € A(P). Rozwazajac dyskretne rownania Lapunowa odnoszace sic
do maodeli wywiedzianych dla operatora q, korzystamy z definic)

F

1P X P, - x|
sep, (T, P;) = min —2
‘wepq( g o q) ?;1[1] “-’Y”F

Niech X = X (P, Q) bedzic rozwiazaniem réwnania (1.9). Przyjmijmy, ze
P oraz () podlegaja addytywnyvm zaburzeniom eP oraz @), odpowicdnio.
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Zaktadamy przy tym, ze @) jest macierza symetryczng oraz € € R. Wskaznik
uwarunkowania rozwazanego rownania Lapunowa, stuzacy ocenie wrazliwosci
jego rozwigzania X (P, Q) na wplyw ’'malych’ zaburzen macierzy (P,Q),
definiujemy jako

_IVX(R,Q)
K/L(PaQ) — ||AX‘|F
gdzie
) VX (IPIeP, 1QIFQ| P, Q)|
IVX(P,Q)| = —
1D 0 2.0,

Lemat 4.11 (o uwarunkowaniu dyskretnego rownania Lapunowa; Suchom-
ski [403]). Wskaznik uvwarunkowania s (P, Q) rdwnania Lapunowa (4.9) ma
postaé

|(Fp, Fg)ll2
i (PQ) = —oi
1 X r
gdzie:
Fp = |PlpH; (In® (In + APT)X + (I, + APTYX ® I,)S,)
Fo = |QIrH;"
oraz

H;=P'®I,+1I,9P" + APT @ PT.

Dla dostatecznie matych wartosci okresu prébkowania A mamy (P, Q4) o
A~V kp(P,Q), gdzie ki, (Dy, Qq) orzeka o wwarunkowaniu réwnania La-
punowa (4.8) sformutowanego dla operatora q. Ponadto, seps(PT,P) =
Umin(Hé)' 0

Rozwigzujac rownanie (4.9) za pomocy komputera o skoniczonej precyzji
€, musimy sie liczy¢ z tym, ze elementy macierzy P oraz () 'faktycznie’
podlegajacych przetwarzaniu obarczone sa bledami reprezentacji (zaokrag-
lenia) rzedu €||P||F oraz €||Q||r, odpowiadnio. Pewne oszacowanie kresu
gornego wzglednego bledu zaburzonego rozwiazanie X réwnania (4.9) po-
daje ponizszy lemat.
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Lemat 4.12 (o doktadnosci rozwiazania dyskretnego rownania Lapunowa;
Suchomski [403]). Niech X; 4 X; + AXNA; # 0, YA, A € A(P). Jezeli Q #

Opxn oraz

2| Pllr + AE+ NPT _
seps(PT, P) -
wtedy )
X — X][|F €
-BL(P
Xle 1=
gdzie

_4Plr+AB+ P

2
[

.0
seps(PT, P)

R (P)

Podobne rozummowanie stosujemy do réownania Lapunowa (4.8). Niech
zatem M\ A; # 1, YA, A; € A(F,), a ponadto @ # 0, <, oraz

(2¢ + @)1 Pl %

— =<1
sep,(PT, P)) !
wOwCzas B
HXq - Xq”F €
< -k (P,
X0 S Ton,
gdzie

] LA (3 + &)1y 1%
Rr, (By) =
! ¢ Sepq(PqT’ Pq)
Dla zalozonej parametryzacji (L1 oraz L2) rozwazanych dyskretnych rownarn
Lapunowa obowiazuje rownosé sepq(PqT, Py)) = omin(Hy) = Aseps (P, Ps).

Lemat 4.13 (o poréwnaniu dokiadnosci rozwiazan dyskretnych réwnan
Lapunowa; Suchomski [403]). Dla dostatecznie matego okresu prébkowania

A mamy

kr,(Pg) 1 1+ @B+en 0

RL(P) T A 4|PF
Wielkosci wp(P) oraz Rr, (P;) moga stuzy¢ takze jako dogodne wskazniki
wrazliwosci rozwazanych dyskretnych rownan Lapunowa: wnioski wywie-
dzione na podstawie lematdw 4.11 oraz 4.18 sa zgodne.

Warto podkresli¢, ze analogiczne spostrzezenie — dotyczace dyskretnych
rownan Riccatiego — nasuwa sie po rozwazeniu wskaznikéw uwarunkowania
tych réownan innych niz te, ktore badano w podrozdziale 4.1 (Datta [78],
Higham et al. [180], Konstantinov et al. [231], Sima et al. [361], Sun
[422, 423]).
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Zmodyfikowany algorytm Bartelsa—Stewarta

Znanych jest wicle numerycznych metod rozwiazywania ciagtych oraz dys-
kretnych rownan Lapunowa (Sylvestera) (Datta 78], Gajic i Qureshi [122],
Golub i Van Loan [139], Higham [177]). Analiza roznych aspektow wrazli-
woscl rozwiazan takich réwnan na zaburzenia wejsciowych danych stanowita
przedmiot wielu prac (Datta [78], Gahinet et al. [124], Hewer i Kenney
[173], Higham [175, 177], Konstantinov et al. [231], Petkov et al. [323]).
Studihun wstecznego bledu rozwiazan ciggtych réwnan Lapunowa znajdziemy
w (Higham [175, 177]). Z kolei, w (Ghavimi i Laub [134]) pokazano w
jaki sposéb. stosujac metode linearyzacji, wyznaczy¢ przyblizenie wstecznego
btedu dyskretnego (g) rownania Lapunowa. Zestawy numeryczuych danych
przeznaczonych do badania doktadnosci oraz stabilnosci réznych algoryt-
mow rozwigzywania ciaglych oraz dyskretnych rownan Lapunowa omowiono
w (Kresner et al. [247|, Petkov et al. [324]). Utrwalone jest trafne przeko-
nanie, ze algorytm Bartelsa—Stewarta [22] numerycznego rozwiazy wania row-
nai Lapunowa charakteryzuje si¢ najkorzystniejszymi cechami, jesli chodzi
o doktadnosé¢ oraz stabilnosé wynikow (Golub i Van Loan [139], Higham
[177], Laub et al. [260]). Dyskretna wersj¢ tego algorytmu dano w (Barraud
[20]). Algorvim Bartelsa-Stewarta w swej podstawowej formie opiera si¢ na
przeksztalceniu macierzy réwnania Lapunowa do (gornej) postaci Schura.
Znane sa takze wersje tego algorytnii, w ktérych stosuje sie (gorna) postaé
Hessenberga (Golub et al. [138]) oraz pomocnicza faktoryzacje Cholesky’ego
(Hammarling |163]).

Nizej przedstawiamy pewna modyfikacje algorytmu Bartelsa—Stewarta,
dostosowujaca ten algorytm do zadania wyznaczania rozwigzania dyskret-
nego réwunania Lapunowa danego wzorem (4.9). Wstepny krok tego al-
gorytmu (Suchomski [403]) polega na przeksztalceniu réwnania (4.9) do
IOWHOW&ZHE‘J postaci PTX + XP + APTXP + Q = 0pyn, w ktorej macierz

= UTPU € R™™ jest dolna rzeczywista macierza Schura

P11 0
. Py P
p— .21 ?2

]51)1 Pp? ppp

o podmacierzach P stopnia pierwszego lub drugiego, Q = UtQu, X =
UTXU € R™", zas U € R jest odpowicdnia ortogonalng macierza
wynlkaja(a zastosowarne] metody rozktadu QR. Zakladajqc ze podzial ma-
cierzy Q oraz X odpowiada podzialowi macierzy P, otrzymujemy nastepu-
jacy algorytm.
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Algorytm 4.1 (rozwiazywania réwnania Lapunowa; Suchomski {403]).
Dlal=1,2,...,p
dlak=01l+1,...,p:

e podstaw
i O y
Qui— > PiXy+ Y Xl + Qu
1= =1

1
Al R S
+A Z Pik Z )ﬁijpj[ + P Z Axkjpjl ,
i1 =1 =1
® WyzZnacz Xkl 7 rownania
PL Xy + XpPy + APLXuPy = ~Qu,

e podstaw Xlk — XEI
Rozwiazanie: X = UXUT. O

Wyznaczenie podmacierzy Xg; wymaga rozwigzania rownania Sylvestera zde-
finiowanego dla operatora d. Poniewaz rownanie to jest stopnia co najwyzej
drugiego, jego rozwiazanie nie jest zadaniem zlozonym i sprowadza si¢ do
zastosowania standardowej metody eliminacji Gaussa (Demmel [84]).

W podanvch formulach opisujacych wskazniki uwarunkowania dyskret-
nych rownan Riccatiego oraz Lapunowa wykorzystujemy iloczyny Kronec-
kera odpowiednich macierzy. Powoduje to, ze nawet dla wzglednie matych
wartosci n otrzymujemy zadania numeryczne o duzym wymiarze. Wiedza
o 'dokladnej’ wartosci danego wskaznika uwarunkowania nie musi by¢ jed-
nak niezbedna, w praktyce nierzadko wystarczy bowiem znajomosé racjonal-
nego oszacowania (‘rzedu’) tego wskaznika. Wszystkie numeryczne wyniki
prezentowane w niniejszej pracy opieraja sie na mozliwie ’doktadnych’ oce-
nach zdefiniowanych wskaznikéow — w obliczeniach stosowano procedury sys-
temu MATLAB, a takze algorytmy w jezyku FORTRAN dostepne w pakie-
tach LAPACK i1 LINPACK (Anderson et al. [4]) oraz bibliotece SLICOT
(Van Huffel et al. [448]). Wyznaczanie przyblizonych wartosci odpowied-
nich indukowanych norm opisano w (Byears [52], Gudmundsson et al. [158],
Kagstrom 1 Poromaa [208, 209|, Kagstrom i Westin [210}, Kenney i Laub
[217], Kenney et al. [218], Petkov et al. [324]); warto tu takze wymieni¢
przyktadowa, efektywna procedure xLACON z pakietu LAPACK (Anderson
et al. [4], Higham [177], Higham et al. [180]).
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Przyktad 4.1 (uwarunkowanie dyskretnych réwnan Lapunowa; Suchom-
ski {403]). Niech A(A) C Da. Rozwiazaniem dyskretnego réwnania La-
punowa AX + X AT + AAX AT + BBT = 0,,,, jest gramian sterowalnosci
pary macierzy (A, B). W przypadku pary (A, C) mamy do czynienia z
rownaniem ATX 4+ XA + AATXA + CTC = 0,4y, ktorego rozwigzaniem
jest gramian obserwowalnosci (Suchomski [397, 403]). Analiza odpowiednich
gramianow stanowi podstawe miedzy innymi efektywnych metod upraszcza-
nia (redukcji rzedu) modeli obiektéow dynamicznych opisanych trojka macie-
rzy (A, B, C') (por. np. Suchomski [392]).
Przyjmijmy obiekt czasu cigglego

0 1 0 0!0

0 0 1 010

Gp(s) = 0 0 0 1]0
—50 —79 —33 —5]1

50 15 1 00

Wtlasciwoscel rozwazanych rownan Lapunowa sformutowanych dla dyskret-
nych modeli tego obicktu ocenimy, poréwnujac odpowiednie wskazniki po-
kazane na rys. 4.1 oraz 4.2. Jak widzimy, dla dostatecznie matych wartosci
okresu probkowania A ujawuia sie przewaga podejécia, w ktérym posthugu-
jemy sie modelami zwiazanymi z operatorem 4. Opinie te potwicdzaja
wnioski wyplywajace z wykresow danych na rys. 4.3. Wykresy te ilus-
truja funkcje € = || X — X|'»/||X]||p bledu rozwiazania danego réwnauia
Lapunowa, przy czym X oznacza 'doktadne’ rozwiazanie, zas X jest rozwia-
zaniem uzyskanym dla stosownego modelu o elementach zaburzonych addy-
tywnymi bledami o gaussowskim rozktadzie z zerowa wartoscia $rednig oraz
odchyleniem standardowym o = 107°. O

Roéwnania Lapunowa dla kanonicznej sterowalnej pary (A, b)

Rozwazmy pare (A, b) o sterowalnej kanonicznej postaci, w ktorej macierz
A € R jest macierza Frobeniusa, zas wektor b € B jest wektorem jed-
nostkowym:

0 1 - 0 0
A | o ] O
0 0 - 1
_ao —al « == ——an—l 1

Ciagte réwnanie Lapunowa AX + X AT + bbT = 0,4, ma jednoznaczne
symetryczne rozwigzanie X € R**" X = X7 wtedy i tylko wtedy, gdy
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10°%—— .

K (a)
10* o

‘ operator g
/
10° operator pﬁ t
operator & / -
10%| alsl
107 10° 10 10"

127

N
10* i
h ~ operator q
10° .
operator p ~
operator & T
B 7 sl
10-4 10” 107 107

Rys. 4.1. Przyklad 4.1. Wskazniki uwarunkowania réwnain Lapunowa: a) gramian

sterowalnoéci, b) gramian obserwowalnoéci.

4

10

10 10

-3

107

Rys. 4.2. Przyklad 4.1. Wskazniki uwarunkowania réwnan Lapunowa.
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128
102 ——
| (@)
0 "\ i
1077 \,\
v ) operator q
W A\/\\\ /
2 ' NG //V’"\ .
10 | VN N
A f
operator p /AN R
4 - \ i
10° . A
10° . . , Als]:
10 10 10"

10"

10° = -
€ (b)
10°0
A operator q
VA
2 S
10 - /\’\\ /\
operator p Vo "'\v/\'
10* N\,
10° operator 5 / Als]
10" 10° 10% 10"

Rys. 4.3. Przyktad 4.1. Funkcje bledu rozwigzan rownan Lapunowa: a) gramian
sterowalnosci, b) gramian obserwowalnosci.

Xi + A # 0, YA, Aj € A(A) (Barnett [19], Datta [78], Gantmacher [125],
Petkov et al. [323]). W przypadku stabilnej macierzy A rozwiazanie takie
(gramian sterowalnodci systemu #(t) = Az(t) + bu(t); Curran [77], Sreeram
i Agathoklis [375], Xiao et al. [476]) zawsze istnieje, a ponadto X > 0.

Lemat 4.14 (o postaci rozwiazania ciaglego réwnania Lapunowa dla ste-
rowalnej kanonicznej pary (A, b); Suchomski [393]). Rozwigzanie X ciagtego
réwnania Lapunowa AX + X AT + bbT = 0,xn dla sterowalnej kanonicznej
pary (A, b) ma postaé symetrycznej macierzy Xiao:

(1) dlan=2m,m>1 X € RZmx?m

a 0 (-1 tay, 0
0 a 0 (—1)™ Ly
— Q9 0 (—1)'”_2am+1 0
X = . . . .
0 (—1)m_2am 0 —Q2m—1
(_1)m—lam 0 Qom—1 0
L 0 (—1)m_lam+1 0 Q2m, ]
(i) dla n=2m+1, m >0, X € RZnt1)x(2m+1)
I (831 0 0 (—1)mam+1 T
0 s (-1 Lo, 0
— 09 0 0 (—1)m_1am+2
X = .. .. . .
(=) ta, 0 0 —om
0 (—1)m’1am+1 Qom 0
| (D)™ amya 0 0 Q2m41
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an T € R jest rozwiqzaniem uktadu liniowych
rownan Aqa, = by 2z macierzg Hurwitza:

ap —as a4 0 0
0 a,  —as 0 0
‘4(1 = O '-0/0 a2 O 0 , Aa E RT!XTL
0 0 0 Ay —3 —Qn
Lo 0o 0 —an 3 Gn-y
be = [0 0 121", boeR.
Dla stabilnej macierzy A zachodzi o; > 0,0 € {1,...,n}. O

Dyskretne rownanie Lapunowa AXAT — X + b7 = 0,,, ma jedno-
znaczne symetryczne rozwigzanie X € R¥™" X = X7 wtedy i tylko wtedy,
gdy AAj # 1, YA, A € MA) (Datta [78], Petkov et al. [323]). W przy-
padku stabilnej macierzy A rozwiazanic takie (gramian sterowalnosci sys-
tenn qz(t) = Az(t) +bu(t); Bitmead i Weiss [31]) zawsze istnieje, a ponadto
X > 0.

Lemat 4.15 (o postaci rozwigzania dyskretnego rownania Lapunowa dla
stcrowalnej kanonicznej pary (A, b); Suchomski [393]). Rozwigzanie X €
R dyskretnego réwnania Lopunowa AX AT — X + b7 = 0, dla stero-
walnej kanonicznej pary (A, b) ma postaé symetrycznej macierzy Toeplitza

i /81 52 [33 ,ﬁn i
B2 B B2 Br-1
X=|8 B K Bz |
L 6n ﬁn—l ﬁn~2 ﬁl |

przy czym ag = | B Bn 1T € R* spetnia réwnanie Apgag = bg, gdzie:

aj ap 0 0
a9 ay ap 0
A 3 = +
An—-1 0n—-2 Gp-3 ap
I an—1 an—2 ay |
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0 ao as N 1
0 as a4
.. , AﬁeRan
0 1 0 oo 0
—a% —apay —apaz - —apap-1
by = [0 - 0 1], byer.

Dla stabilnej macierzy A zachodzi §; > 0. O

Uwaga 4.7 (Suchomski [393]). Rozwiazanie rownania Lapunowa AX +
XAT - AAX AT +bbT = 0,4y, dla sterowalnej kanonicznej pary (A, b) — czyli
gramian sterowalnosci systemu pz(t) = Axz(t) + bu(t) — nie ma tak prostej
struktury’ jak podane wyzej rozwigzania réwnan Lapunowa dla modeli czasu
ciaglego oraz dyskretnego (¢). Spostrzezenie to dobrze ilustruje pewna niedo-
godnos¢ podcejscia, w ktérym wykorzystuje sie operator d: odpowiednie réw-
nania Riccatiego oraz Lapunowa maja w tym przypadku bardziej zlozona
postad, co z reguly utrudnia wywodzenie wlasciwosci stosownych rozwiazan
(do tego aspektu modelowania zwigzanego z operatorem 6 powrdcimy jeszcze
w rozdziale 5. oraz 6.). O

4.3 Ocena odpornej stabilno$ci

Rozwazmy zastosowanie réwnan Lapunowa do oceny zakresu niestrukturali-
zowalnych zaburzen nominalnego modelu obiektu, dopuszczalnych ze wzgledu
na stabilnosé¢ zamknietego ukladu sterowania takim obicktem. W tym celu
zaktadamy, ze:
6x(t) = (A+ A)z(t) + (B + B)u(t), =z(t) e R®
y(t) = (C+O)z(t)

gdzie A € R"*", B € R**P oraz C' € R?”*" wyznaczaja nominalny model
danego obiektu, zas A € R*™" B € RYP oraz C € RI*™ sy odchylkami
odpowiednich elementéw od 1Ch warto$ci nominalnych. Sygnal sterujacy u
uzyskuje sie w oparciu o algorytm sterowania w uktadzie zamknietym ze
sprzezeniem od wyjéciowego sygnalu y sterowanego obiektu:

62(t) = Az + Bu(t) + K. (y(t) — Cz(t)), z(t) e R?
u(t) = —Kui(t)
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przy czym macierze wzmocnien K, € KR"*? oraz K, € RP*"™ wyznacza sie¢
na podstawic szczegdétowych kryteriow optymalizacji obserwatora oraz re-
gulatora. Temu typowemu algorytmowi sterowania odpowiada przyktadowo
rozwiazanie problemu L QG z obserwatorem w postaci filtru Kalmana. Takze
metody sterowania optymalnego ze wzgledu na norme Heoo (zob. rozdzial 6.)
wioda do rozwiazan podporzadkowanych powyzszemu schematowi.

Niezaleznie od zasady syntezy (optymalizacji) sterowania przyjmujemny,
ze rozwazany uklad zamkniety jest nominalnie stabilny: A(A — BK,,) C Da
oraz \(A — K,C) C Da. Niech z = [ 2T 2z ]T € R?" oznacza wektor
stanu zamknietego uktadu sterowania, gdzie z.(t) = z(t) — &(¢) jest ble-
dem oceny stanu z(t) obiektu na podstawie przyjetego nominalnego modelu
tego obiektu. Ewolucje odpowiedniego autonomicznego uktadu zamknietego
opisuje réwnanic dz(t) = Nz(t), w ktorym N € R¥*2" jest macierza o
nastepujacej blokowe) postaci

N A+A—(B+B)K, (B + B)K,
| A-BK,-K,C A-K,C+BK,

Uktad ten bedzic odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy A(N V) C Da dla
wszystkich dopuszczalnych odchytek A, B oraz C. Aby wykaza¢ stabilnosé
macierzy N dla ustalonych A, B oraz C, wystarczy udowodni¢ istnienie
takich dodatnio okreslonych macierzy P € R P = PT P > 0 oraz
Q€ R Q= QT, Q > 0, dla ktorych spetnione jest rownanie Lapunowa

NTP + PN + ANTPN = Q. (4.10)

Ze wzgledu na zakladana stabilnosé¢ macierzy A — BK,, oraz A — K;C na-
stepujgce pomocnicze réwnania Lapunowas:

(A — BK,)" P, + Py(A — BK,) + A(A — BK,)"P,(A - BK,) = —I,
(A= K,0) TPy + Po(A — K,C) + A(A — K,C) Py(A — K,C) = —

mnaja jednoznaczne, symetryczne oraz dodatnio okreslone rozwigzania P, €
Rvm P, = PT P, > 0oraz P, € R"*" P, = PI'' P, > 0. Wykorzys-
tanie macierzy P, oraz P, w réwnaniu Lapunowa (4.10) istotnie upraszcza
dalsze rozwazania (Suchomski [394]). Zalozmy przeto, ze P = P(n) =
diag (nPy, Py), gdzie € R jest pewnym dodatnim skalujgcym wspoétczyn-
nikiem, umozliwiajagcym optymalizacje (maksymalizacje wartosci) ocen norm
dopuszczalnych zaburzen nominalnego modelu obiektu. Zachodzi zatem
P(n) > 0, Vn > 0. Przyjmujemy podzial (n + n) x (n + n) macierzy Q

| Qi Qe
Q_[Qg Q22].
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Lemat o dodatniej okreslonosci blokowej macierzy (Albert [2], Kreindler
i Jameson [246], Saberi et al. [348]) zastosowany do @) pozwala na sfor-
mutowanie podwojnego wystarczajacego warunku dodatniej okreslonosci tej

macierzy: Qa9 > 0 oraz Qoov > 0, gdzie Qoav = Q11 — Q12Q5, Q1 € R¥*™
jest dopelieniem Schura podmacierzy (Joo. Jak tatwo sprawdzi¢

Q?Q = QQQ(BaAan) = In - (BKu)TPz - PI:BKU
— A((A - K.C)TP,BK, + (BK,)TP,(A - K,C)
+ (BK,)'P,BK, +n((B + B)K,,)T P,(B + B)K,).

Oznaczmy przez Bpr(p) = {M € R*» <™ - ||M|ly < p} otwarta kule o pro-
mieniu p > 0. Niech 79(A) € R bedzie taka wartoscia wspolezynnika 7,
ze
v 3 v Q22(B,A,n) > 0.
n<no(A)  po(Am)  BeBp(po(An))

Ze wzoru opisujacego podmacierz (J22 wynika, ze

1

A) = '
&) = ATRTBTRBR,],

Mamy ponadto

"bl(Av 77) + \/b%(Aa 77) + 4b0(Av 77)52(A, 77)

po(A,n) = TNUN)
gdzie
bo(A,n) = 1—An|K;B"P,BK,|,
h(A,n) = 2([Kyl2llPelle + 2A1Kull2 (| Pell2[|A — KuCllz + nl| PuBKuyll2)
bo(Ayn) = AIKLF(1Pell2 + 0l Pull2) -
Niech ppo = po(A, n)|a—0. Zgodnie z oczekiwaniem, tak zdefiniowana asym-
ptotyczna wielkos¢ nie zalezy od wspotczynnika 7 1 wynosi (Suchomski [394])
B 1
ST AN

Podkreslenia wymaga takze fakt, ze w przypadku modelu, w ktérym niepew-
nos¢ nie dotyczy macierzy B, to znaczy gdy B = 0 xm, wymaganie (Jag > 0
zawsze mozna spelni¢, przyjmujac dostatecznie malg wartosé n < ng(A).
Rozwazmy drugi czastkowy warunek odpornej stabilnosci — czyli zgdanie,
aby dla wszystkich dopuszczalnych odchylek od nominalnego modelu obiektu
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(oov > 0. Ogoélng charakterystyke metody wyznaczania ocen maksymal-
nych norm takich odchytek oméwiniy na przyktadzie zaburzenia A macie-
rzy stanu nominalnego modelu. Macierz Quv = QQQV(A,A,U) przedsta-
wiamy w pustaci Quov (A, A,n) = nl, — Ha(A, A1), gdzie Ha(A, A7) €
R"™ "™, Zalézmy, ze zdefiniowano taka funkcje hA~: Ri — R, dla ktérej
ha(llAll2, A,n) majoryzuje normg macierzy Ha(A,A,n). Oznacza to, ze
dla ustalonego okresu probkowania A, dowolnej dopuszczalnej odchylki A
oraz stosownych wartosci skalujacego wspotczynnika n < 79(A) obowigzuje
nieréwnosé || Ha(A, A, n)|lz < ha(||Alj2, A, 7). Okazuje sie, ze

/LA(“A||27AJ]) —nN= on(Avn) + f-‘h(A777) ’ ||AH2 + ng(AJ}) ’ “AH%

gdzie:

(| PuBK.|l2 + All(A — BK,)T P.BE,|2)*
fao(A,n) 0 —1
1- AUHKEBTPuBKUHQ
fa(An) = 2n([Pullz + Al Py (A — BKy)|l2)
+20(| PuBKyll2 + All(A — BKy)T PyBKy||2)
« HP1H2 + A(HPZ(A - KJ:C)HQ + ’7HP7LBKUHQ)
1-An|KI'BTP,BK,||2
(I1Pell2 + A1 Pr(A = Kz C)lla + 1l PuBKu|l2))?
1— An|KI'BTP,BK,ll
+ APz l2 + 11| Pull2) -

fA-z(Aa "7) =

Ocena zakresu niestrukturalizowalnych zaburzen A macierzy stanu nominal-
nego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze wzgledu na stabilnosé
odpowiedniego ukladu zamknietego, sprowadza sie zatem do poszukiwania
takiego, mozliwie ’duzego’, promienia p (A, n), dla ktorego przy pewnej war-
tosci 77 < 7p(A) zachodzi ha(||All2, A, n) < 7, VIiAll2a < pa(A,n). Spelnie-
nie tego warunku oznacza bowiem, ze Quov > 0, VA € Ba(pa(A, 7).
Tak postepujac, w pierwszej kolejnosci musimy okresli¢ dopuszezalny zakres
zmiennosci skalujacego wspoétczynnika . Niech 774(A) < 19(A) oznacza taky
liczbe, dla ktorej

v 3 Y halllAll2, A, ) <.
n<na(A) pa(An) AcBalpa(An)

Poniewaz fa,(A,n) > 0, zatemn wspotezynnik fa,(A,n) musi by¢ ujemny.
Na tej podstawie otrzymujemy

1
(IPuBEyll2 + Al(A — BK,)TPuBE,|2)? + A| K BT PLBK, |2

na(d) =
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Stad

—Fa(Bom) 4/ £3,(8,m) = 4fa, (B, 0) Fan (A, )
2fA2 (Aﬂ?) '

W dalszej kolejnodci nalezy wyznaczy¢ optymalna wartosé n% (A) skalujacego
wspoltczynnika 7

pA(Aa 77) =

2(A) =arg  max A(AL 7
Ta(2) & 0<n<nA(A)p (8.7)

dla ktorej promien pa(A,n) osiaga maksymalng wartosé

P (D) = pa(A, (D).

Wymagane przeksztalcenia sa elementarne, chociaz bardzo nuzace, o czym
tatwo sie przekonaé, analizujac wyrazenia opisujace wspoélczynniki fa,, fa,
oraz f4,. Aby unikna¢ wydluzania wywodu, w dalszej czesci tego podroz-
dzialu podano odpowiednie lematy dotyczace tylko asymptotycznych (A —
0) oszacowan dopuszczalnych odchylek. Tak postawione zadanie mozna
rozwiaza¢ za pomocy algebraicznych procedur sparametryzowanych wartos-
cig skalujacego wspolczynnika 7 (Suchomski [394]).

Ocena odpornosci w przypadku niepewmnosci dotyczacej jednego
elementu modelu sterowanego obiektu

Nizej przedstawiamy lematy odnoszace sie do odchylek od nominalnego mo-
delu (A, B, C) sterowanego obiektu dopuszczalnych ze wzgledu na stabilnosé
ukladu zamknietego. Zaktadamy przy tym, ze niestrukturalizowalna niepew-
no$¢ dotyczy tylko jednego elementu tego modelu - co jest réwnoznaczne z
wyrdznieniem trzech przypadkéw niepewnych modeli: (A+f~1, B, C), (A, B+
B, C) oraz (A, B, C + C). Uzyskane wyniki stanowiy podstawe oceny od-
pornej stabilnosci w bardziej ztozonych przypadkach, w ktorych niepewnosé
obejmuje wieksza liczbe elementéw nominalnego modelu obiektu.

Lemat 4.16 (o odpornej stabilnosci ukladu sterowania obiektem o modelu
z zaburzona macierza A; Suchomski [394]). W przypadku niestrukturalizo-
walnego zaburzenia A nominalnego modelu sterowanego obieklu obowigzujg
nastepujgce oszacowania wskainikéw odpornej stabilnosct uktadu zamknie-
tego:

(2) przedziat E4 = (0,n4) wartoci wspétczynnika skalujgcego n, gdzie

1
NA = 75 e 12
I PuBE.|I3
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(21) optymalna warto$é wspotczynnika skalujgcego

- I Pali
T AP BRLCIR P B R + Tl

(111) maksymalna spektralna norma dopuszczalnej odchyltki A

1

*
Py = .0
A 2(2“Px||2“PuBKuH2+ ||Pu||2)

Lemat 4.17 (o odpornej stabilnosci ukiadu sterowania obiektem o modelu
z zaburzona macierza B; Suchomski [394]). W przypadku niestrukturalizo-
walnego zaburzenia B nominalnego modelu sterowanego obiektu obowigzujg
nastepujgee oszacowania wskainikdw odpornej stabilnosci ukladu zamknie-
tego:

(1) przedzial Eg = (0,np) wartosci wspotczynnika skalujgcego n, np = na,

(22) promien pp(n), Vn € Eg, okresla si¢ jako pg(n) = min {ppo, pp(n)},

przy czym
() + /13, 0) = 475, () . (m)
pB(’I) B 2fBz (77)
gdzie:
fBo(m) = n(nl|PuBE,|13 1)
Bi(m) = 2n[Kull2(I1Pell2 + I|Pull2 + |PuBEull2(|| Pell2 + 0l Pull2))
Fea(n) = IKulB(1Psll2 = nllPull2)?,

(#3¢) optymalny wspotczynnik skalujgey 1}, = arg maxpcp, p(n) przyjmuje
wartodé jedynego dodatnieqo rzeczywistego pierwiastka réwnania [y +
Bin + Ban? + Ban® = 0, w ktorym:

Bo = —IP:l3

A1 = | Pl3AIP: 2l PuBK, |3 — || Pull2)

Br = |Pllo(2| P2l PuBKyllz + 1 Pull2) QP 2| PuBKull2 + |1 Pull2
+ 4| PuBK 2 (1Pl + |1 Pull2) | PuBKull2 + || Pull2))

By = QP:2)|PuBE2 + IP12)* (1 + 2| P.BK ll2)2 || Pull2,

(iv) maksymalna spektralna norma odchylki B dopuszczalnej ze wzgledu na
stabilnosé uktadu zamknigtego p = pp(ng). O
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Uwaga 4.8 (Suchomski [394]). Spelnione sg nierownosci: Gy < 0,
B2 > 0 oraz B3 > 0. Oznacza to, ze 1) jest jedynym dodatnim rzeczywistym
pierwiastkiem podanego réwnania trzeciego stopnia. Zec wzgledu na ztozona
posta¢ wspolezynnikdéw tego réwnania nie przytaczmy tu jawnej postaci roz-
wigzania 77, a w konsekwencji takzc jawnego wyrazenia na odpowiednie
oszacowanie pj. Stosowne informacje znalezé mozna w wyzej cytowanc
pracy. [J

Lemat 4.18 (o odpornej stabilnosci uktadu sterowania obiektem o modelu
z zaburzona macierza C; Suchomski [394]). W przypadku niestrukturalizo-
walnego zaburzenia C nominalnego modelu sterowanego obieklu obowigzujg
nastepujqce oszacowania wskainikdw odporney stabilnosci uktadu zamknie-
tego:

(1) przedziat Ec = (0,n¢) wartoéci wspotczynnika skalujgcego 1, 1o = na,
(12) optymalna wartos$é wspstczynnika skalujgeego
me =
4| P, B3
(ii2) maksymalna spektralna norma dopuszczalnej odchytki C
1

o= .
P = P K L PuBE L

Ocena odpornosci w przypadku niepewnosci dotyczacej dwoch ele-
mentéw modelu sterowanego obicktu

Prostota uzyskanych ocen maksymalnych spektralnych norm dopuszczalnych
niestrukturalizowalnych zaburzed A oraz C' nominalnego modelu sterowa-
nego obiektu — wynikajaca z faktu, ze w obu tych przypadkach macierz Qo9
jest macierza jednostkows - sktania do poszukiwania odpowiednich oszaco-
wan dla bardziej ztozonego przypadku, w ktérym wymienione odchytki wy-
stepuja lgcznie. Dazymy zatem do wyznaczenia takiego mozliwie 'duzego’
podzbioru przestrzeni R™™ x RY*" ze dla kazdej pary (A, C) nalezace]
do tego podzbioru odpowiedni zamkniety uktad sterowania bedzie ukladem
stabilnym.

Niech hac(||Al2, |Cll2,n) oznacza pewna funkeje, dobrang w ten spo-
sob, aby majoryzowa¢ spektralng norme macierzy Hac(A,C ,m) € RV
zdefiniowanej réwnosdcig: Qoov = Qoov (A C, n) = nln —HAC(A c ,m). Dla
odpowiednio okreslonych dziedzin odchytek A oraz C' (otwartych kul B4 (pa)
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oraz Be(pce)), a takze przedzialu zmiennosci skalujacego wspotczynnika 1),
zachodzi ||Hac(A,C,n)ll2 < hac(|Allz.1Cll2,n). Dla ustalonej odgh\lkl
A € Ba(pa) vomice hac(||All2, [|Cll2.n) — n przedstawic mozna w postaci
nastepujgcej funkeji argumentu ||Cll (Suchomski [394])

(2

hac(1ANl2, 1€z ) =1 = faco(Allz,m) + fac (1 All2,m)

gdzie:
Faco(lAll2,m) = gacy(14ll2) + gac, (1All2) - 1 + gac, -
faci(lAll2,n) = 2||PszHz(nuPu.BK,,,ug+n f,nzuAnQ)
./’“‘&CQ - |IPIKI||3
oraz:
gaco (1412) 1P, 11311 Al13
gac, (I4ll) = 20|Pullz + |1 Pe|l2l| PuBE,,[12) | All2 — 1
gac, = ”RLBA’u”é-

Z.definiujmy zbior Ec(||All;) € R, VA € Ba(pa), dopuszczalnych wartosci
skalujacego wspotczynnika n, zadajac aby

v 3 v hac(lAlg IC ) <7
nctc(lAlz) pe(lAllm)  CeBe(pelAllm)

Poniewaz fac, > 0, zatem zbiér ten okreslony jest przez warunek fac,
(I1A]]2,m) < 0. Ponadto gac,(||All2) > 0, VA € Ba(p.), oraz gac, > 0. Roz-
patrujac nierownosé fac, (|A]l2,n) < 0, zauwazamy, ze promien py, bedacy
kresem gérnym oszacowan norm takich odchytek A, dla ktoryeh Eq(||Ally) #
0, wyznaczy¢ mozna z rownania g%cl(Hleg) - 49/100(”/1“2)9/102 = 0, gdzie
|All; = pa. Zatem py = p%y. Wynika stad, ze Ec(||All2) jest otwartym
przedziatem Ee (]| Al») = (n G 4H2),77X(||AH2)), ktorego kresy

—gaci (1412) + 1/, (I14l2) = 490, (14 ]12)g.10,

ZQACQ

5 (14l12) =

sa dodatnimi picrwiastkami rownania fic, (||All2,n) = 0. W przypadku, w

ktorym | Alls = 0, mamy Ec(||A|2) = Ec, zas dla ||Ally — p* zachodzi
nE(||All2) = n%. Powyzsze spostrzezenia zilustrowano na rys. 4.4.
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0

Rys. 4.4. Zbiér Ec(||A|l2) dopuszczalnych wartosci skalujacego wspotezynnika 7.

Niech A € Ba(ph) bedzie dowolna odchylky. Ustalajac n € Ec(||All2),

otrzymujemy ocen¢ pc(||All2,n) spektralnej normy dopuszczalnej odchytki
C

I PBE> ~ [Pl Al + /o1~ 20 Pullall All)

pc(l|Alizn) = | Pr Kzl

Poszukujac maksimum funkeji pe(]|All2,n) ze wzgledu na n € Ec(||Al2),
znajdujemy optymalng wartosé n’é(H/ﬂ’g) skalujacego wspodlezynnika 7, a
nastepnie wyznaczamy oszacowanie pt(||All2) = pc(||All2, 7% (|| All2)) mak-
symalnej spektralnej normy dopuszczalnej odchylki C.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzi¢ mozna dla dowolnej ustalonej
odchytki C € Be(pg), otrzymujac w ten sposéb optymalng WartoééﬂZ(HCN’Hg)
skalujacego wspolczynnika 7, ktorej odpowiada oszacowanie p% (||Cl|2) mak-
symalnej spektralnej normy dopuszczalnej odchytki A.

Lemat 4.19 (o odpornej stabilnosci uktadu sterowania obiektem o mo-
delu z zaburzonymi macierzami A oraz C; Suchomski [394]). W przypadku
niestrukturalizowalnego zaburzenia (A C’) nominalnego modelu sterowanego
obiektu obowiqzujq nast¢pujgce oszacowania wskaznikow odpornej Stabzlnoscz
Dla dowolnej odchytki A € Ba(ph) mamy:

(i) optymalng wartosé nE (|| All2) € Ec(||All2) skalujgcego wspétczynnika n

12| Pull2]| Al
A|P,BE,|3

o (11All2) =
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(22) maksymalng spektralng norme dopuszczalnej odchythi C

P*'( /i 2) — 1 - 2(HP1L1‘2 + 2HP177||2||P1LBK11.||2)”A”Q
¢ AP K, || Pu B2

Dla dowolnej odchytki C € Be(pz.) mamy:
(1) optymalna wartosé 0% (||Cll2) € EA(||Cll2) skalujacego wspotezynnika n

77* (HOHZ) - HPLH2 + 2;‘P71H‘ZHREKIHQHCVHQ
4 20 PuBKyll2(|Pullz + 2| P ll2[| PuBKyll2)

(22) maksymalna spektralng norme dopuszczalnej odchytki A

1 — 4| P K, |ol| PuBE |12 [|Clla
2(|[Pallz + 2[P: 12| P.BK,)2)

P4ICl2) = -0

Uwaga 4.9 (Suchomski [394]). Zachodzi 772,(||A|{2){”;\H2:0 = 7. oraz
pZ‘(HA”Z”HA =0 = pe- Ponadto, dla || Alls — p% mamy 77.(]| Al2) — 7% oraz
pe(|A]l2) = 0. Wyrdznione funkcje nE(H:lHZ) oraz ~p}(||fi||2)7 VA € Bi(pY),
sa malejacymi afiniczuymi funkcjami argumentu ||A|l2. Podobnymi cechaini
charakteryzuja sie odpowicdnie wielkosci zdefiniowane dla [|C|l2.  Zacho-
dzi bowiem: ng(HCHg)]HéHZ:O = 5% oraz pi(]|Cll2) 1Clla=0 = Ph» 7As przy
I1Cl2 = pg; mamy: 75 ([|Clla) — ng oraz p4(][Cllz) = 0. Funkeje 7% ([|C]l2)
oraz p%(||Cll2), VC € Be(pg), sa malejacymi afinicznymi funkcjami argu-
mentu ||Cl|y. Z powyzszych rozwazan wynika, ze punkty (0, 0), (0, p%) oraz
(0, p¢.) wyznaczaja taki wypukly zbior Q¢ C R?, ze dla kazdej ograni-
czonej odchyiki (A, C), dla ktorej ([|All2, [ICl2) € Qac, zainkniety uktad
sterowania pozostaje uktadem stabilnym. Obowigzuje przy tyin nieréwnosé
7y < n¢. Ponadto

. 1 K2
Pa < , T S .
4“PIH2HPIBAUHQ 4HPIKIH'2HPuBKUHQ

Na tej podstawie otrzymujemy oszacowanie p% < p&||Kz|l2, z ktorego wy-
nika, ze dla ||K,; |2 < 1 zachodzi p¥ < p. O

Ocena odpornosci w przypadku niepewnosci dotyczacej wszystkich
elementéw modelu sterowanego obiektu

Zakiadajac, ze mamy do czynienia z przypadkiem, w ktérymn wystepuja
niestrukturalizowalne odchytki (A, B, C') wszystkich elementéw nominal-
nego modelu obiektu, wyznaczymy oceny maksymalnych spektralnych norin



140 ROZDZIAE 4. ROWNANIA RICCATIEGO ORAZ LAPUNOWA

takich odchylek, dopuszczalnych ze wzgledu na stabilnosé uktadu zamknie-
tego. Niech hagc (|| A2, || B2, ||C~’H2 7)) bedzie funkcjy majoryzujaca spek-
tralna norme macierzy Hapc(A,B,C, n) € R zdefiniowanej réwnoscia:
Qoov = QQQV(A B,C. n) = nl, ~— H;BC(A B.C, n). Dla odpowiednio
okreslonych otwartych kul B, (p4), Be(pe) oraz BB(PB()) a takze pewnego
przedziatu zmiennosci wspolezynnika n, zachodzi zatem |Hapc(A,B,C,n)ll
< hac(|All2, | Bll2, |C]l2,m). Przy ustalonych (4,C) € Ba(pa) x B(*(Pc)
mamy (Suchomski [394])

hape(|All2, 1Bz, 1Cll2,m) —n =

_ Fapc,(1Al2,[|Cll2.m) + fase, (|1 Al HOHQ,U) NBlla + fase,(n) - |1 B2
1 —2||Kylla[| Pell2 - 1B][2

gdzie:

fasco([All2, ICl2sm) = gasc (1Al ICN12) + g.ase, (1All2, IC]12) - 7
+ganc, N
faser (A2, IC2om) = 20l Kyl (|1 Pell2 + | Pull2
+ | Pu BEyll2(]| Pell2 + 0l Pull2))
2/ K2l Pell2 (| Pell2 =l Pull2) |IEA] 2
+ 20 Ky |2 1P K |2 (|| Pell2 + 0l Pull2) 1C ]2

fape,(m) = UK (1P:] = nll Pull)?
oraz:
gABco(Hx‘:l\IQ,HC:‘IIQ) = (HP.TH2||A||2+HPl-Kl-\|2116‘H2)2~
gapc, (1Al [[Cll2) = 2([[Pullz + [ Prllol| Pu BKyl12) [ All2
+ QHPIKIHQ”PUBKuH?HCH? -1
gABC, — ||PuBKu||%

Nalezy podkresli¢, ze p4 oraz pe traktujemy tu jako wielkodci znane. Po-
nadto zaktadamy efektywne wykorzystanie odpowiedniej (mniejszej) kuli za-
wartej w Bg(ppo). Niech zatem Eg(||A]l2,||Cll2) C R, Y(A,C) € Ba(pa) x
Be(pe), oznacza zbior dopuszcezalnych wartosei wspotezynnika 7

v 3 i Voo
n€Ba (|4l lICll2)  pa(IAll2ICllzm)<pno  BeBa(pn(lAll2.Cll2m)

hapc(lAllz, 1 Bll2, 1Cl2,m) <.
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Jak wida¢, fapc,(n) > 0, Vn. Ponadto, w przypadku f4pc, (n) = 0 zachodzi
fABC1(||AH?7 ||CH2a'7) > 0, V(Av Q) € BA(,O{) X BC(,OC)' Wynika~8t@da ze
dla ustalonych dopuszczaluych ||Al|e oraz ||C||y zbior Eg(||All2, ICll2) wy-
znaczy¢ mozna na podstawie prostego warunku fape, (| All2, [|Cll2,n) < 0,
vn € Eg(||All2, [|C|l2). Z kolei, dla takich samych dopuszczalnych odchylek
mamy gapc, (IAll2,[/Cll2) > 0, a ponadto zachodzi takze gapc, > 0. Trak-
tujac warunek fape,(|4ll2,]Cll2,m) < 0 jako nierownoscé ze wzgledu na 7,
widzimy, Zze na promienie p4 oraz pc, bedace kresami goérnymi oszacowar
norm takich odchylek A oraz C, dla ktérych Eg(||Afls, ||Cll2) # 0, nalozone
jest ograniczenie

2([1Pulle + 20 Pell2 | PuBKul[2) - pa + 4| Pe K|l Pu BKull2 - pe = 1

wynikajace z roéwnosci Q;1301(|11‘~1|\2,HC~'||2) - 49ABCO(||AH27~||C~’”2)~9ABCQ =
0, gdzie HA||2 = pa oraz ||C|la = pc. Ponadto fagpe,(||All2, IC]l2,n) =
hac(I4llz, 1Cl2,n) — 1.

Z powyzszych ustaleit wynika, ze VA € B.4(ply) obowiazuje réwnosé pc =
pe(||All2), 7as VC € Be(pg) mamy pa = p4([|Cll2). Natej podstawie stwier-
dzamy, ze EB(||A||2,||C’||2) jest otwartym przedzialem (nAC(HAHQ,HC’H )s
nhe(1All2, ||C’||2)) C R, ktorego kresy sa dodatnimi pierwiastkami rowna-
nia fapc, (| 4ll2, |Cll2,7) = 0 (Suchomski [394]).

Dla dowolnej odchytki Ae BA(,O4) przy $l0||2 — pC(HAHQ) obserwu-
jerny, g0 175 (| Al 1C12) = n-(JAlls). 2 lole, ¥ € Bo(pt) dla |1 Als —
Pa(llC]l2) obserwujemy, ze 7740(1|A||27HC|| ) = m4(|Cll2). Jako promier
pB([|All2, |C|2,m) przyimujemy wielkos¢ min{pgo, pg([|All2, [|Cll2,7)}, gdzie
75| All2, 1Cll2,m) jest dodatnim pierwiastkiem réwnania (Suchomski [394])

Fasco(1Al2,1ICll2sm) + fape, (1Al2, [|Cll2,n) - pn + fase,(n) - % = 0.

Optymalng wartosé UE('|A||~27 HC~'||~2) wspoiczynnika n otrzymamy, wyznacza-
jac minimum funkeji ps (I All2, IClla, 7). Ocena (A o, [|Cl2) maksymal-
nej spektralnej normy dopuszezalnej odchytki B przyjmuje zatem postac
pp1All2, [Cll2) = pa(IAll2, [Cllz, n (1All2, [Cl2)-

Lemat 4.20 (o optymalnej wartosci wspolczynnika skalujacego n w przy-
padku oceny odpornej stabilnosci ukladu sterowania obiektem o modelu z
zaburzonymi elementami (A4, B, C); Suchomski [394]). Dla niestruktura-
lizowalnego zaburzenia (A, B, C) nominalnego modelu sterowanego obiektu
optymalna wartosé n’é(HAHQ, ICll2) skalujgcego wspdtczynnika n, V(A,C) €
Balpa) x Belpe), spetnia réwnanie

Bo(lAll2, 1€ 12) + Br(l Allz, IC12) - m+ Bz (I All2, [ Cll2) -1 + Ba (| All2) -n* = 0.
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Ze szczegotowymi (bardzo ztozonymi) wzorami opisujgcymi wspotczynniki tego
rdwnania mozna sie zapoznaé w cytowanej wyzej pracy. U

Przyktad 4.2 (ocena zapasu stabilnosci ukladu optymalnego w sensic
zadania LQG; Suchomski [394]). Standardowo sformutowany problem syn-
tezy liniowego regulatora przy kwadratowym wskazniku jakosci oraz gaus-
sowskich obiektowych zakloceniach 1 szumach obserwacji (L QG) opiera sie na
zalozeniu, ze znany jest doktadny model obiektu oraz dostepne sg doktadnce
stochastyczne charakterystyki sygnalow wystepujacych w tym modelu (An-
derson 1 Moore [5], Lewis [272], Whittle [467]). Rozwigzaniem odpowied-
niego zadania optymalizacji jest regulator dopasowany do nominalnego mo-
delu sterowanego obiektu: regulator taki w przypadku bezblednego mode-
lowania zapewnia ukltadowi zamknietemu nominalng stabilnosé oraz zadanc
wilasciwosci dynamiczne (nominalng jakosé). W ogolnosei nie jest to jed-
nak odporna stabilnosé — co oznacza, ze nawet 'mata’ niedoktadnos¢ modelu
obiektu moze w pewnych przypadkach prowadzi¢ do niestabilnego uktadu
zamknietego (Chen i Dong [58], Doyle |92], Soroka i Shaked [373, 374]).

Dazac do zapewnienia uktadom LQG odpornej stabilnosci, zapropono-
wano szereg metod syntezy, w ktérych obok nominalnego modelu uwzglednia
si¢ takze charakterystyki nicpewnosci opisu sterowanych obiektéw:

(2) metody, w ktoérych transmitancje sygnalowych toréw uktadu sterowa-
nia wstepnie uksztaltowane wedtug kryteriow metody LQG podlegaja
dodatkowej optymalizacji ze wzgledu na wymagania wrazliwosciowe
(Loop Transfer Recovery, LTR; Saberi et al. [347], Stein i Athans
377),

(22) metody, w ktorych do syntezy sterowania LQG z niepewnym modelem
stosuje si¢ teorie strukturalnych wartosci osobliwych (Doyle [93]),

(422) metody, w ktorych norma Ho, stanowi podstawe definicji funkeji celu
odpornego sterowania (Green i Limebeer [153], Zhou et al. [487]).

Nominalny model sterowanego obicktu z czasem ciaghtym zapisany zgod-
nie z notacja [t6 ma posta¢ rownania stanu oraz obserwacji (Chui i Chen
[63], Jazwinski [201], Sage i Melsa [3:19]):

dl‘o(t) = A(IJU(t)dt + Bu(t)dt + duwyg (t), o (t) e R?
d:l:((t) = C(L‘O(t)dt + d@o(t)
gdzie zg € R™ oznacza wektor stanu, v € RP jest sygnalem sterujatcym,‘

y € RY? jest sygnalem obserwacji, dwg € R"® jest infinitezymalnyin przy-
rostem procesu Wiencra wy € R opisanym momentami E [ddg] = 0, oraz
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B [dﬁ)odwg] = Qudt, Qp € R*™ ™ zas diy € R? oznacza infinitezymalny
przyrost procesu Wienera g € R? o momentach E [dgy] = 0,1 E [df)odf)oT] =
Qudt, Q, € R¥*9. O procesach wg oraz 7y zaklada sie, iz sa wzajemnie
niezalezne, ponadto przyjmuje sie, ze (J,, jest macierzg dodatnio pétokres-
lona (@, > 0), zas @, — macierza dodatnio okreslona (@, > 0). Macierze
rozwazanego modelu maja zatem wymiary: A € R**" B € R P oraz
C e R,

Minimalnowariancyjne oszacowanie Zy € R" procesu zy oblicza sie, sto-

sujac filtr Kalmana-Bucy (Brown i Hwang [45], Chui i Chen [63], Kalman
et al. [211])

dzo(t) = AZg(t)dt + Bu(t)dt + K. (t) [dg(t) — Co(t)dt], Zo(to)

gdzie K, (t) = M,(t)CTQ,' € R jest wzmocnieniem tego filtru, przy
czym macierz M, (t) € R**™ stanowl rozwigzanie rézniczkowego réwnania
Riccatiego My (t) = AM,(t) + My (t)AT — M, ()CTQ;'CM,(t) + Qu, W
ktorym jako poczatkowy warunek My (tg) € R**™ przyjmuje sie pewne przy-
blizenie kowariancji btedu oceny stanu z((tg). Zakladajac, ze ocene &g(t)
stanu zo(t) w chwili ¢ wyznacza sie na podstawie obserwacji prowadzo-
nych w nieograniczonym przedziale czasu (—oo,t], otrzymujemy réwnanie
stacjonarnego filtru Kalmana-Bucy

d.’f?o(t) = A.’f)o(t)dt + Bu(t)dt + K, [dﬂ(t) - C.’f?o(t)dt] , .’f?o(to)

o wzmocnieniu K, = M,CTQ;! € R"™ zaleznym od rozwiazania M, €
R**™ algebraicznego ciaglego réwnania Riccatiego

AM, + M AT — M,CTQ;'CM, + Qu = 0y - (4.11)

Definiujac funkcjonal kosztéw

T—o0

.
Tu) = Jim 7 8| [ @8 0)Quao(o) + o7 (O Quutt)]

w ktorym @ € R*™™ jest symetryczna macierza dodatnio pélokreslong
(Qz > 0), zas Q, € RP*P jest symetryczng macierza dodatnio okreglona
(Qu > 0), postawi¢ mozna problem syntezy sterowania u*(¢) minimalizu-
jacego ten funkcjonal (Anderson i Moore [5], Saberi et al. [348], Whittle
[467]). Rozwigzaniem tak sformulowanego problemu LQG jest prawo stero-
wania u*(t) = —K,2o(t), w ktérym K, = Q;'BTM, € RPX™ jest macierza
sprzezenia zwrotnego, za$ macierz M, € R**" otrzymuje si¢ z algebraicznego
rownania Riccatiego

AT M, + MyA — M,BQ;'B" M, + Qz = Opxn - (4.12)
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Przyjmijmy, ze w dalszych rozwazaniach obowiazuja dwa standardowe zes-
tawy zalozen (Bitmead 1 Gevers [30], Willems i Gallier [472]). Na pierwszy
zestaw skladaja sie dwa zalozenia: para (A, R,), gdzie Q, = RIR,, jest
wykrywalna oraz para (A, B) jest stabilizowalna. 7 zalozen tych wynika,
ze rownanie (4.11) ma jednoznaczue, stabilizujace, symetryczue i dodat-
nio poétokreslone rozwiazanie M, = M{ M, > 0 (w przypadku, w kto-
rym para (A, I?;) jest obserwowalna, macierz A, jest macierza dodatnio
okreslona, M, > 0). Drugi zestaw zalozen ma postaé: para (A, Ry), gdzie
Qu = RwRE, jest stabilizowalna, za$ para (A, C') jest wykrywalna. 7 za-
lozent tego zestawu wynika, ze rownanie (4.12) ma jednoznaczne, stabilizu-
jace, symetryczne i dodatnio pétokreslone rozwiazanie M, = MI, M, >0
(w przypadku, w ktorymn para (A, Ry,) jest sterowalna, macierz M, jest ma-
cierza dodatnio okreslona, M, > 0). Dalej przyjmujemy zatem, ze A — BK,
oraz A — K;C sa macierzami stabilnymi.

Matematyczny rygoryzm powyzszych sformulowan (niezbedny do po-
prawnego zdefiniowania wtadciwoéci rozpatrywanych sygnalow) ostabiono
wszedzie tam, gdzie notacyjne uproszezenia nie prowadza do nieporozumien.
Postepujac w ten sposodb, stochastycznym rowunaniom rézniczkowym przy-
porzadkowujemy model (Anderson i Moore [5], Kushner {252], Skogestad 1
Postlethwaite [363]):

to(t) = Azo(t) + Bu(f) +wo(t)
y(t) = Cuxolt) +vo(t)

w ktorym procesy wo € R" oraz vy € R? sg wzajemnie niezaleznymi bialymi
szumami (dwo(t) = wo(t)dt oraz dip(t) = ve(t)dt) o zerowych wartodciach
srednich oraz macierzach kowariancyjnych Blwo(t)wo(7)T] = Qud(t — 7) i
E[vg(t)vo(7)T] = Q,0(t — 7). ’Rzeczywisty’ obiekt sterowania opisany jest
modelem z niepewnoscia o addytywnym charakterze:

gdzie x € R™ oznacza wektor stanu, u € RP jesl syguatem sterujacym, y ¢ RY
jest sygnatem obserwacji, procesy w € R™ oraz v € RY oznaczaja zaklocenia
obiektowe oraz obserwacji, za$ macierze A € R*™*" B € R"P oraz (' € RI*™
sg odchytkami od odpowiednich elementéow (A, B, C) nominalnego modelu
obiektu. Sterowanie u = u*, wyznaczone w oparciu o ten model, podawane
Jest na rzeczywisty obiekt, co prowadzi do ukladu zamknietego o schemacie
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danym na rys. 4.5. Ewolucje stanu Z() tego ukladu opisuje réwnanie

(1) = Na() + N [ ‘;’((Z)) } (4.13)

w ktérym macierz N € R2<(n+9) ma postac

. I OX
T n nxgq
A_[In —KI]'

r——» Obiekt
t A
Xo

Regulator LQ

Rys. 4.5. Przyklad 4.2. Schemat uktadu sterowania.

Filtr Kalmana

A

Rownanie (4.13) jest nicjednorodnym stochastycznym rownaniem rézniczko-
wynl z wynuszeniem w postaci biatego szumu. Poniewaz omawiane réwnanie
jest liniowe 1 oddzialywanie wymuszenia ma charakter addytywny, interesu-
jace nas cechy rozwiazania T sa takie same jak odpowiednie wladciwodci
uzyskane na podstawie rachunku It6 zastosowanego do stochastycznego row-
nania

i o o 1 dw(t)
dz(t) = NZ(t)dt + N [ do (1) ] (4.14)
w ktorym wystepujg infinitezymalne przyrosty odpowiednich procesow Wie-
nera [ do(t)T do(t)T 7 = [ w(t)dtT w(t)dtT |T. Rozwiazywanic rowna-
nia (4.14) nie wymaga catkowania w sensie 1t6 (Arnold [9], Schuss [355],
Sobczyk [365]), zas do zapewnienia stabilnosci rozwiazania T potrzeba i
wystarcza, aby wartosci wlasne macierzv N nalezaly do otwartej lewej pot-
plaszczyzny plaszczyzny zespolone] — co jest réwnowazne zadaniu asymn-
ptotyczuej stabilnosci uktadu modelowancgo czysto deterministycznym row-
naniem rézniczkowym z(t) = NZ(t).

Numeryczny eksperyment dotyczy obiektu opisanego ponizszym nomi-
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nalnym modelem zaczerpnietym z (Davison i Ferguson [79]):

-1 1 0 —-1/6 0
A= 0 -1 0]|,B= 2/3 1|,C= g _3_/45 —1/3
0 0 -1 0 1/2

Macierze kowariancyjne Q. € R¥>? i Q, € R**? oraz macierze wagowe
Q. € B33 1 Q, € R**? maja postac: Q, = BBT, Q, = I, Q. = CTC,
Q. = I. Rozwigzujac rozwazany problemu LQG, wyznaczamy maclerze
wzmocnienn filtru Kalmana-Bucy K, oraz regulatora K, a nastepnie ma-
cierze P, oraz P,. Na tej podstawie obliczamy wartosci spektralnych norm:
Kl = 1.14913, ||K.|l2 = 0.41870, [[Pyll2 = 0.61483, ||P;|l2 = 0.57405,
|PrKjl2 = 0.15970 oraz ||P,BKy|l» = 0.40194. Mamy zatem E4 = Ep =
Ec = (0, 6.18971). Optymalnc wartodci skalujacego wspotezynnika n, wy-
znaczone na podstawie lematdw 4.16 oraz 4.18, wynosza: 7% = 0.66347
oraz 7, = 1.54743. Prowadzi to do odpowiednich oszacowan spektralnych
norm dopuszczalnych pojedynczych odchytek AiC: Py = 0.46455 oraz
P = 3.89463. Dla odchytki B mamy ppy = 0.75797. Optymalna wartosc
skalujacego wspotczynnika 1 réwna si¢ w tym przypadku nj = 0.29567,
czemu odpowiada ph = 0.26365 < ppy. Na rys. 4.6 zobrazowano ob-
szar wvznaczony dopuszczalng niepewnoscia wszystkich clementow modelu
sterowanego obiektu. Szczegdtowy dyskusje roznyvch aspektéow rozwazanego
przykladu znajdziemy w (Suchomski [394]). O

1B ll,02,

2 e 0 iR,
1Sl 06

Rys. 4.6. Przyktad 4.2. Obszar odpowiadajacy dopuszczalnym odchytkom
(A,B,C).



Zakonczenie

Praca dotyczyta probleméw syntezy algorytméw odpornego sterowania w
czasie dyskretnym. Probujac wskazaé¢ najwazniejsze przyczynki, ktore zda-
niem autora wnosi niniejsza praca, nalezatoby — konsekwentnie wigzac poniz-
sze sformutowania z przyjetym sposobem modelowania sterowanych obiektow
opartym na operatorze § — wymieni¢ co nastepuje.

(1) Opracowano analityczne formulty nastawiania korektoréw Youli-Kucery
o niskim rzedzie, stuzgce zapewnieniu odpornej stabilnosci oraz odpor-
nego zachowania sie nominalnie stabilnych ukladéw sterowania wy-
znaczonych zgodnie z metodg rozmieszczania biegunéw oraz ukladow
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych
rownan niezbednych przy rozwigzywaniu zadan syntezy algorytmow
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunéw.

2) Podano oszacowanie wstecznego oraz wzglednego biedu rozwigzania
g gledneg € 2
problemu rozmieszczania biegunéw dla $cigle strukturalizowalnych za-

burzen liniowego zadania wynikajacego z odpowiednich rownan diofan-
tycznych.

(8) Przedstawiono numerycznie stabilng metode oceny stopnia najwiek-

szego wspoélnego dzielnika wielomianéw dyskretnego modelu sterowa-
nego obiektu.

(4) Opracowano metode strojenia algorytmoéw predykeyjnego sterowania,
majaca postaé analitycznych formul wywiedzionych z wtasciwosei od-
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianow.

(5) Badajac wrazliwos¢ rozwigzan dyskretnych rownan Riccatiego oraz dys-
kretnych réwnan Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych
pekéw, wykazano, ze w przypadku nieosobliwych zadar przy dostatecz-
nie matej wartosci okresu prébkowania réwnania przyporzadkowane
standardowemu operatorowi przesuniecia q charakteryzuja sie istotnie

245
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gorszym uwarunkowaniem w stosunku do réwnan wynikajacych z za-
stosowania operatora 4. Ujawniono takze istnienie klasy osobliwych

zadan, dla ktérych taka przewaga modeli zwigzanych z operatorem 4
nie wystepuje.

(6) Dla typowych struktur algorytméw optvinalnego sterowania pokazano
w jaki sposdb, wykorzystujac odpowiednio zdefiniowane réwnania La-
punowa, wyznaczy¢ zakres niestrukturalizowalnych zaburzen nominal-

nego modelu sterowanego obicktu, dopuszczalnych ze wzgledu na sta-
bilnoé¢ uktadu zamknietego.

(7) Zbadano wtasciwosci J—bezstratnych stabilizujacych koniugatorow.

(8) Sformulowano konieczne i wystarczajace warunki istnienia réznych J—
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym takze
uogdlnionych J—bezstratnych faktoryzacji macierzy, ktére maja zera

nalezace do 9Da. Szczegotowo przeanalizowano wlasciwosci czynnikow
takich faktoryzacji.

(9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych
algorytmow sterowania, ktore uzyskuje sie, biorac pod uwage zalecenia
wynikajace z teoril przestrzeni H.,. Podano wystarczajace warunki
istnienia wymiernych rozwigzan o sci§le wtasciwe] postaci, a takze
zwrécono uwage na ograniczony zakres ich stosowalnosci.

(10) Omowiono szereg algorytméw odpornego sterowania oraz estymacji

stanu, w tym ogélng postaé algorytmu wyprowadzonego z metody roz-
mieszczania biegunow.

Rozdzial 6., podwiecony problemom syntezy liniowych uktadow optymal-
nych ze wzgledu na norme H ., stanowi merytorycznie najistotniejsza czesc
pracy. Latwo wszakze zauwazyé, ze motyw ksztaltowania charakterystyk
uktadéw dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania
formutowane z wykorzystaniem normy He, wielokrotnie pojawial si¢ takze
w innych miejscach tej pracy.

Problemy oraz zadania tu podjete nie wypetniaja calosci obszaru zastugu-
jacego na penetracje. Jeden z rozpoczetych i interesujacych watkow wigze
sie¢ z pytaniem o mozliwoé¢ zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu
syntezy regulatora wedtug normy Hy na podstawie rozszerzonego modelu
danego obiektu. Okazuje sie, ze w przypadku takich modeli, badajac ko-
nieczne i wystarczajace warunki istnienia odpowiednich J—bezstratnych fak-
toryzacji, a takze definiujac dodatkowe strukturalne wymagania naktadane
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji, po raz kolejny przekonujemy
sie o korzyéciach, jakie daje reprezentacja rozwazanych réownan Riccatiego
w postacl stosownych macierzowych pekéw (Suchomski [412]). Inny prob-
lem, o ktérym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozwazan, doty-
czy algorytmoéw syntezy odpornych adaptacyjnych uktadow sterowania z
()—parametrami zmieniajacymi sie w czasie (Suchomski [411]).

Na zakoriczenie warto jeszcze wymieni¢ dwa tematy, ktore bedac rozwinie-
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowia o aktualnych fas-
cynacjach jej autora. Sa to problemy syntezy numerycznie odpornych al-
gorytméw sterowania nieliniowymi obiektami o nieskoriczeniewymiarowych
modelach oraz zagadnienia zwigzane z adekwatnym modelowaniem w czasie
dyskretnym niepewnosci charakterystyk obiektéw opisanych rézniczkowymi
inkluzjami.
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