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1

Wprowadzenie

W pracy rozważa się sytuacje decyzyjne, w których jest kilku
decydentów negocjujących warunki możliwej współpracy. Problem
dotyczy podziału efektów współpracy, przy czym każdy decydent
ma swój odrębny, zestaw celów, które chciałby osiągnąć i kieruje
się swoimi preferencjami. Cele te są w ogólnym przypadku kon-
fliktowe, zarówno w przypadku każdego decydenta jak i między
decydentami. Każdy decydent ma określony wektor kryteriów mie-
rzących poziomy osiągnięcia jego celów, przy czym wartości tych
kryteriów zależą od decyzji wszystkich decydentów. Sytuacje ta-
kie nazywane są sytuacjami kooperacyjnymi z wielokryterialnami
wypłatami decydentów. Zakłada się, że można zbudować model
matematyczny opisujący taką sytuację decyzyjną a w szczególno-
ści pozwalający wyznaczyć wielokryterialne wypłaty decydentów
w zależności od podejmowanych przez nich decyzji.

Praca dotyczy problemów metodologicznych związanych ze
wspomaganiem procesu decyzyjnego w takich sytuacjach przy wy-
korzystaniu modeli matematycznych. Przedstawia się podstawy
teoretyczne i metody, które mogą być wykorzystane w konstrukcji
systemów komputerowych wsparcia decyzyjnego.
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Cechą charakterystyczną rozpatrywanych w pracy problemów
w przypadku wielokryterialnych wypłat jest to, że każdy decy-
dent ma do czynienia z pewnym zbiorem tzw. niezdominowanych
rozwiązań, przy czym zbiory rozwiązań decydentów są wzajem-
nie współzależne. Zbiory niezdominowanych rozwiązań są na ogół
niemożliwe do zapisania w formie analitycznej i przedstawienia de-
cydentom w takiej formie do analizy. Możliwe jest natomiast wy-
znaczenie pewnej skończonej liczby punktów należących do tych
zbiorów przy zastosowaniu metod obliczeniowych.

W uzupełnieniu do rozwijanych w pracy podstaw teoretycz-
nych i metod wspomagania decyzji kooperacyjnych, rozpatruje się
również zagadnienia budowy i zastosowania systemów kompute-
rowych nie tylko do wspomagania analizy decyzyjnej dokonywa-
nej indywidualnie przez każdego decydenta z uwzględnieniem jego
preferencji, ale także do wspomagania procesu mediacji, w trakcie
którego generowane są propozycje mediacyjne.

Dla przypadku pojedynczego decydenta rozwinięte zostały me-
tody wielokryterialnego wspomagania decyzji. Istnieje już obec-
nie bardzo wiele prac przeglądowych i monografii poświęconych
metodom wielokryterialnego podejmowania decyzji. np. (Branke,
Deb, Miettinen, Słowiński 2008), (Wierzbicki, Makowski, Vessels
2000), (Kaliszewski 1994, 2006), (Chankong, Haimes 1983), (Co-
hon, 1985), (Galas, Nykowski, Żółkiewski 1987), (Hwang, Masud,
1979), (Sawaragi, Nakayama, Tanino 1985), (Steuer 1986), (Yu
1985), (Zeleny 1982). Proponowane w tych pracach podejścia mają
na celu umożliwienie decydentowi wyboru ze zbioru rozwiązań nie-
zdominowanych rozwiązania zgodnego z jego preferencjami, przy
zastosowaniu pewnej procedury przeglądania tego zbioru. Wyko-
rzystywane są przy tym różne metody obliczeniowe.
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Wśród stosowanych podejść na szczególną uwagę zasługują me-
tody stosujące pojęcie tzw. funkcji osiągnięcia, wykorzystujących
poziomy aspiracji czy punkty referencyjne, sprecyzowane przez de-
cydenta, por. (Wierzbicki, 1982, 1986, Wierzbicki i inni 2000).
W metodach tego typu stosowana jest interakcyjna procedura,
w trakcie której decydent może coraz lepiej poznawać zbiór rozwią-
zań niezdominowanych, wyznaczając przy pomocy systemu kom-
puterowego niektóre rozwiązania z tego zbioru. Odpowiednio do-
bierając punkty referencyjne może także kierować sposobem prze-
glądania tego zbioru i wybrać ostateczne rozwiązanie zgodnie ze
swoimi preferencjami.

W przypadku kilku decydentów zagadnienie jest bardziej zło-
żone, ponieważ istnieje wiele indywidualnych zbiorów rozwiązań
niezdominowanych i zbiory te są współzależne. Decydenci mają
zwykle różne cele, których osiągniecie jest mierzone za pomocą
kryteriów i maja różne preferencje. Rozwiązaniem całego problemu
jest wariant, który zostanie zaakceptowany przez wszystkich decy-
dentów. Decydenci mogą być w różnej tzw. pozycji przetargowej.
Każdy z nich może mieć inny wpływ na wyniki współpracy. Wspo-
maganie procesu decyzyjnego rozumiane jest w tym przypadku
jako wspomaganie decydentów w procesie analizy umożliwiającej
lepsze rozumienie ich pozycji przetargowej, a także jako wspoma-
ganie procesu negocjacji, tzn. pomoc w znalezieniu akceptowalnego
przez nich wszystkich rozwiązania.

Istnieje obecnie wiele prac poświęconym analizie procesów ne-
gocjacji a także ich formalnemu opisowi, np. prace (Barclay, Pe-
terson 1976), (Raiffa 1982), (Axelrod 1985), (Wierzbicki 1985,
1987, 1990), (Kersten, Szapiro 1986), (Kersten i inni 1988, 1991),
Sebenius (1992, 2007). Idee komputerowego wspomagania pro-
cesów negocjacji oraz przykłady zbudowanych systemów można
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znaleźć w pracach autorów: Goeltner (1987), Jarke, Jelassi, Sha-
kun (1987), Kersten (1985, 1988), Korhonen, Moskowitz, Walle-
nius, Zionts (1986), DeSanctis, Gallupe (1987), Shakun (1988),
Nunamaker, Applegate, Konsynsky (1988), Korhonen, Wallenius,
(1989), Nyhart, Samarasan (1989), Vetschera (1990), Teich, Wal-
lenius, Kuula, Zionts (1995), Ehtamo, Hamalainen (2001), Heiska-
nen, Ehtamo, Hamalainen (2001). Rozwijane są idee wspomaga-
nia negocjacji przez internet, w tym z wykorzystaniem systemów
wieloagentowych, i zbierane jest doświadczenie stosowania takich
systemów, np. (Kersten, Sunil 1999, Kersten i inni 2002, Ker-
sten, Lo 2003, Chen i inni 2005, Vetschera, Kersten, Köszegi 2006,
Vetschera 2007, Wachowicz 2006, 2008, Szapiro, Wojewnik 2007,
2008).

Monografia przedstawia specyficzne autorskie podejście do pro-
blemu negocjacji przy wielokryterialnych wypłatach decydentów.

Sytuację decyzyjną, w której znajdują się decydenci opisuje się
za pomocą gier wielokryterialnych, w szczególności wielokryterial-
nego problemu targu i wielokryterialnych gier koalicyjnych. Wy-
płaty w takich grach rozpatrywane są w przestrzeni będącej iloczy-
nem kartezjańskim przestrzeni kryteriów poszczególnych decyden-
tów. W momencie rozpoczęcia badań w latach 80-ych ubiegłego
wieku, teoria takich gier nie była jeszcze rozwinięta. Zapropono-
wano więc i przedstawia się w pracy odpowiednie sformułowania
takich gier, koncepcje ich rozwiązań i analizę właściwości. Propo-
nowane koncepcje rozwiązań charakteryzują się tym, że uwzględ-
niają preferencje każdego z decydentów.

Proponuje się konstrukcję wielorundowych procedur wspoma-
gających analizę decyzyjną wykonywaną przez decydentów jak
i proces mediacji z wykorzystaniem koncepcji rozwiązań teorii gier.
W każdej rundzie takiej procedury każdy decydent przeprowadza
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analizę wielokryterialną osiągalnych wypłat w swojej przestrzeni
kryteriów, co umożliwia mu wskazanie swoich preferencji. Informa-
cje o tych preferencjach umożliwiają z kolei wyliczenie propozycji
mediacyjnej. Propozycja mediacyjna wyznaczana jest na podsta-
wie jednej z proponowanych w pracy koncepcji rozwiązania gry
wielokryterialnej. Propozycja mediacyjna uwzględnia preferencje
wszystkich decydentów i jest przedmiotem indywidualnej analizy
przez decydentów w kolejnej rundzie.

W pracy opisano, jak taka procedura może być zaimplemen-
towana w konstrukcji komputerowego systemu wsparcia decyzyj-
nego.

Zaproponowane w pracy podejście stanowi uzupełnienie ewen-
tualnie alternatywę do podejść prezentowanych w cytowanej wyżej
literaturze.

Układ pracy jest następujący.

W rozdziale 2 przedstawia się podstawowe pojęcia i idee wielo-
kryterialnej optymalizacji. Szczególną uwagę zwrócono na metodę
punktu referencyjnego z wykorzystaniem funkcji osiągnięcia A.P.
Wierzbickiego, ponieważ metoda ta jest wykorzystywana w propo-
nowanych procedurach wspomagających analizę i proces mediacji,
przedstawionych w dalszej części pracy.

Rozdział 3 wprowadza podstawowe pojęcia dotyczące negocja-
cji i klasycznej teorii gier. Klasyczną jest nazywana teoria gier
rozwijana przy założeniu skalarnych wypłat graczy.

Kolejne rozdziały 4 - 9 zawierają oryginalne wyniki w zakre-
sie przedmiotowym monografii uzyskane w trakcie prowadzonych
badań.

Rozdział 4 zawiera ogólne sformułowanie wielokryterialnego
problemu decyzyjnego w sytuacjach kooperacyjnych. Podaje się
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definicję wielokryterialnego problemu targu. Proponuje się kilka
koncepcji rozwiązań, stanowiących uogólnienie rozwiązań znanych
z literatury. Rozwiązania te są określane z wykorzystaniem wpro-
wadzonej, oryginalnej koncepcji tzw. punktu względnej utopii.
Punkt ten uwzględnia preferencje decydentów określone w ich
przestrzeniach kryteriów. Analizuje się właściwości tych rozwią-
zań i ich relacje.

Przedstawia się następnie możliwości wykorzystania tych roz-
wiązań w interakcyjnych procedurach mediacyjnych (Rozdział 5).
Inspiracją do formułowania takich procedur były koncepcje i me-
tody negocjacji (Raiffa 1982) stosowane w praktyce, np. zakoń-
czone sukcesem rokowania izraelsko-egipskie w Camp David. Pro-
ponuje się oryginalną procedurę, w której wprowadza się i łączy
dwa sposoby wspomagania decyzyjnego: tzw. jednostronne i wie-
lostronne. Wspomaganie jednostronne pozwala każdemu z decy-
dentów biorących udział w negocjacjach na niezależną analizę pro-
blemu bez uwzględnienia aktualnych decyzji pozostałych decyden-
tów. Wspomagana jest analiza wielokryterialna wykonywana przez
każdego z decydentów metodą punktu referencyjnego z użyciem
funkcji osiągnięcia. We wspomaganiu wielostronnym uwzględnione
są aktualne decyzje wszystkich decydentów. Taki sposób wspo-
magania decyzyjnego umożliwia decydentom lepsze poznanie ich
sytuacji przetargowej, wybór propozycji rozwiązań zgodnie z ich
preferencjami, a także wspomaga znalezienie konsensusu, jako roz-
wiązania niezdominowanego, akceptowanego przez wszystkich de-
cydentów.

Powyższa procedura została wykorzystana w konstrukcji kom-
puterowego systemu wsparcia decyzyjnego MCBARG. Strukturę
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i funkcje tego systemu omawia się w rozdziale 6. System ten umoż-
liwia budowę modelu problemu decyzyjnego opisywanego jako wie-
lokryterialny problem targu i przeprowadzenie sesji negocjacyj-
nych z udziałem osób przyjmujących rolę decydentów w tym pro-
blemie. System wspomaga proces analizy wielokryterialnej doko-
nywany w każdej rundzie przez każdego decydenta oraz pełni rolę
niezależnego mediatora i ułatwia decydentom znalezienie konsen-
susu. W rozdziale tym przedstawia się także przykłady dotyczące
międzynarodowej współpracy w zakresie kwaśnych deszczów, oraz
współpracy gospodarstw rolnych, modelowane jako wielokryte-
rialny problem targu. Modele wielokryterialnego problemu targu
dla tych przykładów zostały zbudowane z wykorzystaniem edy-
tora systemu MCBARG a następnie wykorzystane w przeprowa-
dzonych eksperymentalnych sesjach negocjacji.

W Rozdziale 7 rozpatruje się sytuacje decyzyjne opisywane za
pomocą wielokryterialnych gier kooperacyjnych, uwzględniających
możliwość tworzenia przez graczy koalicji. Przedstawia się rozwi-
nięcie sformułowania klasycznych gier kooperacyjnych podanego
przez Aumana (1967), oraz koncepcji rozwiązań na przypadek wie-
lokryterialnych wypłat graczy. W przestrzeniach wielokryterial-
nych wypłat rozpatruje się różne sformułowania dominacji. Podaje
się oryginalną propozycję koncepcji rozwiązania typu nukleolus,
uwzględniającego preferencje wszystkich graczy. Przedstawia się
także idee interakcyjnej procedury wspomagającej analizę i proces
mediacji, w której zaproponowana koncepcja nukleolusa służy do
wyznaczania propozycji mediacyjnych.

Rozdział 8 przedstawia rodzinę gier opisujących współpracę
graczy zainteresowanych pozyskaniem pewnego zestawu dóbr
przez realizację wspólnego projektu. Proponuje się i analizuje pro-
cedury alokacji kosztów między graczy, wykorzystujące mechanizm
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cenowy oraz różne koncepcje rozwiązań. Przedstawia się także pro-
cedurę wspomagającą analizę problemu alokacji kosztów. Problem
alokacji kosztów rozpatruje się także w kolejnym rozdziale 9 w kla-
sie tzw. gier kooperacyjnych w postaci funkcji partycji. Gry takie
opisują rzeczywiste sytuacje, w których wypłaty każdej koalicji za-
leżą nie tylko od graczy, którzy ją tworzą, ale także od struktury
koalicji tworzonych przez graczy pozostałych. W pracy rozwijana
jest teoria takich gier. W szczególności formułuje się koncepcje
rozwiązań, takich jak rdzeń gry i zbiory stabilne. Analizuje się
właściwości tych rozwiązań.

Rozdział 10 zawiera podsumowanie najważniejszych wyników
uzyskanych w trakcie dotychczasowych badań i prezentowanych
we wcześniejszych rozdziałach oraz propozycje kierunków dalszych
badań.

Monografię kończy bibliografia zawierająca 235 pozycji litera-
tury i indeks.

Przedstawiane w pracy wyniki były prezentowane m.in. w niżej
wymienionych pracach:

- w zakresie idei wspomagania negocjacji w wielokryterialnych
sytuacjach kooperacyjnych: (Fortuna, Kruś 1984, Kruś 1985, Bro-
nisz, Kruś 1987, 1988, 1989a, 1989b, Bronisz, Kruś, Wierzbicki
1989, Kruś 1991, Kruś, Bronisz 1993, Kruś 1996, 2002b, 2004b,
Wierzbicki, Kruś, Makowski 1993),

- dotyczących systemu komputerowego MCBARG i przykładów
wielokryterialnych problemów targu: (Kruś, Bronisz, Łopuch 1990,
Kruś, Łopuch 1989, Kruś, Łopuch, Bronisz 1989, Kruś 1992a),
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- dotyczących wielokryterialnych gier koalicyjnych, gier wielo-
przedmiotowych w zastosowaniu do alokacji kosztów, gier w po-
staci funkcji partycji: (Kruś, Bronisz 1995, 1996, 1998, 2000, Kruś
2008, 2009).

Lista ważniejszych wyników

W zakresie sytuacji kooperacyjnych modelowanych jako wielokry-
terialny problemu targu:

• koncepcje indywidualnie niezdominowanych wypłat graczy oraz
punktu względnej utopii (Definicje 4.1, 4.2),

• koncepcja uogólnionego rozwiązania Raifffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego i jego aksjomatyzacja (Twierdzenia 4.1.
i 4.2),

• koncepcja uogólnionego rozwiązania leksykograficznego i jego
aksjomatyzacja (Twierdzenie 4.3),

• koncepcja rozwiązania iteracyjnego (Twierdzenie 5.1. pokazu-
jące właściwości tego rozwiązania),

• propozycja interakcyjnej procedury wspomagającej analizę
i proces mediacji,

• zaprojektowanie i implementacja systemu komputerowego
(MCBARG) wspomagającego analizę i proces mediacji w wie-
lokryterialnym problemie targu, w tym algorytmizacja interak-
cyjnej procedury wymienionej wyżej,

• opracowanie przykładów ilustrujących wielokryterialny pro-
blem targu: współpracy gospodarstw rolnych, problemu kwa-
śnych deszczów.
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W zakresie sytuacji kooperacyjnych modelowanych jako wielokry-
terialne gry koalicyjne bez wypłat ubocznych:

• sformułowanie założeń i koncepcji rozwiązań takiej gry (Defini-
cje 7.1 - 7.4 oraz Twierdzenia 7.1 i 7.2),

• propozycja nukleolusa uwzględniającego preferencje decyden-
tów a także zbadanie jego właściwości (Lematy 7.1 - 7.3, Twier-
dzenie 7.3),

• idea interakcyjnej procedury wspomagania negocjacji w sytu-
acjach decyzyjnych opisywanych przez wielokryterialną grę ko-
operacyjną.

W zakresie zastosowania gier koalicyjnych w problemach alokacji
kosztów:

• sformułowanie problemu alokacji kosztów z wykorzystaniem
mechanizmu cen, jako wieloprzedmiotowej gry kooperacyjnej
(Definicje 8.1-8.5),

• koncepcja rozwiązania wg idei Shapley’a i analiza właściwości
(Twierdzenie 8.1),

• koncepcja nukleolusa i analiza jego właściwości (Twierdzenie
8.3),

• idea iteracyjnej procedury wspomagającej analizę wielokryte-
rialną,

• propozycje i zbadanie właściwości rozwiązań gier kooperacyj-
nych w postaci funkcji partycji, formułowanych przy słabszej
relacji dominacji niż przyjmowane w literaturze,

• pokazanie, że nukleolus i rdzeń w takich grach mogą być wyzna-
czone jako analogiczne koncepcje rozwiązań odpowiednio sfor-
mułowanych gier w postaci funkcji charakterystycznej (Twier-
dzenia 9.2 i 9.5).



2

Podstawowe pojęcia i idee optymalizacji
wielokryterialnej

2.1 Pojęcia podstawowe

Rozpatrujemy najpierw problem optymalizacji wielokryterial-
nej w przypadku pojedynczego decydenta

max
x∈X0⊂IRk

f(x), (2.1)

gdzie
x jest wektorem zmiennych decyzyjnych,
X0 jest zbiorem decyzji dopuszczalnych,
f : IRk → IRm jest funkcją wektorową, gdzie m ≥ 2. Dla
określonego wariantu zmiennych decyzyjnych x, składowe funkcji
f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)]T określają wartości kryteriów. Za po-
mocą tych kryteriów decydent ocenia wyniki tego wariantu de-
cyzji. Przestrzeń kryteriów IRm nazywana jest również przestrze-
nią ocen lub przestrzenią wyników. Zadanie 2.1 oznacza, że decy-
dent maksymalizuje jednocześnie wszystkie kryteria określone jako
składowe wektorowej funkcji f(.).

Niech Y0 oznacza zbiór ocen osiągalnych w przestrzeni kryte-
riów przy dopuszczalnych decyzjach tzn. Y0 = f(X0). Zakładamy,
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x1
y 1

y 2
x2

Y 0

X 0

f(x)

Rysunek 2.1. Zbiór decyzji dopuszczalnych i zbiór osiągalnych ocen

że zbiór Y0 jest zwarty. Przykład zbioru dopuszczalnych zmien-
nych decyzyjnych oraz zbioru osiągalnych ocen jest przedstawiony
na Rys. 2.1.

W przestrzeni kryteriów wprowadzamy częściowy porządek
określony przez dodatni stożek:

D = {y ∈ IRm : yi ≥ 0, dla i = 1, 2, . . . , m}.

Mówimy, że element y1 silnie dominuje y2, gdzie y1, y2 ∈ IRm,
i oznaczamy y1 � y2, jeśli y1 ∈ y2 + int(D), gdzie
int(D) oznacza wnętrze zbioru D,
y + int(D) = {z ∈ IRm : z = y + v, dla wszyskich v ∈ int(D)}.

Mówimy, że element y1 dominuje element y2, i oznaczamy y1 >

y2, gdzie y1, y2 ∈ IRm, jeśli y1 ∈ y2 + D\{0}.
Mówimy, że element y1 słabo dominuje element y2, i ozna-

czamy y1 ≥ y2, gdzie y1, y2 ∈ IRm, jeśli y1 ∈ y2 + D.

Przedstawione pojęcia dominacji są szczególnymi przypadkami
dominacji stożkowych, w których stożek D może być dowolnym
stożkiem wypukłym w przestrzeni IRm.
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W przypadku zadań optymalizacji jednokryterialnej, gdy y =

f(x) ∈ IR, problem polega na znalezieniu rozwiązania dominu-
jącego w zbiorze osiągalnych wartości tej funkcji, tzn. takiego,
który dominuje pozostałe elementy tego zbioru. W przypadku za-
dań optymalizacji wielokryterialnej zbiór rozwiązań dominujących
w zbiorze Y0 ⊂ IRm jest na ogół pusty. Poszukuje się elementów
zwanych niezdominowanymi. Element niezdominowany w zbiorze
Y0 jest elementem, dla którego nie istnieją w tym zbiorze elementy
dominujące. W zagadnieniach optymalizacji wielokryterialnej ele-
mentów niezdominowanych jest zwykle pewien zbiór. Formalna
definicja jest następująca:

Mówimy, że element y ∈ Y0 jest niezdominowany (Pareto
optymalny, efektywny) w zbiorze Y0, jeżeli należy do do zbioru
Y N = {yN ∈ Y0 : Y0 ∩ (yN + D \ {0}) = ∅}.

Pojęcia elementów niezdominowanych, Pareto optymalnych,
efektywnych (ang. nondominated, Pareto optimal, effective) sto-
sowane są w literaturze wymiennie.

Warianty decyzji x ∈ X0, takie że f(x) ∈ Y N nazywamy efek-
tywnymi (sprawnymi).

W teorii zagadnień wielokryterialnych rozpatruje się także ele-
menty słabo niezdominowane.

Mówimy, że element y ∈ Y0 jest słabo niezdominowany (słabo
Pareto optymalny, słabo efektywny) w zbiorze Y0, jeżeli należy do
do zbioru Y sN = {ysN ∈ Y0 : Y0 ∩ (ysN + int(D)) = ∅}.

W zadaniach optymalizacji wielokryterialnej mamy zwykle do
czynienia ze zbiorem rozwiązań obejmujących warianty decyzyjne,
których wielokryterialne oceny należą do zbioru elementów Y N

niezdominowanych w zbiorze Y0.
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Zbiór Y0 w ogólnym przypadku nie jest dany w postaci jawnej.
Zakłada się natomiast, że dany jest model matematyczny okre-
ślający zbiór X0 oraz postać wektorowej funkcji f(·). Model ten
umożliwia dla danego wariantu decyzji x wyznaczenie oceny na-
leżącej do zbioru Y0 w przestrzeni kryteriów. Wyznaczenie całego
zbioru rozwiązań efektywnych nie jest w ogólnym przypadku moż-
liwe, w szczególności, gdy jest to zbiór typu kontinuum. Poszcze-
gólne elementy niezdominowane mogą być natomiast wyznaczone
przez rozwiązanie odpowiednio sformułowanych zadań optymali-
zacji jednokryterialnej.

Zakładamy, że decydent ma określone preferencje w przes-
trzeni kryteriów. Wspomaganie decyzji wielokryterialnych polega
na umożliwieniu decydentowi przeglądania zbioru elementów nie-
zdominowanych i wybór rozwiązania zgodnie z jego osobistymi
preferencjami. Można przyjąć, że decydentowi pomaga analityk
systemowy. Analityk ten, na podstawie informacji uzyskanych od
decydenta i na podstawie dostępnych informacji specyficznych dla
zagadnienia, którego dotyczy rozpatrywany problem optymaliza-
cji wielokryterialnej, buduje model matematyczny. Wykorzystując
ten model, pomaga decydentowi, generując zgodnie z jego życze-
niami (np. wykorzystując odpowiednio zbudowany system kompu-
terowy), rozwiązania efektywne analizowane następnie przez decy-
denta. Istotne jest przy tym zapewnienie suwerenności decydenta,
który podejmuje ostateczną decyzję i ponosi też za nią odpowie-
dzialność. Wspomniany wyżej model, zwany też modelem pod-
stawowym, nie zawiera opisu preferencji decydenta. Modelowanie
preferencji decydenta stanowi oddzielne, poważne zagadnienie ba-
dawcze.

Jest wiele metod umożliwiających wyznaczenie reprezentacji
zbioru elementów niezdominowanych w problemie 2.1 w postaci
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skończonej liczby punktów. Wstępną informację dotyczącą poło-
żenia tego zbioru w przestrzeni kryteriów można uzyskać rozwią-
zując niezależnie n zadań maksymalizacji wartości poszczególnych
kryteriów fi(x):

max
x∈X0⊂IRk

fi(x), i = 1, 2, . . . , m. (2.2)

Na Rys. 2.2 przedstawiono przykład zbioru Y0. Pogrubiony
brzeg tego zbioru oraz czarne punkty oznaczają zbiór elementów
niezdominowanych. Zbiór elementów niezdominowanych powięk-
szony o brzeg zaznaczony linią podwójną oraz o punkty zazna-
czone kółkami pustymi w środku oznacza zbiór elementów słabo
niezdominowanych.

*
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Rysunek 2.2. Rozwiązania niezdominowane, słabo niezdominowane i właściwie
niezdominowane z granicą ε

Wyznaczone maksymalne wartości funkcji fi(x) dla i =

1, 2, . . . , m, przy warunku x ∈ X0 definiują tzw. punkt idealny
w przestrzeni kryteriów (oznaczony na rysunku przez I). Może
być również wyznaczony punkt nadir określony przez minimalne
wartości kryteriów, które mogą przyjmować rozwiązania niezdo-
minowane (oznaczony na rysunku przez N). W przypadku m ≥ 3

----, 
' ' ' 
' ' ' ' 
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wyznaczenie punktu nadir nie jest tak proste jak na rysunku. Algo-
rytmy wyznaczania przybliżonych wartości punktu nadir podane
są w pracach (Korhonen i inni 1997), (Deb i inni 2006). Należy
zaznaczyć, że rozwiązanie zadania typu (2.2) może nie być jed-
noznaczne i w ogólnym przypadku odpowiadająca mu wielokryte-
rialna ocena w zbiorze Y0 może być elementem tylko słabo niezdo-
minownym. Punkt idealny i nadir dają wstępną, przybliżoną infor-
mację o położeniu zbioru elementów niezdominowanych w przes-
trzeni kryteriów (prostokąt zaznaczony liniami przerywanymi na
rysunku 2.2). Punkt idealny jest w wielu pracach nazywany rów-
nież punktem utopijnym (ang. ideal, utopia). W niektórych pra-
cach pojęcia te są rozróżniane, por. (Miettinen 2008), a punkt
utopijny oznacza pewien punkt silnie dominujący punkt idealny.

Cechą charakterystyczną elementów niezdominowanych jest to,
że żadnej współrzędnej nie można poprawić bez pogorszenia innej.
Przy porównywaniu elementów niezdominowanych y1, y2 ∈ Y N

0

można analizować współczynniki wymiany (ang. trade offs) po-
staci (y1

i − y2
i )/(y2

j − y1
j ), gdzie (y1

i − y2
i ) ≥ 0, (y2

j − y1
j ) > 0,

i, j = 1, . . . , m, określające poprawę i-tego kryterium elementu
y1 względem elementu y2 w porównaniu z pogorszeniem kryte-
rium j. Z punktu widzenia decydenta mogą nie być interesujące
elementy niezdominowane, charakteryzujące się bardzo wysokimi
wartościami współczynników wymiany. Wprowadzono w związku
z tym pojęcie elementów właściwie niezdominowanych. Zgodnie
z definicją Geofriona (1998) element niezdominowany y0 = f(x0)

nazywamy właściwie niezdominowanym (właściwie Pareto opty-
malnym) wtedy i tylko wtedy, jeśli istnieje liczba M > 0 taka,
że dla dowolnych y ∈ Y 0 oraz wskaźników i, j = 1, . . . , m, i 	= j,
z zależności yi > y0

i ∧ yj < y0
j wynika (yi − y0

i )/(y0
j − yj) ≤ M .
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Rozwiązanie efektywne x0 którego obraz y0 = f(x0) jest ele-
mentem właściwie niezdominowanym, nazywamy właściwie efek-
tywnym.

Wprowadźmy stożek Dε = y ∈ IRm : dist(y, D) ≤ ε||y||, gdzie
ε > 0 jest daną liczbą określającą marginalne współczynniki wy-
miany między kryteriami, a dist(y, D) oznacza odległość od ele-
mentu y do zbioru D, dist(y, D) = miny′∈D ||y− y′||. Można wów-
czas sformułować (Wierzbicki, 1986) pojęcie elementów właściwie
niezdominowanych z granicą ε. Są to elementy w przestrzeni ocen
należące do zbioru:

Y wN = {ywN ∈ Y0 : Y0 ∩ (ywN + Dε \ {0}) = ∅}.
Elementy właściwie niezdominowane z granicą ε dla pewnego

ε > 0 na Rys. 2.2 to zbiór elementów niezdominowanych po-
mniejszony o fragment brzegu zaznaczony krótkimi kreskami pio-
nowymi.

Jedna z pierwszych idei wyznaczania rozwiązań efektywnych
polega na maksymalizacji jednego z kryteriów np. j-tego, przy
ograniczeniu kryteriów pozostałych.

Rozpatrzmy następujące zadanie optymalizacji (ozn. Pj(ε)) dla
ustalonego wektora parametrów ε = (ε1, .., εj−1, εj+1, .., εm) .

Znaleźć punkt x0ε taki, że

fj(x
0,ε) = max

x∈X0
fj(x),

przy ograniczeniach:
fi(x) ≥ εi, i = 1, 2, ..., m, i 	= j.

(2.3)

W zadaniu powyższym maksymalizujemy j-tą funkcję celu,
przy założeniu, że pozostałe kryteria osiągną wartości nie mniejsze
niż określone zadanym wektorem ε.
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Idea ta, rozważana m.in. w pracy (Chankong, Haims 1983)
pozwala na znajdowanie elementów niezdominowanych jeśli roz-
wiązanie zadania 2.3 jest jednoznaczne. W przeciwnym przy-
padku rozwiązanie może być słabo niezdominowane. Należy zwró-
cić uwagę, że jeśli którakolwiek składowa wektora ε przewyższy
wartości określone przez punkt idealny, rozwiązanie zadania 2.3
nie istnieje. Zadanie powyższe rozwiązywane dla różnych, odpo-
wiednio dobranych wartości składowych wektora ε pozwala wy-
znaczyć różne rozwiązania efektywne i odpowiadające im oceny
niezdominowane.

Jedną z częściej stosowanych w praktyce metod wyznaczania
rozwiązań słabo niezdominowanych jest metoda wag (patrz np.
Gass, Saaty 1955, Chankong, Haimes 1983). Niech zbiór W = {w :

w ∈ Rk, wj ≥ 0,
∑m

j=1 wj = 1} określa wektory nieujemnych znor-
malizowanych wag. Metoda wag polega na rozwiązaniu zadania
optymalizacji:

max
x∈X0

m∑
j=1

wjfj(x) (2.4)

dla założonego wektora wag w ∈ W .

Na Rys. 2.2, z prawej strony, czarne punkty pokazują przy-
kłady rozwiązań uzyskanych tą metodą przy zmienianych wa-
gach. Ciągłe linie skośne przedstawiają zbiory poziomicowe funk-
cji w1y1 + w2y2 = const. Zmiana wag oznacza zmianę nachylenia
zbioru poziomicowego. Zauważmy, że w przypadku przedstawio-
nym na rysunku, niewypukłego zbioru Y0, nie jest możliwe znale-
zienie wszystkich elementów niezdominowanych. Rozwiązania po-
wyższego zadania mogą być poza tym niejednoznaczne, (patrz
także (Steuer, 1986), gdzie podane są dalsze uwagi dotyczące tej
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metody. Jeśli w definicji zbioru W przyjmiemy, że wagi są dodat-
nie, to rozwiązania zadania 2.4 są właściwie efektywne w zadaniu
2.1.

Przyjmijmy, że decydent podał pożądane poziomy wartości kry-
teriów w zadaniu 2.1, określone jako wektor celu f c = [f c

1 , ..., f
c
m]T .

Przyjmijmy, że dany jest również wektor wag w = [w1, .., wm]T .

Można wówczas poszukiwać rozwiązania minimalizującego su-
maryczne ważone odchylenia od pożądanych wartości kryteriów:

min
x∈X0

(
∑m

j=1 wj|fj(x) − f c
j |p)1/p,

gdzie 1 ≤ p ≤ ∞.
(2.5)

W zadaniu tym, do zmierzenia odchylenia poszukiwanego roz-
wiązania od zadanego celu, wykorzystana jest ważona norma lp.
Poszukuje się różnych rozwiązań zadania 2.1 rozwiązując wielo-
krotnie zadanie 2.5 dla różnych wektorów wag. Rozwiązanie tego
zadania jest efektywnym rozwiązaniem zadania 2.1, jeśli zadany
cel jest elementem słabo dominującym punkt idealny oraz jeżeli
rozwiązanie to jest jednoznaczne lub gdy wszystkie wagi są dodat-
nie. Zauważmy, że jeśli zakładany cel należałby do wnętrza zbioru
Y0, punkt ten będzie również rozwiązaniem zadania 2.5, natomiast
nie będzie elementem niezdominowanym w zbiorze Y0. Jeśli zbiór
Y0 nie jest wypukły, to w ogólnym przypadku nie wszystkie punkty
niezdominowane mogą być znalezione.

Rozpatrywane jest również analogiczne zadanie z normą Cze-
byszewa:

min
x∈X0

max
j=1,...,m

wj|fj(x) − f c
j |, (2.6)

W tym przypadku, dla odpowiednio wybranego wektora celu
dominującego punkt idealny, może być znaleziony każdy element
niezdominowany, także dla zbioru Y0 niewypukłego. Może się jed-
nak okazać, że w wyniku rozwiązania tego zadania uzyskuje się
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punkt słabo niezdominowany w Y0. W pracach (Steuer 1986), (Ka-
liszewski 1994) analizowano to zadanie w postaci rozszerzonego
problemu Czebyszewa (ang. augmented Chebyshev problem):

min
x∈X0

max
j=1,...,m

wj|fj(x) − f c
j | + ε

∑m
j=1 |fj(x) − f c

j |, (2.7)

gdzie ε jest małą liczbą.

Jak pokazano w tej ostatniej pracy, rozwiązując ten problem
z ε → 0 można znaleźć każdy element właściwie niezdominowany.

2.2 Metoda punktu referencyjnego

Ogólne podejście do zagadnienia parametrycznej charakteryza-
cji zbioru rozwiązań niezdominowanych oraz systematyzację róż-
nych wcześniejszych metod zawiera praca (Wierzbicki 1986).

Rozpatruje się zbiór A parametrów a, które mogą reprezento-
wać wagi, poziomy aspiracji decydenta, ewentualnie inne parame-
try zależne od decydenta, a także funkcję zwaną dalej funkcją ska-
laryzującą, określająca pewną wartość skalarną dla danego punktu
y ze zbioru Y0 oraz punktu a ze zbioru A. Niech s : Y0 × A → IR

oznacza taką funkcję skalaryzującą. Formułuje się dwa ogólne wa-
runki, które powinna spełniać funkcja skalaryzująca, aby mogła
być użyta do charakteryzacji zbioru rozwiązań niezdominowanych.

Warunek dostateczny skalaryzacji (WDS):
dla każdego a ∈ As

Arg max
y∈Y0∩Ys(a)

s(y, a) ⊂ Y N , (2.8)

gdzie Arg max oznacza zbiór wszyskich punktów maksymalizują-
cych wartość funkcji skalarnej, As jest podzbiorem zbioru A, dla
którego warunek 2.8 zachodzi, Ys(a) reprezentuje ewentualne do-
datkowe ograniczenia zależne od parametru a.
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Jeśli warunek 2.8 jest spełniony, można określić odwzorowanie
ze zbioru As w zbiór Y N :

Ψ (a) = Arg max
y∈Y0∩Ys(a)

s(y, a).

To odwzorowanie może być podstawą konstrukcji interakcji
między decydentem a systemem wspomagania decyzji, w których
decydent specyfikuje pewien parametr a ∈ As, a system rozwią-
zuje zadanie max

y∈Y0∩Ys(a)
s(y, a) i wyznacza niezdominowany element

y0 ∈ Y N .

Odwzorowanie Ψ (·) jest nazywane parametryczną reprezentacją
zbioru Y N . Parametry a mogą być wykorzystane jako parametry
sterujące w tworzeniu reprezentacji zbioru elementów niezdomino-
wanych zadania optymalizacji wielokryterialnej.

Warunek dostateczny skalaryzacji oznacza, że dla każdego
parametru sterującego a ze zbioru As, rozwiązaniem zadania

max
y∈Y0∩Ys(a)

s(y, a) jest element niezdominowany w zbiorze Y0. Na-

tomiast nie jest gwarantowana możliwość wyznaczenia wszystkich
elementów niezdominowanych.

Warunek konieczny skalaryzacji (WKS):
dla każdego y0 ∈ Y N istnieje parametr a∗ ∈ An taki, że

y0 ∈ Arg max
y∈Y0∩Ys(a∗)

s(y, a∗), (2.9)

gdzie An jest podzbiorem zbioru A, dla którego warunek 2.9 za-
chodzi.

Warunek ten oznacza, że odpowiednio wybierając parametr a∗

i rozwiązując zadanie max
y∈Y0∩Ys(a∗)

s(y, a∗) można znaleźć każdy ele-

ment niezdominowany w zbiorze Y0.

Jeśli dla danej funkcji skalaryzującej s spełnione są oba wy-
mienione wyżej warunki (2.8) i (2.9) oraz zbiory As = An,
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Ys(a) = Yn(a) dla wszystkich a ∈ As, to mówimy, że warunki
te kompletnie charakteryzują parametrycznie zbiór Y N elementów
niezdominowanych i spełniona jest właściwość:

⋃
a∈As

Ψ (a) = Y N .

Analogicznie formułowane są warunki dostateczny i konieczny
skalaryzacji dla zbiorów elementów słabo niezdominowanych i wła-
ściwie niezdominowanych z granicą ε.

Funkcja skalaryzująca powinna umożliwić oddzielanie zbiorów
zgodnie z definicjami efektywności, słabej efektywności i właściwej
efektywności z granicą ε, a także powinna charakteryzować się
właściwością monotoniczności.

Separowalność zbiorów

Mówimy, że funkcja r : IRm → IR silnie oddziela dwa rozłączne
zbiory Y1, Y2 w przestrzeni IRm, jeżeli istnieje liczba β ∈ IR, taka
że r(y) ≤ β dla wszystkich y ∈ Y1 oraz r(y) > β dla wszystkich
y ∈ Y2.

W definicji efektywności rozwiązania zadania optymalizacji wie-
lokryterialnej wymagane jest, aby zbiory Y0 oraz {yN + D \ {0}}
były rozłączne. Analogicznie rozłączność odpowiednich zbiorów
jest wymagana w przypadku słabej efektywności i właściwej efek-
tywności. Gdy zbiór Y0 jest wypukły, zbiory te mogą być oddzie-
lone funkcją liniową, o postaci

∑m
i=1 aiyi, jak pokazano to na le-

wej części Rys. 2.3. W przypadku niewypukłego zbioru Y0, nie
dla wszystkich punktów efektywnych oddzielenie takie jest moż-
liwe. Zbiory Y0 i {yN + D \ {0}} mogą być jednak oddzielone
przy pomocy funkcji nieliniowej o zbiorach poziomicowych postaci
y ∈ IRm, r(y) = const. Przykład takich zbiorów poziomicowych
pokazany jest na prawej części Rys. 2.3.
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Rysunek 2.3. Oddzielanie zbiorów

Monotoniczność funkcji skalaryzującej

Mówimy, że:
funkcja r : Y0 → IR jest silnie monotoniczna, gdy y1 ∈ y2 +

D\{0} ⇒ r(y1) > r(y2),

funkcja r : Y0 → IR jest ściśle monotoniczna, gdy y1 ∈ y2 +

intD ⇒ r(y1) > r(y2),

funkcja r : Y0 → IR jest ε silnie monotoniczna, gdy y1 ∈ y2 +

Dε \ {0} ⇒ r(y1) > r(y2).

Twierdzenie 2.1 (Wierzbicki 1986)
Każdy punkt maksymalizujący wartość silnie monotonicznej funk-
cji skalaryzującej r : Y0 → IR

jest niezdominowany w zbiorze Y0.
Każdy punkt maksymalizujący wartość ściśle monotonicznej funk-
cji skalaryzującej r : Y0 → IR

jest słabo niezdominowany w zbiorze Y0.
Każdy punkt maksymalizujący wartość ε silnie monotonicznej
funkcji skalaryzującej r : Y0 → IR

jest właściwie niezdominowany z granicą ε w zbiorze Y0. • 
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Funkcje osiągnięcia reprezentujące porządek

Niech Y ∗ ⊆ IRm będzie zbiorem parametrów sterujących. Za-
kładamy, że zbiór Y ∗ = IRm lub jest to dostatecznie duży podzbiór
tej przestrzeni zawierający Y0. Parametr sterujący y∗ z tego zbioru
jest interpretowany jako punkt w przestrzeni ocen określony przez
poziomy aspiracji decydenta. Punkt ten może być osiągalny (na-
leżeć do zbioru Y0) lub nie.

Funkcje osiągnięcia reprezentujące porządek (ang. order repre-
senting achievement functions) są określone jako ciągłe funkcje
s : Y0 × Y ∗ → IR, takie że s(y, y∗) jest ściśle monotoniczna jako
funkcja y dla każdego y∗ ∈ Y ∗, oraz ma właściwość reprezentacji
porządku, tzn. :

{y ∈ IRm : s(y, y∗) > 0} = y∗ + intD, dla wszystkich y∗ ∈ Y ∗.

(2.10)
Wynika stąd oraz z ciągłości funkcji s(·), że s(y, y∗) = 0 dla wszyst-
kich y∗ = y ∈ Y 0.

Funkcje osiągnięcia aproksymujące porządek

Funkcje osiągnięcia aproksymujące porządek (ang. order appro-
ximating achievement functions) są to ciągłe funkcje
s : Y0 × Y ∗ → IR, takie że s(y, y∗) jest silnie monotoniczna jako
funkcja y dla każdego y∗ ∈ Y ∗, oraz ma właściwość aproksymacji
porządku, tzn.:

{y∗ + Dεd} ⊂ {y ∈ IRm : s(y, y∗) ≥ 0} ⊆ {y∗ + intDε} (2.11)

dla wszystkich y∗ ∈ Y ∗, gdzie ε > εd ≥ 0.

Przykład funkcji osiągnięcia aproksymującej porządek

s(y, y∗) = min1≤i≤m[ai(yi − y∗
i ) + ak+1

m∑
i=1

ai(yi − y∗
i )],
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gdzie y∗ ∈ IRm, a parametr am+1 > 0 jest dostatecznie mały w po-
równaniu z ε i dostatecznie duży w porównaniu z εd określonymi
jak w 2.11.

Twierdzenie 2.2 (Wierzbicki 1986)
Jeśli s(y, y∗) jest funkcją osiągnięcia reprezentującą porządek, to
dla każdego y∗ ∈ Y ∗, każdy punkt, który maksymalizuje tę funkcję
na zbiorze Y0 jest słabo niezdominowany.

Jeśli y0 jest punktem słabo niezdominowanym to maksimum funk-
cji s(y, y0) na zbiorze Y0 jest osiągane w punkcie y = y0 i jest
równe 0.

Twierdzenie 2.3 (Wierzbicki 1986)
Jeśli s(y, y∗) jest funkcją osiągnięcia aproksymującą porządek z ε,
εd jak w (2.11), to dla każdego y∗ ∈ Y ∗, każdy punkt, który mak-
symalizuje tę funkcję na zbiorze Y0 jest niezdominowany. Jeśli y0

jest punktem właściwie niezdominowanym (wg stożka Dε) to mak-
simum funkcji s(y, y0) na zbiorze Y0 jest osiągane w punkcie y = y0

i jest równe 0.

Uwagi
Klasy funkcji osiągnięcia – reprezentujących porządek i aproksy-
mujących porządek – kompletnie charakteryzują elementy słabo
efektywne (słabo niezdominowane) oraz prawie kompletnie cha-
rakteryzują elementy właściwie efektywne i elementy efektywne
(niezdominowanych) bez założenia wypukłości zbioru Y0.

Parametry sterujące y∗ interpretowane są jako punkty w przes-
trzeni kryteriów określone przez poziomy aspiracji decydenta.
Znak maksymalnej wartości funkcji osiągnięcia informuje, czy wy-
specyfikowane poziomy aspiracji są osiągalne (znak plus), czy nie-
osiągalne (znak minus). Zerowa wartość maksymalna funkcji osią-
gnięcia oznacza, że poziomy aspiracji są osiągalne i efektywne.

• 

• 
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Charakteryzacje elementów niezdominowanych, słabo niezdo-
minowanych i właściwie niezdominowanych w zadaniu optymali-
zacji wielokryterialnej 2.1 przy pomocy powyższych funkcji osią-
gnięcia są ogólne, stosowalne dla szerokiej klasy zadań: liniowych,
nieliniowych, niewypukłych, dyskretnych, a także dynamicznych
(wielokryterialnej optymalizacji trajektorii).

Wymienione wyżej klasy funkcji osiągnięcia stały się podstawą
interakcyjnego podejścia punktu referencyjnego do wspomagania
decyzji wielokryterialnych (Wierzbicki 1977, 1980, 1999, Wierz-
bicki, Makowski, Wessels 2000). W podejściu tym, w przypadku
złożonych zagadnień praktycznych, zakłada się interakcje decy-
denta z komputerowym systemem wspomagania decyzji. System
komputerowy zawiera implementację modelu opisującego sytuację
decyzyjną w postaci zadania optymalizacji wielokryterialnej typu
2.1, traktowanego jako model podstawowy (ang. substantial, core
model), natomiast nie zawiera modelu opisującego preferencje de-
cydenta. Swoje preferencje decydent wyraża w interakcji z sys-
temem wskazując punkty referencyjne w przestrzeni kryteriów.
Punkty referencyjne obejmują punkty aspiracji i punkty rezer-
wacji. Punkt aspiracji określa wartości kryteriów, które decydent
chciałby osiągnąć. Punkt rezerwacji - wartości kryteriów, które
powinien osiągnąć, a nie chciałby uzyskać wartości gorszych.

Zakłada się, że w kroku wstępnym przed rozpoczęciem inte-
rakcji, system automatycznie wyznacza wielkości takie jak punkt
idealny, punkt nadir, rozwiązanie neutralne umożliwiające decy-
dentowi wstępną ocenę dotyczącą umiejscowienia zbioru rozwią-
zań niezdominowanych w przestrzeni kryteriów. W kolejnych kro-
kach decydent określa punkty aspiracji i rezerwacji w przestrzeni
kryteriów. System komputerowy rozwiązuje zadanie optymalizacji
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odpowiedniej funkcji osiągnięcia i wyznacza kolejny element nie-
zdominowany. Decydent analizuje rozwiązania wyznaczone przez
system komputerowy i wskazuje kolejne punkty referencyjne. Ce-
lem procedury jest generowanie reprezentacji zbioru elementów
niezdominowanych zgodnie z preferencjami decydenta.

Przykładowa funkcja osiągnięcia stosowana również w złożo-
nych praktycznych problemach optymalizacji wielokryterialnej ma
postać:

s(y, y∗) = min
1≤i≤m

σi(yi, y
a
i , y

r
i ) + ρ

m∑
i=1

σi(yi, y
a
i , y

r
i ), (2.12)

gdzie y = f(x), natomiast ya
i , y

r
i oznaczają odpowiednio po-

ziomy aspiracji i rezerwacji podawane przez decydenta. Funkcje
σi(.) mają postać

σi(yi, y
a
i , y

r
i ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 + α(yi − ya

i )/(yup
i − ya

i ), if ya
i ≤ yi ≤ yup

i

(yi − yr
i )/(ya

i − yr
i ), if yr

i ≤ yi ≤ ya
i

β(yi − yr
i )/(yr

i − ylo
i ), if ylo

i ≤ yi ≤ yr
i .

(2.13)
Wartości ylo, yup stanowią rozsądnie przyjmowane ograniczenia
(dolne i górne), ramach których przyjmowane są punkty aspira-
cji i rezerwacji.

Decydent, stosując metodę punktu referencyjnego, może swo-
bodnie modyfikować punkty referencyjne. Ma możliwość uczenia
- coraz lepszego poznawania natury problemu decyzyjnego. Może
badać te części zbioru elementów niezdominowanych, które go naj-
bardziej interesują i znaleźć rozwiązanie zgodne z jego preferen-
cjami.

W pracach (Wierzbicki 1982, 1986), (Wierzbicki i inni 2000)
podano szereg proponowanych wariantów funkcji osiągnięcia. Ana-
lizowane są przy tym problemy dotyczące sterowalności lokal-
nej, możliwości efektywnego rozwiązywania zadań optymalizacji
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funkcji osiągnięcia algorytmami obliczeniowymi, prostoty mecha-
nizmów interakcji, łatwej interpretowalności dotyczącej zarówno
wprowadzanych parametrów, jak i uzyskiwanych wyników. Zagad-
nienia konstrukcji systemów komputerowych wspomagania decyzji
i wiele przykładów zastosowań zawierają między innymi prace (Le-
wandowski i inni 1989, Rogowski i inni 1988, Gondzio, Makowski
1995, Makowski i inni 1996, Wierzbicki i inni 2000, Granat, Ma-
kowski 2000, Makowski 2000, 2005). W pracach (Kostreva, Ogry-
czak, Wierzbicki 2004, Ogryczak, Sliwiński 2007, Ogryczak 2008)
rozwijana jest metoda punktu referencyjnego z zastosowaniem idei
tzw. agregacji OWA (ang. Ordered Weighted Averaging), w której
wykorzystuje się porządek leksykograficzny.

2.3 Inne kierunki badań

Zagadnienia optymalizacji wielokryterialnej i wielokryterial-
nego wspomagania decyzji sa przedmiotem bardzo wielu opraco-
wań monograficznych i artykułów. Artykuły z tego zakresu pu-
blikowane są w takich czasopismach jak Journal of Multi-Criteria
Decision Analysis, European Journal of Operational Research, Ma-
nagement Science, Operations Research, Naval Research Logistics,
IEEE Automatic Control, Control and Cybernetics i wielu innych.

Przegląd różnych podejść i metod zawierają między innymi
prace: (Miettinen 2008, 1999, Branke, Deb, Miettinen, Sło-
wiński 2008, Chankong, Haimes 1983, Jahn 2004, Trzaskalik,
Michnik 2002, Fandel, Gal 1997, Ogryczak 1997, Szapiro 1991,
Konarzewska-Gubała 1980, 1991, Sawaragi, Nakayama, Tanino
1985, Chankong, Haimes 1983, Galas, Nykowski, Żółkiewski 1987).



2.3 Inne kierunki badań 45

Zwarty przegląd metod wspomagania analizy wielokryterialnej
zawiera praca (Kaliszewski 2006). Autor rozwija również orygi-
nalne podejście, w którym oddzielony jest etap uzyskania dyskret-
nej reprezentacji zbioru Pareto i etap analizy wykonywany przez
decydenta. Złożony obliczeniowo i czasochłonny etap wyznacza-
nia reprezentacji zbioru Pareto realizowany jest bez udziału decy-
denta. Tworzona jest aproksymacja tego zbioru. W etapie ana-
lizy decydent nie ma do czynienia z pełnym, złożonym mode-
lem problemu optymalizacji. Interakcyjna analiza realizowana jest
już z wykorzystaniem tej aproksymacji, co może być wykonywane
sprawnie z punktu widzenia wymaganego nakładu obliczeń.

Zadania optymalizacji jednokryterialnej 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7
stanowią podstawę wielu interakcyjnych metod wspomagających
decydenta w znalezieniu preferowanego rozwiązania w zbiorze ele-
mentów niezdominowanych. Zadania typu 2.3 były stosowane np.
w pracy (Benayoun i inni 1971).

Idea wag była stosowana między innymi w pracach (Zionts,
Wallenius 1976, 1983) i (Dell, Karwan 1990). Podane w tych pra-
cach metody należą do klasy metod, w których zakłada się, że pre-
ferencje decydenta określone są przez pewną funkcję wartościującą
(por. Keeney, Raiffa, 1976). Ogólna idea polega na identyfikacji tej
funkcji na podstawie interakcji z decydentem oraz na znalezieniu
rozwiązania maksymalizującego wartość tej funkcji w zbiorze Y0.
Przykładowo, w kolejnych iteracjach metody Ziontsa -Walleniusa,
zaproponowanej dla wielokryterialnych zadań programowania li-
niowego, wyznaczane jest rozwiązanie Pareto optymalne metodą
wag. Określane są następnie sąsiednie wierzchołki Pareto opty-
malne oraz odpowiadające im współczynniki wymiany i przed-
stawiane decydentowi. Decydent jest proszony o wskazanie, czy
i ewentualnie który z nich jest bardziej preferowany od bieżącego.
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Na podstawie tej informacji poprawiane są wagi i wyznaczane jest
nowe rozwiązanie. Uogólnienie algorytmu Ziontsa-Walleniusa na
przypadek problemów nieliniowych można znaleźć w pracy (Kali-
szewski, Zionts 2004).

Kolejnym przykładem zastosowania idei funkcji wartościującej
jest metoda UTA (Jacket-Lagreze, Siskos 1982). Decydent jest pro-
szony o określenie słabego porządku dla pewnego zbioru alterna-
tyw. Uzyskane relacje preferencji lub indyferencji są wykorzysty-
wane do określenia liniowych ograniczeń. Tworzony jest problem
programowania celowego umożliwiający sprawdzenie istnienia ad-
dytywnej funkcji wartościującej. W ogólnym przypadku może ist-
nieć wiele takich funkcji. Kolejne interakcje z decydentem po-
zwalają zredukować zbiór tych funkcji. W przypadku stwierdze-
nie braku addytywnej funkcji wartościującej spełniającej nałożone
ograniczenia, wymagana jest interakcja z decydentem w celu wy-
jaśnienia powodu niezgodności podanych relacji. Metoda UTA zo-
stała zaimplementowana w systemie PREFCALC (Jacket-Legreze
1990).

Uogólnienie metod typu UTA rozwijane jest w pracach (Fi-
gueira, Greco, Mousseau, Słowiński 2008), (Greco, Mousseau,
Słowiński 2008) z wykorzystaniem pewnego zbioru addytywnych
funkcji wartościujących budowanych na podstawie informacji uzy-
skiwanych w interakcyjnej procedurze od decydenta. Metody te są
stosowane zarówno do zadań optymalizacji wielokryterialnej jak
i wielokryterialnego rankingu.

Zadania typu 2.5 formułowane dla normy l1 są wykorzystywane
w metodach programowania celowego (Charnes i inni 1955, Char-
nes, Cooper 1961, 1977, Ignizio 1985). W ogólnej postaci ważo-
nego programowania celowego decydent jest proszony o podanie
poziomów aspiracji f c

j dla wszystkich kryteriów j = 1, . . . , m oraz



2.3 Inne kierunki badań 47

wag wj. Rozwiązywane są zadania minx

∑m
i=1 wi|fi(x) − f c

i | dla
x ∈ X0. W przypadku liniowych funkcji celu i liniowych ograni-
czeń, zadanie to może być rozwiązywane zmodyfikowaną metodą
SIMPLEX. Podawane przez decydenta poziomy aspiracji f c

j nie
powinny być osiągalne jednocześnie. W szczególności, gdy zało-
żone poziomy aspiracji będą wewnątrz zbioru Y0, w wyniku roz-
wiązania powyższego zadania zostaną osiągnięte i rozwiązanie też
będzie wewnątrz zbioru Y0 i nie będzie efektywne. Wady tej nie
ma rozpatrywane wyżej podejście funkcji osiągnięcia.

Wykorzystanie koncepcji punktu referencyjnego do sterowania
przeszukiwaniem zbioru rozwiązań niezdominowanych było przed-
miotem wielu prac. Oprócz wymienionych prac szkoły A.P. Wierz-
bickiego należy wymienić między innymi prace (Steuer 1986), gdzie
stosowano metodę Czebyszewa, (Nakayama 1995), (Jaszkiewicz,
Słowiński 1994), (Korhonen, Laakso 1986), (Narula 1994).

W ostatnich latach rozwijane jest podejście ewolucyjne (ang.
evolutionary multiobjective optimization) zarówno do wyznacza-
nia elementów niezdominowanych jak i konstrukcji interakcyjnych
algorytmów wspomagających decydenta w znalezieniu rozwiązania
zgodnie z jego preferencjami. Ogólna idea polega na zastosowaniu
algorytmów genetycznych, umożliwiających jednoczesne poszuki-
wanie kilku elementów niezdominowanych. Obszerny przegląd li-
teratury z tego zakresu zawiera praca (Deb 2008).

W pracy (Greco, Matarazzo, Słowiński 2008) przedstawiono
nową metodę interakcyjnej optymalizacji wielokryterialnej wyko-
rzystującą idee zbiorów przybliżonych (Pawlak 1982, 1991).

Wielokryterialne wspomaganie decyzji w problemach dyna-
micznych jest rozwijane w pracach (Trzaskalik 1990, 1997, 1998,
Skulimowski 1996, Trzaskalik, Sitarz 2007).
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Prace (Bednarczuk 2005, 2006) poświęcone są analizie warun-
ków stabilności zadań optymalizacji wielokryterialnej.

W pracach (Szapiro 2000, Trzaskalik 2006) można znależć wiele
przykładów zadań praktycznych i ilustracje różnych metod opty-
malizacji wielokryterialnej w zastosowaniu do wspomagania decy-
zji.

Przedstawiono wyżej tylko wybrane prace ilustrujące różne po-
dejścia i metody. W pracach cytowanych we wprowadzeniu i w tym
rozdziale, w szczególności w pracach zbiorowych i monografiach
można znaleźć pełny zestaw stosownej literatury.
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Uwagi końcowe

W pracy rozpatruje się sytuacje decyzyjne, w których decydenci
mogą odnosić korzyści w wyniku wzajemnej współpracy. Korzyści
te określane są w porównaniu z sytuacją, gdyby dany decydent nie
przystąpił do współpracy, zgodnie z koncepcją BATNA. Każdy de-
cydent podejmuje niezależne decyzje oraz ma swój niezależny wek-
tor kryteriów określający wyniki tych decyzji i swoje preferencje
wyboru. Wartości kryteriów danego decydenta zależą od decyzji
wszystkich decydentów.

Zakłada się, że dany jest model matematyczny pozwalający
wyznaczyć wartości kryteriów każdego decydenta w zależności od
decyzji wszystkich decydentów. Model nie opisuje preferencji de-
cydentów. Nie zakłada się istnienia określonych funkcji użytecz-
ności decydentów. Zaproponowano metody wspomagające analizę
decyzyjną w wielokryterialnej przestrzeni wypłat stanowiącej ilo-
czyn kartezjański przestrzeni kryteriów poszczególnych decyden-
tów oraz procedury umożliwiające znalezienie zgodnych decyzji.
Przedstawiono ogólny opis matematyczny rozważanych sytuacji
decyzyjnych i na tej podstawie sformułowano model wielokryte-
rialnego problemu targu (rozdział 4) rozpatrywany dalej w pracy,
a także sformułowano model wielokryterialnej gry kooperacyjnej,
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w której uwzględnia się wpływ możliwych koalicji na rozwiązania
i wypłaty graczy.

W przypadku wielkryterialnego problemu targu zapropono-
wano uogólnione rozwiązanie Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego (R-
K-S) oraz jego aksjomatyczną charakteryzację. Założono, że każdy
gracz ma możliwość analizy niezdominowanych wypłat w swo-
jej przestrzeni kryteriów. Na podstawie wskazanych przez gra-
czy wypłat, wybranych zgodnie z ich preferencjami, konstruuje
się tzw. punkt względnej utopii. Punkt ten uwzględniający pre-
ferencje wszystkich graczy jest podstawą konstrukcji proponowa-
nego rozwiązania. Rozwiązanie to, w przypadku jednokryterial-
nych wypłat, sprowadza się do rozwiązania R-K-S. Nie jest nato-
miast prostym rozszerzeniem klasycznego rozwiązania R-K-S kon-
struowanym z wykorzystaniem punktu idealnego w przestrzeni
wielokryterialnych wypłat. Pokazano, że w szczególnych przypad-
kach rozwiązanie to może być tylko słabo niezdominowane w zbio-
rze wypłat. Kolejna propozycja dotyczy, uogólnionego na przy-
padek wielokryterialnych wypłat, rozwiązania Imai, wykorzystu-
jącego porządek leksykograficzny. Podano idee algorytmu umożli-
wiającego poprawę słabo niezdominowanych rozwiązań R-K-S do
rozwiązań niezdominowanych. Przedstawiono również konstrukcje
umożliwiające uogólnienie na przypadek wielokryterialnych wy-
płat klasycznych rozwiązania Nasha i Rozwiązania Egalitarnego.
Przeprowadzono analizę własności tych rozwiązań.

Przedstawiane w pracach (Kruś, Bronisz 1993, Kruś 2002) sfor-
mułowania wielokryterialnego problemu targu i koncepcje rozwią-
zań były następnie przedmiotem badań innych autorów np. (Hi-
nojosa i inni 2005), (Marmol i inni 2007).

Koncepcje uogólnionych rozwiązań R-K-S oraz Imai zostały za-
stosowane w konstrukcji interakcyjnych procedur wspomagania
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analizy decyzyjnej decydentów i wyznaczania propozycji media-
cyjnych. Wielostronna analiza decyzyjna poprzedzona jest etapem
analizy jednostronnej, w trakcie której każdy decydent niezależnie
bada zbiór swoich niezdominowanych wypłat w swojej przestrzeni
kryteriów, wykorzystując podejście punktu referencyjnego. Wska-
zane przez każdego decydenta wypłaty, wybrane zgodnie z jego
preferencjami, są podstawą wyznaczenia propozycji mediacyjnej.
Propozycja ta uwzględnia preferencje wszystkich decydentów i jest
przedmiotem analizy wielostronnej. W kolejnych rundach powta-
rzane sa oba etapy analizy. Sformułowano w tym celu koncepcję
rozwiązania iteracyjnego i pokazano jego zbieżność do rozwiązania
Pareto optymalnego.

Przedstawiono koncepcje ogólnej konstrukcji komputerowych
systemów wspomagania decyzji w rozpatrywanych sytuacjach
przetargowych. Procedura wykorzystująca rozwiązanie iteracyjne
została zaimplementowana w systemie komputerowym MCBARG.
Zamieszczono dwa przykłady ilustrujące wielokryterialny problem
targu: przykład dotyczący zagadnienia kwaśnych deszczów oraz
przykład dotyczący współpracy gospodarstw rolnych. Przykłady
te zostały wprowadzone do systemu i pozwalają prześledzić jego
działanie.

W rozdziale 7 rozpatrzono sytuacje kooperacyjne opisywane
przez modele wielokryterialnych gier koalicyjnych bez wypłat
ubocznych. Podano sformułowanie matematyczne takiej gry, a na-
stępnie zbadano jej własności i sformułowano koncepcje rozwiązań
takie jak rdzeń i nukleolus gry. Zaproponowano oryginalny spo-
sób określania funkcji nadwyżki uwzględniającej preferencje gra-
czy oraz generowaną przez tę funkcję postać nukleolusa. Nucleolus
ten, w przypadku klasycznych gier targu, sprowadza się do koncep-
cji podanej przez Schmeidlera (1969), natomiast w przypadku gier
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targu sprowadza się do uogólnionego rozwiązania Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego podanego w pracy (Kruś, Bronisz 1993) i rozpa-
trywanego w pracy (Kruś 2002) oraz omówionego w rozdziale 4.
Podano również ideę iteracyjnej procedury wspomagającej ana-
lizę i wyznaczenie rozwiązania mediacyjnego. Przedstawiane pro-
blemy były wcześniej przedmiotem prac (Kruś, Bronisz 1995),
(Kruś 2008). Podane propozycje korespondują z ideą zastosowania
punktów referencyjnych do wyznaczania propozycji mediacyjnych
w grach koalicyjnych przedstawioną w pracy (Wierzbicki 2005).

W rozdziale 8 rozpatrzono problem decyzyjny, w którym pod-
mioty decyzyjne negocjują realizację wspólnego lub wspólnych
przedsięwzięć w celu pozyskania wiązki dóbr. Mogą działać in-
dywidualnie lub tworzyć koalicje. Problem dotyczy podziału po-
zyskanej wiązki dóbr i udziału w kosztach przedsięwzięć. Zapropo-
nowano model rodziny gier kooperacyjnych opisującej ten problem
alokacji kosztów z uwzględnieniem mechanizmu cenowego i wypłat
ubocznych. Zagadnienie to przedstawiono na podstawie wcześniej-
szej pracy (Kruś, Bronisz 2000). Zbadano różne koncepcje roz-
wiązań tych gier. Zaimplementowano algorytm wyznaczania róż-
nych koncepcji nukleolusa traktowanego jako podstawę do wyzna-
czania propozycji madiacyjnych. Przedstawiono przykład nume-
ryczny ilustrujący proponowane analizy. Zaproponowano również
procedurę wspomagającą analizę wielokryterialną i proces media-
cji. Problem alokacji i kosztów jest również rozpatrywany w sytu-
acji, gdy wypłata danej koalicji zależy nie tylko od graczy, którzy
ją tworzą, ale także od struktury koalicyjnej graczy pozostałych
(rozdział 9). Sytuacje taką opisano jako grę kooperacyjną w po-
staci funkcji partycji. Uzyskane wyniki dotyczą koncepcji rozwią-
zań w tych grach i ich analizy. Istotne jest w szczególności po-
kazanie koincydencji rdzenia takiej gry z rdzeniem odpowiednio
skonstruowanej gry w postaci funkcji charakterystycznej. Rdzeń
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taki określa ramy, w których decydenci mogą prowadzić negocja-
cje. Można również wtedy zastosować podejście prezentowane w
rodziale 8. Nowe zagadnienia badań w tym kierunku mogą doty-
czyć koncepcji rdzeni optymistycznych i pesymistycznych rozpa-
trywanych w pracach Koczy’ego (2007, 2008).

Uzyskane wyniki teoretyczne mogą mieć zastosowanie nie tylko
w omawianym problemie kooperacji, opisywanym jako modele
targu lub modele gier kooperacyjnych z wektorowymi wypłatami
graczy, ale także w szerszej klasie zagadnień dotyczących także
sytuacji niekooperacyjnych. Przykładowo, algorytm interakcyjnej
procedury mediacyjnej, wykorzystującej idee rozwiązania iteracyj-
nego oraz metodę punktu referencyjnego i funkcji osiągnięcia, zo-
stał zastosowany dla przypadku wielokryterialnej, niekooperacyj-
nej gry dynamicznej dotyczącej tzw. „wojny rybnej” (prace magi-
sterskie: Cichoń (1989), Kaniewski (1990)), w eksperymentalnym
systemie komputerowym. Wielokryterialne rozwiązania w grach
niekooperacyjnych były rozpatrywane między innymi w pracach
(Wierzbicki 1990, Kruś, Bronisz 1994).

Równolegle z badaniami, których wyniki przedstawia się w tej
pracy, prowadzonych z zastosowaniem analizy wielokryterialnej
i podejścia punktu referencyjnego, prowadzono prace z zastosowa-
niem idei funkcji użyteczności. Wykorzystywano koncepcje funkcji
użyteczności R. Kulikowskiego (1998, 2002, 2003) inspirowane pra-
cami Savage (1954), Tverskiego i Kahnemana (Tversky 1967, Tver-
sky, Kahneman 1981). Uzyskane wyniki (Kruś 2002a, 2004a), (Ku-
likowski, Kruś 2003) dotyczą między innymi konstrukcji systemów
komputerowych wspomagania analizy decyzyjnej, analizy wspól-
nych przedsięwzięć innowacyjnych, analizy problemu kooperacji
na przykładzie szkoły wyższej. W przypadku stosowania koncepcji
funkcji użyteczności decydentów, szczególnie istotny jest problem
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identyfikacji jej postaci na podstawie interakcji z decydentami. In-
teresujące ze względu na zastosowania w praktyce i jako przedmiot
dalszych badań są procedury budowy modelu preferencji decyden-
tów prezentowane w pracach (Greco, Mousseau, Słowiński 2008),
(Figueira, Greco, Mousseau, Słowiński 2008), oraz zastosowanie
teorii zbiorów przybliżonych (Greco, Matarazzo, Słowiński 2001,
2008).

Bieżące i planowane badania dotyczą również zastosowania
metod proponowanych w pracy do analizy motywacyjnie zgod-
nych wielokryterialnych mechanizmów rynkowych z wykorzysta-
niem systemów wieloagentowych. Zagadnienie zgodności motywa-
cji w mechanizmach rynkowych rozwijane jest w pracach E. To-
czyłowskiego (por. Toczyłowski 2003, 2009). Dotyczy ono badania
i konstrukcji takich mechanizmów rynkowych, w których harmo-
nizowane sa interesy uczestników tak, że występowałaby zgodność
ich motywacji i uczestnicy ci byliby skłonni do przekazywania nie-
zafałszowanych informacji, umożliwiających efektywne funkcjono-
wanie danego systemu. W pracy (Kruś, Skorupiński, Toczyłowski
2010) zagadnienie to jest badane jest na przykładzie problemu
producenta i jego klientów.

Przedstawiane w tej pracy metody są zgodne z ideami dotyczą-
cymi zaufania i uczciwości w systemach rozproszonych (A. Wierz-
bicki 2010), stanowiącymi kolejny interesujący kierunek dalszych
badań.
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W pracy przedstawia się podstawy teoretyczne i metody
wspomagania procesu decyzyjnego w takich sytuacjach 7. wykorzystaniem
odpowiednio zbudowanego systemu komputerowego. Rozpatrywane
sytuacje opisywane są fonnalnie jako modele wielokryterialoego problemu
targu i wielokryterialnych gier koa licyjnych . Proponowane są koncepcje
rozwiązań w tych grach uwzględniające preferencje decydentów,
li następnie wielorundowe procedury negocjacyjne wspomagające proces
znajdowania zgodnego rozwiązania. W poszczególnych rundach takiej
procedury stosowan a jest jednostron na i wielostron na analiza
wielokryteria tna możliwych wypłat, przy czym system komputerowy
generuje propozycj e mediacyjne. Przedstawia się konstrukcję

zbudowanego systemu komputerowego MCBARG, w kt6rym taka
procedura została zaimplementowana oraz przykłady prob lem6w
kooperacji.

Rozpatruje się sytuacje decyzyjne , w których występuje kilku
decydentów, negocjujących warunki współpracy, Problem dotyczy
podziału efektówwspółpracy, przy czym każdy decydentma swój odrębny,
wielokryterialny zestawcelów, którechciałby osiągnąć i kieruje się swoimi
preferencjami
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