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Wprowadzenie

W pracy rozwaza si¢ sytuacje decyzyjne, w ktorych jest kilku
decydentéw negocjujacych warunki mozliwej wspotpracy. Problem
dotyczy podziatu efektéw wspotpracy, przy czym kazdy decydent
ma swoj odrebny, zestaw celow, ktore chciatby osiagnac i kieruje
sie swoimi preferencjami. Cele te sa w ogblnym przypadku kon-
fliktowe, zaréwno w przypadku kazdego decydenta jak i miedzy
decydentami. Kazdy decydent ma okreslony wektor kryteriow mie-
rzacych poziomy osiggniecia jego celéw, przy czym wartosci tych
kryteriow zaleza od decyzji wszystkich decydentow. Sytuacje ta-
kie nazywane sa sytuacjami kooperacyjnymi z wielokryterialnami
wyplatami decydentow. Zaklada sie, ze mozna zbudowaé¢ model
matematyczny opisujacy taka sytuacje decyzyjna a w szczegdlno-
sci pozwalajacy wyznaczy¢ wielokryterialne wyptaty decydentow

w zaleznosci od podejmowanych przez nich decyzji.

Praca dotyczy probleméw metodologicznych zwigzanych ze
wspomaganiem procesu decyzyjnego w takich sytuacjach przy wy-
korzystaniu modeli matematycznych. Przedstawia sie podstawy
teoretyczne i metody, ktore moga byé wykorzystane w konstrukeji

systeméw komputerowych wsparcia decyzyjnego.
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Cecha charakterystyczng rozpatrywanych w pracy probleméw
w przypadku wielokryterialnych wyptat jest to, ze kazdy decy-
dent ma do czynienia z pewnym zbiorem tzw. niezdominowanych
rozwigzan, przy czym zbiory rozwiagzan decydentow sg wzajem-
nie wspolzalezne. Zbiory niezdominowanych rozwiazan sa na ogot
niemozliwe do zapisania w formie analitycznej i przedstawienia de-
cydentom w takiej formie do analizy. Mozliwe jest natomiast wy-
znaczenie pewnej skoriczonej liczby punktéw nalezacych do tych

zbioréw przy zastosowaniu metod obliczeniowych.

W uzupehieniu do rozwijanych w pracy podstaw teoretycz-
nych i metod wspomagania decyzji kooperacyjnych, rozpatruje sie
rowniez zagadnienia budowy i zastosowania systemow kompute-
rowych nie tylko do wspomagania analizy decyzyjnej dokonywa-
nej indywidualnie przez kazdego decydenta z uwzglednieniem jego
preferencji, ale takze do wspomagania procesu mediacji, w trakcie

ktorego generowane sa propozycje mediacyjne.

Dla przypadku pojedynczego decydenta rozwiniete zostaty me-
tody wielokryterialnego wspomagania decyzji. Istnieje juz obec-
nie bardzo wiele prac przegladowych i monografii poswieconych
metodom wielokryterialnego podejmowania decyzji. np. (Branke,
Deb, Miettinen, Stowiriski 2008), (Wierzbicki, Makowski, Vessels
2000), (Kaliszewski 1994, 2006), (Chankong, Haimes 1983), (Co-
hon, 1985), (Galas, Nykowski, Zotkiewski 1987), (Hwang, Masud,
1979), (Sawaragi, Nakayama, Tanino 1985), (Steuer 1986), (Yu
1985), (Zeleny 1982). Proponowane w tych pracach podejscia maja
na celu umozliwienie decydentowi wyboru ze zbioru rozwigzan nie-
zdominowanych rozwiagzania zgodnego z jego preferencjami, przy
zastosowaniu pewnej procedury przegladania tego zbioru. Wyko-

rzystywane sg przy tym roézne metody obliczeniowe.
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Wirod stosowanych podejsé na szczegolng uwage zastuguja me-
tody stosujace pojecie tzw. funkcji osiagniecia, wykorzystujacych
poziomy aspiracji czy punkty referencyjne, sprecyzowane przez de-
cydenta, por. (Wierzbicki, 1982, 1986, Wierzbicki i inni 2000).
W metodach tego typu stosowana jest interakcyjna procedura,
w trakcie ktorej decydent moze coraz lepiej poznawaé zbior rozwia-
zan niezdominowanych, wyznaczajac przy pomocy systemu kom-
puterowego niektore rozwigzania z tego zbioru. Odpowiednio do-
bierajac punkty referencyjne moze takze kierowa¢ sposobem prze-
gladania tego zbioru i wybraé¢ ostateczne rozwiazanie zgodnie ze

swoimi preferencjami.

W przypadku kilku decydentoéw zagadnienie jest bardziej zto-
zone, poniewaz istnieje wiele indywidualnych zbioréw rozwiazan
niezdominowanych i zbiory te sa wspolzalezne. Decydenci maja
zwykle rozne cele, ktérych osiggniecie jest mierzone za pomoca
kryteriow i maja rézne preferencje. Rozwiazaniem catego problemu
jest wariant, ktory zostanie zaakceptowany przez wszystkich decy-
dentéw. Decydenci moga by¢ w roznej tzw. pozycji przetargowe;.
Kazdy z nich moze mie¢ inny wptyw na wyniki wspotpracy. Wspo-
maganie procesu decyzyjnego rozumiane jest w tym przypadku
jako wspomaganie decydentéw w procesie analizy umozliwiajacej
lepsze rozumienie ich pozycji przetargowej, a takze jako wspoma-
ganie procesu negocjacji, tzn. pomoc w znalezieniu akceptowalnego

przez nich wszystkich rozwigzania.

Istnieje obecnie wiele prac poswigconym analizie proceséw ne-
gocjacji a takze ich formalnemu opisowi, np. prace (Barclay, Pe-
terson 1976), (Raiffa 1982), (Axelrod 1985), (Wierzbicki 1985,
1987, 1990), (Kersten, Szapiro 1986), (Kersten i inni 1988, 1991),
Sebenius (1992, 2007). Idee komputerowego wspomagania pro-

cesOW negocjacji oraz przykitady zbudowanych systemoéw mozna
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znalez¢ w pracach autorow: Goeltner (1987), Jarke, Jelassi, Sha-
kun (1987), Kersten (1985, 1988), Korhonen, Moskowitz, Walle-
nius, Zionts (1986), DeSanctis, Gallupe (1987), Shakun (1988),
Nunamaker, Applegate, Konsynsky (1988), Korhonen, Wallenius,
(1989), Nyhart, Samarasan (1989), Vetschera (1990), Teich, Wal-
lenius, Kuula, Zionts (1995), Ehtamo, Hamalainen (2001), Heiska-
nen, Ehtamo, Hamalainen (2001). Rozwijane sa idee wspomaga-
nia negocjacji przez internet, w tym z wykorzystaniem systemow
wieloagentowych, i zbierane jest doswiadczenie stosowania takich
systemow, np. (Kersten, Sunil 1999, Kersten i inni 2002, Ker-
sten, Lo 2003, Chen i inni 2005, Vetschera, Kersten, Koszegi 20006,
Vetschera 2007, Wachowicz 2006, 2008, Szapiro, Wojewnik 2007,
2008).

Monografia przedstawia specyficzne autorskie podejscie do pro-

blemu negocjacji przy wielokryterialnych wyptatach decydentow.

Sytuacje decyzyjna, w ktorej znajduja sie decydenci opisuje sie
za pomoca gier wielokryterialnych, w szczegolnosci wielokryterial-
nego problemu targu i wielokryterialnych gier koalicyjnych. Wy-
ptaty w takich grach rozpatrywane sa w przestrzeni bedacej iloczy-
nem kartezjanskim przestrzeni kryteriow poszczegdlnych decyden-
tow. W momencie rozpoczecia badan w latach 80-ych ubieglego
wieku, teoria takich gier nie byla jeszcze rozwinieta. Zapropono-
wano wiec i przedstawia sie w pracy odpowiednie sformutowania
takich gier, koncepcje ich rozwiazan i analize wtasciwosci. Propo-
nowane koncepcje rozwiazan charakteryzuja sie tym, ze uwzgled-

niaja preferencje kazdego z decydentow.

Proponuje si¢ konstrukcje wielorundowych procedur wspoma-
gajacych analize decyzyjna wykonywang przez decydentéw jak
i proces mediacji z wykorzystaniem koncepcji rozwiazan teorii gier.

W kazdej rundzie takiej procedury kazdy decydent przeprowadza
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analize wielokryterialng osiagalnych wyptat w swojej przestrzeni
kryteriow, co umozliwia mu wskazanie swoich preferencji. Informa-
cje o tych preferencjach umozliwiaja z kolei wyliczenie propozycji
mediacyjnej. Propozycja mediacyjna wyznaczana jest na podsta-
wie jednej z proponowanych w pracy koncepcji rozwiazania gry
wielokryterialnej. Propozycja mediacyjna uwzglednia preferencje
wszystkich decydentow i jest przedmiotem indywidualnej analizy

przez decydentéw w kolejnej rundzie.

W pracy opisano, jak taka procedura moze by¢ zaimplemen-
towana w konstrukcji komputerowego systemu wsparcia decyzyj-

nego.

Zaproponowane w pracy podejscie stanowi uzupekienie ewen-
tualnie alternatywe do podejs$¢ prezentowanych w cytowanej wyzej

literaturze.
Uktad pracy jest nastepujacy.

W rozdziale 2 przedstawia sie podstawowe pojecia i idee wielo-
kryterialnej optymalizacji. Szczegdlna uwage zwrdcono na metode
punktu referencyjnego z wykorzystaniem funkcji osiggniecia A.P.
Wierzbickiego, poniewaz metoda ta jest wykorzystywana w propo-
nowanych procedurach wspomagajacych analize i proces mediacji,

przedstawionych w dalszej czesci pracy.

Rozdzial 3 wprowadza podstawowe pojecia dotyczace negocja-
cji i klasycznej teorii gier. Klasyczng jest nazywana teoria gier

rozwijana przy zalozeniu skalarnych wyptat graczy.

Kolejne rozdzialy 4 - 9 zawieraja oryginalne wyniki w zakre-
sie przedmiotowym monografii uzyskane w trakcie prowadzonych
badan.

Rozdziat 4 zawiera ogdlne sformulowanie wielokryterialnego

problemu decyzyjnego w sytuacjach kooperacyjnych. Podaje sie
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definicje wielokryterialnego problemu targu. Proponuje sie kilka
koncepcji rozwigzan, stanowigcych uogdlnienie rozwiazan znanych
z literatury. Rozwiazania te sg okreslane z wykorzystaniem wpro-
wadzonej, oryginalnej koncepcji tzw. punktu wzglednej utopii.
Punkt ten uwzglednia preferencje decydentéw okreslone w ich
przestrzeniach kryteriow. Analizuje sie wlasciwosci tych rozwia-

zan i ich relacje.

Przedstawia sie nastepnie mozliwosci wykorzystania tych roz-
wiazan w interakcyjnych procedurach mediacyjnych (Rozdzial 5).
Inspiracja do formutowania takich procedur byty koncepcje i me-
tody negocjacji (Raiffa 1982) stosowane w praktyce, np. zakor-
czone sukcesem rokowania izraelsko-egipskie w Camp David. Pro-
ponuje sie oryginalng procedure, w ktorej wprowadza sie i taczy
dwa sposoby wspomagania decyzyjnego: tzw. jednostronne i wie-
lostronne. Wspomaganie jednostronne pozwala kazdemu z decy-
dentoéw bioracych udziat w negocjacjach na niezalezna analize pro-
blemu bez uwzglednienia aktualnych decyzji pozostatych decyden-
tow. Wspomagana jest analiza wielokryterialna wykonywana przez
kazdego z decydentéow metoda punktu referencyjnego z uzyciem
funkcji osiagniecia. We wspomaganiu wielostronnym uwzglednione
sa aktualne decyzje wszystkich decydentéw. Taki sposob wspo-
magania decyzyjnego umozliwia decydentom lepsze poznanie ich
sytuacji przetargowej, wybor propozycji rozwiazan zgodnie z ich
preferencjami, a takze wspomaga znalezienie konsensusu, jako roz-
wigzania niezdominowanego, akceptowanego przez wszystkich de-

cydentow.

Powyzsza procedura zostala wykorzystana w konstrukcji kom-

puterowego systemu wsparcia decyzyjnego MCBARG. Strukture
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i funkcje tego systemu omawia si¢ w rozdziale 6. System ten umoz-
liwia budowe modelu problemu decyzyjnego opisywanego jako wie-
lokryterialny problem targu i przeprowadzenie sesji negocjacyj-
nych z udziatem os6b przyjmujacych role decydentéw w tym pro-
blemie. System wspomaga proces analizy wielokryterialnej doko-
nywany w kazdej rundzie przez kazdego decydenta oraz pelni role
niezaleznego mediatora i utatwia decydentom znalezienie konsen-
susu. W rozdziale tym przedstawia sie takze przyktady dotyczace
miedzynarodowej wspotpracy w zakresie kwasnych deszczéw, oraz
wspotpracy gospodarstw rolnych, modelowane jako wielokryte-
rialny problem targu. Modele wielokryterialnego problemu targu
dla tych przyktadow zostaty zbudowane z wykorzystaniem edy-
tora systemu MCBARG a nastepnie wykorzystane w przeprowa-

dzonych eksperymentalnych sesjach negocjacji.

W Rozdziale 7 rozpatruje sie sytuacje decyzyjne opisywane za
pomoca wielokryterialnych gier kooperacyjnych, uwzgledniajacych
mozliwosé tworzenia przez graczy koalicji. Przedstawia sie rozwi-
niecie sformutowania klasycznych gier kooperacyjnych podanego
przez Aumana (1967), oraz koncepcji rozwiazan na przypadek wie-
lokryterialnych wyptat graczy. W przestrzeniach wielokryterial-
nych wyptat rozpatruje sie rozne sformutowania dominacji. Podaje
sie oryginalng propozycje koncepcji rozwiazania typu nukleolus,
uwzgledniajacego preferencje wszystkich graczy. Przedstawia sig
takze idee interakcyjnej procedury wspomagajacej analize i proces
mediacji, w ktorej zaproponowana koncepcja nukleolusa stuzy do
wyznaczania propozycji mediacyjnych.

Rozdziat 8 przedstawia rodzine gier opisujacych wspotprace
graczy zainteresowanych pozyskaniem pewnego zestawu dobr
przez realizacje wspolnego projektu. Proponuje sie i analizuje pro-

cedury alokacji kosztow miedzy graczy, wykorzystujace mechanizm
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cenowy oraz rozne koncepcje rozwigzan. Przedstawia sie takze pro-
cedure wspomagajaca analize problemu alokacji kosztéw. Problem
alokacji kosztow rozpatruje sie takze w kolejnym rozdziale 9 w kla-
sie tzw. gier kooperacyjnych w postaci funkcji partycji. Gry takie
opisuja rzeczywiste sytuacje, w ktorych wyptaty kazdej koalicji za-
leza nie tylko od graczy, ktorzy ja tworza, ale takze od struktury
koalicji tworzonych przez graczy pozostalych. W pracy rozwijana
jest teoria takich gier. W szczegdlnosci formutuje sie koncepcje
rozwigzan, takich jak rdzen gry i zbiory stabilne. Analizuje sie

wlasdciwosci tych rozwiagzan.

Rozdzial 10 zawiera podsumowanie najwazniejszych wynikow
uzyskanych w trakcie dotychczasowych badan i prezentowanych
we wezesniejszych rozdziatach oraz propozycje kierunkéw dalszych
badan.

Monografie koriczy bibliografia zawierajaca 235 pozycji litera-
tury i indeks.

Przedstawiane w pracy wyniki byty prezentowane m.in. w nizej

wymienionych pracach:

- w zakresie idei wspomagania negocjacji w wielokryterialnych
sytuacjach kooperacyjnych: (Fortuna, Krus 1984, Krus 1985, Bro-
nisz, Krus 1987, 1988, 1989a, 1989b, Bronisz, Krus, Wierzbicki
1989, Krus 1991, Krus$, Bronisz 1993, Kru§ 1996, 2002b, 2004b,
Wierzbicki, Krus, Makowski 1993),

- dotyczacych systemu komputerowego MCBARG i przyktadow
wielokryterialnych probleméw targu: (Krus, Bronisz, Lopuch 1990,
Krus, Lopuch 1989, Krus, Lopuch, Bronisz 1989, Krus 1992a),
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- dotyczacych wielokryterialnych gier koalicyjnych, gier wielo-
przedmiotowych w zastosowaniu do alokacji kosztow, gier w po-
staci funkeji partycji: (Krus, Bronisz 1995, 1996, 1998, 2000, Krus
2008, 2009).

Lista wazniejszych wynikéw

W zakresie sytuacji kooperacyjnych modelowanych jako wielokry-

terialny problemu targu:

e koncepcje indywidualnie niezdominowanych wyptat graczy oraz
punktu wzglednej utopii (Definicje 4.1, 4.2),
e koncepcja uogodlnionego rozwiazania Raifffy-Kalaia-

Smorodinsky’ego i jego aksjomatyzacja (Twierdzenia 4.1.
i4.2),

e koncepcja uogodlnionego rozwiazania leksykograficznego i jego

aksjomatyzacja (Twierdzenie 4.3),

e koncepcja rozwiazania iteracyjnego (Twierdzenie 5.1. pokazu-
jace wlasciwosci tego rozwiazania),

e propozycja interakcyjnej procedury wspomagajacej analize
i proces mediacji,

e zaprojektowanie 1 implementacja systemu komputerowego
(MCBARG) wspomagajacego analize i proces mediacji w wie-
lokryterialnym problemie targu, w tym algorytmizacja interak-
cyjnej procedury wymienionej wyzej,

e opracowanie przyktadow ilustrujacych wielokryterialny pro-
blem targu: wspotpracy gospodarstw rolnych, problemu kwa-

$nych deszczow.
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W zakresie sytuacji kooperacyjnych modelowanych jako wielokry-

terialne gry koalicyjne bez wyptat ubocznych:

e sformutowanie zalozen i koncepcji rozwiazan takiej gry (Defini-
cje 7.1 - 7.4 oraz Twierdzenia 7.1 1 7.2),

e propozycja nukleolusa uwzgledniajacego preferencje decyden-
tow a takze zbadanie jego wlasciwosci (Lematy 7.1 - 7.3, Twier-
dzenie 7.3),

e idea interakcyjnej procedury wspomagania negocjacji w sytu-
acjach decyzyjnych opisywanych przez wielokryterialng gre ko-

operacyjna.

W zakresie zastosowania gier koalicyjnych w problemach alokacji

kosztow:

e sformulowanie problemu alokacji kosztow z wykorzystaniem
mechanizmu cen, jako wieloprzedmiotowej gry kooperacyjnej
(Definicje 8.1-8.5),

e koncepcja rozwiazania wg idei Shapley’a i analiza wtasciwosci
(Twierdzenie 8.1),

e koncepcja nukleolusa i analiza jego wlasciwosei (Twierdzenie

8.3),

e idea iteracyjnej procedury wspomagajacej analize wielokryte-

rialna,

e propozycje i zbadanie wlasciwosci rozwigzan gier kooperacyj-
nych w postaci funkcji partycji, formutowanych przy stabszej

relacji dominacji niz przyjmowane w literaturze,

e pokazanie, ze nukleolus i rdzen w takich grach moga by¢ wyzna-
czone jako analogiczne koncepcje rozwigzan odpowiednio sfor-
mutowanych gier w postaci funkcji charakterystycznej (Twier-
dzenia 9.2 1 9.5).






8

Rozwiazania gier kooperacyjnych

w zastosowaniu do problemu alokacji

kosztow

Rozpatruje si¢ problem alokacji kosztéow w przypadku realiza-
¢ji projektu majacego na celu pozyskanie pewnego zestawu dobr.
Realizacja projektu jest zainteresowanych kilka podmiotéw decy-
zyjnych. Kazdy z nich moze zrealizowa¢ samodzielnie odpowiedni
projekt w celu pozyskania tych doébr, ale moze réwniez podjaé
wspolprace z innymi, tworzac rézne koalicje i wspolnie realizowaé
projekty odpowiednio wickszej skali. Podmioty decyzyjne traktu-

jemy dalej jako graczy w grze kooperacyjnej

Problem alokacji kosztéow dotyczy nie tylko ich podziatu mie-
dzy graczy, ale takze miedzy rozpatrywane, ré6zne dobra. Problem
nie jest trywialny, zwlaszcza ze gracze moga tworzyé¢ rozne koali-
cje, a podzial korzysci ze wspotpracy musi byé akceptowany przez

wszystkich uczestniczacych w danej koalicji graczy.

Problem alokacji kosztow ma bardzo obszerna literature. Ze-
staw istotnych artykulow zawiera praca zbiorowa (Young, 1982).
Przyktady probleméw praktycznych i propozycje rozwigzan po-
daja: Ransmeier (1942) - dotyczace wielokryterialnego planowania
w Dolinie Tennessee w Stanach Zjednoczonych, Gately (1974) - za-
gadnienia dotyczace inwestowania w systemy energetyczne, Young,
Okada, Hashimoto (1980) - dotyczace alokacji kosztow zwiazanych



164 8 Gry koalicyjne w problemie alokacji kosztow

z inwestycjami w zasoby wodne regionu Umea w Szwecji. Podobne
problemy rozpatrywano w ramach interdyscyplinarnego projektu
dotyczacego Regionu Goérnej Noteci w Polsce realizowanego w In-
stytucie Badan Systemowych PAN wspoélnie z International In-
stitute for Applied System Analysis w Laxenburg w Austrii i we
wspotpracy z szeregiem instytutow w Polsce. Kolejne przyktady
problemoéw i rozwiagzan z zastosowaniem roéznych technik zawieraja,
prace (Fernandez, Hinojosa, Puerto, 2004), (Matsubayashi, Ume-
zawa, Masuda, Nishino, 2005), (Krajewska, Kopfer, 2006), (Cru-
ijssen, Cools, Dullaert, 2007).

W tej pracy problem wspotpracy podmiotéw decyzyjnych i alo-
kacji kosztow jest modelowany za pomoca rodziny gier koopera-
cyjnych, zwanych grami wieloprzedmiotowymi. Sa to gry z wypta-
tami ubocznymi, w ktérych bezposrednio uwzglednione sa wektory
okreslajace ilosci kilku rodzajow dobr pozyskiwanych w wyniku re-
alizacji projektu lub projektow, oraz wprowadzana jest procedura
alokacji kosztow wykorzystujaca mechanizm cenowy. Proponuje si¢
i poréwnuje roézne koncepcje rozwigzan teorii gier kooperacyjnych
w zastosowaniu do tego problemu. Analizuje sie wlasciwosci tych
rozwigzan. Dyskutuje sie rézne procedury alokacji kosztéw budo-
wane na podstawie tych koncepcji rozwigzan i formutuje mechani-
zmy okreslania odpowiednich cen. Przy okre$laniu mechanizméow
cenowych przydatne byty idee podane przez Billera and Heath
(1982). Uzyskiwane rozwiazania poréwnywane sa do wynikow kla-
sycznej metody SCRB (James, Lee 1971, Young Okada, Hashimoto
1980) tradycyjne stosowanej w praktyce alokacji kosztow w przy-
padku projektow z zakresu inwestycji w systemy wodne. Podaje
sie algorytm obliczeniowy umozliwiajacy wyznaczenie omawianych
rozwigzan. Wykonano eksperymenty obliczeniowe na przyktadzie

problemu alokacji kosztow dla 4 graczy i 2 rodzajow dobr. Wyniki
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eksperymentow ilustruja proponowane podejscie i pokazuja moz-
liwosci jego zastosowania. Proponuje sie takze i dyskutuje mozli-

woscl wspomagania wielokryterialnej analizy problemu.

8.1 Ogoéblne sformulowanie problemu alokacji
kosztoéw jako wieloprzedmiotowej gry

kooperacyjnej

Niech N = {1,...,n} bedzie skoniczonym zbiorem graczy, a N’

bedzie zbiorem wszystkich niepustych podzbioréw zbioru N.

Niech C' oznacza dang koalicje graczy, C € N. Kazdy z gra-
czy jest zainteresowany pozyskaniem tego samego zestawu dobr
M = {1,...,m}, ktore moga by¢ uzyskane w wyniku realizacji
odpowiedniego projektu rozwojowego.

Dla kazdej koalicji C' € N, dana jest funkcja f¢ : IR™ — IR opi-
sujaca koszt realizacji projektu dajacego w wyniku wektor z € IR™
okreslajacy ilosci pozyskiwanych dobr poszczegodlnych rodzajow.
Zaklada sie, ze x = (z1,...,2m) € IR, co oznacza, ze gracze
zainteresowani sa tylko dodatnimi ilo$ciami tych doébr. Funkcja
kosztow fo zalezy tylko od catkowitej ilosci poszczegdlnych dobr,

a nie zalezy od ich podziatlu miedzy graczy.

Przyjmuje sie konwencje, ze dla z, z € IR™, i dla kazdego m:
x > z oznacza, ze xj > z; dla wszystkich j € M,
xr > z oznacza, ze T; > z;, ¥ # z dla wszystkich j € M,
x > z oznacza, ze T; > z; dla wszystkich j € M
Niech y = (y1,...,y,) € R = R"Y, gdzie:
IRMY jest przestrzenia dobr koalicji petnej N,
Yi = (Yir, - -, Yim) € IR,
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y;; oznacza ilo§¢ dobra j przydzielonego graczowi ¢, dla j € M,
1€ N.

Kontynuujac notacje,
IRM oznacza przestrzeni dobr graczy tworzacych koalicje C,
y© oznacza projekcje wektora dobr y € RVM na przestrzen IREM
vy = {yitico, gdzie yi = (ya, - ., yim) € RY.

Postawione zadanie dotyczy analizy korzysci jakie moga osia-
gnaé¢ gracze tworzac koalicje, poszukiwania zwycieskiej koalicji,
oraz alokacji korzysci akceptowalnej przez graczy. W celu rozwia-
zania zadania formutuje sie gre kooperacyjna z wyptatami ubocz-
nymi, w ktorej uwzglednia sie mechanizm alokacji kosztow wy-
korzystujacy ceny rozpatrywanych dobr. Gra nazywana dalej gra
wieloprzedmiotowsa, formutowana jest dla zadanego wektora dobr
y = (y1,...,yn) € RVM okreslajacego ilosci dobr wymaganych

przez poszczegdlnych graczy.

Definicja 8.1
Wieloprzedmiotowa gra kooperacyjna z wyptatami ubocznymi
zdefiniowana jest przez pare

(N,vy), gdzie N jest zbiorem graczy, a funkcja v, jest okreslona

przez:

v (C) = 3 3 [ei(fraysvi) < wig] = 2 |ei(fe, Zoyi) x 2 iy dla
ieC j=1 j=1 ieC ieC

wszystkich C' € N,

v, (0) = 0. U

Funkcja v, jest zwana funkcja charakterystyczna gry. Funkcja
ta odwzorowuje podzbiory C' zbioru N w zbiér liczb rzeczywistych.
Dla danej koalicji okresla jej wyptate, jesli cztonkowie tej koalicji

beda dziata¢ wspoélnie.
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Funkcja ¢ jest funkcja cen. Dla danej funkcji kosztow f i wek-
tora dobr z, okresla ona wektor cen przyporzadkowanych po-
szczegdlnym rodzajom dobr, tzn. c¢(f,x) € IR™, gdzie ¢(f,x) =
(er(f,2),...,c;(f,x),...,cm(f, ), 1 ¢;j(f,z) jest cena dobra j-
tego rodzaju.

N W definicji tej, czesc:

> [cj( Jy, vi) X yij} opisuje koszt projektu realizowanego indywi-
i=1
dualnie przez gracza i-th player, a czes¢:

> [cj(f(;, Yoicc Ui X D iec yw)} opisuje koszt projektu realizowa-
j=1
nego wspolnie przez graczy tworzacych koalicje C.
v, (C') okresla korzysci jakie ci gracze uzyskuja realizujac projekt
wspolnie w koalicji C' w poréwnaniu z sytuacja, gdyby kazdy dzia-
tat niezaleznie.

Latwo zauwazy¢, ze funkcja v, ({i}) = 0 dla wszystkich i € N,

co oznacza spelnienie warunku normalizacji gry.
Oznaczmy przez {2 klase wszystkich wieloprzedmiotowych gier

kooperacyjnych.

Definicja 8.2
Mowimy, ze gra z wyptatami ubocznymi jest wlasciwa (ang. pro-

per), jesli spetniony jest warunek superadytywnosci:

v, (CUT) > v,(C) + v, (T) dla wszystkich C,T € N, CNT = 0.

Mowimy, ze gra z wyplatami ubocznymi jest $ciSle wlasciwa
(ang. strictly proper), jesli spetniony jest warunek $cistej superad-

dytywnosci:
vy (CUT) > v,(C) 4 v,(T) dla wszystkich C,T e N',CNT = 0.

O
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Definicja 8.3
Mowimy, ze wektor wyptat z = (21, ..., 2,) jest imputacja w grze

(N, vy), jesli spetnia nastepujace warunki:

2 2 v, ({i)) 8.1)

zwany warunkiem indywidualnej racjonalnosci, oznaczajacym, ze
zaden z graczy nie zgodzi sie na wyplate gorsza niz moze uzyskac

sam dziatajac indywidualnie, oraz

>z =v,(N), (8.2)
1EN
zwany warunkiem racjonalnosci grupowej. Warunek ten oznacza,
ze gracze osiggajac porozumienie w koalicji, dziela miedzy siebie

calg wartos¢ funkcji v, (V).

0

Niech I(N,v,) bedzie zbiorem wszystkich imputacji w grze
(N, vy).

Definicja 8.4

Koncepcja rozwigzania jest funkcja F : {2 — IR", ktora kazdej
grze (N, v,) przyporzadkowuje wektor wyplat ze zbioru I(N,v,).
0]

Zgodnie z okreslona koncepcja rozwigzania, mozna wyznaczy¢
wymagane udzialy graczy w celu pokrycia kosztow wspolnego pro-
jektu oraz podzial miedzy nimi ilosci débr, uzyskanych w wyniku

jego realizacji.

Definicja 8.5
Dla kazdego wektora dobr y = (yy, ..., yn) € RN gdzie y; € R™
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jest wektorem dobr przydzielonych graczowi i, funkcja okresla-
jaca wklady finansowe graczy jest zdefiniowana przez G : {2 —
IR™, gdzie

va Z Cj f{} yl Xyz]}_Fi(vay)
j=1
oznacza wktad finansowy gracza i. 0

W powyzszych definicjach rozpatrujemy wieloprzedmiotowe gry
kooperacyjne zalezne od ilosci dobr przyporzadkowanych poszcze-
gblnym graczom i od sposobu alokacji kosztow miedzy tych graczy.
Zaktada sie, ze rozwiazaniem gry jest imputacja. Oznacza to, ze
zaden gracz nie zaakceptuje wspolpracy przy realizacji projektu,
przy ktorym pokrywana przez niego czes¢ kosztow bytaby wiek-
sza niz koszt odpowiedniego projektu realizowanego indywidual-
nie, tzn.:

Gi(N,vy) < friy(y;) dla wszystkich ¢ € N,
oraz, ze catos¢ korzysci odniesionych z realizacji wspolnego pro-
jektu bedzie rozdzielona miedzy graczy, tzn.

>ien Gi(N,vy) = fn(Xicn vi)-
Wyplaty uboczne (ang. side payments) graczy okreslone sa

jako réznice miedzy kosztami wynikajacymi z mechanizmu ceno-

wego a kosztami wynikajacymi z koncepcji rozwigzania:

Z [ej(fvs yi) X yis] — Gi(IN, vy).

j=1
8.2 Aksjomaty i koncepcja rozwigzania
wieloprzedmiotowej gry kooperacyjnej

Procedura alokacji kosztow powinna spelnié¢ szereg wymagan,

aby mogla by¢ zastosowana w rzeczywistych problemach (patrz
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Billera,Heat 1982). Wymagania te formutowane sa w postaci ze-

stawu aksjomatow.

Aksjomat 1 (Pelne pokrycie kosztow)
Dla kazdej koalicji C € N,

m
E ci(fo,x) x ;.
J=1

Jesli gracze w koalicji C' zdecyduja sie realizowaé projekt umoz-

liwiajacy pozyskanie wektora dobr x, to mechanizm cen powi-

nien zapewnié¢ pokrycie pelnych kosztow fo(x) tego projektu.
Aksjomat 2 (Addytywnosc)

Dla kazdej koalicji C € N,

c(fe,x) + c(ge, z) = clhe, )

dla wszystkich (fc, x), (9¢, ) € P™, takich, ze h¢ = fo + go-
Jesli funkcje fo 1 go reprezentuja rozne sktadowe ogédlnych kosz-
tow he, wtedy finalna cena kazdego dobra powinna by¢ suma
cen sktadowych.
Aksjomat 3 (Niezaleznosé od agregacji)
Dla kazdej koalicji C € N,
jesli fo(z) = go(S" dyay), gdrie d = (di, ... dy) € R™, d > 0
j=1

jest danym wektorem, to c¢(fc, ) = c(gc, D d; - xj) X x.
=1

Jesli dwa dobra sg w rzeczywisto$ci tym samym dobrem, by¢
moze mierzonym w innych jednostkach, to wynikowa cena po-

winna zaleze¢ tylko od ich kombinacji liniowej.

Aksjomat 4
Dla kazdej koalicji C' € N, jesli funkcja fo jest niemalejgca
(tzn. © > 2z = fo(x) > fo(z) ) w zbiorze {z € R™ : 0 < 2z <
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x}, to c(f,z) > 0.
Oznacza to, ze jesli funkcja kosztéow jest niemalejaca, to ceny
nie powinny by¢ ujemne.
Aksjomat 5
Jesli koalicja C' jest taka, ze v,(C') = v,(CNT) dla C € N, to
Yicc FilN,vy) = v, (C).
Wiasciwosé ta oznacza, ze gracz pozorny, ktéry nic nie wnosi
do danej koalicji, nie powinien odnosié¢ korzysci ze wspotpracy.
Aksjomat 6
Dla kazdej permutacji II i kazdego 7 € N,

FH(i)(N’ ITv,) = Fi(N,v,).

Oznacza to, ze gracze sa anonimowi. Rozwiazanie nie zalezy od

sposobu uporzadkowania kolejnosci graczy w grze.

Aksjomat 7
Dla kazdej gry (N,v,) i (N, v,) speliony jest warunek:

F(N,v, 4+ v,) = F(N,v,) + F(N,uv,).

7 wlasciwosci tej wynika, ze jesli podzielimy funkcje catych
kosztow na pewna liczbe sktadowych i rozpatrzymy gry sformu-
towane dla sktadowych funkcji kosztoéw, to wynik gry powinien

by¢ okreslony jako suma wynikoéw gier sktadowych.

Aksjomat 8
Dla wszystkich koalicji C,T € N gry (N,v,) spelniony jest

warunek

feur() S w) < O u) + 1O w).

iecur ieC €T
Warunek ten opisuje tzw. efekty skali zwiazane z realizacja
projektow. Spelnienie tego warunku oznacza, ze koszt jed-

nego wiekszego projektu jest mniejszy niz suma kosztéw dwoch
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mniejszych niezaleznych projektéw dajacych razem te sama

ilosé dobr.

Lemat 8.1

Jesli gra (N, vy) € £2 spetnia Aksjomaty 11 8 to jest grg wtasciwg,
tzn. spetnia warunek superaddytywnosci. [
Dowéd

Dla kazdych koalicji C,T € N, takich, ze CN'T = (), mamy
v (CUT)= 3 3 [e(fry,vi) X yig] —

iecur =1
— > lci(fes 22 i) x 2yl = > faiaywi)—feur( Yo wi) <
j=1 ieCuUT ieC ieCuUT €eCUT

< 2 Ty W) = Jo( v+ 2, fay (i) = fr(2 wi) = vy (C)Fuy(T).

icC 1€l 1€T

Latwo zauwazy¢, ze jesli nieréwnos¢ w definicji 8.2 jest spel-

niona Scisle, to gra jest $cisle wlasciwa.

Twierdzenie 8.1

Dla dowolnego danego wektora débry = (y1,...,yn) € RN ist-
nieje jedno i tylko jedno rozwigzanie F spetniajgce Aksjomaty 1 -
8.

Punkcja F' ma postac

ANy = Y WD (o) -0 - i),

CeN:ieC

dla kazdego i € N, gdzie

m

ZZ ci(fau) X i) = D [eilfes Y ui) X D> i

ieC j=1 7=1 ieC eC
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dla wszystkich C' € (N),
vy (0) =0,
a
¢i(fer > i) —/ —( Yyt
ieC Ti ieC
Notacja %( - Y iec Vi) oznacza pochodng czgstkowq ze wzgledu

na j-tqg wspotrzedng w punkcie (t-) ..o Yi).
|C| oznacza moc zbioru C. n

Dowéd

Przyjmijmy, ze dla kazdej koalicji C € N funkcje kosztow
fo, 9o, he beda takie jak w Aksjomacie 2, tzn. he = fo + gc¢
i niech (N, v,), (N, v,), (N,v,”) beda odpowiednio grami wynika-
jacymi z tych trzech funkcji kosztéw. Z Aksjomatu 2 wynika, ze

C] h07 Zyz Zyz]]

ieC ieC

m

v, (C) = ZZ cj(hgy, yi) X yw Z

ieC j: j:l

:ZZ (5 (Feis ws) + €i(ggi vi)) % Y]
eC =1
( (fstZ/z) +Cj (QC;Z%>> X Zyi’j]
eC =8 i€C

Poniewaz Aksjomaty 11 2 sa spetnione, z Lematu 8.1 wynika, ze

vC—l—

gra spetnia warunek superaddytywnosci. Z aksjomatow 5-7, zgod-
nie z twierdzeniem w pracy (Shapley 1953), podstawiajac postac
funkcji charakterystycznej podanej w Definicji 8.1, mozemy wy-
znaczy¢ postac funkeji okreslajacej rozwiazanie F;(IV,vy).

7 Aksjomatow 1-4, stosujac podejscie zaproponowane przez

Billera i Heath (1982), mozna pokaza¢, ze podana w twierdzeniu
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procedura alokacji kosztow jest jednoznaczna i przyjmuje okre-

Slona w tym twierdzeniu postac. O

Wtasciwo$ci rozwigzania

Procedura alokacji kosztow opisana w Twierdzeniu 8.1, okresla
w jednoznaczny sposob ceny przyporzadkowane poszczegdlnym
dobrom. Ceny te zapewniaja pokrycie kosztéow realizacji calego
wspolnego projektu. Koszty wynikajace z tych cen, przyporzadko-
wane poszczegblnym graczom w ogblnym przypadku nie okreslaja
rzeczywistych udzialow tych graczy w kosztach, okreSlonych na
podstawie rozwigzania F', ktore to udzialy moga byé na ogét inne.
Wymagany jest dodatkowy przepltyw funduszy. Realizowany jest
on jako mechanizm wyptat ubocznych. Oznacza to, ze kazdy gracz

1 pokrywa koszty zgodnie z mechanizmem cenowym:
> [Cj(fCaZyi) X yij] :
j=1 icC
a nastepnie wyptacane sa wyptaty uboczne zapewniajace, ze po

ich uwzglednieniu, rzeczywiste wktady graczy we wspolny projekt

sa zgodne z wyznaczonym rozwigzaniem.

Latwo zauwazy¢, ze
Z Fi(N,vy) = vy(N).

Poniewaz gra (NN, v,) jest wlasciwa, co wynika z Lematu 8.1, to
F;(N,vy) > v,(i) dla kazdego ¢ € N,

co oznacza, ze jest imputacja.

Latwo pokaza¢, ze z Aksjomatu 1 wynika:
G;i(N,vy) > friy dla kazdego @ € N, oraz
> Gi(Nvy) = (2 wi)-

iEN iEN
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Oznacza to, ze funkcja okre$lajaca wklady finansowe graczy
jest dobrze okreslona. Wktad finansowy zadnego gracza nie jest
wiekszy niz koszt niezaleznego projektu, realizowanego przez niego
indywidualnie. Wktady finansowe wszystkich graczy doktadnie po-
krywaja koszty wspolnego projektu.

Mozna wyznaczy¢ wyplaty uboczne, stanowiace subsydia po-
szczegdlnych graczy, jako réznice miedzy kosztami wynikajacymi
z mechanizmu cen, a rzeczywistymi wktadami finansowymi wyni-
kajacymi z koncepcji rozwiazania:

m

> lei(fesvi) X i) — Gi(N, vy),

J=1

dla graczy ¢t =1, ...,n.

8.3 Inne koncepcje rozwigzan

wieloprzedmiotowej gry kooperacyjnej
8.3.1 Rdzen gry

Definicja 8.6
Rdzeniem gry (ang. core) nazywamy zbior wszystkich wektorow

wyplat z € IR" spetniajacych warunek
Z zi > vy(O)
ieC
dla wszystkich koalicji C' € N (warunek ten nazywany jest warun-

kiem racjonalnosci koalicyjnej),

Zzi = v, (N).

1EN

1 warunek
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Wyptata z nalezy do rdzenia gry v,, jesli jest imputacja i jesli
spelnia warunek racjonalnosci koalicyjnej, tzn. ze nie istnieje ko-
alicja C' € N w ktorej gracze mogliby uzyska¢ wiecej niz w przy-
padku koalicji petnej. Innymi stowami, dla danego wektora débr
y, nie istnieje podkoalicja, ktora daje tworzacym ja graczom wiek-
sze korzyéci niz koalicja pelna. Rdzen jako koncepcja rozwiazania,
charakteryzuje sie duza stabilnoscia, poniewaz nie istnieje pod-
koalicja, ktora moglaby spowodowaé zerwanie i podzial koalicji

pelne;j.
W ogélnym przypadku rdzen gry moze by¢ pusty, a jesli istnieje,

to moze zawiera¢ wiecej niz jedno rozwiazanie.

Poszukujemy koncepcji rozwiazania, ktora pozwoli okresli¢ kon-
cowy wektor wyplat w sposob jednoznaczny, a jesli gra ma niepu-

sty rdzen, to wyznaczony wektor wyptat bedzie do niego nalezal.

8.3.2 Funkcja nadwyzki i nukleolus

W literaturze teorii gier kooperacyjnych jest wiele koncepcji
rozwigzann budowanych z wykorzystaniem porzadku leksykogra-
ficznego dla roznych postaci tzw. funkcji nadwyzki (ang. excess
function). W celu usystematyzowania tych koncepcji rozwiazan
i analizy ich stosowalnosci w przypadku rozpatrywanej klasy gier,
formutuje sie nizej ogdlne warunki, ktére powinna spetnia¢ funkcja
nadwyzki, a takze definiuje sie ogolna koncepcje nukleolusa gene-
rowanego przez te funkcje. Przedstawia sie nowe wyniki opisujace
relacje miedzy ta koncepcja i rdzeniem gry. Nastepnie wprowadza
sie 1 analizuje rézne konkretne postaci funkcji nadwyzki i odpo-

wiadajace im koncepcje nukleolusa.
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Definicja 8.7
Funkcja lo : RN x 2 — R bedzie nazywana ogélnga funkcja

nadwyzki dla koalicji C, jesli spelnia nastepujace warunki:

1. Jesli 21, 2% € RV sa takie, ze 2z} = 2? dla kazdego i € C, wtedy
dla kazdej gry vy,

lo(2hv,) = 1o(2,v,).

2. Jedli 21, 22 € RN sa takie, ze 2} > 22 dla kazdego i € C, iistnieje
j € C takie, ze zj > 23, to dla kazdej gry vy,

lo(2hv,) < lo(22,v,).

3. Dla kazdej gry vy, jesli Y. .z = v, (C), to lo(z,vy) = 0.

4. lo(z,vy) jest ciagla ze wzgledu 2 i v,

O

Funkcja nadwyzki (2, v,) odzwierciedla postawe danej koali-
cji C wzgledem wyptlaty z. Pierwszy warunek oznacza, ze funkcja
nadwyzki nie zalezy od pozostatych graczy ze zbioru N, nie nale-
zacych do C. Warunek 2 gwarantuje, ze jesli wyplaty graczy rosna
(ro$nie co najmniej wyptata jednego gracza), to maleje wartosé
funkeji nadwyzki koalicji tworzonych przez tych graczy. Warunek
3 dzieli wyptaty na dwie kategorie: te, ktore dana koalicja C' moze
osiagna¢, gdy lo(z,v,) > 0, oraz te, ktore dla tej koalicji sa nie-
osiagalne, gdy lc(z,v,) < 0. Z warunkéw 2 i 4 wynika, ze jesli
21, 2% € RN sg takie, ze z} > 2?7 dla kazdego i € C, to dla kazdej
gry vy, lo(zh,vy) <lo(2%,v,).

Na podstawie warunkoéw 2 i 3 mozna pokazaé nastepujace twier-

dzenie.
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Twierdzenie 8.2
Dla kazdej kolekcji funkcji nadwyzek {lc}cen, dla kazdej gry
(N,vy), rdzen

COTG(N, Uy) = {Z € [(Nv vy) : lC('Zavy) < OJ
dla kazdego C € N'\ {N}}.

Definicja 8.8

Niech ©(z) bedzie wektorem w przestrzeni RV1=! otrzymanym
przez uporzadkowanie wartosci funkcji nadwyzek lo(z, v,) wszyst-
kich koalicji C' ze zbioru N, C' # N w niemalejagcym porzadku.

Ogolna koncepcja nukleolusa jest zdefiniowana jako
GN(vy) ={z € I(N,vy) : O(2) <jey O(x) for any x € I(N,v,)}.
O

Dla dowolnych wektorow 2!, 22 € R™, porzadek leksykogra-

2 1

ficzny 2! <., 2% oznacza, ze z! = 22 albo, ze istnieje liczba calko-

wita k, 1 < k < m taka, ze 2z} =z}, dla 1 <i < kizez < 2.

P =

I(N,v,) jest zbiorem imputacji gry v,.

Twierdzenie 8.3
Niech {lc}cen bedzie kolekcja funkcji nadwyzek i mniech
(N,v,) € (2.

(1) Istnieje niepusty ogolny nukleolus GN (N, vy).

(i1) Ogdlny nukleolus zawiera skoriczong liczbe punktow.

(i1i) Jesli ogdlne funkcje nadwyzek {lc}cen sa dodatnie i afi-
niczne wzgledem z, ten. lo(z,vy) = Y ,ccaf 2z + b9, gdzie af > 0
dlai € N, to
nukleolus GN (N, v,) jest jednoznaczny.
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(tv) Jesli rdzeri core(N,v,) gry jest niepusty, to GN(N,v,) C

core(N,vy). ]

Dowéd
W celu pokazania czesci (i) twierdzenia, uzyjemy réwnowaznej de-

finicji funkcji
O;(z;) = max{min{lo(z,v,) : C € NIN Cc N\ {N},|N| =i}

Z warunku 4, Definicji 8.7 mamy, ze funkcja [ jest ciagla. Funkcja
okreslona jako maksimum lub minimum skoriczonej liczby funkcji
ciagtych tez jest ciggla. Wynika z tego , ze funkcje ©; dla i =
1,2,...|JN|—1 tez sa ciagte.

Zdefiniujmy
I ={z € I(N,v,) : O1(2) < O4(y) dla wszystkich y e I(N,v,)}
i
I ={z€1;_1:0,(2) < O,(y) dla wszystkich y € [,_1(N,v,)}

dlai=2,...,|N| -1
Poniewaz I (N, v,) jest niepusty, a ©; jest ciagltadlai =1,...|N |-
1, tatwo zauwazyé¢, ze zbiér I; jest zwarty i niepusty dla ¢ =
1,...,|N| = 1. Oczywiscie, Ixj-1 = GN(N,v,), co oznacza, ze
zostala pokazana czesé (i) twierdzenia.

Dowodzac czesé (ii), przyjmijmy, ze B(z) = (Bi(2),. .., B(2))
oznacza uporzadkowana partycje zbioru N\ { N}, taka ze

k

UBi(2) = N\ {N}, Bi(2) N B;(2) = 0 kiedy tylko i # j

i=1

Bi(2) ={C e N\{N} :lo(z,vy) = lr(y, vy)
dla kazdego T' € N'\ {N}},
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oraz

Biz) = {C € N \ANM\ U Bi(2) ol 0y) 2 Iy,
dla kazdego T'€ N'\ {N} \ U;;ll Bi(2)}.

B;(z) odpowiada koalicji o i-tej najwyzszej nadwyzce.

Niech z 1 y beda réznymi punktami nalezacymi do zbioru

GN(N,v,) i niech B(z) = (Bi(2),...,Bk(2)), 1 Bly) =
(B1(%),...,Bi(2)). Poniewaz kazdy punkt w GN(N,v,) zostal
otrzymany w wyniku minimalizacji nadwyzek w leksykograficznym
porzadku, mamy k =lidlaj=1,...,k, lc(z,v,) = lr(y,v,), gdy
tylko C € By(a) i T € By(y) i |Bi{w)| = |By(w)l, gdvie |B(-)]
oznacza moc zbioru B;(-).
Poniewaz l(; (%, v,) okresla x; w sposéb jednoznaczny dla kazdego
i € N iponiewaz x # y, mamy B(z) # B(y). Oznacza to, ze
kazdy punkt w rdzeniu GN(N,v,) ma inna uporzadkowang par-
tycje. Poniewaz jest tylko skoniczona liczba uporzadkowanych par-
tycji, dowodzi to czesci (ii) Twierdzenia.

Do dowodu czesci (iii) wystarczy pokazaé, ze O(z) = O(y),
x #y, x,y € I(N,v,) pociaga za soba, ze O(%Y) <, O(z).
Niech 2,y € RVt ip: RV= — RV bedzie funkeja porzad-
kujaca:

ni(z) = max{min{z; : j € N}, NeN\{N}, |[N|l=i}

Mozna pokazaé¢ (Schmeidler 1969), ze n(x 4+ y) <jex n(x) + n(y).

Poniewaz

n({lc(z,vy) }eemqny) = O(x),
n{le(y, vy)teeaniny) = Oy)

lo(z,vy) +lo(y,vy) = aCz; 4+ b° + Z aly; + b9 =
eC eC
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T + Y T+
2 (Zaic' 5 Y —i—bc> =2l¢ (—Q—y,vy)

iceC

marmy

n ({le(z,vy) + lo(y, vy) Yoemny) = 20 (a: ;_ y) ,

Otrzymujemy, ze 20(3Y) <;., O(z) + O(y). Jesli ta nieréwnosé
jest spelniona $cisle, to czesé (iii) jest juz dowiedziona. W prze-
ciwnym przypadku 20(%3Y) = O(z) + O(y). Z zalozenia O(z) =
O(y), mozna pokazaé, ze lo(x,vy) = lc(y,v,) dla kazdej koalicji
C € N\ {N}. Pociaga to za soba, ze x = y, co jest w sprzecznosci

do zalozenia, co dowodzi czesci (iii) twierdzenia.

Czes¢ (iv) wynika bezposrednio z twierdzenia 8.2.

8.3.3 Przyklady funkcji nadwyzki i nukleolusa

Wykorzystujac ogolna koncepcje nukleolusa wprowadza sie
kilka r6znych rozwigzan posiadajacych rozne wlasciwosci. Podaje
sie liste rozwigzan i konkretnych sformutowan funkcji nadwyzki
generujacych te rozwiazania. Odpowiadaja one rozwiazaniom zna-

nym z literatury, podanym w nawiasach.
Nukleolus (Schmeidler 1969)
13%(z,vy) = v,(C) = 3,0 % dla dowolnego C' € V.

Staby Nuklelus (Shapley, Shubik 1966)
1N (z,0,) = w%rﬂ dla dowolnego C' € N.

gdzie |C'| oznacza moc koalicji C.

Nukleolus proporcjonalny (Young, Okada, Hashimoto 1982)
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IEN(z,0,) = %%@ dla dowolnego C' € N, v,(C) # 0,

w przeciwnym przypadku IEN(z,v,) = 0.

Nukleolus kompromisowy (ang. concession nucleolus) za-

proponowany przez Seo i Sakawe (1987)

IEN(z,0,) = % dla dowolnego C' € N,

gdzie C'H oznacza warto$¢ Shapley’a.

Nukleolus zerwania (ang. disruption nucleolus)

vy (O)=Yiec @i
1BV (z,v,) = vy(N;“‘_vy(C)_fg(N\C) dla dowolnego C' € N/

Uwaga 1. Nukleolus zerwania okreslony jest na podstawie wa-
runkow, przy ktorych moze nastapi¢ zerwanie wspotpracy graczy,
stad jego nazwa. W przypadku Nukleolusa zerwania, nadwyzka
koalicji obliczana jest ze wzgledu na wyptaty graczy, ktorzy do tej
koalicji nie nalezg. Zaproponowany tutaj nukleolus zerwania jest
analogiczny do rozwiazania sformutowanego w pracy (Littlechild,
Vaidya 1976). Nukleolus Littlechilda jest generowany przez funkcje

nadwyzki
> ieme z — (N C)

do(z0)) = =5~ 0

Poniewaz

D z=v,(N)=> 2 dlazel(Nuy,),

1EN\C ieC

dc(z,v,) moze byé¢ sformulowana jako

vy(N) — vy (C) —vy(n\ C)
Ziec zi — vy(C)

Mozna zauwazy¢, ze funkcje do i [N generuja te same postaci

— 1.

do(z,vy) =

nukleolusa.
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Uwaga 2. Zaproponowana tutaj funkcja (Y spelnia warunki
(1 — 4) ogodlnej funkcji nadwyzki. Funkcja d¢ zdefiniowana przez

Littlechilda nie spelnia tych warunkéw.

Uwaga 3. Proponowana funkcja nadwyzki [5Y umozliwia wy-
znaczanie wartosci nukleolusa zerwania przez rozwigzanie odpo-

wiedniego problemu optymalizacji programowania liniowego.

8.3.4 Problemy obliczeniowe zwigzane z wyznaczaniem
nukleolusa

Rozne postaci nukleolusa wymienione w poprzednim punkcie
sg generowane przez liniowe funkcje nadwyzki. Umozliwia to sfor-
mulwanie algorytméw obliczeniowych, w ktorych rozwigzuje sie ze-
staw probleméw programowania liniowego. Ogoélna idea algorytmu
zostala zaproponowana w pracach (Kopelowitz 1967), (Maschler,
Peleg, Shapley 1979).

Dla dowolnej gry (N,v,) € 2 i kolekcji funkeji nadwyzki
{lc}cen mozna wyznaczy¢ nukleolus stosujac nastepujacy algo-
rytm:

Algorytm wyznaczania nukleolusa

Zakladamy, ze dana jest posta¢ funkcji nadwyzki ¢.

Krok 1.

Rozwiaz problem programowania liniowego:

LP1: min w;
przy ograniczeniach
lo(z,vy) < wy, dla wszystkich C € N\ {N},
z € I(N,vy).
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ustaw numer iteracji k=2
Krok 2.
Niech wj_; oznacza optymalna warto$¢ wy_, w problemie LP(k-1)
i niech
Ak_1 = {z € IR" : z bedzie rozwiazaniem optymalnym problemu
LP(k-1)},

Ey1 ={C e N\{N} :lc(z,v,) = w;_, dlakazdego z € Ay_1};

jesli rozwiazanie problemu LP(k-1) jest jednoznaczne, to stop,

w przeciwnym przypadku

Rozwiaz problem:

LPk: min wy
przy ograniczeniach
lo(z,vy) < wy, dla kazdego C € N\ Uf;ll E;,
lo(z,vy) = wi dla kazdego s € Ej, j =1,..., k-1,
z € I(N,v,).

ustaw k=k-+1, idZ do Kroku 2.

Uwagi
Jesli rozwigzanie problemu LP1 jest jednoznaczne, to jest to nu-

kleolus gry (N,v,), generowany przez funkcje nadwyzki l¢.

Niestety problem LP1 nie zawsze ma jednoznaczne rozwigzanie.
W takim przypadku wymagana jest pewna liczba kolejnych itera-
cji algorytmu. Wyznaczenie nukleolusa generowanego przez dang
funkcje nadwyzki [ wymaga rozwiagzania nie wiecej niz n — 1 pro-

bleméw programowania liniowego.
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Przy implementacji algorytmu nalezy zauwazy¢, ze dla kazdego
danego k, podzbiér Ej moze by¢ znaleziony przez optymalne roz-
wigzanie dualne problemu LPk. Rozwigzania dualne sg standar-
dowo wyznaczane w procesie rozwigzywania probleméw program-

mowania liniowego metoda simplex (Christensen, Lind 1996).

8.3.5 Metoda SCRB

Nazwa metody SCRB stanowi skrot pelnej nazwy: Separa-
ble Costs-Remaining Benefits method (James, Lee 1971, Young,
Okada, Hashimoto 1982). Metoda ta jest czesto stosowana w prak-
tyce alokacji kosztéow w przypadku projektow rozwojowych syste-
mow wodnych. W opisie metody stosowane jest specyficzne nazew-
nictwo, w szczegolnosci definiowane sg takie pojecia jak resztowe
koszty (ang. remaning costs), resztowe korzysci (ang. remaining

benefits) czy koszty marginalne (ang. marginal costs).

Koszty marginalne, oznaczone jako mc(i), zwiazane z wlacze-
niem gracza ¢ do koalicji, okreslone sa przez przyrost kosztéw pro-
jektu, gdy gracz ¢ jest wlaczany do koalicji petnej. Niech y; ozna-
cza wektor dobr zadanych przez gracza i, a u,(C) = fo(d .0 ¥i)
oznacza koszt projektu realizowanego przez koalicje C', dla kazdej

C € N. Koszt marginalny wyznaczany jest jako:

me(i) = u,(N) = u, (N 1)

Korzysci resztowe, oznaczone dalej jako 7b(), opisuja gotowosé
gracza ¢ do pokrycia kosztow wyznaczanych w odniesieniu do pro-
jektu realizowane indywidualnie. Okreslone sa jako réznica kosztu
projektu realizowanego indywidualnie pomniejszonego o koszty

marginalne danego gracza.
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rb(i) = f{i}(yi) — mc(i)

Koszty resztowe rc opisuja oszczednosci uzyskiwane, gdy je-
den wiekszy projekt bedzie realizowany wspoélnie przez wszystkich
graczy w koalicji pelnej, w miejsce wielu matych, niezaleznych pro-

jektow realizowanych przez pojedynczych graczy.

rc=uy,(N) — ch(j)
JEN
Rozwiagzanie w metodzie SCRB obliczane jest w ten sposob, ze
resztowe koszty sa dzielone miedzy graczy w proporcji do reszto-

wych korzysci.

rb(7)
ZjeN rb(j)

FSORB — (i) + -rb.

Uwaga
Metoda jest bardzo prosta. Przy pierwszym spojrzeniu jest bar-
dzo atrakcyjna i wydaje si¢ rozsadna. Z tego powodu jest bardzo
czesto stosowana w praktyce. Niestety ma istotne wady. W ogol-
nym przypadku, rozwiazanie wyznaczone przy pomocy tej metody,
moze nie spelia¢ warunku racjonalnosci indywidualnej i/lub wa-
runku racjonalnodci grupowej. Wyznaczone rozwigzanie moze nie

nalezeé¢ do rdzenia gray, nawet gdy ten rdzen nie jest pusty.

8.4 Przyklad modelu gry kooperacyjnej i wyniki

obliczeniowe

Przyktad dotyczy czterech podmiotéw decyzyjnych (graczy) za-
interesowanych dwoma rodzajami débr. Dobra te moga byé¢ uzy-
skane w wyniku realizacji projektéw rozwojowych. Kazdy z gra-

czy moze realizowaé¢ swoj wtasny niezalezny projekt, aby uzyskac
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wymagane ilosci dobr. Gracze moga jednak tworzy¢ koalicje i re-

alizowaé¢ wspoélnie projekt odpowiednio wiekszej skali.

W tym przypadku mamy:

zbior graczy N = {1,2,34},
zbior dobr M = {1,2},
zbior mozliwych koalicji N = {{1},{2}, {3}, {4},
{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2, 4}, {3,4},
{1,2,3},{1,2,4},{2,3,4},{1,2,3,4} }.
Dla kazdej koalicji C' € N, dana jest funkcja kosztow fo(xq,x2),
gdzie x1,xo oznaczaja iloSci dobr wymaganych przez koalicje
C. W tym przyktadzie przyjeto, ze funkcja kosztéw ma postac:
flxy,20) = cm:?xg, gdzie liczny o, > 0, a + # < 1. Funkcja
ta jest traktowana jako przyblizenie rzeczywistej funkcji kosztow
w rozpatrywanym przedziale [z, T1], [z,, T2]. W problemie rzeczy-
wistym funkcja ta moze by¢ oczywiscie bardziej ztozona i inna dla
kazdej koalicji.

Dla danych ilosci dobr zaktadanych przez graczy, wyznaczono
wartosci charakteryzujace rozpatrywana gre. Nastepnie obliczono
rozwiazania gry zgodnie z réznymi koncepcjami: warto$¢ Sha-
pley’a, Nukleolus, Staby Nukleolus, Nukleolus Proporcjonalny, Nu-
kleolus Kompromisowy. Wyniki sa poréwnywane z rozwiazaniem
uzyskanym metoda SCRB. Wymienione wyzej nukleolusy zostaty
wyznaczone z uzyciem algorytmu przedstawionego w Sekcji 8.3.4,
przez rozwigzanie wymaganej liczby odpowiednio sformutowanych
probleméw programowania liniowego. Wyniki przedstawione sg

w tabelach i na rysunkach.

Tabela 8.1 zawiera ilosci dobr wymagane odpowiednio przez
kazdego gracza i koalicje, a nastepnie, obliczone dla kazdej ko-
alicji: koszt projektu, ceny dobr 1 i 2, a takze wartosci funkcji

charakterystycznej.
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Tabela 8.1.
Koalicja {1} | {2} | {3} | {4} | {12} | {13} | {14} | {23}
Dobro 1 4,00 | 2,00 | 3,00 | 2,00 | 6,00 | 7,00 | 6,00 | 5,00
Dobro 2 5,00 | 2,00 | 1,00 | 3,00 | 7,00 | 6,00 | 8,00 | 3,00
Koszt projektu 7,61 | 3,73 | 3,46 | 4,39 | 10,67 | 10,84 | 11,25 | 6,94
Cena dobra 1 1,06 | 1,04 | 0,64 | 1,22 | 0,99 | 0,86 | 1,04 | 0,77
Cena dobra 2 0,68 | 0,83 | 1,54 | 0,65 | 0,68 | 0,80 | 0,63 | 1,03
Funkcja charakt. v | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00

Koalicja {24} [ {34} [ {123} [ {124} [ {134} [ {234} [ {1234}
Dobro 1 4,00 | 5,00 [ 9,00 800 900] 7,00 11,00
Dobro 2 5,00 | 4,00 | 8,00 | 10,00 | 9,00 | 6,00 11,00
Koszt projektu 761 | 7,79 | 13,78 | 1421 | 14,45 | 10,84 | 17,31
Cena dobra 1 1,06 | 0,87 ] 085] 099] 089] 086] 087
Cena dobra 2 0,68 | 087 | 0,77 063 071 08 | 0,70
Funkcja charakt. v | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 000 | 000 | 000| 0,00

W tabeli 8.2 podano korzysci wynikajace ze wspolpracy w od-
niesieniu do kazdego gracza, obliczone zgodnie z réznymi koncep-

cjami rozwigzan.

Tabela 8.2. Korzysci jakie odnoszg gracze w wyniku wspotpracy

Koncepcja Gracze
rozwiazania 1 2 3 4
SCRB 0,67 | 0,51 | 0,21 | 0,50
Shapley 0,65 | 0,53 | 0,21 | 0,50
Nucleolus 0,96 | 0,26 | 0,18 | 0,49
Staby N. 0,87 | 0,35 | 0,09 | 0,59
Proporc. N. 0,95 | 0,32 | 0,00 | 0,62
Kompromisowy N. | 0,90 | 0,36 | 0,04 | 0,59

Korzysci wynikajace ze wspolpracy przedstawiono takze na
Rys. 8.1. W tym przyktadzie gracz 1 wymaga znacznie wickszej
ilosci dobr niz kazdy z pozostalych graczy. Ceny débr obliczono

zgodnie z zalezno$ciami podanymi w Twierdzeniu 8.1. Wartosci
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rozwigzania, tzn. wyplaty graczy w koalicji pelnej interpretowane

sa jako korzysci odnoszone przez graczy w wyniku wspotpracy.

Podziat korzysci ze wspétpracy miedzy graczami

1,20T

1,00

0,80 SCRB
Shapley

0,60 Nukleolus
Staby N.

0,40 Proporc. N.
Kompromisowy N.

0,20

0,00

J 1 2 3 4
-0,20

Rysunek 8.1. Podzial korzysci wynikajacych ze wspoélpracy miedzy graczami

W tabeli 8.3 i na Rys. 8.2 przedstawiono rzeczywiste wktady

graczy we wspolny projekt.

Jak wspomniano wcze$niej, metoda SCRB ma niekorzystne ce-
chy, poniewaz rozwiazania wyznaczone ta metoda moga nie spel-
nia¢ warunkéw racjonalnosci. Rozwiazania metody SCRB i war-
tos¢é Shapley’a moga w pewnych przypadkach nie naleze¢ do rdze-

nia gry, nawet gdy ten rdzen istnieje i nie jest pusty.

Wszystkie wyznaczone postaci nukleolusa naleza do rdzenia
gry. Roznia sie ze wzgledu na rézne sformutowania funkcji nad-
wyzki. Nukleolus Staby, Proporcjonalny, Kompromisowy réznia sie
od oryginalnego Nukleolusa Schmaidlera sposobem wazenia nad-
wyzki. W przypadku Nukleolusa Stabego nadwyzka jest mierzona
na glowe uczestnika koalicji, w przypadku Nukleolusa Propor-

cjonalnego - proporcjonalnie do sity koalicji mierzonej wartosciag
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Tabela 8.3. Wklady finansowe graczy we wspoélny projekt

Koncepcja Gracze
rozwigzania 1 2 3 4
SCRB 6,95 3,22 3,25 3,89
Shapley 7,61 7,79 13,78 14,21
Nucleolus 7,61 7,79 13,78 14,21
Staby N. 7,61 7,79 13,78 14,21
Proporc. N. 7,61 7,79 13,78 14,21

Kompromisowy N. 7,61 7,79 13,78 14,21

Udziat w kosztach wspdlnego projektu

8,00
7,00

6,00

SCRB
Shapley
Nucleolus
Staby N.
Proporc. N.

5,00

Kompromisowy N.

1,00

0,00

Rysunek 8.2. Udzial w kosztach projektu dla réznych koncepcji rozwiazan

funkcji charakterystycznej, w przypadku Nukleolusa Kompromi-
sowego - w proporcji do sity koalicji mierzonej wartoscia Shapley’a
uczestnikow, tzn. w proporcji do oczekiwanych wyptat tych gra-
czy. W przypadku Nukleolusa Zerwania, nadwyzka koalicji obli-
czana jest ze wzgledu na wyptaty graczy, ktorzy do tej koalicji nie

naleza.
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8.5 Wspomaganie analizy wielokryterialnej

Proponowany model gry kooperacyjnej do analizy problemu
alokacji kosztow zostal sformutowany przy zalozeniu, ze wektor
dobr y = (y1, Y2, ..., yn) jest dany, gdzie y;, i = 1,...,n oznacza ze-
staw dobr pozadanych przez gracza i. Oznacza to takze, ze rozwia-
zanie kooperacyjne jest wyznaczane dla danego wektora y i moze
by¢ rozpatrywane jako parametryczne ze wzgledu na pozadane ilo-
sci tych dobr. Kooperacja graczy oznacza, ze zgadzaja sie realizo-
waé wiekszy i efektywniejszy projekt wspolnie. Koszt tego wspol-
nego projektu jest mniejszy niz sumaryczny koszt mniejszych pro-
jektow realizowanych niezaleznie. Rozwigzanie kooperacyjne gry
opisuje faktycznie podzial miedzy graczy korzysci odnoszonych
ze wspolpracy. W rezultacie dany gracz poniesie koszty mniejsze,
niz w przypadku odrzucenia wspotpracy. Naturalne jest, ze gracz
moze preferowaé¢ np. pozyskanie wiekszej ilosci okreslonego dobra
zamiast okreslonego zmniejszenia kosztow. W celu umozliwienia
takich rozwazan proponuje sie ogolniejsza analize wielokryterialng

i jej wspomaganie w interaktywnej procedurze.

8.5.1 Problem analizy wielokryterialnej

Kazdy z graczy stara si¢ zmaksymalizowaé¢ wektor y; okresla-
jacy ilosci pozadanych dobr oraz zminimalizowaé koszty zwiazane
z realizacja projektu rozwojowego, oznaczone tutaj jako u;. Wektor
kryteriow gracza i ma posta¢ (y;, u;) € R™, gdzie m jest liczba
rodzajow dobr. Dla kazdego gracza ¢ dany jest zbior Vi;; okresla-
jacy osiggalne wartosci kryteriéw w przestrzeni R™*! w przypadku
niezaleznej realizacji projektow. Jesli funkcje kosztow fry(y:) sa
dane dla rozpatrywanego zakresu dobr [y, ys), to zbiory Vi;; moga

by¢ okreslone jako:
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W przypadku kooperacji, osiggalne wartosci kryteriow wszyst-

kich graczy sa okreslone przez zbior Vy € ey R™.

Vi = {(yi,us) € R"™Y 2 i € [ya, yan),
w; > Gi(N,vy) forall i =1,2,....n,

> ui > i v}

1EN iEN

gdzie:

In(Qien ¥i) jest funkcjg kosztéw dla wspolnego projektu realizo-
wanego przez koalicje pelna,

Gi(N,vy) = > [¢j(fuyvi) X vij] — Fi(N,v,) oznacza wklad fi-

J=1
nansowy gracza ¢ wyznaczony na podstawie koncepcji rozwigzania

F;(N,v,) dla danego wektora dobr y.

8.5.2 Iteracyjna procedura wspomagajaca analize

wielokryterialng

Proponuje si¢ iteracyjng procedure umozliwiajacg graczom ana-
lize wyplat gry z uwzglednieniem wielokryterialnego charakteru

tych wyptat. Procedura obejmuje dwie fazy dziatan.

W pierwszej fazie gracze analizuja swoje osiggalne wyplaty, za-
ktadajac ze dzialaja sami, ze nie ma miedzy nimi wspotpracy. Wy-
niki z tej fazy stanowia podstawe do analizy korzysci wynikajacych
ze wspolpracy i mozliwosci tworzenia roéznych koalicji, ktore anali-
zowane sa w drugiej fazie. W pierwszej fazie, kazdy gracz niezalez-
nie analizuje zbioér swoich osiggalnych niezdominowanych wyptat
wykorzystujac odpowiedni pakiet oprogramowania optymalizacji
wielokryterialnej, np. tego typu, jak system DIDAS (Lewandow-
ski, Kreglewski, Rogowski, Wierzbicki 1989). Dany gracz stara sie
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znalez¢ mozliwie najlepsza wyptate zgodna z jego preferencjami
w zbiorze Vi;. Wyplata ta moze by¢ uzyskana bez wzgledu na
mozliwa wspotprace z innymi graczami. W kolejnych iteracjach
gracz zaklada i proponuje punkty referencyjne (y7,ul) € R™L,
gdzie R™ jest przestrzenig kryteriow wyplat tego gracza. System
optymalizacji wielokryterialnej, dla kazdego punktu referencyjnego
wyznacza wyplate¢ niezdominowang w zbiorze Vi, zgodna z za-
danym punktem referencyjnym. Gracz odpowiednio proponujac
kolejne punkty referencyjne i analizujac uzyskiwane wyniki w ite-
racyjnym procesie, moze znalezé wyplate zgodna z jego preferen-
cjami. Gracz jest proszony o wskazanie tej preferowanej wyptaty.
Ta faza jest konczone, gdy wszyscy gracze ¢ = 1,2,...n, wskazg
swoje preferowane wyplaty. Wyplaty te oznaczone jako (y/,u!) sa
przechowywane w systemie komputerowym. Stanowia punkt star-

towy w drugiej fazie procedury.

W drugiej fazie analizowane sg wyniki mozliwej wspotpracy gra-
czy. Analiza wykonywana jest w pewnej liczbie rund. Kazda runda
sktada sie z dwoch czesci. Pierwsza czes¢é obejmuje niezalezna ana-
lize gry przez kazdego gracza. Gracz okresla swoje preferencje za
pomoca punktow referencyjnych (y!, ul), zaktada takze punkty re-
ferencyjne pozostatych graczy (yj,uf), j # i, j = 1,2,..n. Sys-
tem wyznacza rozwiazanie mozliwe rozwiazanie. Gracz moze za-
ktada¢ kolejno rézne punkty referencyjne i analizowa¢ wynikajace
dla nich wyptaty, szukajac preferowanego rozwiazania kooperacyj-
nego. Moze przy tym lepiej zrozumieé¢ nature sytuacji decyzyjne;j.
Gracz proszony jest o wskazanie swojej preferowanej wielokryte-

rialnej wyplaty, oznaczona jako (y¥,u

“) 1 nazwana preferowana

wyplata jednostronna.

W drugiej czesci rundy, na podstawie wskazanych przez graczy

ich prefereowanych wyptat jednostronnych, okreslany jest punkt
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(y*, u") = (yy, ...y2,uy, ..., u). Punkt ten, w poréwnaniu z punk-
tem status quo, wyznacza kierunek poprawy wyptat zgodny z pre-
ferencjami wszystkich graczy. Majac okreslony ten punkt, system
wyznacza wyplaty graczy, niezdominowane w zbiorze Vy zgodnie
podejsciem punktu referencyjnego optymalizacji wielokryterialnej.
Wyznaczone wyplaty graczy beda sie na ogét réznity od wyptat
wyznaczonych w pierwszej czedci rundy, poniewaz sg wyznaczane
zgodnie z preferowanymi kierunkami wyptat wszystkich graczy.
W pierwszej czesci rundy dany gracz mogt tylko zaktadaé punkty
referencyjne innych graczy, nie znajac ich naprawde. Wyptaty wy-
znaczane przez system w drugiej czeSci rundy nazywane sa wielo-
stronnymi. Przedstawiane sa graczom do analizy. Po dokonaniu
analizy, gracze moga przeprowadzi¢ nastepna runde procedury,
w analogiczny sposéb. Bedzie to w szczegblnodci wskazane, gdy
wyplaty wyznaczone przez system w trakcie analizy jednostron-
nej i wyptaty wielostronne beda sie¢ istotnie réznilty. Zauwazmy,
ze w drugiej i nastepnych rundach, przy analizie jednostronnej,
preferencje pozostalych graczy moga by¢ szacowane na podsta-
wie punktoéw referencyjnych rzeczywiscie zaktadanych przez nich
we wczesniejszych rundach. Gracze w dowolnym momencie moga
przerwaé analize zatrzymujac procedure, ale moga réwniez, anali-
zujac kolejne wyplaty wyznaczane przez system, traktowane jako

propozycje mediacyjne, znalez¢ konsensus.

Nizej przedstawia si¢ schemat procedury.

Faza pierwsza
Kazdy gracz i niezaleznie analizuje swoj zbior wyplat Vi; Przy
uzyciu pakietu optymalizacji wielokryterialnej. Wynik analizy
wielokryterialnej: (y7,...,y%, uf,...,ul) gdzie (y!,u) oznacza
wybrany, preferowany przez gracza i, wektor wyptat niezdo-

minowany w zbiorze Vi;.
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Faza druga
Runda 1

Analiza jednostronna

Analiza jednostronna wykonywana jest niezaleznie i réwno-
legle przez graczy ¢ = 1,2,...,n. Dany gracz ¢ proponuje
punkt referencyjny (y!,u}) i zaklada punkty referencyjne
kontrgraczy j # i, j = 1,2,...n. System komputerowy wy-
znacza odpowiednig niezdominowana wielokryterialng wy-
ptate w zbiorze V. Gracz i analizuje te wyplate, propo-
nuje inny punkt referencyjny, system wyznacza kolejng nie-
zdominowana wyplate, znoéw analizowang przez gracza itd.,

az gracz wskaze wyplate preferowana (y!, u}'), uznana jako

najlepsza.
Analiza wielostronna.

Analiza wielostronna moze by¢ dokonywana, gdy wszy-
scy gracze zakonczg analize jednostronna i wskaza swoje
preferowane wyplaty. System wyznacza wowczas wielo-
stronna wyplate niezdominowana w zbiorze Vx na pod-
stawie punktu referencyjnego (y°',u®') = (y“u*) =
(Yt .yt uds .., ul). Gracze analizuja te wyplate jako pro-
pozycje mediacyjna i decyduja czy kontynuowaé¢ procedure

postepowania czy tez ja zakonczy¢.

Runda k

Wykonywana jest w taki sam sposéb jak runda 1. Przy wy-
znaczaniu wyptat niezdominowanych dla gracza ¢ w ramach
analizy jednostronnej, gracz ten moze podawaé¢ swoje rozne
punkty referencyjne, przy czym punkty referencyjne kontr-
ok 4,00,

graczy moga by¢ przyjmowane na postawie (y°*, u
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Kryterium stopu
Procedura jest koriczona, gdy gracze zrezygnuja z kontynuowa-
nia analizy, lub gdy zgodza si¢ zaakceptowaé¢ wyznaczone wy-

platy wielostronnego rozwiazania.

8.6 Podsumowanie

W rozdziale podano model opisujacy problem alokacji kosztow
miedzy decydentow negocjujacych realizacje wspolnego projektu
rozwojowego. Model ten opisany jest w formie tzw. wieloprzedmio-
towej gry kooperacyjnej. Decydenci, traktowani jako gracze w tej
grze, sa zainteresowani pozyskaniem pewnego zestawu dobr, ktore
moga by¢ uzyskane wyniku realizacji projektéw niezaleznych, lub
tez gracze moga tworzy¢ rozne koalicje i rozwazy¢ realizacje wiek-

szego projektu wspolnego.

Rozpatrzono procedure alokacji kosztow przy wykorzystaniu
mechanizmu cen i r6zne koncepcje rozwiagzan teorii gier. Zapropo-
nowano niezbedne narzedzia obliczeniowestuzace wyznaczeniu pro-
ponowanych rozwiagzan. Podano i zaimplementowano numerycznie
algorytm wyznaczania roznych typow nukleolusa. Przeprowadzono
eksperymenty obliczeniowe dla przyktadowego problemu z 4 gra-
czami i dwoma rodzajami dobr. Przedstawiono wyniki tych ekspe-
rymentow. Zaproponowano idee procedury wspomagajacej analize

wielokryterialng problemu alokacji kosztow.
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Uwagi konicowe

W pracy rozpatruje sie sytuacje decyzyjne, w ktorych decydenci
moga odnosi¢ korzysci w wyniku wzajemnej wspotpracy. Korzysci
te okreslane sa w poréwnaniu z sytuacja, gdyby dany decydent nie
przystapit do wspotpracy, zgodnie z koncepcja BATNA. Kazdy de-
cydent podejmuje niezalezne decyzje oraz ma swoj niezalezny wek-
tor kryteriow okreslajacy wyniki tych decyzji i swoje preferencje
wyboru. Wartosci kryteriow danego decydenta zaleza od decyzji

wszystkich decydentow.

Zakltada sie, ze dany jest model matematyczny pozwalajacy
wyznaczy¢ wartosci kryteriow kazdego decydenta w zaleznosci od
decyzji wszystkich decydentéw. Model nie opisuje preferencji de-
cydentow. Nie zaktada sie istnienia okreslonych funkcji uzytecz-
nosci decydentow. Zaproponowano metody wspomagajace analize
decyzyjng w wielokryterialnej przestrzeni wyptat stanowiacej ilo-
czyn kartezjanski przestrzeni kryteriow poszczegélnych decyden-
tow oraz procedury umozliwiajace znalezienie zgodnych decyzji.
Przedstawiono ogélny opis matematyczny rozwazanych sytuacji
decyzyjnych i na tej podstawie sformutowano model wielokryte-
rialnego problemu targu (rozdzial 4) rozpatrywany dalej w pracy,

a takze sformutowano model wielokryterialnej gry kooperacyjnej,
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w ktorej uwzglednia sie wpltyw mozliwych koalicji na rozwiazania

i wyptlaty graczy.
W przypadku wielkryterialnego problemu targu zapropono-

wano uogolnione rozwiazanie Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego (R-
K-S) oraz jego aksjomatyczna charakteryzacje. Zatozono, ze kazdy
gracz ma mozliwo$¢ analizy niezdominowanych wyptat w swo-
jej przestrzeni kryteriow. Na podstawie wskazanych przez gra-
czy wyptat, wybranych zgodnie z ich preferencjami, konstruuje
sie tzw. punkt wzglednej utopii. Punkt ten uwzgledniajacy pre-
ferencje wszystkich graczy jest podstawa konstrukcji proponowa-
nego rozwiazania. Rozwiazanie to, w przypadku jednokryterial-
nych wyplat, sprowadza sie do rozwigzania R-K-S. Nie jest nato-
miast prostym rozszerzeniem klasycznego rozwigzania R-K-S kon-
struowanym z wykorzystaniem punktu idealnego w przestrzeni
wielokryterialnych wyptat. Pokazano, ze w szczegblnych przypad-
kach rozwiazanie to moze by¢ tylko stabo niezdominowane w zbio-
rze wyplat. Kolejna propozycja dotyczy, uogélnionego na przy-
padek wielokryterialnych wyptat, rozwiazania Imai, wykorzystu-
jacego porzadek leksykograficzny. Podano idee algorytmu umozli-
wiajacego poprawe stabo niezdominowanych rozwigzan R-K-S do
rozwigzan niezdominowanych. Przedstawiono réwniez konstrukcje
umozliwiajace uogodlnienie na przypadek wielokryterialnych wy-
ptat klasycznych rozwiazania Nasha i Rozwiazania Egalitarnego.

Przeprowadzono analize wlasnoéci tych rozwiazan.

Przedstawiane w pracach (Krus, Bronisz 1993, Krus 2002) sfor-
mulowania wielokryterialnego problemu targu i koncepcje rozwia-
zan byly nastepnie przedmiotem badan innych autoréw np. (Hi-
nojosa i inni 2005), (Marmol i inni 2007).

Koncepcje uogélnionych rozwigzan R-K-S oraz Imai zostaly za-

stosowane w konstrukcji interakcyjnych procedur wspomagania
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analizy decyzyjnej decydentéw i wyznaczania propozycji media-
cyjnych. Wielostronna analiza decyzyjna poprzedzona jest etapem
analizy jednostronnej, w trakcie ktorej kazdy decydent niezaleznie
bada zbiér swoich niezdominowanych wyptat w swojej przestrzeni
kryteriow, wykorzystujac podejscie punktu referencyjnego. Wska-
zane przez kazdego decydenta wyptaty, wybrane zgodnie z jego
preferencjami, sa podstawa wyznaczenia propozycji mediacyjne;j.
Propozycja ta uwzglednia preferencje wszystkich decydentow i jest
przedmiotem analizy wielostronnej. W kolejnych rundach powta-
rzane sa oba etapy analizy. Sformutowano w tym celu koncepcje
rozwigzania iteracyjnego i pokazano jego zbieznos¢ do rozwigzania

Pareto optymalnego.

Przedstawiono koncepcje ogolnej konstrukcji komputerowych
systemow wspomagania decyzji w rozpatrywanych sytuacjach
przetargowych. Procedura wykorzystujaca rozwigzanie iteracyjne
zostala zaimplementowana w systemie komputerowym MCBARG.
Zamieszczono dwa przyklady ilustrujace wielokryterialny problem
targu: przyktad dotyczacy zagadnienia kwasnych deszczéw oraz
przyktad dotyczacy wspolpracy gospodarstw rolnych. Przyktady
te zostaly wprowadzone do systemu i pozwalaja przesledzié¢ jego

dzialanie.

W rozdziale 7 rozpatrzono sytuacje kooperacyjne opisywane
przez modele wielokryterialnych gier koalicyjnych bez wyptat
ubocznych. Podano sformutowanie matematyczne takiej gry, a na-
stepnie zbadano jej wtasnosci i sformutowano koncepcje rozwigzan
takie jak rdzen i nukleolus gry. Zaproponowano oryginalny spo-
s6b okreslania funkcji nadwyzki uwzgledniajacej preferencje gra-
czy oraz generowang przez te funkcje postaé nukleolusa. Nucleolus
ten, w przypadku klasycznych gier targu, sprowadza sie do koncep-

cji podanej przez Schmeidlera (1969), natomiast w przypadku gier
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targu sprowadza sie do uogolnionego rozwiazania Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego podanego w pracy (Kru$, Bronisz 1993) i rozpa-
trywanego w pracy (Kru§ 2002) oraz omoéwionego w rozdziale 4.
Podano réwniez idee iteracyjnej procedury wspomagajacej ana-
lize 1 wyznaczenie rozwiazania mediacyjnego. Przedstawiane pro-
blemy byly wczesniej przedmiotem prac (Krus, Bronisz 1995),
(Krus 2008). Podane propozycje koresponduja z idea zastosowania
punktéw referencyjnych do wyznaczania propozycji mediacyjnych

w grach koalicyjnych przedstawiona w pracy (Wierzbicki 2005).
W rozdziale 8 rozpatrzono problem decyzyjny, w ktoérym pod-

mioty decyzyjne negocjuja realizacje wspolnego lub wspoélnych
przedsiewzie¢ w celu pozyskania wiazki dobr. Moga dziataé¢ in-
dywidualnie lub tworzy¢ koalicje. Problem dotyczy podziatu po-
zyskanej wiazki dobr i udziatu w kosztach przedsiewzie¢. Zapropo-
nowano model rodziny gier kooperacyjnych opisujacej ten problem
alokacji kosztow z uwzglednieniem mechanizmu cenowego i wyptat
ubocznych. Zagadnienie to przedstawiono na podstawie wczesniej-
szej pracy (Krus, Bronisz 2000). Zbadano rozne koncepcje roz-
wigzan tych gier. Zaimplementowano algorytm wyznaczania roz-
nych koncepcji nukleolusa traktowanego jako podstawe do wyzna-
czania propozycji madiacyjnych. Przedstawiono przyktad nume-
ryczny ilustrujacy proponowane analizy. Zaproponowano réwniez
procedure wspomagajaca analize wielokryterialna i proces media-
cji. Problem alokacji i kosztow jest rowniez rozpatrywany w sytu-
acji, gdy wyptata danej koalicji zalezy nie tylko od graczy, ktorzy
ja tworza, ale takze od struktury koalicyjnej graczy pozostatych
(rozdziat 9). Sytuacje taka opisano jako gre kooperacyjna w po-
staci funkcji partycji. Uzyskane wyniki dotycza koncepcji rozwia-
zan w tych grach i ich analizy. Istotne jest w szczegdlnosci po-
kazanie koincydencji rdzenia takiej gry z rdzeniem odpowiednio

skonstruowanej gry w postaci funkeji charakterystycznej. Rdzen
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taki okredla ramy, w ktorych decydenci moga prowadzi¢ negocja-
cje. Mozna rowniez wtedy zastosowaé podejécie prezentowane w
rodziale 8. Nowe zagadnienia badan w tym kierunku moga doty-
czy¢ koncepcji rdzeni optymistycznych i pesymistycznych rozpa-

trywanych w pracach Koczy’ego (2007, 2008).

Uzyskane wyniki teoretyczne moga mieé¢ zastosowanie nie tylko
w omawianym problemie kooperacji, opisywanym jako modele
targu lub modele gier kooperacyjnych z wektorowymi wyptatami
graczy, ale takze w szerszej klasie zagadnieri dotyczacych takze
sytuacji niekooperacyjnych. Przyktadowo, algorytm interakcyjnej
procedury mediacyjnej, wykorzystujacej idee rozwigzania iteracyj-
nego oraz metode punktu referencyjnego i funkcji osiggniecia, zo-
stal zastosowany dla przypadku wielokryterialnej, niekooperacyj-
nej gry dynamicznej dotyczacej tzw. ,wojny rybnej” (prace magi-
sterskie: Cichon (1989), Kaniewski (1990)), w eksperymentalnym
systemie komputerowym. Wielokryterialne rozwiazania w grach
niekooperacyjnych byty rozpatrywane miedzy innymi w pracach
(Wierzbicki 1990, Krus, Bronisz 1994).

Roéwnolegle z badaniami, ktérych wyniki przedstawia sie w tej
pracy, prowadzonych z zastosowaniem analizy wielokryterialnej
i podejscia punktu referencyjnego, prowadzono prace z zastosowa-
niem idei funkcji uzytecznosci. Wykorzystywano koncepcje funkcji
uzytecznosci R. Kulikowskiego (1998, 2002, 2003) inspirowane pra-
cami Savage (1954), Tverskiego i Kahnemana (Tversky 1967, Tver-
sky, Kahneman 1981). Uzyskane wyniki (Krus 2002a, 2004a), (Ku-
likowski, Krus 2003) dotycza miedzy innymi konstrukeji systemow
komputerowych wspomagania analizy decyzyjnej, analizy wspol-
nych przedsiewzie¢ innowacyjnych, analizy problemu kooperacji
na przyktadzie szkoly wyzszej. W przypadku stosowania koncepcji

funkcji uzytecznosci decydentéw, szczegodlnie istotny jest problem
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identyfikacji jej postaci na podstawie interakcji z decydentami. In-
teresujace ze wzgledu na zastosowania w praktyce i jako przedmiot
dalszych badan sa procedury budowy modelu preferencji decyden-
tow prezentowane w pracach (Greco, Mousseau, Stowinski 2008),
(Figueira, Greco, Mousseau, Stowinski 2008), oraz zastosowanie
teorii zbioréw przyblizonych (Greco, Matarazzo, Stowiriski 2001,
2008).

Biezace i planowane badania dotycza réwniez zastosowania
metod proponowanych w pracy do analizy motywacyjnie zgod-
nych wielokryterialnych mechanizméw rynkowych z wykorzysta-
niem systemoéw wieloagentowych. Zagadnienie zgodnosci motywa-
¢ji w mechanizmach rynkowych rozwijane jest w pracach E. To-
czytowskiego (por. Toczylowski 2003, 2009). Dotyczy ono badania
i konstrukcji takich mechanizméw rynkowych, w ktérych harmo-
nizowane sa interesy uczestnikow tak, ze wystepowataby zgodnosé
ich motywacji i uczestnicy ci byliby sktonni do przekazywania nie-
zafatszowanych informacji, umozliwiajacych efektywne funkcjono-
wanie danego systemu. W pracy (Krus, Skorupiriski, Toczylowski
2010) zagadnienie to jest badane jest na przyktadzie problemu

producenta i jego klientow.

Przedstawiane w tej pracy metody sa zgodne z ideami dotycza-
cymi zaufania i uczciwosci w systemach rozproszonych (A. Wierz-
bicki 2010), stanowigcymi kolejny interesujacy kierunek dalszych
badari.
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