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2. Problemy optymalizacji
i algorytmy ich rozwiazywania
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Analiza probabilistyczna wybranych klas

binarnych zada® zatadunku
Krzysztof Szkatula

Instytut Badan Systemowych PAN

01-447 Warszawa, ul. Newelska 6

W pracy rozwazono wybrane podklasy zadan
zaXtadunku na minimum i maksimim. Pokazano,
ze tak zwane algorytmy zachlanne uzyskuja
dla zadan o duzych rozmiarach rozwiagzania
bliskie do optymalnego z prawdopodobien-

stwem dazacym do jednosci.

1. Wprowadzenie

Rozpatrzmy pare binarnych zadand zatadunku:

, n n -
zMAx(n)=max{i£1cixi|-£ a;x; £b(n), x,=0 albo 1, i=1,...,n}
. (1)
n n N
zMIN(n)-mln{iZ1clxl| £1alxl 2d(n), x;=0 albo 1, i=1,...,n}

(2)
zakladamy, ze ci,ai»>0,-i=1,...,n, b(n),d(n) 20.
Sa to wazne zadania optymalizacji dyskretnej, o duzym
znaczeniu przy rozwidzywaniu problemdéw praktycznych [2].

Istotnym polem zastosowar (1) lub (2) sa réznorodne relaksa-

- cje i podzadania wielu waznych zagadnied praktycznych takich
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na przyktad jak zadania sieregowania prac lub inne zadania
wystepujace na prszlad w elastycznych systemach ?rodukcyjz
nych.

Pomimo ;wojej prostej postaci (1) i (2) sa NP-trudnymi
zadaniami optymalizacji dyskretnej [1]: Oznacza. to koniecz-
noéé uzywania do rozwigzywania zadar praktycznych algoryt-
méw przyblizonych. Szczegdélne znaczenie spoérdéd nich maja
algorytmy zachtanne.

Dla zadan (1) i (2) dziatanie algorytméw zachiannych
moze byé przedstawione w nastepuﬁacej postaci:

Bez utraty ogélnos$ci mozna zalozyé, ze dla (1) wspdi-

- Cji- cy
czynniki zadania sg posortowane tak, aby ;3—1 z;i,i=2,n.,n,
ci_ cs i-1 i
oraz w przypadku (2): 35—1 ssi, i=2,...,n. Przyjmujemy na
. i-1- Ti )

poczatku pracy algorytméw; s=0, z=0, xi=0,.i=1,...,n. Dalej

rekurencyjnie dla i=1,2,...,n ustalamy

t=s +ai, z:=2 +ci, xi:=1
jedli
dla zadania (1)
s +a; 2b(n)
dla zadania (2)

s +ay <d(n)

w przeciwnym przypadku s£=s, z:=2, xi=0.‘

Jesli stosowalidmy algorytm zachlanny do zadania (1) to,
gMAx(n) =2z Jjest wartoscia funkcji celu uzyskanego rozwiaza-

nia. W przypadku zadania (2) (n)=2z jest wartoécig uzy-

IMIN
skanego rozwigzania. W przypadku zadania (1) algorytm za-
chitanny zawsze uzyskuje rozwigzanie dopuszczalne zadania.

Dla (2) tylko w przypadku jeéli zbidér rozwiazan dopuszczal-
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n
nych zadania jest niepusty ( L ai 2d(n)).
i=1
Przykiady
n n -
zMAx(n)=max{2pxi+‘§ qxilpxi+.§ qax; £q, xi=0 albo 1,
i=2 i=2
i=1,..,.,n}

qMAx(n)=2p. Jeéli g >2p, to wtedy zMAX(n)=q

n n
zMIN(n)=m1n{px1+i)=:22qxi|pxi+i52qxi 2q, x;=0 albo 1,

i=1,..s,n}

gMIN(n)=p.,Jeéli p >2q, to wtedy zMIN(n)=2q.

Przyjmujac odpowiednie wartodci. p i g mozna ilorazy

Imax (D) \ Zy 1y (0)
i = 2
Z ] (w przypadku zadan%a (1)) 1lub gMIN(n) (dla (2))

uczynié dowolnie matymi. Oznacza to, 2e w tak zwanym najgor-
szym przypadku algorytmy zachianne zachowuja sie dowolnie
2lé (to znaczy, ze dla kazdego n istnieje zadanie dla kté-
reéo te ilorazy moga byé mniejszé od dowolnie malej wartosci
e->0).

Lemat. 1 [4]

n
Jegli d(n)=I a; -b(n), to wtedy
i=1

: n
Zyax (1) =i=1°i = Zyry (M)

0s zMAX(n) -ghAx(n)S gMIN(n) -zMIN(n)
Liniowe relaksacje zadah (1) i (2) maja nastepujaca postaé:

n . n
ca ] < < < i= }
(n) max{i§1cixi|i£1a X, <b(n), 0 $x; £1, i=1,...,n}

(3)

ZMax i

ZMIN

n
(n)=min{'£ i

n
. cixi|i£1a.xi 2d(n), 0sx, $1, i=1,...,n}

1
(4)




Sy

Niech
: Ci
. a, jedli —=>\
a; =4 * 2
0 w przeciwnym przypadku
S4
jesli -a->x
ci(A)= g -8 -5
w przeciwnym przypadku
n n
S, (A) = E a.(x), zn(A) =.Z ci(A)
i=1 i=1
cj 3
jeli =3\
a (X)) = i .
W przeciwnym przypadku
G
jedli =32
CH P = 1
w przyciwnym przypadku
n “n
Sé(k)='2 ai(k),‘zi(k)=_2 ci(A), i=1,.«.,n.
i=1 i=1

Wtedy zadania dualne do (3) i (4

pujacej postaci:
*yMax

Sy (M)

Lemat 2 [3,4]

1) Jeéli istnieje A takie, ze

zn(An) SgMAx(n) Sz (n) Sz

+3(Bln) s (D) -

2) Jeéli istnieje A; takie, ze

() = min{z, () +3 (b m)-s,

=;§ﬁ;Z£(X)+X(d(n)-sA

) moga byé zapisang w naste-

(N}

(a1}

sn(An) <b(n), to wtedy

(n) S by (M) S2_ (1) +

4 ’ i
sn(An)bzd(n) -to wtedy




2 ()AL (A (n) =82 (A1) S by (0) S2jpe(m) Sz 0 () 8
)z,

f9vIn

2. Analiza probabilistyczna zadar (1) i (2)

Dla przeprowadzenia analizy probabilistycznej niezbedny
jest probabilistyczny model zadania. Aby go sformutowad za-

., C. S3a realizacjami wzajemnie niezaleznych

tozymy, ?e a,; i

zmiennych losowych (w.n.z.l.) Ly Ci z dystrybuantami
Gi(x)=P{Ai <x}, Hi(x)=P{Ci'<x),\i=1,...,n, zZaktadamy takze,
ze w.n.z.l. ‘A, C, sa okred$lone na (0,1]. Wtedy wszystkie
zalezne od a;, ¢y wielkoéci stajg sie rdéwniez realizacjami
odpowiednich z,1l., zmienne te dla odrdznienia od ich reali-
zacji bedziemy oznaczaé¢ duzymi literami.

Dla dwdéch nieskoriczonych ciagdéw liczbowych Un’ Vn be-

dziemy pisad

1) U_.V_ jedli 1lim|U_=-V_| =0
n n n+o n n

U

- TR RS,
2) Un "Vn jedli v ~1

skrét a.s. (almost surely) oznacza, 2e zdarzenie losowe za-
chodzi prawie na pewno to znaczy, wszedzie za wyjatkiem by¢

moze zbioru miary 0.
Twierdzenie 1 [3]
Jeéli istnieje An takie, ze

/A
= i 3 b2 (n)
é x[1-H;(Ax)] 4G, (x) =b(n) - N

n
E(S (A ) =
b sy

oraz




=7 s

1

ERTB_TX; ~0, to wtedy

E(Zn(Kn))Z Zn(ln) :GMAX(n)z ZMAx(n) a.s. (6)

Dla okreslonej zalozeniami Twierdzenia 1 klasy probabilistycz-
nych zadand (1) algorytm zachlanhy jest asymptotycznie opty-

malny prawie na pewno.

‘Rozpatfzmy teraz zaburzone zadanie (1)

n
Z,y (n) =max{ I c.x.|

MAX e

n .
ek iE a.x, S sn(ln), xi=q albo 1, i=1,...,n}

1 13

gdzie zaburzenie prawej strcny ograniczenia jest rdéwne

sn(xykb(n).

Twierdzenie 2 [3] .

Zyax (1) =Gy (0) .=zn()‘n) =Zyay (n)

Jeéli zachodzi (5) oraz b{n) ~0, to wtedy
. n

s,(\) ~b(n), E(Z (A ~2,( ) a.s. -
Z Twierdzenia 2 wynika, 2%e gdy speinione sa jego zalozenia,
to zaburzenie dazy do zera wraz z n dazgcym do nieskoﬁczo?

nos$ci prawie na pewno.

Twierdzenie 3 [4] = - . A

Jeéli istnieja A!, r(n), 0s A1'$1, r(n) 20 takie, ze
n
5

; P
E(Sx"(l;))= é xHi(Anx)dGi(x)=d‘p)+r(n)

i=1

oraz
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d(m) =0((m), r(m3+o; A -xrin)~o
to wtedy

(n) ~2 (n) a.s. (7)

Z Twierdzenia 3 wynika, 2ze przy speilnieniu zalozen rozwiaza-

’ ’ = ’ ry o
E(.Zn“‘n)) Zn(xn) GMIN MIN

nie zachtanne dazy do rozwigzania optymalnego zadania (2)

prawie na pewno.

3. Przykiad

Niech Gi(x), Hi(x), i=1,...,n, majg rozktad réwnomierny

na (0,1], to znaczy

Gi(x) =Hi(x) =x, 0<x<s1.

1) Jeéli 0 <b(n) $%n, to wtedy

Bz O )~ /%n-bn) oraz

przy speinieniu zatozerl Twierdzenia 1, zalozenia Twierdzenia

2 sa speinione tylko wtedy, kiedy
3
b(n) =0(/n)

'2) Je$li Zn< bin) $3n, to wtedy

1 2 b(n)
E(Zn()\n)) ~ghnt -ib(n)(‘l _T)

i tylko zalozenia Twierdzenia 1 sa speilnione.

3) Zalozenia Twierdzenia 3 sa speinione jes$li b(n)=0(n2/3)

oraz r(n)=0(/m) i wtedy

2
y ~ 3 82m)
BZ O~ 3 = -




N

4. Podsumowanie

ZaIOZenia Twierdzenia 1 i 3 wyodrebniaja dos$é szerokie
klasy losowych binarnych zadad zaladﬁnku, dla ktérych algo-
rytmy zachXanne uzyskuja rozwigzania bliskie optymalnym pra-
wie na pewno. Oznacza to, ze w ték zwanym $rednim przypadku
algorytmy zachianne wykazujadiaﬁetialnie odmienne od naj-
gorszego przypaaku zachowanie. Oczawiécie nalezy zachowaé
ostroznoéé przy wyciaganiu wnioskdéw praktycznych, gdyz mode-
le probabilistyczne nie zawsze savadekwatnyﬁ opisem zadan
rzeczywistych.. :

Bardzo ciekawa interpretacje maja wyniki Twierdzenia 2.
Mianowicie, przy speinieniu zatozer Twierdzenia, dla klasy
losowych binarnych zadad zatadunku z asymptotycznie zerowo
zaburzona prawa stronaA;grahiczenia algorytmy zachianny i
progowy uzyskuja zawsze rozwigzanie optymalne, réwne sa tez
warto$ci rozwigzan optymalnych zadania dyskretnego i jego
ciggiej relaksacji. Y~

Zz Twierdzenia 1-3 wynika, 2e funkcje rzeczywiste
E(in(kn)) b2 E(Z;(A;)) sa dobrymi przyblizeniami tak rozwia-
zai optymalnych jak progowych i zachiannych dlarzadaﬁ (1)
o02) Wykazujé one w postaci funkcyjnej zalezno$é tych roz-
wigzan od rozmiaru zadania (n), prawej strony ograhiczenia
(b(n) lub d(n)) oraz w niejawnej postaci od rozkiaddéw pro-
babilistycznych zmiennych l}osowych opisujacych wspéiczynniki
fuhkcji celu i lewej strony bgranicieﬂia. G

Przeprowadzono eksperymen£ obliczeniowy, w ktérym wspdi-
czynniki funkcji celu i leqej Stfony ograniczenia byly gene-

rowane losowo z rozkladem réwnomiernym w przédziale j0,1];
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Uzyskane wyniki potwierdzaja dla zadania (1) asymptotyczna

optymalno$é algorytmu progowego, przy czym zbiezno$é jest

szybka juz dla zadani o stosunkowo niewielkich rozmiarach

(kilka tysiecy zmiennych). Eksperyment obliczeniowy potwier-

dzit réwniez dobre zachowanie algorytmu progowego dla klas

zadan nie opisanych zatozeniami Twierdzenia 1.
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