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2. Problemy optymalizacji
i algorytmy ich rozwiazywania




- 89 -

2.5 L n Bemis

O PEWNYM ZADANIU PROGRAMOWANIA CALKOWI TOLICZBOWEGO
Z ILORAZOWA FUNKCJA CELU

Marek Libura

Instytut Badan Systemowyéh PAN
ul. Newelska 6 ’
01-447 Warszawa

¥ pracy przedstawiono zadanie programowania binarnego z
liniowymi ograniczeniami 1 funkcja celu bedaca ilorazem
funkcji liniowych. Zadania tego typu wystepuja w rdéznego ro-
dzaju zastosowaniach programowania dyskretnego. Model, ktdéry
tu opiszemy, pojawia sie w zastosowaniach medycznych przy
planowaniu naswietlan w tak zwanej brachyradiocterapii. W pra-
cy zagadnienie to jest najpierw przedstawiocne opisowo, a nas-—
tepnie sformutowane jest odpowiednie zadanie programowania
dyskretnego. Dyskutowany jest zwiazek tege zadania z
parametrycznym programowaniem dyskretnym 1 opisana jest
metoda iteracyjna, ktdrej uzyto do rozwiazania przykiadowych
praktycznych zadan.

1. ¥Wprowadzenie

Zadania programowania ilorazowego wystepuja w rdéznego ro-
dzaju zastosowaniach prak tyéznych Cpatrz np. Schaible C1881)5).
Przedstawiony w pracy model dotyczy =zastosowarh medycznych
zwiazanych z planowaniem naswietlann w tak zwanej brachy-
radioterapii. Zagadnienie to zostato przedstawicone na Semi-
narium Zakiadu Programowania Matematycznego IBS PAN przez
dra Andrzeja Niemierke z Centrum Onkologii w Vlarszawi.e.
Opisowe sformuiowanie problemu jest nastepujace:
¥ R® dane sa trzy zbiory punktéw X,T,K ponumerowanych licz-
bami naturalnymi. Ze wzgledu na interpretacje medyczna be-
dziemy nazywali 2zbidér X zbiorem mozliwych lokalizacji




2rdédet, zbidr T - zbiorem punktdw niszczonych, zbidr K -
zbiorem punktdw chronionych. W praktycznych zastosowaniach
moc zbioru X nie przekracza 100, natomiast zbiory T i K
licza odpowiednio po kilkanascie i kilka elementdw. W kazdym
punkcie X moze by<¢ umieszczone jedno zrédio promieniowania.
Wszystkie umieszczane 2Zrddia s3 identyczne. Fakt, czy w
punkcie 1 € X znajduje sie 2rdédio, czy nie, jest opisywany

przez zmienna binarna X, pPrzy czym

xX =
A3

1 jes$li w punkcie i Jes{. umi eszczone zZrdédio
O w przeciwnym przypadku

Umieszczenie 2zrdédia w punkcie i X powodujé dotarcie do

kazdego z punktdéw j € T U K w jednostce czasu dawki promie-

niowania w,”_ » Przy czym
-

w., = =
& distCi, >

gdzie dist(i, jO oznacza odlegiosé miedzy punktami i, j,
a ¢ jest pewna staia. N

Dawki promieniowania docierajace od poszczegdlnych zZrdédet
sumuja sie, jesli wiec x = Cx‘,....x“), gdzie n = |X]|,
jest wektorem opisujacym ukiad zrdédeit, to taczna dawka
promienicowania dex) docierajaca do jJ od wszystkich zZrdédel

jest rdéwna

d. = W, X (&>

Problem jest teraz formutowany nastepujaco:
Majac do dyspozycji M 2Zrddei, nalezy je rozmiescid
Cniekoniecznie wszystkie) w punktach X w taki sposdb,
aby dawki w punktach T byity jak najwieksze 1 wyzZzsze od
zadanego poziomu, dawki w punktach K byity jak naj-
mniejsze, a rozkitad dawek w punktach T by mozliwie
réwnomierny.

Takie nieformalne postawienie problemu opisuje tylko jego

istote i w zaleZznosci od przyjetej formalizacji moze pro-

wadzié¢ do rdéznych zadan optymalizacyjnych. W nastepnym pun-
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kcie przedstawimy formalizacje prowadzaca do jednokryterio-

wego zadania z ilorazowa funkcja celu.

2.Sformutowanie zadania programowania ilorazowego.

Problem opisany w poprzednim punkcie jest w zasadzie pro-
blemem wielokryteriowym, w ktdrym mozZzna wyrdznidé trzy grupy
wielkodgel mogacych wystepowad w roli kryteridw. Sa to : po-—
ziomy dawek w punktach T, poziomy dawek w punktach K ocraz
wskaznik reprezentujacy nierdwnomiernosd dawek w punktach T.
Opisane dalej sformutowanie sprowadza problem do zadania jed-
nokryteriowego poprzez wprowadzenie warunkdw rdéwnomiernosci
dawki w. punktach T do ukiadu ograniczen i wyrazenie dwdch
pierwszych grup kryteridw poprzez ilorazowa funkcje celu.
Zdefiniujmy dla danego x minimalns dawke w punktach T

tCxD = min 40O 3
jieT
i maksymalna dawke w punktach K
k(x> = max ddlkd 4D
i € K J
Zadanie jest teraz formutowane nastepujaco:

Nalezy znalezé wektor x opisujacy uktad Zrodei, dla ktdre-—
go iloraz tCxO/k(x jest najwiekszy. Ponadto liczba uzytych
Z2rdéder nie moze przekraczad M i musi by<¢ speiniony warunek
réwnomiernosci dawki w punktach T.

Wprowadzenie kryterium ilorazowego wydaje sie dobrze uza-
sadnione praktycznie. Pozwala ono na unikniecie pewnej pato-
logii rozwiazan, na ktdéra natknieto sie przy prdébach zasto-
sowania jako funcji celu réznicy funkecji kCxO-t(xD, a takze
lepiej oddaje istote problemu. W przyjetym sformuiowaniu wa-—
runek réwnomiernogci dawki w punktach T jest zapisywany jako
wymaganie, aby iloraz maksymalnej i minimalnej dawki w tych
punktach nie przekroczyt zadanej wielkogci traktowanej jako
parametr zadania.

Peine sformuiowanie problemu jako zadania programowania ma-—

tematycznego jest teraz nastepujace:




t
rCed = max —
k
n
tszw”x_sat dla j €T [455)
(% Y
i=1
n
k 2 W, X dla j € K <Bd
Uik el
) L=
o .
Zx. <M &e)
L
i=1
t2t ., k=20 : 8d
min .
xi=0 albo 1 dla i =1,...,n (@)}

Zadanie (3 jest zadaniem programowania mieszanege z n
zmiennymi binarnymi Xose X i dwoma zmiennymi ciagiymi t
oraz k.' Zauwazmy, ze w kazdym rozwiazaniu optymalnym tego
zadania przynajmniej Jedn;: ograniczenie sposréd ograniczen
(5D jest Clewostronnied napiete i przynajﬁniej Jjedno ograni-
czenie spodrdd ograniczent (6) jest napiete, a zatem t jest
réwne minimalnej dawce w punktach zbioru T, a k - maksymal-
nej dawce w punktach zbioru K. Parametr a wystepujacy po
prawej stronie nierdwnosci (5) okredla maksymalna nierdwno-
mierncsé rozktadu dawek w punktach T, a staia dodatnia t,m,m
jest rdéwna minimalnej wartosci dawki, ktdéra musi Dbye
osiagnieta w punktach zbioru T.

Tak postawibne zadanie (3 jest zadaniem dyskretnym z pa-
rametryzacja prawej strony ograniczeri. Peinym rozwiazaniem
takiego zadania byioby podanie przebiegu- funkcji rded dla
catego interesujacego przedziaiu [1, aml parametru o oraz
odpowiednich wektordw x dla kazdej wartosci a z tego prze-
dziatu. ) . l
Funkcja rCe0 jest funkcja schodkowa. Typowy przebieg takiej
funkcji jest pokazany na rys1 .
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Liczba punktdw, w ktdrych nastepuje skok wartosci funkcji
r, Jest skoniczona, co wynika ze skoficzonej liczby rdznych
wektordéw x. Dla a < &N gdzie ammz 1, zadanie (% jest
sprzeczne. Wyznaczenie peinego przebiegu r(c0 jest trudne do
uzyskania przy pomocy istniejacego oprogramowania. Dlatego w
przeprowadzonych obliczeniach zrezygno@ano z obliczania pei-
nego parametrycznego rozwiazania zadania (2 i zadowolono
sie poszukiwaniem rozwiazan dla zadanej z gdéry wartosci .
odpowiadajacej akceptowanej nierdwnomiernosci dawek w zbio-
rze T. W dalszej czesci pracy bedziemy przyjmowad,ze para-

metr a jest ustalony.

3.Rozwiazanie zadania programowania ilorazowego.

Literatura dotyczaca rozwiazywania =zadann programowania
ilorazowego jest bardzo obszerna Cpatrz np. Schiable (19813).
Metody rozwiazywania =zadarh z ilorazowa funkcja celu mozna
podzielié¢ na trzy grupy :
1° Rozwiazywanie zadan po dokonaniu transformacji do zadania
réwnowaznego bez kryterium ilorazowego.
2° Rozwiazywanie zadania z ilorazowa funkcja celu jako szcze-—

gélnego zadania programowania nieliniowego.
3° Rozwiazywanie zadania parametrycznego zwiazanego z pro-

blemem ilorazowym.




Nieco doktadniej oméwimy trzecie podejscie, poniewaz zosta-
to ono zastosowane do zadania z punktu 2.

Rozwazmy pare zadan (P2 i CQXD w nastepujacej postaci

<P max £Cx) - gl C102
X € S

CQKD zCA) = max C £Cx0 - Aglxd D 11>
x € S

gdzie S jest zbiorem rozwigzan dopuszczalnych, glxd > 0 dla

x €« S oraz istnieje x € S , dla ktdrego flxD = O.

Zadanie (P) jest pierwotnym zadaniem programowania ilorazo-
wego, natomiast zadanie CQKD - zwiazanym z nim zadaniem pa-
rametrycznym. Zauwazmy, ze jesll funkcje f(x0 i glxD sa afi-
niczne, to CQXD Jest zadaniem z afiniczna funkcja celu.

Oznaczmy rozwiazanie optymalne zadania (P) symbolem x*, to

zZnaczy
. x¥ = arg max £C30/gC0 12
X eSS . )
i niech
= rexgeD 5>

Zachodza nastepujace znane zwiazki miedzy zadaniami (P> oraz
(Qk) ¢ patrz np. Jagannathan (18863, Dinkelbach (1967) 3

2D > 0 e A< AS

ZCA) =0 e A= AT c14d

ZCAY < O e A > NS

a ponadto rozwiazanie optymalne zadania (Qk) jest rdwnocze-—
snie rozwiazaniem optymalnym zadania CPD.
Rozwiazanie zadania (P> moze wigc byé sprowadzone do rozwia-—
zania rdwnania
zCA2 = O 1%

i wyznaczenia dla A speiniajacego to rdéwnanie, rozwiazania
zadania parametrycznego CQKD.

¥ rozwazanym przypadku zadania (3 funkcje f 1 g sz afi-
niczne i tatwo zauwazydé, ze zCAd) jest odcinkowo-lini9wa wy-
puta 1 d$cidle malejaca funkcja dla A 2 0. Typowy ﬁrzebieg
funkcji z jest pokazany na rys.2. C linia ciagia gruba D.
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Rys. 2.

Na rys.2. naszkicowano rdéwniez linia przerywana przebieg
funkcji zZCAD bedacej odpowiednikiem funkcji zCAD dla ciagitej
relaksacji zadania CQ‘AD’ to znaczy - w przypadku rozwazanego
zadania (%) - dla sytuacji, gdy warunki binarnoes$ci zmiennych
(9) s3 zastapione warunkami

05x6.51 dla i =1,...,n c1ed
Z faktu ,ze mamy do czynienia z relaksacja zadania CQ)\) wy-—
nika, 2ze zCA\D 2 zCAD oraz A 2 A, gdzie A jest rozwiaza-
niem réwnania zCAD = O. Do rozwiazania tegoe rdéwnania moze
by¢ uzyta ta sama n\etoaa » co w przypadku rdéwnania zCAD = O,
z tym, Ze nakiad obliczen jest tu zwykle znacznie mniejszy,
bowiem nie mamy tu do czynienia z zadaniem programowania
dyskret.négo.
¥ prowadzonych prdébach do rozwiazywania powyzZzszych rdéwnan
byta zastosowana metoda iteracyjna zaproponowana przez Din-
kelbacha, ktdra w tym konkretnym przypadku jest realizcja
klasycznej metody Newtona.
Schemat postepowania jest nastepujacy :
1° Wwybierz X = A' Cna przykiad A' =X >.




2° Rozwiaz zadanie CQ,A). to znaczy problem
zCA) = max € t-Ak | przy ograniczeniach (5)..C(9) > 17

Niech t, k beda warto$ciami zmiennych t, k w rozwia-
zaniu zadania (Q'A)'

‘Jedli zCA) = 0, wdwczas STOP; w przeciwnym' przypadku
podstaw A = tsk i idz do kroku 2°

Zadanie (170 jest zadaniem programowania mieszanego z linio-
wa funkcja celu, liniowymi ograniczeniami, z dwoma zmiennymi
ciagiymi i n zmiennymi binarnym.i. Do rozwiazywania tego
zadania stosowano pakiet programowania liniowego LINDO. Jako
poczatkowa warto$é A przyjmowano wartosd x otrzymywana z
rozwiazania ciagtej relaksacji zadania (. Réwniez tu sto-
sowano podana wyzej procedure iteracyjna biorac jako wartosd
poczatkowa X = 1. -

Dogwiadczenia obliczeniowe z omawianymi zadaniami sa do-
tychczas zbyt mate na wyciaganie bardziej ogdélnych wnioskdw,
tym niemniej wydaje sie, Ze stosujac powyzZsze podejscie be-
dzie m02‘na rozwiazywaé praktyczne =zadania w akceptowalnym
czasie. Uzyskiwanie wartosci x wymagaito kilku C 2 do 4 D ite-
racji, z ktdérych pierwsza pochitaniata na PCr/AT kilkadziesiat
sekund, a nastepne byiy krdétsze ze wzgledu na to, ze starto-
wano z rozwiaznia dopuszczalnego i dokonywano reoptymaliza-
cji dla =zadania =ze zZmienionym jednym wspdiczynnikiem w
funkcji celu. Liczba iteracji dla =zadania dyskretnego byita
réwniez niewielka , z tym, 2e kazda trwata od kilku do kil-
kunastu minut. W tym przypadku nie byio Zadnych zyskdéw z re-
optymalizacji, poniawaz stosowany pakiet takimi mozliwodcia-

mi nie dysponuje.

4.Zakohhczenie.
Omawiane w pracy zadanie jest parametryczna wersja zada-
nia dwukryteriowego w nastepujacej postaci

td{xd hoo

maxC D

kCxD  kCx

przy ograniczeniach (7),(8),C9 ciep

gdzie h(x) = max < dex) : J €K >,




¥ niektdrych zblizZonych zastosowaniach niezbedne jest wpro-
wadzenie dodatkowego kryterium, ktdére nalezy minimalizowad, a
ktdérego wartosd g dla danego x speitniajacego ograniczenia
zadania jest réwna minimalnej liczbie 1linii prostych pokry-
wajacych punkty zbioru X1 =L i X : >_<i =1 >. Wynika to z
faktu, Zze w niektdrych przypadkach zZrdédia aktywne sa wpro-

wadzane do ciata pacjenta za pomoca specjalnych igiei. Po-
niewaz z wbiciem kazdej igly wiazZze sie uszkodzenie zdrowych
tkanek, wprowadzenie powyzZszego trzeciego kryterium zmierza
do minimalizacji tych uszkodzeri. Wyznaczenie wartogci g wiz-
Ze sie z rozwiazaniem zadania pomocniczego z zakresu geo-
metrii obliczeniowej, ktdére w ogdlnym przypadku jest trudne i

znacznle komplikuje cate zagadnienie.
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