3
7]
| 59
(o]
=
% 8
p (1]
E 3D
-
T
[ e RIS
E 8
r
-
oo»ommhpov.'o.-ocu p
“ =
[
-
oI
[~ i - ) e
[ - ) =
2 £ =
—— =
[ ]
(=}

NSTYTUT BADAN SYSTEMOWYCH

OPERACYJNYCH I SYSTEMOWYCH

I

Leveeersrtebese s

ST A s e

oo

Py







POLSKIE TOWARZYSTWO BADAN OPERACYJNYCH I SYSTEMOWYCH

. OPPVNALEZRETE
NETERY T ZASTOSONANES

@O‘ﬁ :

I KRAJOWA KONFERENCJA

BRADERN
OPERRGCYINY G

f
SYSTEMOMNN G

Ksiqz, 13 - 17 ezerwea 1988
BUS'88
INSTYTUT BADAN SYSTEMOWYCH POLSKIE] AKADEMII NAUK

1989

WARSZAWA




| Krajowa Konferencja
Badan Operacyjnyech
i Systemowyech

Organizator konferencji
Polskie Towarzysiwo Badad Operacyjnych i Systemowych

przy wspétpracy i
Instytutu Badad Systemowych PAN L i _
Komitet naukowy konferencji ’]\/‘ 7]

Jerzy Hotubiec, Andrzej Kafuszko, Jerzy Kisielnicki, Henryk Eovalowsti, ~
Roman Kulikowski, Franciszek Marecki, Zbigniew Nahorski,

Stanistaw Piasecki, Jarostaw Sikorski, Jan Stachowicz, Jan Slasierski,
Andrzej Straszak, Maciej Systo, Wiadystaw Swilaiski

daktorzy naukowi nt‘gﬁl‘fﬂ"}*}; ‘
 Andrzej Slraszak, ZbigniexgNahorski, jar










- 105 -

3. Optymalizacja w transporcie
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PRZEPLYWY W SIECIACH POJEMNOSCIOWYCH

Andrzej CHOJNACKI
Wydziat Cybernetyki
Wojskowe] Akademii Techniczne]

01-489 Warszawa

W referacie przedstéwiono podstawowe pojecia i metody
dotyczace szczegélnegd przypadku sieci formalnych, w ktérych
rozpatruje sig przepiywy dynamiczné przy po;emnoéciowych charak-
terystykachlgalezi. Podano definicje: sieci pojemnosciowe],
przeptywu, przeplywu maksymalnego oraz zaspokajajacego. Oméwiono
niektére metody wyznaczania przepiywu maksyma;nego dla przypadkéw
szczegélnych, zwracajac uwage na NP-zupeino$é problemu ogélnego.
Przedstawiono ideg zastosowania odpowiednika dynamicznego sieci
pojemnosciowej do wyznaczania wszystkich przeptywdw maksymalnych[
Sformutowano warunki wystarczajace do'tego, éby przeptyw wyznaczo-
ny z wykorzystaniem metody potencjaiéw wgziowych byl przeptywem

maksymalnym.

W literaturze zagadnienia przeptywéw w sieciach wystepuja 2
najczedciej w ujeciach, pozwalajacych na ich nastepujaca interpre-
tacje: v
- sie¢ formalna jest modelem sieci transportowej, w'ktérej

przemieszczana jest materia, energia, informacja itp. z pewnag
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“intensywnodcia statg w czasie przesytania; modele takie roz-
patruja np. Ford i Fulkerson (1962),

- sie¢ formalna jest modelem sieci transportowej, w ktére) prze-
sylane sg porcje materii, informacji itp., przy czym ustalone ssg
czasy ich przemieszczania na gateziach sieci, a kolejne porcje
przesytane moga by¢ w stalych odstegpach czasu, model taki j
prezentuje Ford (1958), 1

- sieé¢ formalna Jest modelem sieci drogowej, po ktdrej poruszaja
sie pojéﬂyﬁczeiobiekty, przy czym ustalone sg czasy ich przemiesz-
czania sié dla poszczegdlnych gaigzi i wierzcholkdw sieci; ruch
kazdego obiektu powoduje-niedostepnoéé pewnych elementdéw sieci
dla ruchutinnych obiektdw; takie podejécie przedstawiaja
Kaszubowski i inni (1970).

Przedstawione w referacie sieci pojemnc3ciowe moga z kolei
mieé interpretacje nastepujaca: 5

- sie¢ formalna jest modelem sieci drogowej; i

poruszaja sie po niej obiekty punktowe; ) | ”

~ustalone sa‘minimalne czasy pokonywania gatezi sieci przez te
obiekty; '

- gataZ sieci jest niedostgpna dla innych obiektdw wtedy, gdy
znajduje sie na niej (a niekoniecznie porusza) dowolny obiekt.

Rozwazania przedstawione w referacie rozszerzone sg w pracy

Chojnackiégo (1987), gdzie znajduja sie .dowody odpowiednich
twierdzerd i uzasadnienia wnioskdw.

Kluczowym pojeciem w teorii przeplyWﬁw.w sieciach jest
pojecie przepustowosci interpretowanej jako zdolnos¢ do prze-
mies;czanié’materii, energii, inforhacji itp. w jednostkach

czasu. Przez przyjecie state) przepustowo$ci zaklada sig wiec
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jJak gdyby staly (bez zahamowari) proces przemieszczania sig okres$lo-
negoc dobra. Wiasnodci takie} nig ma np. transport kolejowy, gdzie
wzajemne uwarunkowania elementdw sieci kolejowej mogg-wymuszad
zatrzymywanie sig pociagéw, gdy jaki$ inny pocigg znajduje sie

na elemencie sieci kolejowe] i niekoniecznierporusza. Eleﬂenty

sieci kolejowe] sg schafakteryzdwaneAiloécia pociagéw, ktére moga

na nich jednoczesnie przebywaé - sg jak gdyby ustalone ich "pojemno$-
ci". Sie¢ pojemnosciowa Jest to wigc taka siec¢, ktérej elementy
scharakteryzowane sg pojemno$ciami okreslajacymi ile maksymalnie
cbiektéw moze przebywaé na tym elemencie. Mdzna pokazaé, ze siec
pojemnosciowa z dowolnymi pojemno$ciami dla potrzeb wyznaczania
przeptywéw zastapiona moze by¢ odpowiednia siecia z pojemnosciami
Jjednostkowymi. Do takich sieci ograniczymy sie w niniejszym refera-

.

cie. Rozpatrywaé bedziemy ruch obiektéw po sieci miedzy dwoma
wyréznionymi jej wierzchotkami. »

Formalnie si¢ pojemnosciowa jest to graf G = W,U,P) */,

w ktérym wyrdézniono wierzcholek xP zwany Zrédiem i wiérzchokek .
xk zwany odplywem oraz na galeziach ktéredo okreslona jest funkcja
o warto$ciach naturalnych. Wartoéci tej funkcji.-nazwiemy czasami
pokonywénia gatezi.

Przeptyw w tak zdefiniowane) sieci pojemnos$ciowej w przedziale
chasu [0,7] opisuje przemieszczanie sie obiektéw po gateziach
sieci od Zrédia do odpiywu w tym przedziaie czasu. Moze by¢ wiec
okredlony podaniem liczby N przemieszczajgcych sig obiektdw, ich
trasami i terminarzami. TFasa Uy n-tego obiektu jest marszruta

skierowang *gczgca wierzchoiki xP oraz xk , czyli

¥/ wszystkie uzywane w referacie pojecia z zakresu teorii grafow

i sieci bazuja na definicjach przedstawionych w pracy Korzana(l978ﬂ.
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1 1
_ o] 1 1 n- n
My = <Xn’ Uy Xpae-o e Up ’ X )
rzy czym x°2 = xP | xln = xk- s é W dl ; 0,1_; uS
przy y P H = 5 X as=0,1 5 uel dla

n

o s-1 s s -
s = 1,1 <Xn s Ups Xp >e Pdlas=1,1.
Terminarz Tn n-tego obiektu jest to cigg momentéw "wejscia" tego

obiektu na kolejne galezie marszruty:
1 .
1 2 A .
To=ty » theeee, t," ) gdzie te Ay {0}

Przeptyw w sieci pojemnos$ciowej S w przedziale [b,T] bedzie
to wiec zbidr pﬁsty (gdy zadne obiekty nie przemieszczaja sie)
lub zbidr
{(“l’ Tl>7<u2) T2>1"" "')<“n7 Tn>}
speiniajacy warunki fizycznej realizowalnosci:

s+1 S\, S
th -tn>,l.(un)
1
ty 20
1 1
n n
t .+T(un ) L T-
oraz warunki nieprzekroczenia jedno;tkowej pojemnosci gatezi:

[ = udya(n £ m] » [ 3134 v (1371 ¢ 3))
1 +1

dla n,m = 1,N ; g = l,lm ; S =-1,1n przy czym tn = tnn +
U 1+ 1 , 1
n m _ m o o}
+ T(un ) th =t l(um ).

Warto$cia przeptywu nazywamy liéznoéc zbioru begdacego prze-
ptywem, czyli ilosé ptzemieszczajacych sie obiektdw. Przeptyw
o wartodci maksymalnej w zbiorze wszystkich przeptywdéw dla usta-
lonej sieci pojemnosciowej i w ustalonym przedzjale czasu nazywamy

przeptywem maksymalnym. Przeptyw o zadanej wartos$ci nazywamy
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przeptywem zaspokajajacym. Mozna pokazad, ze przeptyw maksymalny
zawsze istnieje. Zadanie wyznaczania przepitywu zaspokajajgcego

mozna zastgpié¢ odpowiednim zadaniem wyznaczania przepiywu maksymal—
nego. Ograniczymy sig wigc do zadania wyznaczania przepiywu maksymal-

nego. R

0gélny problem wyznaczania przehlywu W sieci-pojemnoéciawej
sformuiujemy nastepujaco: czy dla danej'sieci pojemnosciowej S
istnieje przepiyw o wartoé;i N w przedziale [O,T]? Mﬁzna udowodnic,
ze problem ten jest NP-zupeiny. Stad wynika niecelowo$¢ poszukiwania
wielomianowych algorytméw rozwigzywania zadaﬁia wyznaczania maksy-
malnego przepiywu.

Jedna z metod rozwigzywania zadarfi planowania ruchu obiektdw
w sieci polega na zamianie sieci poczatkowej na jej tzw. odpowiednik
dynamiczny. Metode takg prezentuje np. Ford (1958). W miejsce
kazdego wierzchotka x wprowadzone zostaja wierzchotki x(t)
(t =0,7T). Dla graféw Berge’a tgczy sie wierzcholki x(t) oraz
y(t*) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(x,y) jest tukiem w grafie sieci
pojemno$ciowe] i t; -t o= Tix,y): Wyznaczony w odpowiedniku ‘
dynamicznym statyczny przeptyw zero-jedynkowy odpowiada opisowi
ruchu obiektdw w sieci. Zawsze jednak istnieje wtedy taki statyczny
przepivw maksymalny, Ze odpowiadajacy mu ruch obiektéw przebiega
"bez zahamowan", tzn. ze obiekty w trakcie przemieszczania sig
nie muszg sie zatrzymywac¢. Mozna pokazaé, ze ru;h obiektéw w sieci
pojemncSciowej nie ma takiej wlasnos$ci w przypadku ogdélnym. Wynika
to z faktu, ze sieé pojemnosciowa ma charakter sieci "z pamiecig",
gdyz zajeto$¢ gatezi przebywajgcym tam obiektem obejmuje wiece]
niz jednag jednostke czasu. deowiedﬁik.dynamiczny sieci pojemnos$cio-

wej musi wiec zawieraé luki "przechowujace" informacje od kiedy
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i jak diugo obieki przebywa na gatgzi. Zadanie wyznaczania maksy-
mglnego zero-jedynkowego przeptywu statycznego w takim odpowied-

niku dynamicznym mozna sformutowaé jako zadanie binarnego programowa-
nia liniowego. Mozna udowodni¢, Zze macierz ograniczer takiego

zadania nie jest w przypadku og6lnym catkowicie unimodularna.

Stad wynika, ze z warunkéw»binarnoéci zmiennych zrezygnowacé nie
mozna. .

Odpowiednik dynamiczny sieci pojemnosciowe) mozemy tez wykorzys-
taé w zadaniu wyznaczania wszystkich przeptywéw maksymalnych
w danej sieci pojemno$ciowej i ustalonym przedziale czasu. Tworzy-
my graf zwykly, ktérego wierzchotkami sa drogi prowadzace od odpo-
wiednikéw Zrédia do odpowiednikéw odpiywéw. Krawedziami igczymy
te pary drég, ktére nie moga Jjednoczesnie odpowiadaé ruchowi
réznych obiektéw. Mozna udowodni¢, ze kézdemu najliczniejszemu

~zbiorowi wewngtrznie stabilnemu w tak utworzonym grafie odpowiada
maksymalny przepiywu w ustalonym przedziale czasu w danej siecf
.pojemnoéciowej. Stosujac dowolny algorytm wyznaczania wszystkich
najliczniejszych zbiordw wewnetr;nie stabilnych otrzymamy wigc
‘wszystkie maksymalne przeptywy w sieci pojemnosciowe].

Zadanie wyznaczania maksymalnego przepiywu w sieci pojemno$cio-
wej upraszcza sieg, gdy wszystkie czasy pokonywania gatezi sg iden-
tyczne. Dlé ustalenia uwagi priyjmijmy, ze sa one Jjednostkowe.

Niech 0 (%}y) ; oznaczé zbiér wszystkich gatezi "}aczacych'wierz-
chotek x z wierzchotkiem y grafu G ‘czyli v(x,y) ={L1€U:(x,u,y)e Pﬁ
Rozpatrzmy sie¢ pomocnicza 3, w ktérej & = {W,0 Y jest grafem
Berge’a, gdzie {x,y» € U<¢>WU(x,y) # B. Na tukach grafu G opisana

jest funkcja [ o warto$éciach

Blx,y) = 0x,y)
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W sieci 5 metoda potencjaléw wierzchotkowych wyznaczamy zero-jedyn-
kowy przeptyw f maksymalizujacy funkcjonal
ECEY = (TTebd) o Vo A T (%, )

: <x,yde 0
gdzie v jest Qartoécia przeptywu f. Na podstawie przeptywu f cechu-
jemy Jedynkami i zerami gategzie grafu G w sposéb nastepujacy: :
jezeli (x,y) = 190 , to 1 réznych galezi ze zbioru U(x,y) cechu-
jemy jedynkag, a pozostate ierem. Jezeli F(x,y) = 0 to wszystkie
gatezie zbioru W(x,y) cechujemy zerem. Zauwaznmy, ie takie ocecho-
wanie wyznacza zero-jedynkowy przeptyw statyczny w grafie G z jed-
nostkowymi przepustowo$ciami.Na jego podstawie tworzymy v rozitacz=

p

nych parami drég lgczgcych Zrédio x" z odpiywem xk:

1
n ;0 1 .1 ) n.Tn
N o= <1n, s R Ry SR T OR > v X

i takich, ktérych cechy gatezi sa réwne jednosci. W takim razie

ECBY=(To13s 5 ZV: 1 - :V (T+1 -1 ) :V: r,

n-st’l n=1
Ford (1958) pokazat, ze rnzro dla n'= 1,v. Jezeli r =0, to modyfi-
kujemy przeptyw f oraz ocechowanie gatgzi grafu G tak,'aby otrzymaé
wytacznie drogi on o dlugosSciach nie przekraczajacych T.»Wartoéé
E(f) nie ulegnie oczywiécie zmianie. Kazdej drodze ?” przyporzad-

kowujemy r terminarzy w postaci

SER CEERMN e +1 ddla t = 0,1 -1

L) 3
Mozna teraz udowodni¢, ze zbidér wszystkich par( 3, Tﬁ') Jegt
przeplywem maksymalnym w sieci pojemnosciowe] S W przedziqle czasu

[0,7] o wartoéci E(F). Objekty poruszajace sig w spos6b opisany
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tym przeptywem nie zatrzymuja sie, a2 ponadto sumaryczny czas ich
przebywania w sieci jest minimalny. X

W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ przeplyw w sieci pojemno$cio-
wej, gdy wszystkie wartosci Tku) dla ue-u(x;y) sg identyczne
oraz wszystkie liczby
4
U(x,y)
T(uw)

k(x,y) = (ueb(x,y))

sg naturalne. Metoda potencjaléw wierzchotkowych wyznaczamy

w grafie G przepltyw T maksymalizujgcy tym razem funkcjonat

E(f) = (T+1) + v - E T(x,y) - £(x,y)
<x,y> el
traktujgc wartosci funkcji k jako przepustowosci tukdéw. Na podsta-
wie przepiywu i wyznaczamy podobnie jak powyzej przepilyw w sieci
pojemno$ciowej o wartosci E(T).rNiech

ln

8 6 .. s-1 s{af
Loz To+d = ) FR l(xn s xn).
s =1

Wartosé E(?3 mozna brzedstawié w postaci
o N :
E(f) = E N kn- T,
n=1

Kazdej drodze J& przyporzadkowujemy kn o réznych par marszruta-
terﬁinarz} pfzy czym wstéd nich wystepuje L réznych terminarzy
"przesunigtych" wzgledem siebie o jedna jednostke czasu, a kazdemu
terminarzowi odpowiada kn rozltgcznych parami marszrut. Ruch obiek-
téw przemieszczajacych sie zgodnie z tym przeptywem ma podobne
wiasnosci jak w przypadku sieci pojemno$ciowe]j z identycznymi

czasami przemieszczania sie. Powstaje pytanie, czy tek wyznaczony

przeplyw jest przeptywem maksymalnym w sieci pojemno$ciowej.




Okazuje sig, ze nie musi tak by¢. Warunkiem wystarczajacym na
to, aby ten przeptyw byl maksymalny jest istnienie funkcji
A: W~ {0,1,..,T'+'1 i o0 nastgpujacych wiasnosciach:

oA(xP) =0, K(xK)=T+1 s

L ly) - d(x)ﬂ( T(x,y) D> F(x,y) =0

A(Y) = K () > Tlx,y) = Flx,y) = kix,1) A %&eﬁ
§ X,y

N

Dla ustalonégo przeptywu f i acykliczneéo w sensie drdég
grafu. G w prosty sposéb mozna sprawdzié spe;nienie powyzszego wa-
runku.

Gdy'G nie jest grafem acyklicznym w sensie drég, to mozemy
przyjaé procedure polegajacg na "rozrywaniu" wszystkich drég
cyklicznych.‘WSzystkie drogi’cykliczne mozna wyznaczy€ étosujac
np; algorytm Lejfmana wyznaczania wszystkich skladowych silnéj
spéjnosci w grafie 6. Jezeli funkcja & o ﬁostdlowanych wtasnog-
ciach nie istnieje, to mozna pokazaé, ze dla duzych wartosci T
przeptyw wyznaczony w opisany sposéb jest dobrym przyblizeniem

przeptywu maksymalnego. Méwiac Scisle graniézna intensywnos¢ tego

przeplxwu ; : i E(T)
‘ T Seerr )

jest réwna wartosci maksymalnego przeplywu statycznego w sieci

z grafem G i przepustowo$ciami okre$lonymi. funkCJa k.

Wystepuja tez inne przypadki szczegélne, w ktérych w stosunko—
wo prosty sposéb mozemy wyznaczyé przeptyw maksymalny w sieci pojem-
nosciowe]. Zachodii to np. gdy D= 1 dla wszystkich n lub gdy
dlugos¢ kazdej drogi w sieci pojemnosciowe] jest wieksza od

T - min T(u)
u
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Praktycznie wigc mozemy dla wyznaczenia rozwigzania suboptymalnego
zadania maksymalizacji przepitywéw w sieci pojemno$ciowe] zastoso-

wa¢ odpowiedniag kombinacje rézinych metod modyfikujac etapowo sied

wyjsciowa tak, aby speinié¢ warunki potrzebne do zastosowania kolej-

nej metody. Po wyznaczeniu przepiywu mozemy poréwna¢ jego wartosc
z oszacowaniami gérnymi. W przypadku réwnosci otrzymany przepiyw

jest przeplywem maksymalnym. Oszacowaniem gérnym moze byé przykia-

dowo iloczyn T i wartoéci maksymalnego przeptywu statycznego w sieci,

ktérej graf jest identyczny z grafem sieci pojemnoéciowej, a prze-

pustowos$ci gatezie sa.réwne odwrotnoéciom czaséw ich pokonywania.
Gdy rdéznica miedzy oszacowaniem gérnym a wartoscig otrzymane-

go przepilywu jest niézaddwalajaco duza, to otrzymane rozwigzanie

mozemy poprawié metoda przegladu bezpogredniego.
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