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3. Optymalizacja w transporcie 
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3.1 

PR Z EPŁYWY W SIECIACH POJEMNOSCIOWYCH 

Andrzej CHOJNACKI 

Wydział Cybernetyki 

Wojskowej Akademii Technicznej 

01-489 Warszawa 

W referacie przedstawiono podstawowe pojęcia i metody 

dotyczące szczególnego przypadku sieci formaln ych, w których 

rozpatruje się , przepływy dynamiczne przy pojemnościowych charak­

terystykach gałęzi . Podano definicje : sieci pojemnościowej, 

przepływu, przepływu maksymalnego oiaz zaspokajającego. Omówiono 

niektóre metody wyznaczania przepływG maksymalnego dla przypadków 

szczególnych, zwracając uwagę na NP-zupełnciść problemu ogólnego. 

Przedstawiono ideę zastosowania odpowiednika dynamicznego sieci 

pojemnościowej do wyznaczania wsŻystkich przepływów maksymalnych. 

Sform~łowano warunki wystarczające do tego, ~by przepływ wyznaczo~ 

ny z wykorzystaniem metody potencjałów węzłowych - był przepływem 

maksymalnym. 

W iiteraturze zagadnienia przepływów w sieciach występuję 

najczęściej w ujęciach, pozwalających na ich następującą in~erpre­

tację: 

. . 
- sieć formalna jest modelem sieci trarisportowej, ~ której 

przemieszczana jest materia , energia , informacja itp . . z pewną 
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·intensywnością stałę w czasie przesyłania; modele takie ro z­

patruję np. Ford i Fulkerson (1962), 

- sieć formalna jest modelem sieci transportowej, w której prze­

syłane sę porcje m8terii, informacji itp., przy czym ustalone sę 

czasy ich przemieszczania na gałęziach sieci, a kolejne porcje 

przesyłane mogę być w stałych odstępach czasu; model taki 

pr ez entuje Ford (1958), 

- sieć formalna jest mod elem sieci drogowej, po której poruszaję 

się pojed yńcze obiek ty, przy czy m usta lon e sę czasy ich przemiesz­

czania się dla poszczególnych gałęzi i wierzchołków sieci; ruch 

każdego obiektu powoduje niedostępność pewnych elementów sieci 

dla ru ch u~nnych obiektów; takie podejście przedstawiaję 

Kaszubowski i inni (1970 ) . 

Przedstawione w referacie sieci pojemnośc iow e mogę z kolei 

mieć interpretację następ ujęcę: 

- sieć formalna jest modelem sieci drog owej; 

- poruszaję się po niej obiekty punktowe ; 

ustalone sę minimalne czas y pokonywania gałęzi sieci przez te 

obiekty; 

- gałęt sieci jest niedostępn~ dla innych obiektów wtedy, gdy 

znajduje się na niej (a niekoniecznie porusza) dowolny obiekt. 

Rozważania przedstawione w referacie rozszerzone sę w pracy 

Chojnacki~go (1987), gdzie znajduję się -dowody odpowiednich 

twierdzeń i uzasadnienia wniosków. 

Kluczowym pojęciem w teorii przepły~ów w sieciach jest 

pojęcie przepustowości interpretowanej jako zdolność do prze­

mieszczani~ ~aterii, energii, informacji itp . w jednostkach 

czasu. Przez przyjęcie stałej przepustowości zakłada się więc 
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jak gdyby stały (bez zahamowań) proces przemieszczania się określo­

nego dobra. Własności takiej ni~ ma np. transport kolejowy, gdzie 

wzajemne uwarunkowania elementów sieci kolejowej mogę . wymuszać 

zatrzymywanie się pocięgów, gdy jakiś inny pociąg znajduje się 

na elemencie sieci kolejowej i niekoniecznie porusza . Elementy 

sieci kolejowej sę scharakteryzdwane ilością pocięgów, które mogę 

na nich jednocześnie przebywać - sę jak gdyby ustalone ich "pojemnoś­

ci". Sieć pojemnościowa jesf to więc taka sieć, której elementy 

scharakteryzowane sę pojemnościami określajęcymi ile maksymalnie 

obiektów może przebywać na tym elemencie. Można pokazać, że sieć 

pojemnościowa z dowólnymi pojemnościami dla potrieb wyz naczania 

przepływów zastępiona może być odpowiednią siecię z pojemnościam~ 

jednostkowymi. Do takich sieci ograniczymy się w niniejszym refera­

cie . Rozpatrywać będziemy ruch obiektów po sieci między dwoma 

wyróżnionymi jej wierzchołkami. 

Formalnie sić pojemnościowa jest to graf G = (W, U, P) */, 

w którym wyróżniono wierzchołek xP zwiny fródłem i wierzchołek 

xk zwany odpływem oraz . na gałęziach którego określona jest funkcja 

o wartościach naturalnych. Wartości tej funkcji . nazwiemy czasami 

pokonywania gałęzi. 

Przepływ w tak zdefiniowanej sieci pojemnościowej w przedziale 

czasu [O,T) opisuje przemieszczanie się obiektów po gałęziach 

sieci od fródła do odpływu w tym przedziale czasu ; Może być więc 

określony podaniem liczby N przemieszczających się obiektów, ich 

trasami i ter~inarzami . Trasa µn n-tego obiektu jest m,rszrutę 

skierowaną łęczęcę wierzchołki xP oraz xk, czyli 

*/ wszystkie używane w referacie pojęcia z zakresu teorii grafów 

f sieci bazuję na defi~{cjach przedstawionych .w pracy Korzana(1978r~ 
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µn = <)5~, 1 
un, 

1 
xn' .. . 

1 n -
·_ .. 'un ' X>) 

1 k przy czy m o = X P n s . 
w dla ½ U~€ X X X xn e s = ; u n n 

s ½ (. s-1 . X 
' n ' 

s 
un, X~>€ p dla s = ½· 

Terminarz T n-tego obiektu jest to ciąg momentó1, " w ejścia" n 

obiektu na kolejne gałęzie marszruty: 

1 
Tn =(t~, t~ , . .. , t/ > gdzie t~€:Jiufo j 

dl a 

tego 

Przepły1, w sieci pojemnościowej S ~1 przedziale [o, T] b ę dzie 

to więc zbiór pusty (gdy żadne obiekty nie przemieszczają się ) 

lub zbiór 

spełniający warunki fizycznej realizowalności: 

ts+l _ ts '-'r( s) 
n n // un 

t 1 'O n t7 

1 1 
t n + 't (u n ) -' T-

n . n 

oraz warunki nieprzekroczenia jednostkowej pojemności gaięzi: 

[(u~ = u~)I\ (n f. m)) ~ [Ct~ ~t~+l) v (t~+l ~ t~)] 

dla n,m = D"; q = l,lm 

1 +l 
t m 

m 

1 
t m + 

m 

1 +l 
s = ·l,ln przy czym tnn 

1 
'( ( u r;J). 

m 

1 
= t n 

n + 

Wartością przepływu nazywamy liczność zbioru będącego prze­

pływem, czyli ilo~ć przer.1ieszczających się obiektów. Przepływ 

o wartości maksymalnej ~ zbiorze wszystkich przepływów dla usta­

lonej sieci pojemnościowej i w ustalonym przedziale czasu nazywamy 

przepływem maksymalnym. Przepływ o zadanej wartości nazywamy 
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I 

przepływem zaspokajającym. Można pokazać, ze przepływ maksymalny 

zawsze istnieje . Zadanie wyznaczania przepływu zaspokajającego 

moż na zastąpić odpowiednim zadaniem wyznaczania przepływu maksymal­

nego. Ograniczymy się więc do zadania wyznaczania przepływu maksymal­

nego. 

Ogólny problem wyznaczania przepływu w siec,i pojemnościowej 

sformułujemy następująco: czy dla danej sieci pojemnościowej S 

istnieje przepływ o wartości N w przedziale [o,T]? Można udowodnić, 

że problem ten jest NP-zupełny . Stąd wynika niecelowość poszukiwania 

wielomianowych algorytmów ' rozwiązywania zadania wyznaczania maksy­

ma lnego przepływu. 

Jed na z metod rozwiązywa nia zadań planowania ruchu obiektów 

w sieci polega na zamianie sieci początkowej na jej tzw. - odpowiednik 

dynamiczny. Metod~ taką preze ntuje np. Ford (1958). W miejsce 

każ dego wierzchołka x wpro wa dzone zostają wierzchołki x(t) 

(t = "1i:T). Ola grafów Berge'a łączy się wi erzchołki x(t) Ó~az 

y(t') wtedy i tylko wtedy, gdy (x,y) jest łukiem w grafie sieci 

pojemnościowej i t• - t = tcx,y); Wyznaczony w odpowiedniku 

dy nami czn ym statyczny przepływ zero-je~ynkowy odpowiada opisowi 

r uchu obi ektów w sieci. Zawsze jednak istnieje wtedy taki statyczny 

przepływ maksymalny, że odpowiada jący mu r uch obiektów przebiega 

"bez zah amowań", tzn. że obiekty w trakcie przemieszczania się 

nie musz ą się zatrzymyw ać. Można pokazać, ż e ruch obiektów w sieci 

pojemnościowej ni e ma takiej własności w przypadku ogólnym. Wynika 

to z faktu, że sieć pojemnościowa ma charakt"er sieci "z pamięcią", 

gdyż zaję tość gałęzi pr zeb ywającym tam obiektem obejmuje więcej 

niż jedną jednostkę czasu. Odpowiednik,dynamiczny sieci pojemnościo­

wej musi więc zawierać łuki "przechowujące" informację od kiedy 
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i jak długo obiek t przebywa na ga łę zi. Zadanie wyz na czania maksy­

malnego zero-jedynkowego przepływu statycznego w t ak im odpo wied-

niku dynamicznym można sformułować jako zadanie binarn ego programowa­

nia liniowego. Można udowodnić , że macierz ograniczeń takiego 

zadania nie jest w prz ypadku ogólnym całkowicie unimodularna. 

Stęd wy nika , ż e z warunków binarności zmiennych zrezygnować nie 

można . . 

Odpowiednik dynamiczny sieci pojemnościowej możemy też wykorzys­

tać w zadan iu wyz nacza~ i a wszystkich p r zepł ywów maksymalnych 

w danej sieci pojemnościowej i ustalonym przedziale czasu. Tworz y­

my graf zwykły, którego wierzchołkami sę drogi prowadzęce od odpo­

wied~ików tródła do odpowiedników odpływów . Krawędziami łęcz y my 

te pary dróg, które nie mogę jednocześnie odpowiadać ruchowi 

różnych obiektów . Można udowodnić, że każdemu najliczniejszemu 

zbiorowi wewnętrznie stabilnBmu w tak utworzonym grafie odpowiada 

maksymalny przepływu w ustalonym przedziale czasu w danej sieci 

pojemnościowej. Stosujęc dowolny algorytm wyznaczania wszystkich 

najliczniejszych zbiorów wewnętrznie stabilnych otrzymamy więc 

· wszystkie maksymalne przepływy w sieci pojemnościowej . 

Ządanił wyznaczania maksymalnego przepływu w sieci pojemnościo­

wej upraszcza się, gdy ~szystkie czisy pokonywania gałęzi sę iden­

tyczne . Ola ustalenia uwagi przyjmijmy~ że sę one j~dnostkowe . 

Niech Il (li",y) oznacza zbiór wszystkich gałęzi "łęczęcych"wierz-

chałek x z wierzchołkiem y grafu G ·czyli ll(x,y) =fu ,u,<x, u, y,>E PJ. 

Rozpatrzmy sieć pomocni czę S, w- której G = (W, O) jest grafem 

Berge'a,gdzie <x,y) E. U<=>lll( x,y) f 0. Na łukach grafu G opisana 

jest funkcjaµ o wartościach 

µ ( X ' y ) = ~ • 

-I 
I 
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W sieci S metodą potencjałów wierzchołkowych wyznaczamy zero-jedyn­

kowy przepływ l maksyma}izujący _ funkcjonał 

E( i) = CT-+- 1). v - ~ · r(x,y), 

(x,Y)G U 

gdzie v jest wartością przepływu f. ~a podstawie przepływu l cechu­

jemy jedynkami i ierami gałęzie graf u G w sposób następujący: 

jeżeli l(x,y) 1) O , to 1 różnych gałęzi ze zbioru U[x, y) cechu-

jemy jedynką, a pozostałe zerem. Jeżeli l(x , y) =Oto wszystkie 

ga ł ę zie zbioru W(x,y) cechujemy zerem. Zauważmy, że takie ocecho­

wanie wyznacza zero-jedynkowy przepły~ statyczny w grafie G zjed­

nostkow ymi przepustowościami.Na jego podstawie tworzymy v rozłącz~ 

nych parami dróg łączących tródło xP z odpływem xk: 

i takich, których cechy gałęzi są równe jedności. W takim razie 

V 

ECl)=(T+l) · v - L ln 
n = 1 

v 
2 ( T-+-1 

n = 1 

v 
-ln)= C: rn 

n = 1 

Ford (195 8) poka-zał , że r,;_, O dla n = 1, v. Jeżeli rn=O, to modyfi­

kujemy przepływ f oraz ocechowanie gałęzi grafu G tak, aby otrzymać 

wyłącznie drogi ~tł o długośc iach nie przekra~zających T. Wartość 
E(f) nie ulegnie oczywiście zmianie. Każdej - drodze :;~ przyporząd­

kowujemy rn terminarzy w post~ci 

T~ = <t, t+l, t-+-2., .. .. _.., t ·+ln)dla _t = __ O,rn'-1 

M_ożna teraz udowodnić, że zbiór wszystkich par.( :r·, T~ > jest 

przepływem maksymalnym w sieci pojemnościowej S w przedziale czasu 

[o,T] o 1~arto _ści E(!) . Ob,.iekty - poru·szające s1ę w sposób opisany _ 
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tym przepływem nie zatrzymuję się, a pona dt o sumaryczny czas ich 

przebywa nia w sieci jeit minimaln y. 

W podobny sposób można wyznaczyć przepływ w sieci pojemnościo­

wej, gdy wszystkię wartości 'L(u) dla ue- U(x,-y) sę ident yczne 

oraz wszystkie · liczby 
-== 

k(x,y) = U(x,y) 
(u4':ll(x,y)) 

't' (u) 

sę naturalne . Metodę - potencjałów wierzch ołkowych wyznaczamy 

w grafie G przepływ 1 maksymalizujęcy tym razem funkcjonał 

E(f) = ( T+l). V - r== 'i:'cx,y). f(x,y) 
(x , y)eO 

trak tujęc wartości funkcji k jako przepustowości łuków . Na podsta­

wie przepływu f wyznaczamy podobnie jak powyżej przepływ w sieci 

pojemnościowej o - wartości E(!). Niech 

ln 
r n. = T + 1 - ~ 

s =· 1 

Wart ość E(Y~ można przedstawić w postaci 

N 
E(f) ~ k r 

. L,___, n n 
n = 1 

Każdej drodze · J" przyporzę dko1;ujemy k • r ró ż n y ch par marszruta-n n 
t erminarz, przy czym wśród nich występuje rn różnych terminarzy 

"przesuniętych" względem siebie o jednę jednost kę czasu, a każdemu 

terminarzowi odpowiada kn rozłęcznych parami marszrut . Ruch obiek­

t~~ przeMieszczajęcych się zgodnie z tym przepływem ma podobne 

wł asności jak w przypadku sieci pojemnościowej z identycznymi 
. -

czasami przemieszczania się . Powstaje pytanie, czy tek wyznaczony 

przepływ jest pr~epływem maksymilnym w sieci pojemności6wej. 
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Okaz uj e się, że ni e musi tak _ b y ć . Waru nki em wys tar c zając y m na 

t o , ab y ten pr z ep ł y w b y ł maks yma l ny j es f _i stnien i e f un kcji 

oC.: W - f 0 , 1 , .. , T +· 1 j o _ nas t ępujących własnościa ch : 

c{ ( x P ) = O, o( (x k ) :' T + 1 

c:J.( y) -d... Cxt( l(x, y) ~ -H x, y ) = O 

cf...( y ) - cf.. (x) 'j l (x,y) => f( x, y ) = k ( x_, y- ) A o(( y) = c:( (x) ~ Jl 
f( x, y ) 

Ola ustalonego przepływu f i acy klicznego w sensie dróg 

grafu .. G w. prosty sposób można _ sprawdzić spełnienie pow y ższego .wa­

runku . 

Gdy Gnie jest -grafem acyklicznym w sensie dróg , t~ możemy 

przyjęć procedurę polegającą na "rozrywaniu" wszystkich dróg 

cyklicznych. ,Wszystkie drogi cykliczne można wyznaczyć stosując 

np. algorytm Lejfmana wyznaczanla wszystkich składowych silnej 

spójności w grafie G. Jeżeli funkcja ot o postulowanych własnoś­

ciach nie istnieje, to można pokazać, że dla dużych wartości T 

przepływ wyznaczony w o~isany sposób jest dobrym przybliżeniem 

przepływu maksymalnego. Mówiąc ściśle graniczna intensywność tego 

przepływu 
lim 

T - c.o 

E(f) 

T 

jest równa wartości maksymalnego przepływu statycznego w sieci 

z grafem G i przepustowościami określonymi . funkcję k. 

Występują też inne przypadki szczególne, w których w stosunkó­

w• prosty sposób możemy wyznaczyć przepływ maksymalny w siec~pojem­

nościowej. Zachodzi to np. gdy rn = 1 dla wsiystkich n lub gdy 

długość każdej drogi w sieci pojemnościowej jest większa od 

T - min l(u) 
u 



- 115 -

Praktycznie więc możemy dla wyznaczenia rozwiązania suboptymalnego 

zadania maksymalizacji przepływów w si eci pojemnościowej zastoso-

wać odpowiedni ą kombinację różnych metod modyfikując etapowo sieć 

wyjściową tak , aby spełnić warunki pot rz ebne do zastosowania kolej-_ 

nej metod y. Po wyz na cżeniu przepływu możemy porównać jeg~ wartość 

z oszacowaniami górnymi. W przypadku równości otrzymany przepływ 

jest przepływem maks ymalnym . Os zacowan iem górnym może być przykła ­

dowo ilo czyn Ti wartości ma ksyma lnego prze pływu statycznego w sieci, 

kt órej graf jest identyczny z grafem s ieci pojemnościowej, a prze­

pustowości gałęzie są równe odwr o tno ściom czasów ich pokonywa nia . 

Gdy różnica między oszacowaniem gór nym a wartością otrzymane­

go przepływu jest niezad~wa la jąco duża, to otrzymane rozwiązanie 

mo ż emy poprawić metodą przeglądu bezpośredniego . 
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Wojstowa Akademia Techniczna 

doc .dr hab.inż . Maciej Sysro 
Instytut lnformatyti UWr. 

lt{@liili)D~DOO li'@~ii~oonoooo 
PIZEWODIICZĄCT 

dr l'ladyslaw Świtalski 
laledn CJberHtJti i Badai Opencyjnycl UW 

dr inż. Janusz (acprzyk 
l1st7t1t Badali Systeaowycl PAI 

doc .dr hab.Henryk Sroka 
Atadeaia Etoaoaicz11 w latowicacl 

CllOIIOWIE 

dr inż. Marek Malarski 
llstytut Tn1sport11 Pł 

dr inż. Leon Słomiński 

llstytut Badai Systemowych PAii 
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