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4.3 

ALGORYTMY APROKSYMACYJNE DLA PROBLEMU 1jrj,qjjCmax 

ZE ZMI.ENNYMI -CZASAMI WYKONYWANIA ZADAŃ 

Eugeniusz Nowicki 

Inst.yt,ut. Cybernetyki Technicznej 

Politechnika Wrocławska 

ul. Janiszewskiego 11 -17 

50-370 Wrocław 

W pracy bada się jednomaszynowy problem szeregowania niepo-

dzielnych zadań z niezerowymi moment.ami got.owości i .t.zw . koń-

c6wkami. Przyjmuje się, :te czas wykonywania zadania mo:tna zmie

niać w pewnym przedziale oraz :te koszt. wykonywania zadania jest. 

liniowa funkcja t.ego Czasu. St.awia sie problem wyboru kolejności 

wykonywania zadań oraz ich czasów, t.ak by minimalizować globalny 

koszt. będacy suma dwóch składników: koszt.u zwiazanego z czasem 

zakończenia wykonywania wszyst.kich zadań i sumarycznego kosztu 

wykonywania zadań. De, rozwiazania t.ego problemu proponuje sie 

algoryt,m aproksymacyjny i przeprowadza analizę eksperyment.alna na 

wielu losowo wybranych przykładach. 

1. Wst.ep 

W pracy rozwa:ta się jeden z podstawowych problemów teorii 

szeregowania wyst.ępujacy w dyskret.nym procesie produkcyjnym z je

dnym gniazdem kryt,ycznym. Problem t.en, notowany za Grahamem i in. 

C1979) jako: 1jrj,qjjcmax' polega na znalezieniu kolejności wyko

nywania zadań minimalizuj acej czas zakończenia wykonywania wszy-
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stkich zadań CCmax) - przy zał ożeniu ich niepodzielności, nieze

rowych momentów gotowości do wykonywania oraz występowaniu tzw. 

końcówek. Waga tego problemu wynika także z faktu, że wykorzystu

j e się go przy wyliczaniu dolnych ograniczeń bardziej złożonych 

problemów szeregowania. Graham i in. (1979) pokazali, że jest on 

silnie NP-trudny. Aktualnie najlepsze algorytmy wyznaczajace roz

wiązanie optymalne przedstawili: Carl-i er (1982), Grabowski i in. 

(1986) a algorytmy aproksymacyjne: Schrage (1971) i Potts (1980) . 

W tej pracy w odróżnieniu od "klasycznych" sformułowań za

kłada się, iż czasy wykonywania zadań można zmieniać w sposób 

ciągły w pewnym przedziale. Zmiana ta implikuje różny koszt wyko

nywania zadań i w konsekwencji, oprócz tradycyjnego wskażnika 

jakości uszeregowania, pojawia się nowy, będacy sumarycznym kosz

tem wykonywania zadań. Przyjmuje się, że wskażnik ten liniowo 

zależy od czasów wykonywania zadań. Jako kryterium globalne wy

biera się kombinacje liniowa czasu zakończenia wykonywania wszy

stkich zadań i sumarycznego kosztu ich wykonywania. Przyjęcie ta

kiego modelu zadania, analogicznego jak w problemach PERT/koszt, 

Elmaghraby (1977), jest niezbędne szczególnie w tych wypadkach, 

gdy do wykonywania zadania na maszynie potrzebne sa jeszcze do

datkowe zasoby nieodnawial·ne, podzielne w sposób ciagły, których 

użycie w odpowiedniej ilości zmienia czas oraz koszt wykonywania 

zadania. Model ten dla innych problemów szeregowania był badany 

przez wielu autorów. Analizę otrzymanych wyników przedstawiono w 

pracach przegladowych: Nowicki i Z.drzałka (1986), Nowicki i 

Z.drzalka (1987). 

Omówiony powyżej problem jest silnie NP-trudny i dlatego do 

jego , rozwiazania proponuje się algorytmy aproksymacyJne. Idea 

tych algorytmów polega na minimalizacji dolnego ograniczenia ba-
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danego kryt,erium. Następnie dla wybranego algoryt,mu przeprowadza 

się analizę eksperymentalna., która potwierdza jego praktyczna. 

przydatność Cdttta dokładność produkowanego rozwia,zania i stosun

kowo niewielki czas obliczeń) . 

Praca był a części owo finansowana przez RP. I . 02 "Teoria s te-· 

rowania i optymalizacji układów dynamicznych i procesów dyskret

nych". 

2. Sformułowanie problemu i podstawo we własności 

Dany jest zbiór n niezależnych zadań ponumerowanych kolejno 

1,2, . .. ,n, które należy wykonać" na jednej maszynie. Zakładamy, 

że: Ci) maszyna w każdej chwili czasowej może wykonywać nie wię

cej niż jedno zadanie oraz zadania wykonywane sa bez przerwań, 

Cii) zadanie j jest gotowe do wykonywania w c hwili rj2:0, j=l,2, . . 

. . ,n , Ciii) czas wykonywania zadani a j na maszynie jest równy 

pj=aj-xj, 0:Sxj:Suj, gdzie xj określa skróceni e normalnego czasu 

wykonywania aj' zaś uj CO:Suj:Saj) maksymalne skrócenie tego czasu, 

j=1,2, ... ,n, Civ) zadanie j jest uważane za wykonane po upływie 

czasu qj2:0 od momentu zakończenia jego wykonywania na maszynie, 

j=l,2, ... ,n. Niech n=CnC1), •. . ,nCn)) określa permutacje elementów 

zbioru <1, ... ,n>, n - zbiór wszystkich takich permutacji, a X= 

<x=Cx1 , ... ,xn): 0:Sxj:Suj' j=1, . . . ,n> - zbiór wszys{kich dopuszcza

lnych wektorów skróceń czasów wykonywania zadań na maszynie. Oz 

naczmy przez CmaxCn,x) minimalny moment zakończenia wykonywania 

zadań; przy spełnieniu Ci)-Civ), dla kolejności wykonywania zadań 

określonej przez n oraz czasów wykonywania pj=aj-xj, j=1, . . . ,n. 

Zac hodzi 

(1) 
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Przyjmujemy, że koszt. skrócenia czasu wykonywania zadania j 

na maszynie o xj jednost.ek równa się cjxj' gdzie cj~O oznacza 

jednost.kowy koszt, skócenia. Przyjmujemy dalej, że globalny koszt, 

KCn,x), dla ust.alonej permut.acji nefl oraz wekt.ora skróceń xeX 

j e st, równy koszt.owi zwiazanemu z długości a uszeregowania 

CCmaxCn,x)) plus sumaryczny koszt, wykonywania zadań na maszynie, 

t.zn. ma post.ać 

(2) 

gdzie w~O jednost.kowy koszt. zwiazany z długościa uszeregowania. 

Ost.at.ecznie problem formułujemy nast.ępujaco: 

Znależć kolejność wykonywania zadań n*en oraz wekt.or skróceń 

x*eX spełniaja.ce 

.. .. ' KCrt , x ) = min CKCn,x): nefl, :x:eX). (3) 

Sformułowany powyżej problem jest, silnie NP-t.rudny, Wynika 

t.o z fakt.u, iż szczególny jego przypadek z uj=O, j=1, .. ,n jest, 

równoważny silnie NP-t.rudnemu problemowi 1 Ir j ,qj ICmax· Zauważmy 

ponadt.o,że podobnie jak dla innych problemów szeregowania, Nowi

cki i Zdrzałka (1988), nie zmiejszajac ogólności rozważań można 

przyjać cj<w, j=1, .. . ,n. Rzeczywiście, jeżeli dla pewnego j, .. .. .. 
cj~w. t.o ist.nieje rozwiazanie opt.ymalne Cn ,x) z xj=O. St.ad dla 

t.ych j, dla kt.órych ej~"' można określić nowa t.rójke uj, aj, 

t.aka, że aj=aj' uj=O a jako ej przyjać dowolna liczbę z CO,w). 

2. Dolne ograniczenia 

c' 
j 

Różne post.acie dolnych ograniczeń minimalnej wart.ości glo

balnego koszt.u można ot.rzymać przez odpowiednie relaksacje warun

ków Ci)-Civ). W szczególności jedna z najbardziej narzucajacych 
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się relaksacji i w konsekwencji postaci dolnego ograniczenia 

CLBO) jest dopuszczenie podzielności zadań. Jednak::!:e, złożoność 

obliczeniowa otrzymanego wtedy problemu jest, aktualnie ot.wartym 

problemem. 

Z kolei, podobnie jak w pracy Nowicki i Z.drzałka C1987) dla 

wielomaszynowych problemów permutacyjnych, wykorzystujac oczywis

ta nierówność "min max S max min" dostaniemy nastepujaca postać 

dolnego ograniczenia 

LB1 = min wMC Cn,x'), 
nel1 max 

C 4) 

gdzie 

(5) 

Poniewa::!: wyliczenie wart.ości LBl jest. problemem silnie NP-trud

nym, to relaksujac . niepodzielność zadań dostaniemy dolne ograni

czenie postaci 

(6) 

gdzie cmaxCx') oznacza minimalna wart.ość runkcji celu dla proble-

mu 1lrj,qj,pmt.n1Cmax z czasami wykonywania zadań 

j=1, ... ,n. Problem notowany jako: 

maszynowym problemem szeregowania podzielnych zadań z niezerowymi 

terminami _ gotowości, z końcówkami zadań oraz z kryterium typu: 

czas zakończenia wykonywania zadań. Do jego rozwiGzania istnieje 

algorytm wielomianowy, Carlier (1982), o zło::!:oności ocn2). 

Wykorzystuj ac relaksacje wart.ości qj, tzn. przyjmujac nowe 

wartości qj=minlSiSn ą1 , j=l, ... ,n dostaniemy kolejne dolne ogra

niczenie 

LB3 min KrCn,x) + min qj. 
nel1,xeX 1SjSn 

(7) 



- 190 -

Podobnie relaksując wartości rj otrzymamy 

LB4 min 
rre!1, xeX 

K Crr,x) 
q 

+ min r . 
1~j~n j 

(8) 

Wielkość KaCrr,x), aeCr.q> jest równa KCrr,x) odpowiednio przy za-

łożeniu, Do rozwi azani a 

zadania minrre!1,xeX KaCrr,x), ae<r,q> Nowicki i Zdrzałka (1987) po-

dali algorytm wielomianowy Przykładowo dla 

a=r permutacja bedaca jego rozwiązaniem jest permutacja wg. nie

malejących rj a optymalny wektor skróceń wylicza się wg. pewnego 

algorytmu zachłannego. 

3. Algorytm aproksymacyjny 

Wykorzystując jedna z postaci dolnych ograniczeń C4),C7), C8) 

można zaproponować algorytm aproksymacyjny A dla zadania (3) po-
A . . 

legający na wyznaczeniu permutacji rr będaceJ rozwiązaniem odpo-

wiedniego problemu optymalizacyjnego i _następnie na wyznaczeniu 

xAeX spełniającego : KCrrA,x~ = minxeX KCrrA,x)_ Szczególnie przy

datna wydaje się · tutaj postać (4), która w odróżnieniu od (7), 
• A 

CS) uzależnia n od wartości rj i qj , j=1, ... , n. Jednakże wyzna-

czenie tej permutacji w tym wypadku jest problemem silnie NP

t rudnym i dlatego do tego celu proponujemy zastosować jeden z 

najlepszych algorytmów przybliżonych - algorytm Schrage, Schrage 

C1971), Car li er (1982) . W konsekwencji pi-oponujemy następujący 

algorytm aproksymacyjny A do rozwiązania zadania (3): 

Algor-ytm A 

Krok 1. Wylicz xj ,j=1. ... , n wg.<5). 

wyznacz rrAert minimalizujące 

niach rrell. · 

st.osujac algorytm Schrage 

CmaxCrr,x•,, przy ogr-anicze-
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Krok 2. Wyznacz xAeX rninimalizujace KCnA,x), przy ograniczeniach 

xeX. 

Wyliczenie wielkości xj, j=1, ... ,n w kroku 1. wymaga CX:n) 

czasu a wyznaczenie nA <Xnlogn), Carlier (1982) . Stad złożoność 

obliczeniowa kroku 1. jest. rzędu CXnlogn). Problem, który należy 

rozwiazać w kroku 2. jest zadaniem programowania liniowego. Można 

go tak:!:e traktować jako pewna modyf'ikacje problemu wyznaczenia 

tzw. krzywej koszt.u proj ekt.u w zadaniach PERT/koszt. Modyf'ikacja 

ta pol ega na tym, że istotn y jest. tylko jeden punkt tej krzywej 

tj. punkt w którym suma jego składowych przyjmuje najmniejsza 

wartość. Jak wiad omo , w zadani ach PERT/koszt rozważa sie projekty 

(siec i czynności) o pisane za pomoca skier o wanego , spójnego i acy

klicznego g raf u G=C I,A), z jednym wierzchołkiem p o czatkowym i je

dnym wierzchołkiem k ońcowym, gdzie 1 =<1, ... ,t) - z biór wierzchoł 

ków (zdarzeń), AclxI - zbiór luków (czynności) . Dl a każdej czyn

ności Ci,j ) EA określa si ę mak s ymal nie s krócony c z as tej czynności 

_lij' n o rmalny c zas uij ora z j ednost kowy koszt s k rócenia ci j' Łat

wo pokazać , :!:e graf projektu odpowi adajacy zadani u z k rok u 2. ma 

postać : t.=2n+2 , A = R U P U Q U Z, gdzie R=<C1 , 2i) : 1:!Si:!Sn), 

P=<C2i , 2i +1) : 1:!Si:!Sn) , Q=<C2i+1 , t.) : 1:!Si:!Sn), Z=<C2i+1 , 2i+2): 

1:!Si:!Sn-1) , l =u =r 
1 , 21 1,2i nACi) • c1 , 2i=O, l =a -u 

2i , 2i +1 n AC i) n AC i) 

1 2i+1,t=u2i+t=qnACi) 

c2i+1,t. = O, i=l, ... ,n ; 1 2i+1,2i+2 = u2i+1 , 2i+2 = c2i+1 , 2i+2 = 0 • 

i=1 , . .. ,n-1 . Biorac powyższe pod uwagę , realizacje kroku 2 . pro-

ponujemy oprzeć na standardowym algorytmie z pracy Elmaghraby 

(1977) wyznaczajacym krzywa projekt.u , po j ego odpowiedniej mody 

f'ikacji dot.yczacej warunku st.opu i wykor zyst.ujacej specyf'iczna. 

postać graf'u projekt.u . Dokładny opis tych modyf' i kac j i pomij a my. 
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Realizacja t.aka jest. realizacja niewielomianowa Cchoć krok 2. 

będac zadaniem programowania liniowego ma zło~oność wielomianowa) 

- jednakże okazała się ona wysoce efekt.ywna. 

W nast.ępnym rozdziale przeprowadzimy analizę eksperyment.alna 

algoryt.mu A wykorzyst.ujac dolne ograniczenia, dla klórych islnie

ja algoryt.my wielomianowe t.zn. LB2, LB3, LB4. 

3. Analiza eksperymenlalna algoryt.mu A. 

Algoryt.m A zesłał zaimplement.owany w języku FORTRAN i prze

leslowany na minikompulerze IBM PC/XT. Schemat. losowania wielko-

ści rj' 

(1982) . 

j=1, ... ,n zesłał zaczerpnięly z pracy Carliera 

Dla każdego n=60,100,160,200 oraz k=1,6,10,16,20,26, 

30,40, ... ,100 wygenerowano 10 przykładów konkrelnych problemów 

C3). ł.aczni:i. przeliczono 660_ przy.Jcładów. Przyjęło w=100. Przy 

określonym n i k, dla każdego przykładu oraz uslalonego j, wylo

sowano 6 liczb rj' yj,zj ' qj, ej' przez generalor o rozkładzie 

równomiernym odpowiednio ze zbiorów {1, ... ,kn}, {1, ... ,26}, 

<1, ... ,25}, <1, ... ,kn>, <1, ... ,60}; przyjęło aj=yj+zj' uj=yj' 

J=1, .. . ,n.Dla każdego przykładu wyznaczano wg. algoryt.mu A nA, xA 

oraz Nast.epnie wyliczano LB2, LB3, LB4, LB= 

max(L92, LB3,LB4> i 

górnym ograniczeniem błedu w-~glednego p=CCKCnA,xA,-K*)/K*)•100¾, 

gdzie K*=Kcn*,x*). Wyniki oblicze_ń przedst.awiono w labeli 1. 

Z analizy labeli 1. wynika, że algoryt.m zachowuje się naj

gorzej dla grupy przykładów określonych przez k=i°O. Srednia ary

lmelyczna SR górnego oszacowania błędu wzgiędnego p jest. wt.edy 

równa 8. 8¾ Cdla n~0). Było · t.o Jednak spowodowane, jak wykazały 

dodalkowe eksperyment.y numeryczne, "słabościa" dolnego ogranicze

nia LB. Eksperymenly le polegały na t.ym, że dla przykładów okreś-



- 193 -

lonych przez k=5.10,15,20 wyliczono LB1 wykorzyslujac algoryt,m z 

pracy Grabowski i in.C1986) i przyjelo LB:=max<LB,LB1}. Pot.ej 

modyfikacji SR nie była większa niż 2¾. Biorac lo pod uwage oraz 

falcl, że czas obliczeń dla n=200 jest. rzedu2 minut., można reko

mendować algoryt,m A do zaslosowań praklycznych . 

n=SO n=100 n=150 n=200 

k SR CPU SR CPU SR CP SR CPU 

1 0.17 9.8 o. 41 35. 2 o. 31 75 . 8 0.55 124.5 

5 2.33 9.9 3 . 37 33.8 3 . 77 70 . 0 2 . 13 100. 7 

10 8 . 80 7.2 7.07 24.5 6. 21 57 . 6 15. 18 84.5 

15 6.35 7.2 5.80 26.5 5. 91 56.0 5 . 72 76.0 

20 2 . 55 5.7 2.44 21. 7 2 . 10 35. 1 1. 90 74.5 

25 0 . 98 4 . 1 o. 21 11. 3 0.64. 28. 0 0.40 41.1 

30 0 . 42 3 . 1 0 . 25 11. 2 0.35 26 . 2 0 . 06 35. 8 

4.0 o. 31 2.6 0.07 9.4 0.08 25.1 0 . 03 35.0 

50 0.02 2.6 0.08 9.1 0 . 02 24..8 0.02 35 . 1 

eo 0.09 2.5 0 . 04 9.2 0 . 03 28. 6 O.Ol 34.2 

70 o. 01 2.5 o. 01 9.2 O. Ol 28.6 0.02 34 . 8 

80 0.03 2.6 0.05 9 . 5 0.00 28.4 o. 01 34.2 

90 0.02 2.6 o. 01 9.3 O.Ol 28.1 0 . 00 34 . 2 

100 0.00 2.5 o. 01 9.0 o. 01 28.1 0 . 01 34.3 

SR - średnia aryt,melyczna z dziesięciu górnych ograniczeń r dla 

odpowiedniego le i n; wyrażona w procent.ach. 

CPU - średnia aryt,melyczna z dziesieciu czasów obliczeń algory-

lmu A dl a odpowiedni ego le i n· wyrażona w sec. 

Tab. 1. Wyniki elesperymenl6w numerycznych 

Lileralura 

1. Carlier J. (1982) The one-machine sequencing problem. Euro

pean J. of Operalional Research, Vol.10, No . 2. pp.42-47. 

2. Elmaghraby S.E. (1977) - Act.ivit.y net.worles. J. Wiley and Sans, 
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Ne w Yor k . 

3 . Grabowski J .• Nowicki E. , Zdrzał ka S . (1986) A błock approach 

f' or single machine scheduling with release dates and due dates 

European J . of' Opera tional Research , Vol . 26, No. 8 , pp.278-285. 

4. Graham R. L., Lawler E. L . • Lenstra J. K .• Rinnoy Kan A.H.G. 

(1 979) Optimization and appr oximation in deterministic sequen

c ing a n d scheduling: a survey, Annals of' Discrete Mathematics , 

Vol.5, pp. 287-326. 

5. Nowicki E . • Zdrzałka S. C1986) Problemy szeregowania ze 

zmiennymi czasami szeregowani a zadań. Zeszyły Naulcowe Polite

c hniki Sląskiej Seria Automatyka. Nr 84, ss.163-176. 

6 . Nowicki E .• Zdrzałka S. (1988) Two-machine f'low shop schedu

ling problem with cont rollable job processing times, European 

J . of' Ope~ational Research, _Vol.34 , pp. 208-220. 

7 . Nowicki E .• Zdrzałka S. (1987) Sequencing- problems with con

trollable job processing times, Raport serii: Preprinty nr 

36/87 , Wydawnictwo Politechniki Wrocławskiej (zaakceptowane do 

druku w Discrete Applied Mathematics). 

8 . Schrage L. C1971) Findning optima! solutions to resource con

strained network scheduling problem, praca niepublikowana. 

9. Potts C . N. C1980) Analysis of' a heuristic f'or one machina 

-..,ith release dates and delivery times, Operations Research, 

Vol. 28, pp. 1436-1441 . 
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