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ALGORYTMY APROKSYMACYJNE DLA PROBLEMU 1 |r -] |C
3" "Tmax

ZE ZMIENNYMI CZASAMI WYKONYWANIA ZADAN

Eugeniusz Nowicki

Instytut Cybernetyki Technicznej
Politechnika Wroctawska

ul. Janiszewskiego 11-17

S0-370 Wroclaw

W pracy bada sie jednomaszynowy problem szeregowania niepo-
dzielnych zada®t z niezerowymi momentami gotowosci i tzw. kon-
codwkami. Przyjmuje sie, 2Ze czas wykonywania zadania mozna zmie-
nia¢ w pewnym przedziale oraz 2e koszt wykonywania zadania jest
liniowa funkcja tego czasu. Stawia sie problem wyboru kolejnosci
wykonywania zadanhn oraz ich czasdw, tak by minimalizowaé globalny
koszt bedacy suma dwdch skladnikdw: kosztu zwiazanego z czasem
zakohczenia wykonywania wszystkich zadan i sumarycznego kosztu
wykonywania =zadanfh. Do rozwiazania tego problemu proponuje sie
algoryi,m aproksymacyjny i przeprowadza analize eksperymentalna na

wielu losowo wybranych przykiadach.

1. Wstep

W pracy rozwaza sie jeden z podstawowych probleméw teorii
szeregowania wystepujacy w dyskretnym procesie produkcyjnym z je-—
dnym gniazdem krytycznym. Problem ten, notowany za Grahamem i in.
C1979) jako: 1 |t“1.qJ 'Cmax' polega na znalezieniu kolejnosci wyko-

nywania zadan minimalizujacej czas zakonczenia wykonywania wszy-
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stkich zadan ccmax)- - przy zato2eniu ich niepodzielnoSc;. nieze-
rowych momentédw gotowosci do wykonywania oraz wystepowaniu tzw.
koncowek. Waga tego problemu wynika tak2e z faktu, 2e wykorzystu-
Je sie go przy wyliczaniu dolnych ograniczen bardziej ziozonych
problemdw szeregowania. Graham i in. (19780 pokazali, 2e jest on
silnie NP-trudny. Aktualnie najlepsze algorytmy wyznaczajace roz-
wiazanie optymalne przedstawili: Carlier (18982), Grabowski i in.
19880 a algorytmy aproksymacyjne: Schrage (1871) i Potts (1980).

W tej pracy w odréznieniu od "klasycznych" sformuiowan za-
ktada sie, 12 czasy wykonywania =zadanh mo2zna zmienia¢ w sposdb
ciagly w pewnym przedziale. Zmiana ta implikuje ré2zny koszt wyko-
nywania zadarh i w konsekwencji, oprécz tradycyjnego wskaznika
Jakosci uszerego.wania. pojawia sie nowy, bedacy sumarycznym kosz-
tem wykonyw‘ania zadanh. PrzyJ{nuJe' sie, 2e wskaznik ten liniowo
zalezy od czasdw wykonywania zadanh. Jako kryterium globalne wy-
biera sie kombinacje liniowa czasu zakonhczenia wykonywania wszy-
stkich zadah i sumarycznego kosztu ich wykonywania. Przyjecie ta-
kiego modelu zadania, ana.l§giczn'ego Jak w problemach PERT/koszt,
Elmaghraby (1977), jest niezbedne szczegdlnie w tych wypadkach,
gdy do wykonywania zadania na maszynie potrzebne sa jeszcze do-
datkowe zasoby nieodnawialne, podzielne w sposéb ciagty, ktérych
uzycie w odpowiedniej ilosci zmienia czas oraz koszt wykonywania
zadania. Model ten dla innych problemdw szeregowania byl badany
przez wielu autoréw. Analize otrzymanych wynikéw przedstawiono w
pracach przegladowych: Nowicki i 2Zdrzaika (19860, Nowicki 1
Zdrzatka C18987). ' ‘

Oméwiony powyzej problem jest s-iln.te NP-trudny 1 dla{ego do
Jego rozwiazania proponuje sie algorytmy' aproksymacyjne. Idea

tych algorytmédw polega na minimalizacji dolnego ograniczenia ba-
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danego kryterium. Nastepnie dla wybranego algorytmu przeprowadza
sie analize eksperymentalna, ktdéra potwierdza jego praktyczna
przydatnos¢ (duza dokitadnos¢ produkowanego rozwiazania i stosun-
kowo niewielki czas obliczerd. ‘

Praca byta czesciowo finansowana przez RP.I.02 "Tecria ste-
rowania i optymalizacji uktadédw dynamicznych i proceséw dyskret-

nych*®.

2. Sformutowanie problemu i podstawowe wiasnosci
Dany jest zbiér n niezaleznych zadarnn ponumerowanych kolejno

1,2,...,n, ktére nalezy wykonad na jednej maszynie. Zaktadamy,

2e: (i) maszyna w kazdej chwili czasowej moze wykonywad nie wie-

cej niz jedno zadanie oraz =zadania wykonywane sa bez przerwan,
Ciid zadanie j jest gotowe do wykonywania w chwili rJZO. J=1y2, .
.sn, Ciiid czas wykonywania zadania j na maszynie jest rdwny
pJ=aJ-xJ. OSXJSUJ. gdzie xJ okresla skrécenie normalnege czasu
wykonywania aJ. zas v.:J (OSuJSaJ) maksymalne skrécenie tego czasu,
Jj=1,2,...,n, Civd) zadanie j jest uwazane za wykonane po upiywie

czasu qJEO od momentu zakonczenia jego wykonywania na maszynie,

j=1,2,...,n. Niech n=(nC1),...,nCn)) okresla permutacje elementdw
zbicru <1,...,n>, 1 ~ 2zbiér wszystkich takich permutacji, a X =
{x=Cx1,. o .an: OSxJSUJ. J=1,....,n> ~ zbidér wszystkich dopuszcza-

lnych wektordw skrécenn czasédw wykonywania zadan na maszynie. Oz-
naczmy przez Cmaan.x) minimalny moment =zakonhczenia wykonywania
zadan, przy spetnieniu Cid-Civ), dla kolejnosci wykonywania zadan
okreslonej przez n oraz czasdw wykonywania pJ=aJ"XJ » Ji= ke s e
Z2achodzi

i

2
C _(nx0 = max (5 +Z ~. Ca -x d+g ).
max 15115125n rtC.'I.i) i= 1 nCid “nlid rr(12>
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Przyjmujemy, 2ze koszt skrdcenia czasu wykonywania zadania j
na maszynie o x‘1 Jjednostek réwna sie CJXJ' gdzie cJZO oznacza
jednostkowy koszt skécenia. Przyjmujemy dalej, 2e globalny koszt
KCr,x), dla ustalonej permutacji nell oraz wektora skrécernn xeX
Jest réwny kosztowi zwiazanemu =z diugoscia uszer egow’ani a

CCmaxCrt.xJ) plus sumaryczny koszt wykonywania zadan na maszynie,

tzn. ma postad

n

J=1chJ ’ (@=>]

KCrt, %) = wxC Cm,3) + T
max

gdzie w20 - jednostkowy koszt zwiazany z diugoscia uszeregowania.
Ostatecznie problem formuiujemy nastepujaco:
Znalez¢ kolejnosé¢ wykonywania zadan rt*eﬂ oraz wektor skrdécen

x*ex spetniajace
3% 3 :
KCn ,x > = min {KCm,x): nell, xeX>. (&>}

Sformutowany powy2ej problem jest silnie NP-trudny, Wynika

to z faktu, i2 szczegdlny jege przypadek z u,=0, j=1,..,n jest

J

réwnowazny silnie NP-trudnemu problemowi 1|r ,q,|C Zauwazmy
3573

max’
ponadto,2e podobnie jak dla innych problemdw szeregowania, Nowi-
cki i Zdrzatka (1988), nie zmiejszajac ogdlnosci rozwazan mozna
przyja¢ cJ<w. J=1,...,n. Rzeczywiscie, jezeli dla pewnego j,

c.2w, to istnieje rozwiazanie optymalne (n*.x*) z x*=0. Stad dla

J J

tych j, dla ktérych chw mo2na okreslié nowa tréjke u:j. aj. c3
taka, ze a3=aJ. u3=0 a jako c:j przyja¢ dowolna liczbe z [O,wD.

2. Dolne ograniczenia
Ré2zne postacie dolnych ograniczenn minimalnej wartosci glo-
balnego kosztu mozna otrzymaé przez odpowiednie relaksacje warun-

kéw Cid-Civd. W szczegdlnodci jedna z najbardziej narzucajacych
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sie relaksacji i w konsekwencji postaci dolnegoc ograniczenia
CLBOY jest dopuszczenie podzielnosci zadan. Jednakze, ziozonosé
obliczeniowa otrzymanego wtedy problemu jest aktualnie otwartym
problemem.

2 kolei, podobnie jak w pracy Nowicki i Zdrzatka C1987) dla
wielomaszynowych probleméw permutacyjnych, wykorzystujac oczywis-
ta nierdwnosd “min max < max min" dostaniemy nastepujaca posta¢

dolnego ograniczenia

LBl = min wC Cr,x’d, 4>
max
nell
gdzie
x, = a,~C(1l-c /Wu,_, , 2 RS o1 c5)
J i 1 5

Poniewaz wyliczenie wartosci LB1 jest problemem silnie NP-trud-
nym, to relaksujac niepodzielnos$é zadan dostaniemy dolne ograni-

czenie postaci
LB2 = wxc Cx’), ced
max

gdzie cmaxCx’D oznacza minimalna wartosé funkcji celu dla proble-
mu 1 |r'J »dy ,pmtnlcmx z czasami wykonywania zadan Pj=a —x:]. 5
j=1,....,n. Problem notowany jako: 1 |rJ. .qJ ,pmtn Icmax Jjest jedno-
maszynowym problemem szeregowania podzielnych zadanh z niezerowymi
“terminami gotowosci, z kohcdwkami zadan oraz z kryterium typu:
czas zakonczenia wykonywania zadan. Do jego rozwiazania istnieje
algorytm wielomianowy, Carlier (1982), o ziozonosci OCnED.
Wykorzystujac relaksacje wartosci qJ, tzn. przyjmujac nowe

‘=min

wartosci qJ

fici < qi. J=1,...,n dostaniemy kolejne dolne ogra-

niczenie

LB3 = min K (m,30 + min g

E 7>
nell, xeX 1sj=n J




- 190 -

Podobnie relaksujac wartosci r 3 otrzymamy

LB4 = min K (50 + min rJ. cad
nell, xeX 1<j<n
Wielkose KaCn.x). aelr,.q> Jjest réwna Kirn,x0 odpowiednio przy za-
tozeniu, ze qJ=0. J=1,...,n lub rJ=O. j=t,...,n. Do rozwiazania
zadania minneﬂ.x’ex Ka(rt.x). ae{r,q> Nowicki i Zdrzaika (1987 po-
dali algorytm wielomianowy o ziozonosci O(nab. Przyktadowo dla
a=r permutacja bedaca jego rozwiazaniem jest permutacja wg. nie-
malejacych r‘J a optymalny wektor skrécen wylicza sie wg. pewnego

algorytmu zachitannego.

3. Algorytm aproksymacyjny

Wykorzystujac jedna z postaci dolnych ograniczen (4),C7),(8)
mozna zaproéonowaé algorytm aproksymacyjny A dla zadania C3) po-
legajacy na wyznaczeniu permutacji rtA bedacej rozwiazaniem bdpo-
wiedniego problemu optymalizacyjnego i nastepnie na wyznaczeniu

erX speiniajacego: KC&A.xA) = min KCnA,x.). Szczegdlnie przy-

xeX
datna wydaje sie-tutaj posta¢ (4), ktéra w odréznieniu od (7,
(8> uzaleznia ﬂ’A od wartosci r~J i qJ. J=1,....,n. Jednak2ze wyzna-
czenie tej permutacji w tym wypadku jest problemem silnie NP-
trudnym i dlatego do tego celu proponujemy zastosowaé jeden z
najlepszych algorytméw przyblizonych - algorytm Schrage, Schrage
C1971), Carlier (1982). W konsekwencji proponujemy nastepujacy

algorytm aproksymacyjny A do rozwiazania zadania (3D:

Algorytm A

Krok 1. Wylicz x"‘.J=1,.....n wg.<{8). 'Stosujac algorytm Schrage
wyzZnacz nAen minimalizujace C Cn,x’D, przy ogranicze-

niach nell.:
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Krok 2. Wyznacz erX minimalizujace K(rtA,x). przy ograniczeniach

xeX.

Wyliczenie wielkosci x:j. J=1,...,n w kroku 1. wymaga OCnd

czasu a wyznaczenie rrA OCnlogn), Carlier (1982). Stad ziozonosdé
obliczeniowa kroku 1. jest rzedu OCnlogn). Problem, ktéry nalezy
rozwiazaé¢ w kroku 2. jest zadaniem programowania liniowego. Mozna
go takze traktowad¢ jako pewna modyfikacje problemu wyznaczenia
tzw. krzywej kosztu projektu w zadaniach PERT/koszt. Modyfikacja
ta polega’na tym, 2ze istotny jest tylko jeden punkt tej krzywej
tj. punkt w ktérym suma jego skiadowych przyjmuje najmniejsza
wartos¢. Jak wiadomo, w zadaniach PERT/koszt rozwaza sie projekty
(sieci czynnosci) opisane za pomoca skierowanego, spdjnego i acy-
klicznego grafu G=CI,A), z jednym wierzcholtkiem poczatkowym i je-
dnym wierzchotkiem koncowym, gdzie I=<1,...,t> - zbidr wierzchoi-
kéw Czdarzend, AcIxI - zbidér tukdw Cczynnoscid. Dla kazdej czyn-
nosci (i, jdeA okresla sie maksymalnie skrécony czas tej czynnosci

normalny czas u oraz jednostkowy koszt skrécenia cij' bat-

vli_j' ij
wo pokazaé, 2ze graf projektu odpowiadajacy zadaniu z kroku 2. ma
postaéd: t=2n+2, A =R UPUQU Z gdzie R=(C1,2id: 1=<i<n)>,
P=<C2i,2i+1): 1=<i<n>, ={C2i+1,tD: 1<i<n>, Z={C2i+1,2i+2):

r<ysn=13 "1 =u

1,2i o e

l2i,2i+172 A

=r
aPcid  nfeid

» c

1,21 1,21°

mfcid
u, =a ’ (=3 =c , 1 =u =q ,
21214170 A, 24,2141 A 5 2e41,4 n2t st 0 A Lo
Sai41,t = O 1%be-.eomi 1o 4y 2142 = Y2i41,2i42 = S2i41,2142 - O

i=1,...,n-1. Biorac powy2sze pod uwage, realizacje kroku 2. pro-
ponujemy oprze¢ na standardowym algorytmie z pracy Elmaghraby
C1977) wyznaczajacym krzywa’ projektu, po jego odpowiedniej mody-
fikacji dotyczacej warunku stopu i wykorzystujacej specyficzna

postaé¢ grafu projektu. Doktadny opis tych modyfikacji pomijamy.
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Realizacja taka jest realizacja niewielomianowa (cho¢ krok 2.
bedac zadaniem programowania liniowego ma ziozono$é wielomianowad
~ jednakze okazata sie ona wysoce efektywna.

W nastepnym rozdziale przeprowadzimy analize eksperymentalna
algorytmu A wykorzystujac dolne ograniczenia, dla ktérych istnie-

ja algorytmy wielomianowe tzn. LB2, LB3, LB4.

3. Analiza eksperymentalna algorytmu A.

Algorytm A zostai zaimplementowany w jezyku FORTRAN i prze-
testowany na minikomputerze IBM PC-XT. Schemat losowania wielko-
Sci rJ. aJ. qJ. J=1,...,n zostat =zaczerpniety z pracy Carliera
ci1g82). Dla kazdego n=50,100,150,200 oraz k=1,5,10,15,20,25,
30,40,...,100 wygenerowanc 10 przykiaddw konkretnych problemdw
3. Lacznile przeliczono S60 przyktadédw. Przyjeto w=100. Przy

okresleonym n i k, dla kazdego przykiadu oraz ustalonegoe j, wylo-

sowano S liczb rJ. yj.zJ. qJ. C’J' przez generator o rozkitadzie
réwnomiernym odpowiednio ze zbioréw <{1,...,kn)>, L oieioiois BOX)
1,...,2%r, €1,...,kn>, <(1,...,50>; przyjeto aJ=yJ+zJ. UJ=}'J.
j=1,....,n.Dla kazdego przykiadu wyznaczano wg. algorytmu A nA. xA

oraz 'K(rzA.xA). Nastepnie wyliczano LBz, LB3, LB4, LB=
max(L82,LB3,LB4> 1 wielkosé r=CCKCn®, 3™ -LBY/LBY*100% bedaca
gérnym ograniczeniem biedu w:glednego p=CCKCnA.xA)—K*>/K*)*100'/-.
gdzie K’=KCn‘.x'). Wyniki obliczet przedstawiocno w tabeli 1.

Z analizy tabeli 1. wynika, 2e algorytm zachowuje sie naj-
gorzej dla grupy przyktadéw okreslonych przez k=10. Srednia ary-
tmetyczna SR gérnego oszacowania bledu wzglednego p Jjest wtedy
réwna 8.8% Cdla n=S0). Bylo to jednak spowodowane, jak wykazaly
dodatkowe eksperyment.y numeryczne, "stabodcia" dolnege ogranicze-

nia LB. Eksperymenty te polegaly na tym, 2e dla przykiadéw okres-—
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lonych przez k=5,10,15,20 wyliczono LB1i wykorzyst_u_jac algorytm z
pracy Grabowski i in.C1886) i przyjeto LB:=max{LB,LB1)>. Po tej
modyfikacji SR nie byla wieksza niz 2%. Biorac to pod uwage oraz
fakt, 2e czas obliczen dla n=200 jest rzeduZ minut, mozna reko-

mendowaé¢ algorytm A do zastosowan praktycznych.

n=80 n=100 n=150 n=200

k SR CPU SR CPU SR cp SR CPU
1 0.17 Q.8 0. 41 38.2 0.31 75.8 0.858 124.5
2.33 9.8 3.37 33.8 3, 77 70.0 2.13 100.7
10 8.80 7.2 7.07 24.8 8..21 87.6 6.18 84.E
18 6.35 7.2 5.80 268.8 S:. 01 56.0 o772 76.0
20 2.55 8.7 2. 44 21,57, 2.10 35.1 1.90 74.5
25 0.88 4.1 o.21 1.3 0. 64 28.0 0. 40 41.1
30 0.42 3.1 0.28 112 0.35 26.2 0. 086 35.8
40 0.31 2.8 0.07 8.4 0.08 28.1 0.03 35.0

© 80 0.02 2.8 .08 8.1 0.02 24.8 0.02 35.1
80 0.09 2.8 0.04 9.2 0.03 28.6 0.01 34.2
70 0.01 2.8 0.01 a.2 0.01 28.6 0.02 34.8
80 0.03 2.8 0.08 8.8 0. 00 28.4 0.01 34.2
20 0.02 2.8 0.01 8.3 0.01 28.1 0.00 -~ 34.2
100 0. 00 2.8 0.01 8.0 0.01 28.1 0.01 34.3
SR - drednia arytmetyczna z dziesieciu gérnych ograniczen’ r dla

odpowiedniego k i n; wyrazona w procentach.
CPU -~ d¢rednia arytmetyczna z dziesieciu czasdw obliczers algory-
tmu A dla odpowiedniego k i n; wyrazona w sec.

Tab. 1. Wyniki eksperymentéw numerycznych
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