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S. Optymalizacja struictur
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KOMPUTEROWA STATYSTYCZNA ANALIZA NIEZAWODNOSCI NA PODSTAWIE

DANYCH Z ROZNYCH WARUNKOW EKSPLOATACYJNYCH

Dariusz Gatarek, Jerzy Rudnicki
Instyfut Badari Systemowych PAN
ul .Newelska 6

01-447 Warszawa

w pracy omdéwiona jest metoda statystycznej analizy
niezawodno$ci na podstawie danych =zebranych w niejednorodnych
warunkach. Do opisu zastosowano model regresji wykiadniczej, w
ktSrym wptyw nieznanych warunkéw eksploatacji charakteryzowany
jest przez pewna liczbe parametrdéw. Przedstawiony Jjest algorytm
estymacji parametréw modelu, oceny <$redniego czasu poprawnej
pracy, oceny istotnosci wpt ywu warunkéw eksploatacji na
niezawodno$¢ obiektéw oraz metoda pordwnywania niezawodnosci

dwéch grup obiektdw,

1. Wprowadzenie

¥ praktyce 'iniynierskiej czesto pojawia sie koniecznosdé
wnioskowania o niezawodno$ci wyrobdw na podstawie wynikéw badan
wyrobdw, ktére przeprowadzane byty w niejednorodnych warunkach. Z
Eaka sytuacja mamy do czynienia przy analizie danych =z badan
pfzyspieszonych, gdy zaobserwowane chwile uszkodzerh zalezne sa od
éoziomu ogciatenia, w jakim pracowat dany obiekt. Podobne
problemy napotyka sie réwniez przy wnioskowaniu na podstawie
wynikdw badarn eksploatacyinych, ‘gdyi warunki eksploatacjii

poszczeg®lnych obiektdw moga sie rdéZzni¢ nawet bardzo =znacznie.
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Uzyskane wyniki badan tworza niejednorodna prébe i do ich analizy
nie moZna stosowaé¢ znanych, standardowych metod statystycznych.
Jednym ze sposobdw postepowania pPrzy tego typu
niejednorodno$ci préby jest uwzglednienie warunkdw pracy badanych
obiektéw w modelu statystycznym. W niniejszej pracy- wykorzystany
zostanie do tego celu model regresji wykiadniczej <(accelerated
failure time model) . W modelu tym ;aklada sie pewna funkcyjina
postaé¢ zaleZzZnosci $redniego czasu #oprawnej pracy obiektu od
warunkéw jego pracy, przy czym warunki pracy kazdego obiektu

opisane sa za pomoca wektora parametrdw.

2. Model regresji wykitadniczej

Niech 1-F bedzie pewna dystrybqanta, charakteryzujaca typ
rozktadu cﬁasu poprawnej pracy badanych obiektdw i niech
z=(;1,...,zn) oznacza wektor zmiennych objasniajacych,
charakteryzujacych warunki pracy obiektu.Fuhkcja niezawodnosci
(tzn. dopelnienie dystrybuanti) czasu poprawnej pracy Fz przy
zadanym wektorze zmiennych objafniajacych =z przedstawia sie w

modelu regresji wykladniczej wzorem:
F (t) = F(te™ ), 1)

gdzie r = (rl,..., rn) jest nieznanym wektorem ’parameﬁréw
regresji wykiadniczej.

Zadanie estymacji polega na ocenie .parametréw "B oraz
parametrdw skali i ksztaitu rozkiadu F. —Modei _regresji
wyktadniczej umozliwia dotaczenie parametru skali € do wektora
parametrdw regresji wykiadniczej‘;rzez transformacie ﬁ°=log(9) i

rozpatrywanie nowych parametréw regresji 2 = (ﬂo,..., ﬂﬁ), gdzie

ﬂi = 4x dla i=l,n. Zmienna objas$niajaca 26 © jest 'wteay
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tozsamosciowo rdéwna 1.

Wzdr (1) przyjimuje w tym przypadku postac:
F (t) = Fcte™™) @

Celem sprowadzenia regresji wykiadniczej do 1liniowej Jjako
wystarczy dokona¢ transformacji danych wejsciowych, biorac

zamiast obserwacji ich logarytmy.

3. Rozktady opisujace czas poprawnej pracy urzadzen

Zagadnienie estymacji parametrdw 3 jest typowym parametrycznym
zagadnieniem estymacji mozliwym do przeprowadzenia dla wszystkich
rozkiaddéw, Celem uproszczenia strony numerycznej zagadnienia
wymagamy Zeby rozpatrywana klasa rozkladéw byia =zamknieta =ze
wzgledu na afiniczne transformacje 1logarytmu czasu poprawnej
pracy. Oznacza to, Ze parametr ksztaittu wchodzi multiplikatywnie
do wzoru na dystrybuante'logarytmu czasu poprawnej pracy i moZemy
go opuscié¢ podajac wzory na rozkiad logarytmu czasu poprawnej
pracy.

Warunek ten speiniaja wszystkie istotne w zastosowaniach
rozktady: wyktadniczy, Weibulla i log-normalny. Dla rozk}addw
tych podamy wzory na funkcje dystrybuanty i gestosci czasu
poprawnej pracy oraz funkcje dystrybuanty i gestosci logarytmu

naturalnego czasu poprawnej pracy.

3.1. Rozkiad wykiadniczy

Funkcja niezawodno$ci (dopetnienie dystrybuanty) :

F(t) = expl-Gb)1, N
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gestosdé :

£ = Zexp-GG0)1.

W powyZszych wzorach e jest parametrem skali
wyktadniczego. Funkcja niezawodno$ci standaryzowanego

czasu poprawnej_pracy wyraza sie wzorem :
explexp(wW 1],

za$ jej gestos$é ma postad:
exp[w-ew],

przy czym w = (log t-log 8).

3.2. Rozkiad Weibulla. ¢

Funkcja niezawodno$ci (dopeinienie dystrybuanty) :
Ft) = expl-GOP1,

gestosc

-1

£ = 2doP lexp-dnPI.

“)
rozktadu
logarytmu

()

(6

D

®

W powyzszych wzorach © jest parametrem skali rozkitadu - ﬂeibulla{

za$ p jest parametrem ksztattu . .

Funkcja niezawodnos$ci standaryzowanego logarytmu Czaiu.fﬁuprawnej

Ppracy wyraza sie wzorem :
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explexp(w)], (¢)]

za$ jej gestosd ma postad:
explw-e"1, ao
przy czym w = p (log t-log &).

3.3. Rozktad log-normalny.
Funkcja niezawodnosci wyraza sie wzorem :

F(t) = 1 - erf (o}

log & 02, av
gdzie erf oznacza funkcje Laplace’a .W powyZszych wzorach € jest
parametrem skali rozkiadu Weibulla , 2za$ o jest parametrem

ksztattu . Gestos¢ tej funkcji moZna zapisad¢ nastepujaco :

1/ 1 =2 [ e'ltzz) s
—ldgat ]

@m 12 (o) "texp <%

Funkcja niezawodno$ci logarytmu ma postac:
L= erffw), 13
a jej gestose:
- -1/2 -w2/2
2n) e i 14)
1

przy czym w = o (log t-log ©) .

4, Estymacja metoda najwiekszej wiarogodnosci

Funkcja wiarogodno$ci dla parametréw regresji oraz parametru
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ksztattu ma postad:’
n 4 61 1—46i
L@B,0) =1 [0 "fWw,)] F(wi) 5 : as)

™

gdzie 6i € {0,1} jest opcja wskazujaca na to czy i-ta' obserwacja
jest obcieta 06i=0) czy nieobcieta (61=1)° F oraz f sa
odpowiednio '

funkcja niezawodno$ci oraz gesto$cia rozkiadu logarytmu czasu
poprawnej pracy. Jezeli wybranym rozkiadem jest dwuparametr;wy
rozktad (Weibulla lub wyktadniczy) do wektora # dotaczamy Jjeden
wspétczynnik ¢ réwny parametrowi ksztaitu dla rozkiadu log-
normﬁlnego lub jego odwrotno$ci dla rozkiadu Weibulla. ‘

Réwnania najwiekszej wiarogodnos$ci przyjmuja wtedy postac:

u; @0 = o iy zyga =0, ala £ 9m0) 40, miledi ae
Loy e i
Un+1(ﬁ,0) =0 L (wiai—éi) 0 QA7

gdzie:

o = p-l; gdzie p=1 (rozktad wyktadniczy), p Jjest parametrem
ksztaitu (rozktad" Weibulla) lub jego - odﬁ;otnOScia
(rozkiadAiog-normalny);~ :

0?1,.};, ﬁn)‘ 8a parametrami regresji wykiadniczej, ﬁo = log®,
e jest>paramefrem skali; o ‘ : :
wi=(log(ti)-zgﬁ)/a; t{ jeit czasem pop%awej pracy dla :ift.j
pPréby ;. ;

z, - zmienne objasniajace dla i-tej préby.

Macierz informacyjna przyjimuje wtedy postac:

- o2 s F
Ij’k(ﬁ,a)— - A zjizkiAi dla J,? 0,5 a0 i 18)



; = =2 =il (13 ) 1 T e
In+1,j(ﬁ,O)—Ij’n+1(ﬁ,a)—a 9 3y zjiwiki+o Ujkﬁ.u) dla 3=0,n (19)
I @, = o lg (2, w.A 4634207 0 (3,0 20
n+l,n+1 %2 b 25 a n+l "’ e

Wspdtczynniki a, oraz Ai s3 zaleZne od rozktaddw i odpewiednio
wyrazaja sie wzorami:
a/ dla rozkladdw wyktadniczego i Weibulla:
=, - 213y
a; exp(wi) 6i 21)

Ai=exp(wi) 22)

b/ dla rozktadu log-normalnego:
ai=6iwi+(1—6i)erf(wi) 23)

Ai=6i+(1-6i)erf(wi)(erf(wi)~wi) (24>

Wyrazenia rzedu n+l 8a definiowane Jjedynie dla rozktaddéw

dwuparametrowych (Weibulla i leog-normalny) .

5. Rozwiazanie rdéwnan najwigekszej wiarogodnosci
Zagadnienie estymacii parametroéw regresji wyktadniczej
sprowadza si¢ do maksymalizacji funkcji wiarogodnogci czyli do
‘rozwiazania réwnan najwiekszej wiarogodnosci. Najpopularniejsza
metoda jest algorytm Newtona majacy postac:

n+l n+l

A e RN bt T i &/ cof” i A

@i, o™ @5
Algorym ten, nieétety, nie 2zawsze Jjest zbieZny do estymatora
n#jwiekszej wiarogodnosci (ﬁ,;) parametréw (3,0) .

¥ rozpatrywanym zagadnieniu dobra metoda optymalizacji jest
met oda ~mieszané, polegajaca na optymalizacji przy uzyciu
algorytmu Newtona wzgledem wspSiczynnikdw regresji (wliczajac w

to pafametr skali) - oraz metoda poitowienia wzgledem parametru
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ksztattu.
Algorytm metody potowienia dla funkcji jednej =zmiennej g ma
nastepujaca postad:

1. Znajdz a < b takie, 2e g’(a) > 0 i g'(b)‘< 0 ;

%
"
~
3
[
-~
~N
N

-

2
3. Jezeli g’ (x) = 0 ZATRZYMAJ ;
4. Jekels gl GO B0k ke g
5. Jezeli g’ (x) < 0 to b := x ;
6. Jezeli b-a =< & ZATRZIYMAJ ;
7. Skocz do 2.

W przypadku rozkiadu wykiaaniczego parametr ksita!tu przyjmuje
stalta wartos$é¢ p=1 i optymalizacja jest przeprowadzona przy uzyciu
jedynie algorytmu Newtona .Rozwiazanie ; réwnanh wiarogodno$ci
prowadzi do otrzymania estymatordéw 5 = (ﬁo’ﬁl"“'ﬁﬁ) oraz ;.

Wyestymowany parametr skali © wyraza sié wzorem:

o= exp«?o). S - (26)

-~

Macierz kowariancji R=Qpij) estymator# (Bo,ﬁl,...,ﬁn,o)

przedstavia sie jako R = 1(3,,8,,...,8,, .

6.Weryfikacja hipotezy o istotno$ci wpiywu zmiennych
objasniajacych. SR : i
Hipoteza o istotnos$ci wptywu i-tej zmiennej objesniajacej z;
jest rdéwnowazZna hipotezie ﬂiIO. Do zweryfikowania tej hipotezy
wykorzystuje sie fakt, 2e estymator najwiekszej wiarogodnosci - 51
ma rozkitad asymptotyczni§ normalny. W przypadku, gd§ prawdziwva
jest hipoteza ﬁi=0, $rednia _tego rozkiadu jest rdéwna ;zeto a

wariancja Piie Hipoteze nalezy zatem odrzuci¢, gdy
1851

025 Ll
Pis 1-a/2 -

@7
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gdzie Yi-o/2 jest kwantylem rzedu 1-a/2 rozkitadu N(0,1), w
przeciwnym przypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.
7. Obliczanie $redniego czasu poprawnej pracy jako funkcji
parametréw
Niech Rz bedzie czasem poprawnej pracy w warunkach opisanych
wektorem zmiennych objefniajacych z. Rozktad prawdopodobiefistwa
zmiennej Tz opisany jest dystrybuanta Fé ze wzoru (2). tLatwo
policzyd¢, ze
: Er, = ZeET_ . 28)
To jest tutaj 2zmienna 1losowa o dystrybuancie F (moze by¢
interpretowana jako czas poprawnej pracy w warunkach opisanych

zerowym wektorem zmiennych objas$niajacych) . Oznaczmy

" up@ = ET_ , @29

H_= ET° 2 (30)

Estymator najwiekszej wiarogodnofci p(z) jest zatem réwny

pe) = 31

Z kolei B jest funkcja parametréw rozkitadu, wiec estymator
najwiekszej wiarogodnosci p obliczamy jako funkcje estymatordw
najwiekszej wiarogodnosci parametrdéw dystrybuanty.F. Tak wiec:

a/ dla rozktadu wykitadniczego:
Pty N G (32)
b/ dla rozkiadu Weibulla:

u, = 6T + 1%) S S S ey (33
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c/ dla rozkiadu log-normalnego:

u, = exp® + 200 , B = exp® + 07 . (38)

¥ celu zbudowania przedziaitu ufnosci dla v'y(z) korzystamy =z
asymptotycznej normalnos$ci ;:(z) jako estymatc;:ra najwiekszej
wiarogodnos$ci. Asymptotyczna wartoSé.oczekiwana jest réwna u(2),
natomiast asymptotyczna wariancje oblicza sie bjako wartos¢ formy
kwadratowej: .

T

Var@@)) = DT+PeD , k3R

gdzie D Jest wektorém pochodnych czastkowych u(2) wzgledem

parametréw Bo,fil yeeesf3 , ©. ZauwazZmy, Ze
’

% L e R g b
aﬁi uz) = z;e M, R Ze Hy o (36)

Pochodne wzgledem parametréw rozkiadu oblicza sie nastepujaco:

a/ dla rozktadu wyktadniczego:

» e B £ g :
el R PO o SRS N e o e T £ S e £ S
anoy(z) = "Bo(e e ) = e e = e 6 x O°¢ .. 37)

l":/ dla rozktadu Weibulla:

1] i ; B = e
3;;—;.:(2) = 32_{3132.9 °l‘(1‘+p 1)} = eﬁz-°e °l‘_(1+p 1) = e”’-e-r(up 1)
o o

A

x Zorasw™ . : (38

a s i')

soH@ = -of cop 2 asp ) & 2eZebprrase h LG
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c/ dla rozkiadu log-normalnego:

e 3 e [E]
_o_ ORI £ ) 0.1 -20adei Bzr il o) o ke 24 5
aﬁoﬂ(Z) = oﬁo{e e exp(e +50 )} = e e exp(e +50 )=

B 3 Bt Oa A g~
= eﬁz'e °°exp(e °+%az) = eﬁz°9°exp(6+%02) = eﬂz'eaexp(6+%02) 40)
3: H@z) = a°exp(9+%oz) x ;‘exp(é+%;2) F 41y

Tak wiec przedziait ufno$ci na poziomie ufnosci 1l-a jest postaci

/2 /2

m(z)—yl_a/z-cv“(u(z)))l ,y(2)+y1_a/2'(Var(#(2)))l R CY))

8. Pordwnywanie $rednich czasdéw poprawnej pracy
Poréwnania $rednich czaséw poprawnej pracy dwédch prébek moZna

dokona¢ jednym z nastepujacych dwédch metod:

I. Metoda pierwsza.

Zaktada sie, Ze rozkiady prawdopodobiefistw obu prébek rdéznia
sie jedynie parametrem skali. Zaktada sie ponadto, zZe wektor
parametrdw {3 jest jednakowy dla obu prébek. W rezultacie mozZna

wprowadzi¢ dodatkowe parametry ﬂ_l, ﬁo w taki sposéb. Ze
e, =e °, 43
oraz
e, = e . a4

Ponadto zozl oraz z_IEO dla elementdw pierwszej préby i z_lsl dla
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elementdw drugiej préby.. Przy takim postawieniu problemu wartosci
$rednie dla prdb beda réwne, jezeli bedzie =zachodzita rdéwnosc
91=62, tzn. réwnos$c parametréw skali. To z kolei réwnowazne jest
réwnosci B_1=0. Tak wiec weryfikacja hipotezy o réwnosci Srednich
czasSw poprawnej pracy dwu préb odbywa sie, po potaczeniu dwu
prébek w opisany- wyZej sposéb, analogicznie jak to zostaio

opisane w rozdziale 6. Hipoteze odrzucamy, jezeli

18_, |
P1,-1

W przeciwnym razie nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.

> Yi-as2 * 45)

II. Metoda druga.

Drugi sposdb weryfikacji hipotezy o réwnosci $re&nich czasdéw
poprawnej pracy oparty jest na estymatorach warto$ci <$rednich
;l(z) i ;z(z) , obliczonych dla dwu préb osobno. ;l(z)-;z(Z) jest
estymatorem najwiekszej wiaroéodngci réznicy MM, . Statystyka
testowa do testowania hipotezy yl(z)=u2(z) moZze hyé zatem:

172

S = |, @ :;32 @) |+ (Var (2 (2)) -Var G, @)) e

Przy czym Var(&l(z)) oraz Var(pz(Z)) oblicza sie podobnie jak w

rozdziale 7. Hipoteze ul(z)=u2(z) odrzucamy, gdy

W przeciwnym razie nie ma powoddw do jej odrzucenia.

9. Opis systemu komputerowego
Opisane metody zostaty oprogramowane w jezyku FORTRAN. 77 dla
IBM-PC firmy Microsoft, wersja 3,10, System skiada sie 2z

osiemnastu procedur.Oprogramowanie - to byto wykorzystane przy
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praktycznym zastosowaniu met ody do analizy danych
niezawodnos$ciowych. Uzyskane wyniki potwierdzaja mozliwosd
efektywnego stosowania zaproponowanej metody do analizy
niezawodnosci réznorodnych typdw urzadzen. Oprogramowanie
wykorzystano miedzy innymi do analizy trwato$ci walcdw do
walcowania blach oraz do analizy niezawodnofci kondensatordw

duzej mocy.
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