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5. Optymalizacja struktur 
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grupovych 

-.ov•j , .. , .. q-,,~·-'-~ .. :'= .: ~ 
·iloe\Gni.e •. - ---- ---~-, -,...j,ol.i.~yka,. 

obeługi.vani.o. określo;a.. ;a.. Lrsy v..Uccdci. progove::c;;.·iłt".'::q~:;:.ial.:~ 
Li.csbo · zgłoeaeń v kole,ic:• prsy lcLór.j roapocsync> q .. _-'. _·;...,;.;.~up. 
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V pocaeJcol.;.(1;::.::.:-Pocio,,e,.:·.:... .• V · 

proponovanych···.: :•.:·;,..i;kości. 

•f•ldÓv 

1. Npl"DtMdzenie. 

FunkcjanDOHU1ie systNIU --j obSłUQi jest CZlfStD z1d-.z~e Z 

ponoszeni- du:tych nakładów finant10NYch. Niejednakl"atnie z • iana 

Dl"Q,llnizacJt pl"acy takiaga syst- llllńe •i• przyczyni6 da papr-v 

1ttekty..,.,aści jego działania (par. np . Cr&błll t in. <1977». 

W wi•k•zości prac z zakresu teorii obsłuQi --j zakłada 

si•• :te Ul"Za,dzenie absługuJ,ce pracuje N zale:tnaści ., ad tllQD czy w 

kolejce aczekuJ, ZQł0t1zenia. W kilku pracach (par. np. · Dab i 

Słlrfcn!O <1975>>, Kasten (1979> , .._i•• <1979>> -kazuje .•19, . :te , N 

przypadku systeau obsłuQi --J N/GR/1 o ~kładniczych adst.s,ach 

czasu •i~zy pajedynczyai przybyciaai i ob•łu~ch Qrupawych 

<zwykle przy zała:łeniu 

ab111ł uguJ-,cllgCI . R • CIO ) 

ni-kańczaneJ paJ~aści-. urz,dzi,nia 

papraN9 efekty-,aści działan~a systNIU 

lllOżna uzyska6 pa wprowadzeniu palt-tyki •Ql"anicy kantl"alneJ Q•, 
pl"zy ktdreJ razpacz9Ci• obałUQt-ni& na•titPuJ• z chwil, 

pl"zekraczenia, akreślaneJ . na padatawie analizy ekanaaiczneJ, 

liczby zQlCHizeń aczatkuJ,cych w kaleJce. · Prace.te zNracaJ, u~~ 
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ekonomiczne aspekty funkcjonONania systemu masowej obsługi. 

W referaci~ dla OQólnego grupowego s ystemu obsługi masowej 

Glx/GY/1 zostanie zaprezentowanych kilka różnych polityk 

obsługiwania. Polityki te mogą być łącznie lub 

rozdzielnie w zależności 

systemu 

od 

Analiza 

stosowane 

parametrów ekonomicznych 

funkcjonowania tych polityk została 

przedstawiona na przykładzie ki lku szczególnych przypad ków dla 

których udało się otrzymać prostą dla interpretacji 

wyników • 

. 2. Model ogólny. 

postać 

Rozw.tżmy jednokanałowy system masowej obsługi GI x/G Y/ 1 

o przybyciach i obsługach grupowych . 

A. Prz ybyci a są określone pr zez : 

Dystrybuantę A(x) czasu między przybyciami grupowymi . 

Prawdopodobień»twa ci, i=l ,2, ••• , zdarzenia, 

przybywającej grupie jest i - zgłoszeń. 

że w 

B. Politykil obsługiNani& zakłada istnienie trzech wartości 

progowych L s L s L: • I! 9 

L - minimalna liczba :? głosz eń w kolejce przy której • 
rozpoczyna się nowa obsługa <granica kontrolna>. 

L2 -minimalna liczba zgłoszeń w ko lejce przy której 

rozpoczyna się okres zajętości . 

L8 - maksymalna liczba zgłoszeń oczekujących w kolejce 

(liczba miejsc w poczekalni). 

Poniżej na Rys.l przedstawiono przikładową realizację zmian 

liczby zqłoszeń w systemie w przypadku L• = 6, L 2 = 8, L 9 = 20. 

Liczba zgłoszeń w systemie jest sumą liczby zgłoszeń w obsłudze 

w kolejce. W chwili zerowej w systemie nie ma zgłoszeń trwa 

przestój. W chwili T1 wpłynęła do systemu grupa zawierająca 7 

zgłoszeń. Okres zajętości n i e może się rozpocząć ponieważ nie 

został prz·ekroczony próg L11 = 8 zgłoszeń. Zgłoszenia oczekują w 

kolejce. W chwili T2 wpływają dodatkowo dwa z ·głoszenia i ponieważ 

zostaje przekroczony próg L2 natychmiast rozpoczyna się obsługa. Z 

przebywających w systemi e 9 - ciu zgłoszen pi~ zostaje wziętych 

do obsługi, a dwa oczkują w kolejce. W trakcie obsługi, w chwili 

T3 dołącza do kolejki druga grupa zgłoszeń ·zawierająca trzy 

zgłoszenia. W chil i T4 kończy się obsługa. Poniewaz · w systemie 

·I 

I 
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Rys. 1. F'rz_yk ladowa realizacja zmian 

w prr:,pa dku L,=a,L.,=ll. L_ =.:tO. 

T-4 Tli, 

C.oe 
t2Z:3 obelugo 

_TIIT10 

trwa okres zajętości oraz oczekuje więcej niż L• 6 zgłoszeń 

<dokładnie 7) więc rozpoczyna się kolejna obsługa. Do obsługi 

zostaje wziętych S zgłoszeń. W czasie trwania tej obsługi wpływa 

jedna grupa zgłoszeń licząca 4 zgłoszenia. Oznacza to że w chwili 

jej zakończenia jest w systemie tylko pięć zgłoszeń poniźej 

wartości progowej L, Rozpoczyna się przestój urządzenia 

obsługującego. Przestój ten kończy się z chwilą T7. W chwili TB 

zostaje.osiągnięta wartość progowa L9 = 20 zgłoszeń w poczekalni. 

Kolejna grupa zgłoszeń będzie mogła być przyjęta do kolejki po 

za kończeniu obsługi. Wpływające w międzyczasie zgłoszenia nie 

zostaną obsłużone. 

C. □bsługi sa opisane przez: 

Warunkowe prawdopodobieństwa d,,' i=O, 1, ••• , j, j:?:L,, że 

zostanie wzięte z kolejki do obsługi i zgłoszeń gdy oczekuje 

w kolejce j - zgłószefu;, 

Dystrybuanty B. <x> czasu trwania obsługi, w kt6rej jest . 
obsługiwane i zgłoszeń. 

O.Warunki ekonomiczn• funkcjonowania systemu są- określone 
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przez nastąpujące parametry: 

Koszt K1 pracy urządzenia obsługującego w jednostce czasu. 

Koszt K2 każdorazowego uruchomienia urządzenia 

obsługującego <o stałej wartości). 

Przychćd r związany z obsłużeniem jednego zgłoszenia. 

Przychćd należy rozumieć jako opłatę Nnoszoną przez 

obsługiwane zgłoszenie (np. opłata za przejazd w systemie 

komunikacji) zwiększającą aktywa systemu obsługi. 

Tak więc na sumaryczny średni koszt x(t) działania systemu w 

przedziale czasu (0,t) wpływają: 

-koszt•• <t> oczekiwania zgłoszenia w kolejce 

-koszt x 2 <t> pracy urządzenia obsługującego 

-koszt x8 <t> poniesiony w związku z rozpoczęciami 

obsługiwania po przestoju: 

(1) x<t> = w <t> + w (tł+ w <t> • z • 

L.El'IAT1 W okresie stacjonarnym w zależności od charakterystyk 

systemu; 

EQ - oczekiwana liczba zgłoszeń w kolejce, 

p - prawdopodobieństwo przestoju urządzenia obsługującego, 

ET - oczekiwany czas trwania cyklu działania (łącznie okresu 

zaJ•tości i nast"l)ującego po nim okresu przestoju). 

b - intensywności wyjść z systemu, 

- śr.&dni koszt • działania systemu w jednostce czasu wynosi: 

zaś średni przychód w jednostce czasu wynosi: 

(3) R = r b 

Dowód: Dowód zależności: 

(4) .. = E<l im t .-• .. <t» h EQ .. • 
~o 

(~) .. = E<lim t-•- (t)) = K (1-p) 
z z ·• 

l,e()O 

(6) R "" r b 
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przebiega identycznie jak w dowodzie twierdzenia 2.5.1 w pracy 

St anek (1986). Dla dowodu zależności 

C7l • = E<lim t-•• <t>l 
9 9 l..,_, 

z auważmy, że jeśli oznaczymy przez v <tl 

systemu w czasie <O,tl, to wówczas 

(8 l x <t> = K v(tl. 
9 2 

liczbę cykli~ działania 

Ponadto czas trwania kolejnego cyklu działania z·ależy • jedynie od 

liczby zgłoszeń w systemie w chwili rozpoczęcia tego cyklu. 

Oznacza to ; że zmienność tych cykli modeluje proces semi-Markowa, 

proces {v(tl, t >O} jest skalarnym procesem liczący~ w procesie 

semi-Markowa (por. np. Kopon101: i Typ6HH 1976). Stąd ; oraz- z 

zależnośti (8) otrzymujemy (7l. 

Z zależności < l l, (4), CS>, (7> otrzymujemy <2>. 

W przypadku gdy liczba miejsc w poczekalni jest nieskończona 

L9 oo intensywność wyjść z systemu jest równa inten»ywności 

przybyć do systemu: 

(9) 

gdzie A jest intensywnością pr-zybyć grupowych, a EC wartoś~ią 

oczekiwaną liczby zgłoszeń w grupie (por. Stanek (1996) tw.2.S.ll. 

Z zależności tej wynika, że oczekiwany przychód w jednostce czasu 

w okresie stacjonarnym, w tym przypadku, zależy jedynie od popytu 

na wykonanie obsługi, a nie zależy - od polityki obsługiwania. 

3. Analiza przypadku gdy w »trukturz • kosztów dominuja.c;ą rolę 

odgrywa koszt uruchomi • nia urządz■nia obsłwguj~ego na przykładzie 

syst• mów M"/6/1 oraz L2 ,M/G/1 • ... 
Załóżmy na początek, że w strukturze kosztów dominującą rolę 

odgrywa koszt ~uruchomienia urządzenia obsługującego; Zauważmy 

"dl 'a- przykładu, że sytuacja taka występuje w warunkach huty, gdzie 

uruchomienie wielkiego pieca pociąga za sobą duże koszty. 

Postawiony problem rozważmy najpierw na przykładzie znanego 

systemu M"IG/1 o grupowych przybyciach w odstępach o rozkładzie 

wykładniczym i pojedynczych obsługach CL,. = L2 = 1., L9 oo>. · 

Niech 

A - intensywność przybyć grupowych, 
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00 00 

EC=t . ie., EC 8 =t i 8 c . , D8 C=EC 2 -<ECl 2 - odpowiednio średnia , 
. (\=•> \ (\=•> i 

drugi moment i wariancja rozkładu liczby zgłoszeń w grupie, 

1/µ, µ 12 '-średnia i drugi moment czasu obsługi, 

p = . A EC/µ - współczynnik przepustowości · systemu. 

Twi.,.dzenie 1: W przypadku p < 1 w okresie stacjonarnym dla 

średniego sumarycznego kosztu• oraz przychodu R funkcjonowania 

systemu Mx/G/1 mamy: 

(10) 
2 Z 2 

(A<EC -ECl +~AE~~-)+ Kp+ KA (1-p) 
z µ <i-p> Z<i-p> & . 2 

< 11 > R „ A r EC. 

Dowód: Dla systemu ·Mx/G/1 w przypadku p < 1 w okresie stacjonarnym 

mamy 

A<Ec2 -Ec> + <A s:c,2 µw 
EQ'"' -2µ1,-p, a,,-p, 

p = 1 p 

ET= ET+ EI=~+' ' µ, ,-p> x x-u:i',;; 
Qdzie ET jest czasem trwania okresu z~j•tości~ a EI jest czasem 

-tr..ania nast~ujacego po nim okresu przestoju • . .Podstawiajac te 

zależności do (2l oraz wykorzystujac (9) otrzymujemy (10), 111). 

Koszt• jako funkcja przychodu R wyraża się w rozważanym 

przypadku wzorem: 

_ . Ił = 
2 

!EC+~-~ 
EC 

li -->. µr . R<µr .• . 

Jak widać z powyższej zależności zwi•kszajac średnia liczbę 

zgłoszeń w grupie EC przy jednoczesnym Zllllliejszaniu intensy..ności 

A . przybyć grupowych możemy zmniejszyać koszty zwiazane z 

uruchamianiem sysytemu przy stałym przychodzie R = A EC. Zauważmy 

jednak, że rosna koszty zwiazane z oczekiwaniem zgłoszeń w kolejce 

!gdy h>0>. 

Inna aożliwość poprawy efektyiimości działania tego typu 
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system6H to wprowadzenie progu; 

L2 - minimalna liczba zgłoszeń w systemie, przy ktćreJ - 5ystem 

rozpocząć prac9 po przestoju. 

mo:te . 

System M/G/1 z wprowadzon~ wartością pr090WĄ 

La,M/G/1. 

L 
a 

oznaczamy _ Jako 

- ).. 
Twierdzenia 2. W przypadku systemu L2 /1'1/G/1, gdy .P._.:_"'•-- µ . k 1 dla 

średniego kosztu• oraz przychodu R funkcjonowania systemu w 

jednostce czasu mamy 

(12) .. ._ -, -ł. ~z> >-_~_! <-;-- + 2-;-,::;;;>h +Ki:>+ ._
2 

(1-p) , 

< 13) R = >,. r 

Dowód twierdzenia polega na wyznaczeniu charakterystyk~• p. , ET 

systemu L2 ,M/G/1 oraz wykorzystaniu tema.tu. Dla.wyznaczenia EGI, p 

można wykorzystać metod• włożone9(> w chwilach zakończenia ob5ługi 

łańcucha Markowa <struktura macierzy przejścia tego łańcucha jest 

analogiczna jak w przypadku systemu Mx/6/1 por. Stanek (1982)>. 

Dla wyznacze~ia ET wystarczy zauważyć• :te dla rozwa:tanlf90 syste111U 

okresy zaj•tości i przestoju ...agą być traktowane jako suma L 2 

okres6H odpowiednio zaj9tości lub prze5toju w sy5te111ie M/G/1. 

Koszt jako funkcja przychodu wyra:ta si• zale:1:nościĄ: 

I. -l 2 <Zł R K a K 

" = c--2 - + !-~~-łh + __ !+ _ _!+Cl 
a Zr<µr-a> r µ r i.2 

R<rµ. 

Zależności dla kosztu funkcjonowania systacDów Mx/6/1 oraz 

L2 , M/G/1 wykazują podobieństwo jeśli chodzi o koszt związany z 

r o zpoczynanieQ pracy przez urządzenie obsługujące Crol9 średniej 

l i czby z głoszeń w grupie EC dla systemu Mx/G/1 odgrywa w systemie 

L2 /M/G/l próg L2 > oraz koszt związany z pracą urządzenia 

obsługujĄceQo. W przypadku systemu L 2 ,1'1/G/1 koszt związany z 

oczekiwaniem przy wzroście L 2 rośnie proporcjonalnie jedynie do 

h/2. Wzrost ten jest wolni~jszy nit w systemie Mx/G/1 dla systemów 

o współczynniku przepustowości między . i i l (przy· załoteniu L2 =EC> 
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4. Analiza przypadku Qdy N strukturze kosztów - d011inuJ"'cą rolę 

DCIQrywa k011zt pracy w-za..dzenia . DbsłUQUJa..clNiłO na przykładzie 

systelllU L 1 ,M/Gm/1. 

Rozważmy obecnie przypadek c;idy koszt K1 .pracy urządzenia 

obsłu9ujące90 w jednostce czasu odgrywa decydująca.. rolę przy_ K2 =0. 

Występuje to np. w przypadku systemów przewozowych gdzie o 

kosztach· decyduje sumaryczny czas pracy środka przewozu. 

W przypadku t _ego typu systemów ' wa:tny jest sposób 

lofY'korzystania pojemnośc4 urządzenia obsłu9ujące90. Niech jak 

poprzednio: 

L 1 b~zie minimalną liczbą zgłoszeń w kolejce, .od której 

mo:te nastąpić rozpoczęcie nowej obsługi. 

Rozwa:tmy system L 1 ,l'I/G~/1 o pojedynczych przybyciach w odstępach 

czasu o rozkładzie wykładniczym, obsługach w grupach o stałej 

· pojemności 11 oraz progu 

. przyjętych ju:t oznaczeń 

L 
l 

przy czym niech dodatkowo do 

:tq:; i~>. EQ+ -rozkład oraz wartość oczekiwana li.czby zgłoszeń w . 

systemie natychmiast po zakończeniu obsługi. 

Twierdzenie 3. N przypadku p = >../mµ < 1 w okresie stacjonarnym dla 

średniego sumarycznego . kosztu• oraz przychodu R funkcjonowania 

systemu L 1 ,l'I/Gm/1 w Jednostce czasu przy zało:teniu K2 ~Omamy 

I. -s 
& M-l. M-& 

h(MEQ • +i. a. -'->I: q. + I: i.<i.-11q•+me,,...;1iu- I: q.• 
J. t.. i.:O 1, i. :.L 1, i,;;;:O 1, 

>- ~~-}-IC (l-P> 
µ • 

(14) l •=-----------~~-------------------

(1:5> R = >.. µ 

I...,. 

' J: <L .. -~: 
i.=O 

>.. 
+ -µ 

+ IC 

" 

przy czym_rozkład Cq:, i~O} liczby zgłoszeń w systemie w chwili 

wyjścia nie zale:ty od proQU L1 • 

Dowód twierdzenia poleQ& na wyznaczeniu charakterystyk EQ~ p, ET 

systemu L1 ,M/G/1 oraz wykorzystaniu le-tu. Przy wyznaczaniu 

wymienionych charakterystyk mo:tna wykorzystać zale:tności 

wyprowadzone N pracach Neuts (1967>, (1979). 
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z powyższego twierdzenia wynika, że w przypadku systemu 

L,,MIGm/1 zwi•kszaniu progu L, towarzyszy zwi•kszanie kosztu 

zwia.zanego z oczekiwaniem przy jednoczesnym zmnieJu&niu o się --. 

ko-u zwia,zanega z praca, urza.dzenia obsługuja.cego. 

~. Analiza przypadku Qdy w strukturz• kosztĆW - dCM1inuJ~~~~1• 

odwywa koszt zwi~any z ocz•kiwani- zQłosz.,ń· na.::przy_kc·,~Żie 

syst• -u L9 ,"/6/1. 

Ola pełnośc;:i roz-żań załóż•Y obecnie, ż• •···.:1cosz·t ::·.·; .. zNi·.-.zany z 

oczekiwaniem zgłoszeń jest dominuja,cy. Niech · L.·:·.~będzlii · -liczba, 
' . . 

zgłoszeń; w kolejce od której zanika proces przybyć do systemu. 

System M/G/1 z ograniczona, do L 9 liczba, • iejsc w poczekalni 

oznaczać będziemy jako L9 ,N/G/l. Ponadto niech Cq,.,i~>-b~zie 

rozkładem liczby zgłoszeń w kolejce w syst-ie M/G/1. 

Twl.,-dzeni • 4. W systemie L 9 ,M/G/1 o ograniczonej . de L9 liczbie 

miejsc w poczekalni w przypadku p = '),.,/µ :S 1, K2 ~ .O . dla.-. średnieoc · 

kosz tu " oraz przychodu R na jednostkę .· czasu 

stacjonarnym mamy: 

L - l L-l L-l 
9 8 9 

h[E iq, • L 9u-px•• p - E q . >l + ac u-p+ E q_> 
i. =o " i. =o " ._ \. =o ... · 

< 16) • = ----------------~--~----

(17) R 

L -l • 
• - p• • p t 

L -l 
I! 

• - P • E q _ 
\=O" 

L -t 
2 9 

• - p + p r: q_ 
i.=O \. 

i=o 
q' 

w okresie 

Dla dowodu powyższego twierdzenia należy podstawić zależności , (1.ll .. , 
(1.2> wypro-dzone w pracy Keilson (1966> do le111atu. 

W przypadku rozważanego systemu L9 ,N/G/1 __ .i:m._iiej~-ilni~ - ·-;· i _lości : 

miejsc w poczekalni ~ - -,---~ kosztu oczekiwania 

przy jednoczesny• 

! 
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