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S. Optymalizacja struictur
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56 1 krajom Konferencia

ANAszA xnsz'rou F!.N(CJMOAN!A 'WYBRANYCH - mcn:; svsrsnduw
MASOWED unstu;x Z PROGIEM
Stanistaw Stanek
ZNZ ‘PAN::O/BYTOM 5o (NEECNSQR
B ‘I" ’,~-"”,*°‘;,95" syste: 'Vm obstugi masovej
obstugach , grupowych zaprezentovana “'sostanie . -

obstugivania.  Okre$laja  j&  trzy  vietke$ci  progove: L
liczba  zgiocezelt v kolejce przy kidrej rozpoczyna si@  nova- - obetuga

L, - minimalna liczba zgloszell v kolejce przy - kidrej - . rompoczyna
"ne okres zaj@tosel oraz Ly - maksymalna - - liczba . .. 2gd cezell
oczekujacych v kolejce liczba miejec v P kalnide - POdONe - - W

procy zaleZnoSci vekazujd, 2e vprovadzenie proponovanych - wielkofci
progovych pozvala na poprave efektév ekonomicznych . funkcjionowvania
grupovego systemu obelugi masovej.

i.Wprowadzenie.

Funkc jonowanie systemu masowej obsiugi jest czesto zwiazane z
ponoszeni em ddzych nakiadéw Finansowych. Niejednokrotnie zmiana
aorganizacji pracy takiego systemu moze sie¢ przyczynié do poprawy
efektywnodci jego dziatania (por. np. Crabill 1 in. (1977)).

W wigkszodci prac z zakresu teorii obsiugi msasowej zakiada
si@, s urzadzenie ocbsiuguijace pracuje w zaleznoséci od tego czy w
kolejce oczekuja zgioszenia. W kilku pracach (por. np. Deb i
Serfozo (1973)), Kosten (1979), Heiss (1979)) wskazuje sie, 2e .w
przypadku systemu obsiugi masowej H/SRII. o wykiadniczych odstepach
czasu miedzy ' pojedynczymi przybyciami i absiugach grupowych
(zwykle przy zaiozeniu nieskoficzonej pojeanodci urzadzenia
obsiugujacego R = €O ) poprawe efektywnodéci dziatania systemu
moina uzyskaéd po wprowadzeniu polityki “granicy . kontrolnej @°,
przy ktérej rozpoczecie obsiugiwania nastepuje z  chwila
przekroczenia, okreslonej na podstawie analizy : ekonomicznej,
liczby zgitoszenn oczekujacych w kolejce. Prace te zwracaja uwage na
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ekonomiczne aspekty funkcjonowania systemu masowej obsiugi.

W referacie dla ogélnego grupoweqgo systemu obsiugi masowej
6I1¥/6Y/1 zostanie zaprezentowanych kilka réznych polityk
obstugiwania. Polityki te moga by stosawane tacznie lub
rozdzielnie w zaleznosci od parametrdow ekonomicznych
funkc jonowania systemu e Analiza tych pelityk zastaia
przedstawiona na przykiadzie kilku szczegdlnych przypadkdw dla
ktérych udato sie otrzymad prosta dla interpretacji postad
wynikéw.

2. Model ogélny.
Rozwazmy Jjednokanatowy system masowej obstfugi GI *6 Y
o przybyciach i obsiugach grupowych.
A. Przybycia sa okreslone przez:
Dystrybuante A(x) czasu miedzy przybyciami grupowymi.
Prawdopodobiefstwa €5 i=1,2,... zdarzenia, ze w
przybywajacej grupie jest i - zgloszenh. y

B. Polityka obliuﬁiuania zaktada istnienie trzech wartosci
pragowych L‘ < La = L’=
L‘ - minimalna 1liczba zgioszenn w kolejce przy ktérej
rozpoczyna sie nowa aobsituga (granica kontrolna).
L‘ -minimalna liczba zgioszen w kolejce przy ktérej
rozpoczyna sie@ okres zajetosci.
L‘ - maksymalna liczba zgioszes oczekujacych w kolejce
(liczba miejsc w paczekalni).

Ponizej na Rys.1 przedstawiono przyktadowa realizacje zmian
liczby zqQioszei w systemie w przypadku L‘ = 6, L2 = g, L9 = 20.
Liczba zgloszen w systemie jest suma liczby zgloszed w obstudze i
w kolejce. W chwili zerowej w systemie nie ma =zgioszen -~ trwa
przestdj. W chwili T1 wpiyneia do systemu grupa zawierajaca 7
zgitoszen. Okres zajetodci nie moz2e sie rozpoczad poniewaz nie
zostat przekroczony prdég L. = 8 zgioszen. Zgloszenia oczekuja w
kolejce. W chwili T2 wpiywaja dodatkowo dwa zgloszenia i poniewaz
zostaje przekroczony prég L. natychmiast rozpoczyna sie obsiuga. Z
przebywajacych w systemie 9 - ciu zgioszen pigeé zostaje wzietych
do obsiugi, a dwa oczkuja w kolejce. W trakcie obstugi, w chwili
T3 dotacza do kolejki druga grupa zgQloszenn zawierajaca trzy

zgioszenia. W chili T4 koficzy sie obsluga. Poniewéz w systemie
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Fys. 1. FPrzykladowa realizacja zmian
w prrypodku L,=8L.=8, L3=20.

34
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Cioa
' [S_1 kolsjko obelugo
trwa okres zajetosci oraz oczekﬁje wiecej niz L‘ = & zgtoszen

(dokladnie 7) wiec rozpoczyna sie kolejna obsiuga. Do obsiugi
zastaje wzietych 5 zgioszefi. W czasie trwania tej obsiugi wpiywa
jedna grupa zgioszen liczaca 4 zgioszenia; Oznacza to 2e w chwili
jej zakohczenia jest w systemie tylko pied zgioszeh ponizelj
wartodéci progowej L‘ . Rozpoczyna sie przestdéj urzadzenia
obsiugujacego. Przestdj ten konczy sie z chwila T7. W chwili T8
zostaje. osiagnieta wartosé progowa L, = 20 zgioszen w poczekalni.
Koleina grupa zgioszefh bedzie mogta byé przyjeta do kolejki po
zakofAczeniu obsiugi. Wpiywajace w miedzyczasie zgioszenia nie
zostana obsiuzone.
C.0Obstugi sa opisane przez:

Warunkowe prawdopodaobienstuwa dU' i=0,15.0.4, JZLl. ze

zostanie wziete z kolejki do obsiugi i zgioszenh gdy oczekuje

w kolejce j - zgleszelv

Dystrybuanty Bi(x) czasu trwania obsiugi, w ktérej jest

obsiugiwane i zgioszen.

D.Warunki ekonomiczne funkcjonowania systemu sa  okreslone
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przez nastepuiace parametry:
Koszt K‘ pracy urzadzenia obstugujacego w jednostce czasu.
Koszt Kz kazdorazowego uruchomienia urzadzenia
obsiugujacego (o statej wartosci).
Przychéd r zwiazany 2z obsiuzZzeniem jednego zgioszenia.
Przychdd nalezy rozumied jako opiate wnoszona przez
obsiugiwane zgloszenie (np. optata za przejazd w systemie
komunikacji) zwiekszajaca aktywa systemu cbsiugi.
Tak wiec na sumaryczny <4redni koszt x(t) dziatania systemu w
przedziale czasu (0,t) wpiywaia:
-koszt a‘(t) oczekiwania zgtoszenia w kolejce
—kos;t *z(t) pracy urzadzenia obsiugujacego
—-koszt n.(t) poniesiony w zwiazku z rozpoczeciami

obsiugiwania po przestoju:s

(1) 2(t) = 2 (t) + 2 (t) + 2_(t) -
1 2 -]

LEMAT: W okresie stacjonarnym w zaleznos$ci od charakterystyk
systemu;

EQ - oczekiwana liczba zgioszen w kolejce,

p - prawdopodobiefistwo przestoju urzadzenia obsiugujacego,

Et - oczekiwany czas trwania cyklu dziatania (3acznie okresu

zajetosci i nastepujaceqgo po nim okresu przestoju).
b - intensywnosci wyjs¢ z systemu,

Sredni koszt x dziatania systemu w jednostce czasu wynosi:
2) 2= h EQ + K‘(I-p) + Kg/Er .

;as $redni przychdd w jednostce czasu wynosi:
3 R‘= rb .

Dowéd: Dowdd zaleznosci:
1

(3) * = E(lim t~ u‘(t)) = h EQ
00
(3 x = E(lim t™%x_(t)) = K (1-p)
2 2 1
tsco

&) R=rbo
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przebiega identycznie jak w dowodzie twierdzenia 2.5.1 w pracy
Stanek (1984). Dla dowadu zaleznasci
(7) ni= E(lim t”ns(t)) = Kg/Er,
t$oo

zauuazhy, 2e jesdli oznaczymy przez v(t) 1liczbe cykli- dziatania
systemu w czasie (0O,t), to wéwczas
(8) "s(t) = K:v(t).
Ponadto czas trwania kolejnego cyklu dziatania zalezy :jedynie od
liczby zgioszeh w systemie w chwili rozpoczecia tego cyklu.
Oznacza to; 2e zmienno$é tych cykli modeluje proces semi-Markowa,
proces {v(t), t>0} jest skalarnym procesem liczacym w procesie
semi-Markowa (por. np. Kopomox i Typ6rH 1976). Stad .oraz =z
zaleznosci (8) otrzymujemy (7).

Z zaleznogci (1), (4), (5, (7) otrzymujemy (2).

W przypadku gdy liczba ﬁiejsc w poczekalni jest nieskoficzona
Ls = oo intensywno$é wyjsé z systemu jest rdéwna intensywnosci
przyby¢ do systemu:
9) R = r NEC: u4
gdzie X jest intensywno$cia przybyé grupowych, a EC wartoscia
oczekiwana liczby zgioszed w grupie (por. Stanek (1986) tw.2.5.1).
Z zaleznosci tej wynika, Ze oczekiwany przychdd w jednostce czasu
w okresie stacjonarnym, w tym przypadku, zalezy jedynie od popytu
na wykonanie obsiugi, a nie zale2y od polityki obsiugiwania.

3. Analiza przypadku gdy w strukturze koszt%w dominujdcd rol®
odgrywa koszt uruchomienia urzadzenia obsiugujacego na przykiadzie

W systeméw M*/6/1 oraz L,,M/G/1.

e

Zaidzmy na poczatek, Z2e w strukturze kosztéw dominujaca role
adgrywa koszt Kiuruchomienia urzadzenia obsiuguijiacego. Zauwazmy
dl'ax przykiadu, 2e sytuacja taka wystepuje w warunkach huty, gdzie
uruchomienie wielkiego pieca pociaga za soba duze koszty.

Postawiony problem rozwazmy najpierw na przykiadzie znanego
systemu M*/G/1 o grupowych przybyciach w odstepach o rozkiadzie
wykiadniczym i pojedynczych obsiugach (L‘ = Lz =1, L9 = oo). -
Niech

A - intensywno$é przyby<¢ grupowych,
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= 2 S 2 2 2 Y ]
(i=4,16;» ECT=E . _  i"c,, D'C=EC"-(EC)" - odpowiednio srednia,
drugi moment i wariancja rozkiadu liczby zgioszen w grupie,

1/, p(z)—érednil i drugi moment czasu obstugi,

EC=F

p = XNEC / u - wspdiczynnik przepustowosci systemu.

Twierdzenie 1: W przypadku p < 1 w okresie stacjonarnym dla
Sredniego sumarycznego kosztu x oraz @ przychodu R funkcjonowania

systemu M*/6/1 mamy:

A(EC-EC) (N ST
(10) x=nh ( EC) Uy + K p+ KA (1-p)
2U(L-0) 2¢(4-p) 1 2

(11 R = A r EC.

Dowéd: Dla systemu M*/6/1 w przypadku p < 1 w okresie stacjonarnym
mamy

2 2 @
A(EC” -EC) g (N EC) M

£0.% 2 L-P) 2¢4-p>

P = duzdp
Er = ET + EI = —=6_ , 2 . __1 __
IR Er-3 A A (1-p>
gdzie ET jest czasem trwania okresu zajetosci, a EI jest czasem

“+trwania nastepujacego po nim okresu przestoju. Podstawiajac te

zaleznosci do (2) oraz wykorzystujac (?) otrzymujemy (10), (11).

Koszt » jako funkcja przychodu R wyraza sie w rozwazanym

przypadku wzorem:

2 2 I RK RK
A o o Lt ] O 3wl YO WY SO IRy R<Mra .
EC r 2(ur=-R) r rEC V] Stapne

Jak widaé z powyzszej zaleznosci zwiekszajac sSrednia liczbe
zgioszen qurupie EC przy jednoczesnym zmniejszaniu intensywnosci
A _przybyé grupowych mozemy zmniejszyad koszty zZwiazane z
uruchamianiem sysytemu przy staiym przychodzie R = A EC. Zauwazamy
jednak, 2Ze rosna koszty zwiazane z oczekiwaniem zgioszen w kolejce
(gdy h>0). :

Inna mo2liwosé poprawy efektywnosci dziatania tego typu
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systeméw to wprowadzenie progu j

Lz— minimalna liczba zgloszenrt w systemie, przy ktérej systeam moze
rozpoczaé prace po przestoju.

System M/G/1 z wprowadzona wartoscia progowa L‘ oznaczamy _jako

Lz,nlﬁll.

Twierdzenie 2. W przypadku systemu L.IH/G/l, Qdy £ = %v £ 1 dla
dredniego kosztu x oraz przychodu R funkcjonowania systemu w

jednostce czasu mamy

Lt (2) AKX 2
(12) x = (—;- + ;7%:;;)h + Kd’ + i (1-p) ,

($ &9 R=Ar

Dowdd twierdzenia polega na wyznaczeniu charakterystyk EG, p,- E7

systemu Lz.H/EII oraz wykorzystaniu lematu. Dla. wyznaczenia EQG, p

mozna wykorzysta¢ metode wiozonego w chwilach zakoficzenia obsiugi

tancucha Markowa (struktura macierzy przijscia tego tancucha jest

analogiczna jak w przypadku systemu M*/6/1 por. Stanek (1982)).

Dla uyznaczeqia Et wystarczy zauwazyé, ze dla rozwazanego systemu

okresy zajetosci i przestoju moga byé traktowane jako suma -Fa
okreséw odpowiednio zajetosci lub przestoju w systemie M/G/1.

Koszt jako funkcia przychodu wyraza sie zaleznoscia: .
L_~-1 R K R K
1

2 @
2 + R_u 2} Yh + + 2 + (1 --.’—»’a R<r""
2 2r(ur-R) r M AL u

2=

Zaleznodci dla kosztu *unkéjonnuanil systeadw ‘H“IGII oraz
Lz\H/E)I wykazuja podobiennstwo jesli chodzi o koszt zwiazany =z
rozpoczynaniem pracy przez urzadzenie obsiugujace (role s<redniej
liczby zgioszeh w grupie EC dla systemu M*/6/1 odgrywa w systemie
LZ/H/GII prég L,) oraz koszt zwiazany 2z praca urzadzenia
obstugujaceqo. W przypadku systemu L',H/GII koszt zwiazany =z
oczekiwaniem przy wzroscie L’ rosnie proporcjonalnie jedynie do
h/2. Wzrost ten jest wolniejszy niz w systeamie M*/6/1 dla systeméw
0 wspéiczynniku przepustowodci miedzy f i .1 (przy zatozeniu L:=EC)
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4. Analiza przypadku gdy w strukturze koszt%w - dominujdcad rpl1€

odgrywa koszt pracy urzadzenia .obt*ugujﬂcnqo na przyk*adzic
systemu L ,M/G"/1.

Rozwazmy obecnie przypadek gdy koszt K’ pracy uwrzadzenia
obsiugujacego w jednostce czasu odgrywa decydujaca role przy K2=O.
Wystepuije to np. w przypadku systemdw przewozowych gdzie o
kosztach decyduje sumaryczny czas pracy $rodka przewozu.

W przypadku tego typu systemdw  wazny jest sposdb
wykorzystania pojemnos$ci urzadzenia obsiugujacego. Niech jak
poprzednio: 1

L‘ bedzie minimalna liczba zgioszehn w kolejce, od ktérej

moze nastapié rozpoczecie nowej obsiugi.
Rozwazmy system L1,H/Gm/1 o pojedynczych przybyciach w odstepach
czasu o0 rozkiadzie wyktadniczym, obsiugach w grupach o staiej
pojemnosci m oraz progu L1 przy czym niech dodatkowo do
przyjetych juz oznaczen
Iq:, i>03, EQ" -rozkiad oraz wartod4é oczekiwana liczby zgioszehA w

systemie natychmiast po zakoficzeniu obsiugi.

Twierdzenie 3. W przypadku o = A/mu < 1 w okresie stacjonarnym dla
Sredniego sumarycznego. kosztu » oraz przychodu R funkcjonowania
systému L‘,H/Gmll w jednostce czasu przy zaiozeniu K‘ = 0 mamy

- L’-: et - i - Am
h{mEa +L @ -0OF q. + T ii-vg +mim-xa- F q. - ===-}-K 4-0
1 4 izo 1Y i=L 1% oy 19 o 1
(14) » 2 + x
L -4 :
i a-og + 2
i=o 4 e M

(15) R= A u
przy czym rozkiad {q:, i20} liczby zgitoszenh w systemie w chwili
wyjscia nie zalezy od progu Lf
Dowdd twierdzenia polega na wyznaczeniu charakterystyk 501 ps ET
systemu Li,ﬂ/GII oraz wykorzystaniu lematu. Przy wyznaczaniu
wymienionych charakterystyk mozna wykorzystaé¢ zaleznosci
wyprowadzone w pracach Neuts (1967), (1979).
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Z powyzszego twierdzenia wynika, 2e w przypadku systemu
L‘,H/GMII zwiekszaniu progu L‘ towarzyszy zwigkszanie kosztu
zwiazanego z oczekiwaniem przy jadnoczesnyn‘ zoniejszaniu sig -
kosxztu ZWiazanego z praca urzadzenia obsiugujacego.

S. Analiza przypadku gdy w strukturze kosztSw dominujdc® rol®
odgrywa koszt zwiazany z oczekiwaniem zgiomze® na-przykiatzie
systesu L _,M/6/1. A :

Dla peinosci rozwazah zaiézmy ocbecnie, 2e koszt . zwiazany z
oczekiwaniem zgioszefi jest dominujacy. Niech Lbuﬁhddzié'-liczba
zgloszert w kolejce od ktérej zanika proces przybyd dq systemu.
Systea M/G/1 z ograniczaona do L’ liczba wmiejsc w poczekalni
oznaczaé¢ bedziemy jako L.,H/G/l. Ponadto niech {q{,igOIquzie
rozkiadem liczby zgioszert w kolejce w systemie M/G/1.

Twierdzenie 4. W systemie L.,HIGII o ograniczonej - do - L' liczbie
miejsc w poczekalni w przypadku p = A/u < 1, K: = 0.dla éredniego
kosztu x oraz przychodu R na ' jednostke czasu w okresie

stacjonarnym mamy:

Lt Lt Lot
119 i.q‘ * La-par o - >, qi.’J + K‘u-po L a
(16) o = =0 120 3 . L20 e
L_-1
X s
1-p +p ¢ a,
i=o
Lyt
el - T q
(17) R = tzo S U
L -t
2
1-p +p Lo
i=0o

Dla dowodu powy2szego twierdzenia nalezy podstawid zaléznosci,(l.l)
(1.2) wyprowadzone w pracy Keilson (1966) do lematu.

W przypadku rozwazanego systemu L.,HIGII znniejszaniuA,ilusci:
miejsc w poczekalni towarzyszy iejszanie kosztu oczekiwania

przy jednoczesnym zaniejszan
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