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7. Systemy planowania 
i prognozowania 
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7.3 

PROGNOZOWANIE SZEREGÓW CZASOWYCH NA PODSTAWIE MODELU 

ZAWIERAJACEG0 Si<LJ\.DOWA ODCINKOWO-LINIOWA 

Leszek Klukowski 

lnstytut Badań Systemowych PAN 

ul. Newelsk<t 6 

Ol-447 Warszaw1 

W pracy przedstawiono ~etode prognozu• ~nia szeregów czasowych 

pozwalającą prognozować chwile 9raz kierunki zmian trendu. Pod

stawę metod;r" stancwi model będący sumą dwóch procesów stochasty

cznych: szumu białego oraz tzw. składowej odcinkowo-liniowej, 

będącej szc~ególnyrn przypadkiem procesu serni-Marl_eowa. W pracy 

omówiono predyktory średnio-kwadratowe otrzymane przy różnych 

założeniach o znajomości parametrów składowe j odcinkowo-liniowej 

·oraz podano przykład zastosowania dotyczący krótkookresowego 

prognozowania . cen kakao na giełdzie w Nowym Jorku. 

1. Wprowadzenie 

W literaturze statystycznej oraz ekonometrycznej przedstawio-
. . 

no_ wiele _ r1żnorodnych metod prognozowania szeregów czasowych, 

m. in. metody oparte na modelach regresyjnych por. Anderson· ( 1971) 

modelach ·z klasy ARL'IA por. Box.:.Jenkins (1-983), Granger-Newbold 

(1977), filtrze Kalmana por. Mor~ison-Pike (1977), Harrison

Stevens (1971), itp. Jednakże w praktyce występują zjawiska, 

dla których istniejące met'?_dy nie prowadzą do pozytywnych wyni:-. 
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ków. Przykładem takich zjawisk są ro.in. krótkookresowe wahania 

cen na miedzynarodowych rynkach towarowych i inne zjawiska 

o charakterze koniunkturalnym. Przebiegi szeregów czasowych _tych 

zjawisk charakteryzują sie wystepowaniem gwałtownyt:h, skokowych 

zmian kierunku trendu oraz znacznym ro~rz.utem .obserwacji -wokół 

trendu. Prognozy szeregów tego typu, otrzymywane na podstawie 

istniejących metod, nie zapewniają dokładności niezbednej ~ pra

ktyce oraz - co najistotniejsze - nie pozwalają przewidywać· 

chwil wystąpienia zmiany trendu jak również kierunku zmian{por. 

Labys-Granger ( 1970) , Rossati-Ryszkiewi~z ( 1984 )). 

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody pozwalają

cej otrzymywać prognozy o lepszych własnościach niż przy użyciu 

istniejących metod, a w szczególności umożliwiającej prognozo

wanie chwil oraz kierunków .zmian trendu. Podstawe metody stano

wi model sformułowany w postaci sumy dwóch procesów stochasty

cznych: szumu białego oraz tzw. skladowe_j odcinkowo-liniowej, 

której realizacje przyjmują wartości równe·~artościom funkcji 

przedziałami liniowej 6 zmieniającym sie losowo współczynniku 

Rątowym (nachyleniu) oraz o losowych czasach trwania od_cinków; 

zakłada się dodatkowo, że zbiór nachyleń jest skończony, nato

miast zmiany nachyleń dokonują sie wg schematu jednorodnego lań-

cucha Markowa. \ 
. ' 

W pracy omówiono predyktory ~rednio-kwadratowe proponowanego 

modelu, otrzymane przy różnych zalożeniach · o . znajomo~ci parame-

trów składowej odcinkowo-liniowej. 

Ponadto podano. p:tzyklad zastosowania metody dotyczący progno

zowania cen kakao na giełdzie w Nowym Jorku oraz porównano -otrzy

mane wyniki z prognoza.ni otrzymanymi przy użyciu tzw'. metody · 
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,Harrisona-Stevensa ( 1971) ·, będącej szczególnym przypadkiem filtru 

K_almana. 

2. Postać modelu 

Modelem zawierającym składową odcinkowo-liniową (krótko mode

lem odcinkowo-liniowyrn) będzie nazywany proces stochastyczny 

_{Xt' t=1, • •. } o postaci: 

( 1 ) 

gdzie: 

_Yt - proces stochastY.CZnY., którego każda realizacja 

y 1 , .• • ,yT przyjmuje wartości równe wartościom ciągłej 

.funkcji przedziałami liniowej ~(t) (dla całkowitych 

wartości argumentów t) zdefiniowanej następująco: 

~(t) 

przy czym: 

a 0 + s1t 

a, ~ sj ( t-t ( l) ) 

am_,+ Br(t-t(m-1)) 

+ 6 (t-':'. (m)) 
s -

t(o) < t :. t 11 l 

j=i ; .t< 1 J < t :. t 12 l 

t(rn-1) < t ~ t(m) 

s:<r; t(m) < r s T 

t (v) _ liczby całkowite (chwile zmiany nachylenia); 

- a 0 - stała nie)osowa; 

- Bk - współczynniki kątowe należące do skończonego zbioru 

B = {13 1 , ••• ,Bn}; 
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- czas trwania każdego z odcinków o nachyleniu Bj EB jest rea

lizacją zmiennej losowej Kj, ·przyjmującej wartości ze zbioru ·, 

liczb naturalnych oraz spełniającej warunki: 

1 :. j :. n 

gdzie: ej - stałe, o wartościach nie . mniejszych niż dwa; 

- zmienne losowe K . tworzą zbiór wzajemnie niezależnych zmien-
J . . . . 

nych losowych; 

- zmiany współczynników kątowych są realizacją jednorodnego 

łańcucha Markowa o macierzy przejść P [pij]; i,j=1, ... ,n, 

, w którym zbiorem stanów jest zbiór B; o prawdopodobieństwach 

przejść zakłada się, że,· 

1 ; 

Et - ciąg nieskorelowanych zmiennych losowych o rozkładach 

normalnych N(O,o~), przy czym zmienne procesów 

{Yt, t=1, •.• } oraz {Et' t=1, .•. } są niezależne en bloc. 

z założenia o ciągłości funkcji $(t) wynika, że stałe a 1 , ... ,am 

spełniają warunki: 

a\) av.,. 1 + Bj(t(v)_ t(\J-1l), 

gdzie: 8- - nachylenie funkcji $ (t) w przedziale (t (\J-1 ) , t (•v)). 
J 

\I dalszym ciągu pracy zakłada się, że prognozowany szereg 
. . 

czasowy x 1 , ••. ,x.T jest realizacją procesu {Xt, t=1, ••. }; . proces 

(Yt, t=1, ••. } stanowi natomiast model "trendu" szeregu. 

3. Optymalne predyktory średniokwadratowe i ich własności. 

Optymalne predyktory średniokwadratowe modelu odcinkowo

liniowego otrzymano dla następujących trzech przypadków: 
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a) znane są (dokładne) wartości wszystkich parametrów modelu (1) 

oraz dana. jest realizacja _ składowej odcinkowo-liniowej 

y 1 , ... ,yT; T - chwila bieżąca; 

b) znane są wartości wszystkich parametrów modelu (1), natomiast 

realizacja składowej odcinkowo-liniowej jest dana z opóźnie

niem L~1 względem chwili bieżącej; 

c) znane są wartości parametrów modelu (1). z wyjątkiem nachyleń 

61 , •.. ,Bn, które zastępuje si~ ocenami 61 , •.• ,Bn (otrzymanymi 

na podstawie danych historycznych) oraz jest znana realizacja 

zmian nachyleń składowej ·odcinkowo-liniowej (tzn. indeksy 

nachyleń kolejnych odcinków do chwili T-L, L~1) • 

We wszystkich przypadkach zakłada się .również znajomość szere-
/ 

gu czasowego x,., ... ,x.r, tzn. realizacji procesu {Xt,t=1, ... }. 

Predyktory odpowiadające założeniom przyjętym w kolejnych 

punktach charakteryzują się malejącymi wymaganiami odnośnie nie

zbędnego zasobu informacji. Wykorzystanie mniejszego zasobu_in

formacji sprawia, że zadanie prognozy jest bardziej realistyczne, 

ale też prowadzi do . większej złożoności predyktorów, powiększe

nia . wariancji błędów prognoz, a także wzrostu nakładu obliczeń 

niezbędnego przy obliczaniu prognoz oraz mierników ich dokład

ności. 

3 ; l~ :Optymalny predyktor w przypadku a) • 

·Optymalnym·predyktorem ~+h' h~1 jest przy założeniach przyję

tych ·w przypadku a), warunkowa wartość oczekiwana zmiennej loso

wej _Y±+h względem obserwac:i _yt(mi+ 1 , ••. ,YT (por.Klukowski (1986)) 

tzn.: 

~+h C3) 
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Predyktor i.r+h można przedstawić w postaci: 

gdzie: 

:ET+h 

ltT+h YE(.) P(YT+h 
T+h e: ~T+h 

(.) ' (.) 
YT+h YT+h 

zbiór . wartości zmiennej losowej YT+h; -

prawdopodobieństwo tego, że zmienna YT+h 

przyjmie wartość yJ:i 

(4i 

Sposób konstrukcji zbioru :r;+h oraz określenia na nim funkcji 

prawdopodobieństwa nie będzie przedstawiony ze względu na ograni-

czenie objętości; problemy.te omówiono szczegółowo w 

pracy Klukowskiego (1986). 

II.2.1 

W pracy tej wykazano następujące własności predyktora xT+h: 

- predyktor iT+h jest warunkowo nieobciążony; 

- wariancja błędu predyktora ltT+h jest sumą . (warunkowej) warian-

cji zmiennej YT+h oraz . wariancji o~ 

- wariancje błędu predyktora i.r+h obliczone (dla .ustalonego h) 

w różnych chwilach T', T" nie są, w ogólnym przypadku, identy-

czne. 

3.2 . Optymalny predyktor w przypadku b). 

Przypadek rozważany w punkcie 3. 1 . ma głównie znac .zenie teore

tyczne, ponieważ w praktyce nie jest przeważnie znana realizacja 

y 1 , ••• ,yT składowej odcinkowe-liniowej. Realizację tę można zwy

kle określić (oszacować), dostatecznie dokładnie dla celów prak

tycznych, na podstawie szeregu czasowego x 1 , ._ H ,~, z pewnym 

opóźnieniem wzg lędem chwili bieżącej (por. Klukowski (1986) II.2). 

Fakt ten uwzględniaja. założenia przyj~te w przypadku b). 
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* Optymalnym predyktorem "T+h, hil:1 jest, przy założeniach przy-

jętych w przypadku b), wartość oczekiwana zmiennej losowej yT+h' 

w rcizk.ładzie. a posteriori względem obserwacji xT-L+1 , ••• ,xT° 'Pre

dyktor ten można przedstawić w postaci: 

* 
"T+h 

gdzie: 

q(.) 

T+h,L 

(.) 
YT+h,L 

* ~T+h zbiór wartości zmiennej losowej YT+h; 

(.) -'V'* 
YT+h,L - elementy zbioru -><-T+h; 

gJ:h,L - prawdopodobieństwa a posteriori względem 

obserwacji xT-L+ 1 , ••• ,xT. 

(5) 

* · Sposób konstrukcji zbioru XT+h oraz określenia na nim funkcji 

prawdopodobieństwa rozkładu a priori jest podobny do sposobu kon

strukcji. zbioru XT+h oraz prawdopodobieństw P (YT+h = Yi:h 

w przypadku a). 

Wyznaczenie prawdopodobieństw ~:h,L rozkładu a posteriori 

wymaga określenia rozkładuwektora losowego [xT-L+1 , ... ,XT]. 

Jest to L~wymiarowy rozkład normalny, w którym wektor wartości 

oczekiwanych jest określany przez realizacje składowej odcinkowe

liniowej w przedziale [T-L+1;T], natomiast macierz wariancji 

i kowariancji ma postać 0 21 
. E 

Sposób wyznaczan·ia wielkości niezbędnych do obliczenia pro-

* gnozy na podstawie predyktora "T+h oraz ~łasności tego predyktora 

omówiono szczegółowo w pkt. II.2.2 pracy Klukowskiego (1986). 
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3.3. Optymalny predyktor w przypadku c). 

W praktyce nie są zwykle znane dokładne wartości parametrów 

modelu odcinkowo-liniowego; parametry te trzeba.estymować (metody 

estymacji tych parametrów omówiono w rozdz. III pracy Klukowskiego 

(1986)) na podstawie danego szeregu czasowego. Uwzglednienie faktu 

iż wszystkie parametry modelu otrzymano w wyniku estymacji nie 

wydaje sie możliwe, dlatego też celowe jest wyodrębnienie parame

trów, mających zasadniczy wpływ na postać i wiasności predyktora. 

Rozważania teoretyczne jak i doświadczenia praktyczne wskazują, 

że parametrami które w najwyższym · stopniu wpływają na postać 

i własności predyktora są nachylenia ze zbioru B (określają one 

postać zbiorów wartości zmiennych YT+h oraz rozkładów warunkowych 

wektora [JC.r-~+i•···•JC.rD· Fakt, iż parametry te otrzymano w wyniku 

estymacji uwzgledniają założen~a przyjete w przypadku c). 

w rozważanym obecnie przypadku optymalnym .predyktorem xT+h 

jest ocena wartości oczekiwanej zmiennej losowej YT;h w ro~kładzie 

a posteriori, względem wartości: xT-L+i•··· ,xT; a, 81 , ••• ,en, 

przy czym a - ocena stałej ostatniego odcinka funkcji ~(t), dla 

t~T-L._Konstrukcja predyktora xT+h jest analogiczna do konstruk-
.* 

cji predyktora xT+h, przy czym znacznej komplikacji .ulega struk-

tura macierzy wariancji. i kowarianc ji w rozkładzie wektora 

[XT-L~ 1 , ••. ,XT] _ (zmienne losowe rozkładu są zależne i mają różne 

wariancje). 

Sposób wyznaczania wielkości niezbędnych ·.do obliczania progno

zy na podstawie predyktora xT+h własności tego predyktora oraz 

* porównanie z własnościami predyktora xT+h omówiono szczegółowo 

w punkcie II.2.3. pracy Klukowskiego (1986). 
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4. Przykład zastosowania metody. 

Przedstawioną metodę zastosowano do prognozowania średnich 

tygodniowych cen ziarna kakaowego na giełdzie w Nowym Jorku. 

Do obliczania prognoz wykorzystano najogólniejszą postać pre

dyktora średni~-kwadratowego x.r+h' ponieważ założenia przy k tórych 

otrzymano ~en predyktor są naj bliższe realiom prognozowanego zja

wiska . 

Prognozy obliczono w kolejnych tygodniach roku 1984 (łącznie 

52 prognozy dla horyzontu H = 7). Parametry modelu odcinkowe-li

niowego oszacowano na podstawie danych z lat 1977-83 . 

Dla porównania obl i czo~_o ponadto analogiczne prognozy za pomo

cą metody Harrisona-Stevensa (1971). 

Analiza mierników dokładności obliczeniowyc h prognoz oraz ich 

porównanie z prognozami ot rzymanymi metodą Harrisona-Stevensa 

(dla wybranych wyprzedzeń h = 1,4,7) prowadzi do następujących 

wn i o sków: 

- błędy prognoz otrzymanych na podstawie predyktora xT+h charakte

ryzowały się wysokim poziomem zgodności mierników ex ante oraz 

ex post ; 

- najlepsze relatywnie wyniki otrzymano dla większych wyprzedzeń, 

tzn. h = 5, 6, 7; 

- porówn-anie przeciętnego nachylenia standardowego błędów ex post 

dla modelu odcinkowo-liniowego oraz metody Harri sona-Stevensa 

dało następujące wyniki: dla h 1 mniejszy . błąd otrzymano me-

todą Harriso::a-Stevensa (o 13%), dla h" 4 oraz 7 mniejszy błąd 

otrzymano n ,;_ podstawie predyktora xT+h, przy czym dla h = 4 

przewaga wyn~~iia 4%, natomiast dla h = 7 aż 33%; wyniki te 

wskazują na znaczną · przewagę modelu odcinkowo-liniowego dla 
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większych wyprzedzeń, w przypadku których zmiany kierunku · tren-, 

du wpływają w istotny sposób na błędy prognoz. 

Otrzymane wyniki oparte na dość szerokim materiale 'statystycz:-, 

nym potwierdzają zatem praktyczną przydatność przedstawionej me~ 

tody, a przede wszystkim jej zdolność do prognozowania zmian kie

runku trendu. 
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