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ALGORYTMIZACJA PROBLEMU ROWNOWAGI
ELEKTROSTATYCZNEJ

Przemystaw Rutka

Studia Doktoranckie IBS PAN
Katolicki Uniwersytet Lubelski Jana Pawia Il
e-mail: rootus@kul.lublin.pl

Streszczenie. W niniejszej pracy zaprezentowany zostat wydajny algorytm rozwia-
zujacy problem réwnowagi elektrostatycznej uktadu n dodatnich jednostkowych
fadunkow elektrostatycznych poruszajacych si¢ swobodnie na przedziale (a,b) w
obecnosci zewnetrznego potencjatu generowanego klasyczna waga i odpychajacych
si¢ zgodnie z prawem potencjatu logarytmicznego. Scislej méwiac algorytm ten
znajduje potozenie ladunkéw bedacych w stanie stabilnej réwnowagi elektrosta-
tycznej oraz oblicza warto$¢ catkowitej energii elektrostatycznej tego uktadu ta-
dunkdw.

Stowa kluczowe: réwnowaga elektrostatyczna, réwnanie rézniczkowe Pearsona,
klasyczne wielomiany ortogonalne, potencjat logarytmiczny, efektywne algorytmy.

1 WPROWADZENIE

Niech w (z) bedzie dodatnia funkcja wagowa okreSlona na skoficzonym
lub nieskoniczonym przedziale (a, b). Bedziemy zaktadad, ze waga ta jest
klasyczna, tzn. Ze spetnia ona réwnanie rézniczkowe Pearsona

2 [A@w(@) = B@)w(x), a<z <b,

z warunkami brzegowymi postaci

l;ﬁlA(x)w(a:) = lgrblA(a:)w(m) =0,

gdzie wielomiany rzeczywiste
A(x)=ar’ +ax+ag i B(z)=buzx+b
sa takie, ze A (z) > O na (a,b) i b #0.
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Ponadto niech g, (), n = 0,1, ..., oznaczaja ciag wielomianéw stop-
nia n ortogonalnych wzgledem iloczynu skalarnego

(F.900= [ @) g(@)w()da

w przestrzeni Hilberta L, (a,b) z norma || f||,, = 4/(f, f),,- Oznacza to,
ze zachodza warunki

(¢,q), =0, gdy j#k.

Jezeli istnieje skoriczone lub nieskoficzone n,, takie, ze wielomiany orto-
gonalne g, (z), 0 < n < ny, sa dodatkowo rozwiazaniami nastgpujacego
rOéwnania ré6zniczkowego Sturma-Liouville’a

d d
E; A (LE) w (33) %Qn (‘T) = )\nw (.’L’) an (.’L’) ;y 0 < T < b, (1)

ze wspétczynnikiem A, rtéwnym
An=n[(n—1)as + b,

to wtedy ciag ¢, (), 0 < n < ny, jest nazywany klasycznym [2,7,12,
20]. Na odwr6t, liniowo niezalezne wielomianowe L2, (a, b)-rozwiazania
réwnania (1) sa ortogonalne wzgledem klasycznej wagi w (x) [1, 8, 9].

Zgodnie z powyzszymi zaloZeniami istnieje, z doktadnoscia do liniowe;j
zmiany zmiennej, doktadnie sze$¢ klas klasycznych wielomianéw ortogo-
nalnych [7, 8, 10]. Sci§lej méwiac istnieja trzy nieskoficzone ciagi g, (),
n =0,1,..., klasycznych wielomianéw ortogonalnych, ktérymi sa:

(i) wielomiany Hermite’a H, (z), gdy (a,b) = (—o0, +00), A(z) =1,
B (z) = —2x oraz
w(z)=e?,
(ii) wielomiany Laguerre’a L(® (z), jesli (a,b) = (0,+o0), A (z) = =,
B(z)=—zx+4+a+1,a> —1oraz

w(z) = z% %,

(iii) wielomiany Jacobiego P{*f) (z), gdy (a,b) = (~1,1), A(z) =
—22+1,B(z) = —(a+B8+2z+Pf—a,a>-1,8> —1
oraz

w(z) = (1-2)*(1+2)",
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oraz trzy skoficzone ciagi g, (z),n =0, 1,. .., n,,, nastgpujacych klasycz-
nych wielomianéw ortogonalnych:

(iv) uogdlnionych wielomianéw Bessel’a B(*P) (1), jezeli (a,b) =
(0,40), A(z) =22, B(z) =az+ f,a < -1, a ¢ {-2,-3,...},
6 > 0 oraz

gdzie |u| oznacza cechg liczby rzeczywistej u,
(v) wielomianéw Jacobiego M(*#) (z) ortogonalnych na (0, +oo), gdy
(a,b) = (0,400), A(x) = 2>+, B(z) = 2—-a)z + S+ 1,

B > —1 oraz
P a—1
v = g W)
(vi) Evielomian(;)w pseudo-Jacobiego J(@PABCD) (1) jesli (a,b) =
_Oo, +OO 4
AB+CD B?2+D?
_ 2
A(ZL‘)—LB-f-Z A2+CZ x+A2+CQ)

B(AD —BC) +2(1 — a) (AB+CD)
A2+C2

B(z)=2(1-a)z+

(Az +B)’ + (Cz +D)*] " Barctan (#42+¢7)a+ AB+CD

AD—-BC

A +C? ’

w () =

gdzie n, = |a — %J, za$ rzeczywiste parametry A, B, C, D s takie,
ze AD —BC > 01 A*+C? > 0.

Nalezy jeszcze podkreslic, ze kazdy ciag klasycznych wielomianéw or-
togonalnych g, (x), 0 < n < n,, spetnia pewna tréjcztonowa zaleznos¢
rekurencyjna. W szczeg6lnos$ci w przypadku monicznym, tzn. gdy wspot-
czynnik przy =" wielomianu g, (z) stopnia n wynosi 1, ta tréjcztlonowa
zalezno$¢ rekurencyjna ma nastgpujaca postaé

@(r)=1, @) = z-c,
)
Gnt1 (%) = (T — ¢n) gn (2) — dn@n1 (z), n=1,2,....
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Wiadomo [10], Ze wspétczynniki ¢, i d, we wzorze rekurencyjnym (2) sa
réwne
_2na1rn_1 — b(] (2(12 — bl)

Cp = y n=0,1,...,
Ton—2T2n

3

2
Sp—1 (7" n—101 — a2bO) — GoTop,_o

2
Ton—3T2p—2"2n—1

dp =n7p_o , n=12,...,
oile
r, = kag +b; 1 s =ka; + bg.

W niniejszej pracy zaprezentowany zostat efektywny algorytm rozwig-
zujacy problem réwnowagi elektrostatycznej uktadu n dodatnich jednost-
kowych tadunkéw elektrostatycznych poruszajacych si¢ swobodnie na
skoficzonym lub nieskoriczonym przedziale (a,b) w obecno$ci zewnetrz-
nego potencjalu generowanego nieruchomymi fadunkami gwarantowany-
mi obecnoscia dowolnej klasycznej wagi w (x). Precyzyjniej méwiac al-
gorytm ten znajduje przyblizone potozenie fadunkéw elektrostatycznych
bedacych w stanie stabilnej réwnowagi oraz oblicza warto$¢ calkowitej

_energii elektrostatycznej tego uktadu tadunkéw. Konstrukcja algorytmu o-
piera si¢ na rezultatach przedstawionych ostatnio w publikacji [13], gdzie
podano jednolite i kompletne rozwigzanie problemu réwnowagi elektrosta-
tycznej. Nalezy podkresli¢, ze to rozwiazanie pokrywa si¢ ze znalezionymi
wczesniej przez Stieltjesa [16—18], Scheonberga [14] oraz Szegd [21] roz-
wigzaniami problemu réwnowagi elektrostatycznej w szczeg6lnym przy-
padku klasycznych wag Jacobiego, Hermite’a i Laguerre’a. W zwiazku z
tym nalezy takze wspomnie¢ o waznych osiagnigciach w tym kierunku zre-
ferowanych w monografiach [6] oraz [5] 1 zauwazy(, ze nowe ujednolicone
podejscie do problemu pozwolito na znaczne skrécenie i uproszczenie kla-
sycznych dowodow.

2 ORTOGONALNOSC A ROWNOWAGA
ELEKTROSTATYCZNA EADUNKOW

Pod koniec XIX wieku T. J. Stieltjes [16—-18] zaproponowal jedna z naj-
ciekawszych i najtadniejszych w historii interpretacji taczaca klasyczne
wielomiany ortogonalne z elektrostatyka. Odkryl on mianowicie, iz ze-
ra ortogonalnego wielomianu Jacobiego wskazuja miejsce, w ktérym pe-
wien uklad tadunkéw elektrostatycznych osiaga punkt stablinej réwnowagi
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elektrostatycznej. Scislej méwiac chodzi o uktad elektrostatyczny, w kt6-
rym w przedziale (—1, 1) porusza si¢ swobodnie n dodatnich jednostko-
wych tadunkéw elektrostatycznych w obecnosci dodatkowego zewnetrz-
nego potencjatu generowanego przez dwa dodatnie tadunki. Te zewngtrzne
tadunki maja masy réwne (3 + 1) /2 oraz (o + 1) /2 i sa ustalone odpo-
wiednio w punktach —1 i1 1. Co wigcej wszystkie tadunki, zarowno swo-
bodne jak i stale, odpychaja si¢ zgodnie z prawem potencjatu logarytmicz-
nego, co oznacza ze sita ich oddziatywania jest odwrotnie proporcjonalna
do ich odlegiosci. W takiej sytuacji okazato si¢, ze swobodnie porusza-
jace si¢ tadunki spoczna, osiagajac stabilng réwnowage elektrostatyczna,
doktadnie w zerach —1 < z; < ... < z, < 1 wielomianu Jacobie-
go PP (1) stopnia n. Dowéd tego faktu wymagat znalezienia minimum
catkowitej energii elektrostatycznej uktadu tadunkéw, stanowiacej sume
energii wzajemnych oddziatywar tadunkéw swobodnych i energii zwiaza-
nej z zewngtrznym potencjalem tworzonym przez tadunki state. Przy oka-
zji jednoczesnie okazato sig, Ze minimalna warto$¢ tej catkowitej energii
jest §ci§le powiazana z dyskryminantem wielomianu Jacobiego P{*#) ().

Problem réwnowagi elektrostatycznej uktadu tadunkéw byt p6znie;j je-
szcze wielokrotnie badany przez licznych autoréw. Zostat on na przyktad
rozwigzany takze dla swobodnych fadunkéw poruszajacych si¢ na prostej
i p6lprostej w obecno$ci zewngtrznego potencjalu generowanego stalymi
tadunkami gwarantowanymi obecno$cia klasycznych wag Hermite’a i La-
guerre’a [14,21]. Znalezione réwniez zostaty formuly pozwalajace obli-
czaé wartosé catkowitej energii uktadu tadunkéw w punkcie ich stabilnej
réwnowagi elektrostatycznej, bez jawnej znajomosci zer klasycznych wie-
lomianéw ortogonalnych Jacobiego, Hermite’a i Laguerre’a [6, 14]. Dalsze
tworcze rozwinigcie problemu réwnowagi elektrostatycznej zostato przed-
stawione w monografii [6], gdzie cytuje si¢ szereg publikacji zwigzanych
7 ta tematyka (zobacz takze [5, 11, 22]).

Bazujac na wspomnianych rezultatach sformutowane zostalo ostatnio
w pracy [13] kompletne i ujednolicone rozwiazanie problemu réwnowagi
elektrostatycznej, uwzgledniajace takze uktady tadunkéw poruszajacych
si¢ swobodnie na przedziale (0,+00) lub (—o0,+00) W obecnosci ze-
wngetrznego potencjalu generowanego klasycznymi wagami, zwigzanymi
ze skoficzonymi ciggami wielomianéw ortogonalnych, tzn. uogélniony-
mi wielomianami Bessel’a, Jacobiego na (0, +00) i pseudo-Jacobiego. W
szczegoOlnoSci zauwazono najpierw, ze rozwigzanie problemu réwnowagi
elektrostatycznej wymaga znalezienia punktéw z; < ... < x,, W ktérych
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funkcja

T, (21, .., 20)= le (%) Tl GGi—=)? a<z<...<z,<b,
1<j<k<sn

gdziew, (z) = A (x) w (), osiaga swoje maksimum globalne oraz wyma-
ga podania jawnego wzoru na t¢ warto§¢ maksymalng. Wiadomo bowiem
[5,6,21], ze uktad n swobodnych tadunkéw elektrostatycznych porusza-
jacych si¢ w obecnoSci zewngtrznego potencjalu generowanego klasyczna
waga osiaga stabilng réwnowage, wtedy gdy jego catkowita energia elek-
trostatyczna przyjmuje warto§¢ minimalng réwna

Loy (1, oy 3) = T2 (24, 1)
Wykorzystujac nastgpnie klasyczny fakt [21], iz pochodne czastkowe
%%L") i =1,...,n, zeruja si¢ w tych samych punktach z, ..., ,

co rozwigzania réwnania rézniczkowego Sturma-Liouville’a (1) wykaza-
no, ze problem elektrostatyczny
max Ty, (21,5 2p) =Ty (T2, .-, 2T0), 0<n < my,
a<z1<...<2n<b
ma jednoznaczne rozwiazanie z; < ... < z, w przedziale (a,b), ktére
stanowig punkty z1, . . . , &, bedace zerami klasycznego wielomianu g,, (z),
ortogonalnego wzgledem wagi w (x). Warto$¢ maksymalna

Tn = Tw1 (.’L'l, e o ,.’En)

zostala natomiast obliczona stosujac metod¢ pochodzaca od Schur’a [15]
i Hilbert’a [4], ktéra data w wyniku

T, = (—D"[(2n — 1) az + b;]" H diw (xy,)
P

gdzie wspétczynniki dy, sa zdefiniowane tak samo jak we wzorze (3). Nie-
zwykle ciekawym okazal si¢ przy tym fakt, iz dla kazdego z szeSciu kla-
sycznych wielomianéw ortogonalnych istnieje sposéb [6, 13, 14] wyelimi-
nowania zer i, ...,Z, z iloczynu [I}_; w (zx). Dzigki temu wszystkie
warto$ci ekstremalne 7;, mogly zosta¢ przedstawione w nastgpujacych po-
staciach nie zalezacych jawnie od tych zer.

(a) Waga Hermite’a:

T = (2¢) " V2 ] &,
k=1
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(b) Waga Laguerre’a:
& k
T, = e—n+a) H Ek (k + ) +a’

k=1
(c) Waga Jacobiego:
n k‘k (k_+_a)k+a (]C-I—ﬂ)k_l-ﬁ

T, = 2n(’n+a+ﬁ+1) 7
]];[1 (n+k+a+/@)n+k+a+,@

(d) Uogodlniona waga Bessel’a:

n kk:
Tn _ (_1)n(n+2a—1)/2 (ﬁe)n(n—l—a—l) H

e (n + Lk +a— 2)n+k+o¢-—2’

(e) Waga Jacobiego na (0, +00):

o nliea) T K (k+ 87 (k—a—p)*
Tn_( 1) ’c];[l(n+k_a)n+k—a(a+ﬂ_n+k_1)a+,3’

(f) Waga pseudo-Jacobiego:

nln - n(n+1—2c)
T - (_1)@ (AD BC)

A2+C2
- e—ﬂarctanz—@'@_—a—)kk [4 (k _ a)2 —}—/82

X H )n+k—2a V

k=1 (n—l—k—2o¢

]k:—a

3 ALGORYTM

Przytoczone w poprzedniej sekcji rezultaty pozwalaja na sformulowanie
numerycznego algorytmu rozwigzujacego problem réwnowagi elektrosta-
tycznej uktadu n dodatnich jednostkowych tadunkéw elektrostatycznych
poruszajacych si¢ na przedziale (a,b) w obecnosci zewngtrznego poten-
cjalu generowanego klasyczng waga w (x). Scislej méwiac algorytm ten
znajduje polozenie tadunkéw elektrostatycznych, w ktérym osiagaja one
stan stabilnej réwnowagi elektrostatycznej oraz oblicza warto$¢ catkowitej
energii elektrostatycznej tego zr6wnowazonego uktadu tadunkéw.
Zgodnie z [13] szukane polozenie tadunkéw elektrostatycznych znaj-
duje si¢ w zerach odpowiedniego klasycznego wielomianu ortogonalnego



78 Przemystaw Rutka

gn (). Zatem w pierwszej kolejnosci algorytm oblicza przyblizone war-
tosci zer tego klasycznego wielomianu ortogonalnego. Najprosciej mozna
to zrealizowa€ za pomoca zmodyfikowanej bisekcji [3, 19], dziatajacej w
oparciu o badanie liczby zmian znaku o (x) w ciagu Sturma postaci

qo ('T) = 17_Q1 (x)7q2 (.CL'),...,(—l)nqn ($) (4)

Przy tym bisekcj¢ nalezy rozpoczaé od dowolnego ograniczonego prze-
dziatu [&, 5] zawierajacego wszystkie zera wielomianu g¢,, (z). Kofice tego
przedzialu mozna wyznaczy¢ postugujac si¢ chociazby twierdzeniem Ger-
szgorina [19].

Jesli za$ chodzi o obliczanie wartosci catkowitej energii elektrostatycz-
nej L, =1In Tn_l/ 2 uktadu n tadunkéw elektrostatycznych pozostajacych
w stanie stabilnej rownowagi, to najlepiej jest w tym celu wykorzystaé
wzory zebrane w Tabeli 1, ktére wynikaja bezpoSrednio ze wzoréw poda-
nych w podpunktach (a) — (f).

Tabela 1. Wartosci catkowitej energii elektrostatycznej L.,, pozostajacych w stanie stabilnej réw-
nowagi uktadéw n dodatnich jednostkowych tadunkéw elektrostatycznych powiazanych z poszcze-
g6lnymi klasycznymi wagami.

Waga klasyczna Wartos¢ calkowitej energii elektrostatycznej
Hermite’a B2 (n-1)—- 31>  knk
Laguerre’a nlnte) 1S [klnk+ (k+a)In(k+ )]
Jacobiego —22nn+a+B+1)—-3> 7  [klnk

+(k+a)ln(k+a)+ (k+B)In(k+ B)
—(m+k+a+B)n(n+k+a+p)

n

Uogolniona waga Bessel’a ~HEBp(nta-1)—33 1 [kink
—(n+k+a—-2)In(2—n—k - )]

Jacobiego na (0, +00) =3 opey [klnk+ (k4 B)In(k+ B)
+kln(a+B8—-k)—(n+k—a)ln(a—n—k)
—(a+pf)In(a+B—-n+k—1)

Pseudo-Jacobiego —3In (4555F)n(n+1—20)
+3> {,Barctan ﬁ —klnk
—(k—a)ln [4(k—a)2+,32]
+(m+k—20)In(2a —n—k)}
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Pelne sformutowanie numerycznego algorytmu rozwiazujacego prob-
lem réwnowagi elektrostatycznej uktadu tadunkéw elektrostatycznych po-
wigzanego z klasyczng waga mozna przedstawi¢ w postaci nastgpujacego
Algorytmu 3.1.

Algorytm 3.1. Problem réwnowagi elektrostatycznej uktadu n dodatnich jednostkowych tadunkéw
elektrostatycznych poruszajacych si¢ swobodnie na przedziale (a,b) w obecnosci zewngtrznego
potencjalu generowanego klasyczna waga w (z) i odpychajacych si¢ zgodnie z prawem potencjatu
logarytmicznego.

Wejscie: Liczby rzeczywiste az, a1, ao, by, bo definiujace klasyczna wage w (z), liczba catkowita
n > 0 okreslajaca liczbg tadunkéw swobodnych oraz liczba rzeczywista prec okreslajaca doktad-
no$¢ obliczen.

Wyjscie: Punkty z1,x2,. . ., %, Wyznaczajace przyblizone, z doktadnoscia prec, potozenie tadun-
koéw swobodnych pozostajacych w stanie rtéwnowagi elektrostatycznej oraz warto$¢ L., catkowitej
energii elektrostatycznej tego uktadu.

1. Dlakazdego k = 1,2, ..., n wykonaj:
1.1. Oblicz korzystajac z formut (3) liczby @ i b takie, ze

+|Cy|+‘v j+1

o~ o~
b=—a=

} do=da=o0.

0<J<’n 1

1.2. Dopdki b-a> prec wykonaj:

12.1. 2 = “+”
1.2.2. Jezeli o (af:k) <k, to
122.1.a =z
1.2.3. w przeciwnym wypadku
123.1.5 = zx
1.3. zE = a+b
2. Zwroé punkty T1,%2y...,Ln.

3. Oblicz warto$¢ L.,; wykorzystujac odpowiednia, w zaleznosci od wspdtczynnikéw az, a1, ao,
b1, bo, formule z Tabeli 1 i zwro¢ warto$é L., .

Poddajmy jeszcze krétkiej analizie ztozono$¢ obliczeniowa Algorytmu
3.1. Latwo mianowicie zauwazy¢, ze jego koszt jest proporcjonalny do
n?, przy czym wsp6lczynnik tej proporcjonalnosci zalezy jedynie od zada-
nej doktadnosci prec obliczefi. Na koszt ten wplywa najbardziej koniecz-
no$¢ powtarzania bisekcji, ktérej ztozono$¢ obliczeniowa jak wiadomo jest
rzgdu O (n), dla kazdego z n zer monicznego wielomianu ortogonalnego
dn (z). Wszystkie pozostate elementy algorytmu, w szczeg6lnosci znajdo-
wanie skofnczonych granic przedzialu [&, 5] zawierajacego wszystkie szu-
kane zera oraz obliczanie liczby zmian znaku o (z) w ciagu Sturma (4),
mozna juz zrealizowaé kosztem O (n) operacji elementarnych.
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Na koniec przytaczamy w postaci rysunkéw Rys. 1 — 5 eksperymenty
numeryczne przeprowadzone dla Algorytmu 3.1 w przypadku wagi Jaco-
biego, wagi Hermite’a, uogdlnionej wagi Bessel’a, wagi pseudo-Jacobiego
oraz wagi Jacobiego na (0, +-00). Poszczegdlne ilustracje prezentuja poto-
zenia na przedziale (a, b) uktadéw ztozonychzn = 1,2, ..., 30 tadunkéw
elektrostatycznych znajdujacych si¢ w stanie stabilnej rownowagi elektro-
statycznej. Dodatkowo po prawej stronie kazdego uktadu tadunkow poda-
na jest warto$¢ jego catkowitej energii elektrostatyczne;.

1.1601e

-1 o 1 z

Rys. 1. Polozenia stabilnej réwnowagi elektrostatycznej, wraz z odpowiadajacymi wartoSciami
L,,, catkowitej energii elektrostatycznej uktadéw n = 1, ..., 30 fadunkow elektrostatycznych po-
ruszajacych sig na przedziale (—1,1) w obecnosci zewnetrznego potenqalu generowanego waga
Czebyszewa I rodzaju (tzn. waga Jacoblego 7 parametrami o = f = — 2).

£0.19%655
0153426
o

-6.86335 o 6.86335 z

Rys. 2. Potozenia stabilnej réwnowagi elektrostatycznej, wraz z odpowiadajacymi wartoSciami
L,,, catkowitej energii elektrostatycznej uktadéw n = 1,...,30 tadunkéw elektrostatycznych
poruszajacych sig¢ na przedziale (—oo, +00) w obecnosci zewnetrznego potencjatu generowane-
go waga Hermite’a.
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n
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28+ - 627,245
27 . 636,996
261 —645.125
251

244

234

22+

214

20+

19—[

184

fras

161

15+

144

134

124
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9 |
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5+ eee
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3 e 184.193
2 T e 127.004
I 1 - 65.7055

o 0.839245 =

Rys. 3. Potozenia stabilnej réwnowagi elektrostatycznej, wraz z odpowiadajacymi warto$ciami
L., catkowitej energii elektrostatycznej uktadéw n = 1, ..., 30 tadunkéw elektrostatycznych po-
ruszajacych sig na przedziale (0, +o00) w obecnosci zewnetrznego potencjatu generowanego uog6l-
niong waga Bessel’a z parametrami o = —100.51i # = 10.

650.337
6132.858
573,00,

442.515
H10.642

. 0.126208

—0.776556 0 0.961637 @

Rys. 4. Potozenia stabilnej réwnowagi elektrostatycznej, wraz z odpowiadajacymi warto§ciami
L, calkowitej energii elektrostatycznej uktadéw n = 1,..., 30 tadunkéw elektrostatycznych
poruszajacych si¢ na przedziale (—oo, +00) w obecnosci zewnetrznego potencjatu generowane-
go waga pseudo-Jacobiego z parametrami « = 100, 3 =10, A=D=1iB=C=0.
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Rys. 5. Polozenia stabilnej réwnowagi elektrostatycznej, wraz z odpowiadajacymi warto$ciami
L., catkowitej energii elektrostatycznej uktadéw n = 1,. . ., 30 tadunk6w elektrostatycznych po-
ruszajacych sie na przedziale (0, +00) w obecnos$ci zewnetrznego potencjatu generowanego waga
Jacobiego na (0, +00) z parametrami o = 100 i 3 = 10.

4 PODSUMOWANIE

W pracy zaproponowany zostal wydajny numeryczny algorytm rzedu
O (n?) rozwiazujacy problem réwnowagi elektrostatycznej dla wszystkich
klasycznych wag. Algorytm ten znajduje z zadang doktadnos$cig potozenie
na przedziale (a, b) uktadu n tadunk6éw elektrostatycznych, ktére pozostaja
w stanie stabilnej rownowagi elektrostatycznej w obecnosci zewngtrznego
potencjatu generowanego klasyczna waga oraz oblicza warto§¢ catkowi-
tej energii elektrostatycznej tego ukladu tadunkéw. Konstrukcja algoryt-
mu bazuje na jednolitym i kompletnym rozwiazaniu problemu réwnowagi
elektrostatycznej zaprezentowanym ostatnio w [13].
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ALGORITHMIZATION OF THE ELECTROSTATIC
EQUILIBRIUM PROBLEM

Abstract. In this paper we present an efficient algorithm which solves the electrostatic equilibrium
problem of the system of n positive unit charges. This system contains charges moving freely on
interval (a,b) in the presence of additional external potential generated by classical weight and
repelling each other according to the logarithmic potential law. More precisely the algorithm finds
a position of charges being in a state of stable electrostatic equilibrium and calculates a value of the
total electrostatic energy of this system of charges.
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