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W pracy oméwiono sposéb konstruowania modelu matematycznego dla oczyszczal-
ni $cickow z osadem czynnym z wykorzystaniem bilansowych réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych, wynikajacych z zasad zachowania masy i podstawowych zalez-
nosci kinetycznych i stechiometrycznych zachodzacych przemian i procesow fi-
zycznych w obiektach technicznych oczyszczalni. Réwnania rézniczkowe opisuja
dynamike procesu a wystgpujace w réwnaniach wspoétczynniki majaq interpretacje
fizykalna. Koncepcja przedstawionego sposobu konstrukcji modelu matematyczne-
g0 polega na opracowaniu modelu mogacego by¢ pozytecznym narzedziem wspo-
mag cym pracg operatora procesu technologicznego. Wobec tego opracowywany
model opisuje konkretna i ograniczong grupe obiektéw a proces modelowania
uwzglednia réwniez kalibracj¢ modelu na podstawie rzeczywistych pomiarow.
Dzi¢ki takiemu podejsciu utworzony model matematyczny staje si¢ przyblizeniem
konkretnego obiektu i moze by¢ uzyty do jego badania, co jest niewatpliwie celem
nadrzednym modelowania matematycznego. Praca ma rowniez na celu prezentacje
techniki /fast--prototyping/, czyli szybkiego prototypowania przy pomocy kompute-
ra wielowymiarowych procesow przemystowych na przykladzie procesow zacho-
dzacych w mechaniczno--biologicznych oczyszczalniach $ciekéw. Pod pojeciem

modelowania w pracy rozumie si¢ zespot czynno$ zagadnie-
nia, jak: opracowanie modelu procesu w postaci :zkowych

nodel fizykalny), implementacje modelu w odpo mputero-
wym, kalibracje wraz z optymalizacjg nieznanych :pujacych

w rownaniach opisujacych proces oraz analize otrzy
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(7) Zbadaj, czy w wykonanym cyklu poszukiwania wystapity kroki pomysl-
ne, tzn. czy f(xBo)>f(xk), przy czym w pierwszej iteracji xgg = X,. Jesli tak,
to podstaw x, w miejsce xp, ktdry nazywany jest punktem bazowym, oraz
przejdz do wykonania etapu roboczego, w przeciwnym razie (8).

(8) O ile nie zostato spelione kryterium na minimum (7.4), zbadaj, czy re-
alizowana iteracja jest pierwsza iteracja. Jeéli tak, to zmieni punkt starto-
WY Xp 1 powtorz czynnosci od punktu (1), jesli natomiast nie, to powr6é
do poprzednio poszukiwanego obszaru w my$l zasady xp = Xgg, zmniejsz
diugoé¢ kroku wspoétczynnikiem B, tzn. T = 1 B, oraz rozpocznij wykona-
nie procedury od punktu (1).

Etap roboczy
(1) Wykonaj krok roboczy wedltug reguty:

X’ =X + (X —Xpy) =2Xg — Xpp (7.7)

(2) Podstaw xg w miejsce xgg oraz wroc do realizacji kroku prébnego.

Dziatanie oméwionego algorytmu zostato przedstawione na przykfadzie funkcji
dwu zmiennych (rys. 7.1). Na rysunku tym poszczegélne punkty x* oznaczono licz-
bami w kolejnosci, w jakiej zostaty wyliczane. Tak wiec, startujac z punktu x', roz-
poczyna si¢ realizacja etapu probnego, po zakoficzeniu ktérego otrzymano punkt x*.
Punkt ten przyjety zostal jako bazowy, bowiem w czasie przebiegu tego etapu mialy
miejsce dwa pomysIne kroki proébne x* i x* oraz tylko jeden niepomyslny x°, a przy
tym fix)<Ax"). Kolejno wykonany zostat etap roboczy, w rezultacie otrzymujemy
punkt x°. Z punktu tego rozpoczeto nowy cykl probny kofczacy sie znalezieniem
nowego punktu bazowego x°, przy czym fix*)<f(x*). Postepowanie kolejne przepro-
wadzone zostato w analogiczny sposob, dochodzac do sytuacji, gdy warunek (7) nie
jest spetiony, bowiem f{x'*)>Ax"). Wobec tego powrécono do punktu bazowego x°,
zmniejszajac dhugosé kroku 1 i cykl poszukiwan zostanie rozpoczgty od nowa. Jako
kryterium zbiezno$ci zakonczenia dziatania procedury przyjeto warunek, ze aktualna
dhugosé kroku 1 bedzie mniejsza od zatozonej liczby € (7.4) (Findeisen, Szymanow-
ski, Wierzbicki, 1977).
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7.2.4. Bezgradientowa metoda Powella (1)
kierunkéw sprzezonych - P1

Metoda Powella nalezy do grupy metod poszukiwania metod na kierunku, wigc na
wstepnie zdefiniowana zostanie minimalizacja kierunkowa, polegajaca na okre$leniu
minimum na kierunku w mysl zasady:

xi e T(x¥,,d") (7.10)
gdzie odwzorowanie 7 ma posta¢:
T(x,d)={y;y =x+4, f(y) =min f(x + )} (7.11)

W pierwszym etapie tej metody dokonywana jest minimalizacja wzdluz » orto-
gonalnych kierunkéw d"d”,...,d". Nastepnie po zakoficzeniu tego obiegu wyznacza-
ny jest nowy sprzezony kierunek d™', w my$l zasady:

4 = x: —x:” (7.12)
X —X

oraz nowy punkt startowy x° w rezultacie minimalizacji funkcji wzdhiz kierunku
d™". Z kolei dokonywana jest modyfikacja kierunkéw w ten sposéb, ze z bazy usu-
niety zostaje kierunek d' a na jego miejsce zostaje wlaczony d"*', przy jednoczesnej
zmianie kolejnosci kierunkéw wedhug reguly d' < d™' dla i = 1,.., n. Opisany
algorytm powtarzany jest tak dlugo, az zostanie spemione kryterium zbieznosci
procedury.

Informacje wejsciowe
x° — dowolnie wybrany punkt startowy,

D, =[d;.d;,...d}]— baza wyjSciowa utworzona z wzajemnie ortogonalnych

09 e

wektorow,
€~ wymagana doktadnos$¢ obliczefi minimum,
n — liczba zmiennych niezaleznych.
Algortym obliczen. Etap wstepny: oblicz x* e T(x",d").
Iteracja k-ta. Podstaw & <=1oraz x} < x°.
(1) Dlai=1,2,..., noblicz kolejno:

x; € T(x},,d") (7.13)
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ku, startujac z tak znalezionego punktu x;, dokonano minimalizacji funkcji f{x)
wzdhuz kierunku d'. Poszukiwanym punktem jest punkt x; - Nastepnie powtorzono
te same czynnosci wzdtuz kierunku @’ i w punkcie x, osiagnigto szukane minimum.
W drugim kroku wyznaczono skladowe kierunku sprzezonego, przy czym
w omawianym przypadku x! =x}. Kierunek ten na rysunku 7.4 oznaczono przez
d®. W trzecim kroku wzdtuz tego nowego kierunku dokonano minimalizacji funkcji
celu. Niech tym nowym punktem bedzie x). Przeprowadzono teraz modyfikacje
kierunkow w mys$l przyjetej zasady, tzn. d' < d? oraz d* < d’. Startujac nastep-
nie z punktu x} < x} powtérzono caly cykl od poczatku.

d2

x)=const

Rysunek 7.4. Ilustracja zasady dziatania metody Powella — P1

7.2.5. Metoda Sympleksu Neldera i Meada - N

N — wymiarowym sympleksem o »n+1 wierzchotkach nazywamy zbior wszystkich
punktoéw okreslonych przez wektory:

n+l
x=Y xd'd eR" (7.16)

i=]

przy czym:

n+l

Yx =1  x20 (7.17)
=1

gdzie:
d'— wektory sympleksu,

x; — wspolrzedne punktow sympleksu.
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(7) Jezeli qp<f(P) dlai=1,2,...,n+1, i#h, to podstaw P, = P*.

(8) Jezeli nie zostato spelione kryterium na minimum, powtorz procedure
poczawszy od kroku (1).

Sie¢ dziatan przytoczonego algorytmu przedstawiono na rysunku 7.6, przy czym
przed przystgpieniem do jego wykonywania, nalezy obliczy¢ wspotrzgdne punktow
wierzchotkowych sympleksu P; (dla /= 1,2,..., n+1).

Oblicz wartosé fankeji celu w punktach
poczatiowych sympleksug =7(F )

Whenacz ki Hakie, 2e ﬂ’PkJ= max, [
7(F) )= min spoindd zbioru g |

Y

Oblicz srodek symetrii symplebsy |
i konaj odbicie P* punktu Phwzgl edem|
® oraz oblicz iP*) = 2y

Whkonaj ekspansje P™ oraz
oblicz g .-_a'(P =)

. Wykonaj kontrakce P oraz
Wizcz do sympleksu punkt P** HlWAacz de sympleksuy punkt P} oglicz g 7Py
na miejsce punktu £ na miejsce punktu P, 3 " __

Migez do sympleksu punkt P2 - Wiykonaj redu keje
na migjsce punktu P sympleksy Pt

Ustaw ZW—1{ l

Rysunek 7.6. Sie¢ dziatan metody Neldera i Meada
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7.2.6. Metoda gradientéw sprzezonych (Polaka ~ Riebery) - PR

Metoda gradientéw sprzezonych wykorzystuje gradient funkeji celu Vf(x). W ko-
lejnych iteracjach metoda dokonuje minimalizacji funkcji w kierunku przeciwnym
do jej gradientu, przy czym kazdy nowy kierunek jest sprzezony z poprzednim
w myS$l reguly:

d* =—vr(x"")+ gd" (7.23)
Informacje wejsciowe

x” — dowolnie wybrany punkt startowy,

m, — wektor parametréw wejsciowych koniecznych do wywotlania minima-
lizacji kierunkowej (tj. poczatkowa dlugos¢ kroku, minimalna dtu-
g0s$¢ kroku, wspolczynniki skrécenia i wydtuzenia kroku),

€ — wymagana dokladno$¢ obliczef,

n — liczba zmiennych niezaleznych.

Algorytm obliczen

Etap wstepny: Oblicz w punkcie x° wartosci x"), Vi (x°).
Iteracja k—ta. Podstaw k < 1,x* &x°, V/(x*) & VF(x").
(1) Wyznacz kierunek poszukiwan d* =-Vf(x").

(2) Zbadaj, czy zostalo spelnione kryterium zbieznosci. Jedli tak, to
stop, jesli nie, to (3).

(3) Wykonaj minimalizacje kierunkowa (7.10):
e r(x*,d")
(4) Oblicz Vf(x**")oraz wyznacz kierunek sprzgzony:
d“" =-Vr(x*"+gd* (7.24)
gdzie:

(Vi -vrat) Vi)

= —V£( k) (7.25)
/ RN r
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cierz drugich pochodnych A™, procedura koficzy swoje dziatanie i biezacy punkt x
mozna wtedy uzna¢ za poszukiwany punkt ekstremalny.

Informacje wejsciowe
x’ — dowolnie wybrany punkt startowy,

V° - macierz wyjsciowych kierunkow poszukiwan przyjmowana zazwyczaj
jako macierz jednostkowa,

my, — wektor parametrow wejsciowych koniecznych do wywotania minima-
lizacji kierunkowej (tj. poczatkowa dlugos¢ kroku, minimalna dlugos¢
kroku, wspotczynniki skrécenia i wydtuzenia kroku),
£ — wymagana doktadnos¢ obliczen,
n — liczba zmiennych niezaleznych.
Algorytm obliczen
Etap wstepny: Oblicz w punkcie x° wartosci f1x°), V£ (x°).
Iteracja k—ta. Podstaw £k < 1,x* < x°,V/(x*) = V/(x°),V &V, .

(1) Wyznacz kierunek poszukiwan d* =-V, V£ (x*).

(2) Zbadaj, czy zostalo spelnione kryterium zbieznosci. Jesli tak, to stop,
jesli nie, to (3).

(3) Wykonaj minimalizacj¢ kierunkowa:
xk+l e T(xk ,dk)
(4) Oblicz Vf(x**") oraz wyznacz nastgpna estymator macierzy Vi

v v +sk> 6 Viy) (Viey* (1.28)

K+ — VK <sk,yk> <yk’VKyk>

gdzie: §* = x*" —x* oraz y* = V/(x*")-Vf(x*).

(5) Podstaw x* <=x"*"', VA(x*) e VF(x*"),k < k+1, oraz zbadaj, czy
k<n. Jedli tak, to podstaw V. ¢=V,,, oraz powtorz (2), natomiast jesli

nie, 10 k <1V, <=V, ipowtorz (1).

+1
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metalu szybko chtodzonego czy np. hartowanego tworza polikrysztaly lub struktury
amorficzne (Encyclopedia Britannica; Weise, 2007).

Poprzez analogi¢ do procesow termodynamicznych mozna powiedzie¢, ze przed-
stawione w poprzednich rozdziatach algorytmy optymalizacji odpowiadaty ,,szyb-
kiemu chtodzeniu™ czy tez hartowaniu stopu. Ich zasada dzialania polegata na jak
najszybszym minimalizowaniu funkcji celu (odpowiednika energii). Taka strategia
prowadzi do znalezienia minimum lokalnego, ktére nie musi by¢ globalnym. Zgod-
nie z rozkladem Boltzmanna:

Prob(E)~exp(-E/kT) (7.29)
gdzie:
T — temperatura,
E — stan energetyczny,
k — stata Boltzmanna,

energia w ukladzie znajdujacym si¢ w réwnowadze termicznej jest rozlozona proba-
bilistycznie na wszystkie mozliwe stany energetyczne. Wigc nawet w niskiej tempe-
raturze istnieje prawdopodobienstwo (bardzo male), iz uklad bedzie znajdowat sig
w wysokim stanie energetycznym. Co za tym idzie, jest szansa, ze uklad znajdujacy
si¢ w stanie lokalnego minimum energetycznego opusci ten stan i przejdzie w stan
innego minimum (lepszego) — by¢ moze globalnego.

Powyzej przedstawione zaleznosci mozna wykorzysta¢ w zadaniach optymaliza-
cji (Press i in., 1992). Przyjecie schematu optymalizacji, w ktérym kroki wykony-
wane sg zazwyczaj w kierunku minimalizacji funkcji celu, lecz w szczegdlnych
przypadkach rowniez w kierunku jej maksymalizacji, nazywane jest algorytmem
Metropolis.

Aby zastosowanie algorytmu Metropolis do zagadnien nie zwiazanych z proce-
sami termicznymi bylo mozliwe, nalezy zdefiniowac:

- opis mozliwych stanéw ukladu,

- generator losowych zmian w stanach ukladu (zmiany sa ,,opcjami” do-
stgpnymi dla uktadu),

- funkcj¢ E (analogiczng do energii), ktérej minimalizacja jest celem pro-
cedury,

- parametr kontrolny 7 (analogiczny do temperatury) oraz harmonogram
wyzarzania, czyli charakterystyke spadku 7.

W zagadnieniach optymalizacji powyzsze zagadnienia definiowane sa nastgpujaco:
- funkcja celu fjest odpowiednikiem energii E,

- punkt x jest odpowiednikiem stanu uktadu termodynamicznego,
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—alfa=2
—alfa=4
—alfa=6

TTo

Rysunek 7.10. Wptyw wspotczynnika a na zmiany T/T,

Informacje wejsciowe
xo — dowolnie wybrany punkt startowy,
T, — poczatkowa temperatura stopu,
K — zatozona liczba krokdw, po ktorych temperatura jest réwna zeru,
ar — wyktadnik funkcji temperatury ar>1.
s — poczatkowa odlegltos¢ pomigdzy wierzchotkami wejsciowego sympleksu,
o — wspotczynnik odbicia, >0,
B — wspoétezynnik kontrakeji, 0<B<I,
y — wspoiczynnik ekspansji, y>1,
8 — wspotczynnik redukeji, 0<6<1,
£ — wymagana dokladnos¢,

n — liczba zmiennych niezaleznych.

Algorytm obliczen
(1) Oblicz warto$¢ funkcji celu w punktach wierzchotkowych sympleksu:

g, =f(P)+ 2.1 € (0.T,(1-k/ K)) (7.31)

(2) Wykonaj algorytm Sympleksu Neldera i Meada - N z tym, ze wartosci
funkcji celu w nowych wierzchotkach sympleksu oblicz z nastgpujacej
zaleznodci:
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jest problem wyznaczenia poczatkowej odleglosci pomigdzy wierzchotkami sym-
pleksu. Odlegtos¢ ta musi by¢ arbitralnie dobrana przez prowadzacego optymaliza-
cje.

W pewnych przypadkach metoda M moze da¢ bardzo dobre rezultaty, znajdujac
minimum globalne. Jednakze nie jest trywialnym zagadnienie doboru odpowiedniej
temperatury stopu oraz harmonogramu zmian tej temperatury. Aby wigc przeprowa-
dzi¢ t¢ metode, nalezy mie¢ dostateczna wiedzg¢ ekspercka na temat optymalizowa-
nego zagadnienia. Metoda te, ze wzgledu na swdj stochastyczny charakter, jest nie-
watpliwie najwolniejsza z prezentowanych metod (wymaga najwigkszej liczby obli-
czen funkcji celu).

7.3. Metodyka optymalizacji modelu procesu

7.3.1. Optymalizacja modelu procesu

W trakcie optymalizacji modelu w sposob automatyczny poszukiwano nastepuja-
cych wybranych wspolczynnikéw wystepujacych w réwnaniach opisujacych model
procesu biologiczno-mechanicznej oczyszczalni §ciekdw:

- wspolezynniki 4 i B w rownaniach (2.11), (2.12) modelu osadnika
wstepnego,

- wspOlczynniki uy, g4 by, b4 ba by w rownaniach (2.18)~+2.51) modelu
komory z osadem czynnym,

- wspéltczynniki v, B w réwnaniu (2.55) modelu osadnika wtdrnego.
Biorac pod uwage struktur¢ modelu (rozdz. 3.8):
- 4 komory osadnika wstgpnego,
- 4 strefy komory z osadem czynnym,
- 8 komor osadnika wstepnego,
uzyskujemy:
- 8 nieznanych wspdiczynnikow w modelu osadnika wstepnego,
- 24 wspoétczynniki w modelu komory z osadem czynnym,
- 16 wspoétczynnikow w modelu osadnika wtornego,

co daje razem 48 nieznanych wspétczynnikéw, ktére powinny zosta¢ poddane pro-
cesowi optymalizacji.

Jedna symulacja modelu dla calej szarzy pomiarowej (czyli jedna iteracja proce-
su optymalizacji) trwa (korzystajac z osobistego komputera o czestotliwoscei takto-
wania procesora 1,7 GHz, oraz pamieci RAM 512 MB) okoto 50 sek. Biorac pod
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k —krok symulacji,
K — ilo$¢ wszystkich krokow symulacji i pomiaréw,
Xminv — Warto$¢ stezenia zawiesiny mineralnej generowana przez model,

Xming — TZE€CZYWista (zmierzona) wartos¢ stezenia zawiesiny mineralnej.

7.4.2.Funkcja celu dla zadania optymalizacji modelu komory
z osadem czynnym

W zadaniu optymalizacji komory z osadem czynnym jako funkcje celu przyjeto
nastepujace wyrazenie:

K n

=23 Y,

k=t| =1

(7.34)

gdzie:
zy,; — Stgzenie i-tej, substancji, generowane przez model,
zp; — SteZenie i—tej substancji rzeczywiste (zmierzone),
o — wspolczynnik funkcji wykladniczej, a=30.

Dzigki przyjetej postaci funkcji celu poszukiwany jest model mozliwie najmniej-
szym wzglgdnym bledzie modelu, a dodana funkcja ekspotencjalna zabezpiecza
przed ucieczka wartosci procesowych generowanych przez model ponizej potowy
warto$ci procesowych rzeczywistych.








