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Badania operacyjne i systemowe: Srodowisko naturalne, przestrzen, optymalizacja
Olgierd Hryniewicz, Andrzej Straszak, Jan Studzinski

ZAGADNIENIE LOKALIZACJI CENTROW DYSTRYBUCJI TYPU
G/G/1//r

Katarzyna Jakowska-Suwalska

Politechnika Slaska, Wydziat Organizacji i Zarzadzania
Katedra Informatyki i Ekonometrii
ul. Roosevelta 26, 41-800 Zabrze

W pracy przedstawiono nieliniowy model optymalnego wyboru z proponowa-
nych m lokalizacji, p centréw dystrybucji dla obstugi n klientow. Jako kryte-
rium lokalizacji przyjeto minimalizacj¢ ryzyka niedotrzymania terminu reali-
zacji zlecen. Przyjeto, ze kazde centrum dystrybucji CD; jest systemem ma-
sowej obstugi typu G/G/1/ /r;, gdzie: r;to liczba klientéw zaopatrujgcych si¢ w
tym centrum. Dla znalezienia §redniego czasu przebywania zgloszenia w sys-
temie wykorzystano aproksymacje dyfuzyjna.

1. Wprowadzenie

W wigkszosci prac dotyczacych zagadnien lokalizacyjnych rozwazane sg
kryteria minimalizacji $redniej lub maksymalnej odleglosci pomigdzy centrami
dystrybucji a klientami zaopatrywanymi przez te centra (Coullard i in., 2002; Coul-
lard i in., 2001; Daskin, 2001; Ogryczak i Zawadzki, 2002; Goryczak, 2000). W tej
pracy kryterium minimalizacji $redniej odleglosci zastapiono kryterium minimaliza-
cji ryzyka niedotrzymania terminu realizacji zlecen. Oznacza to, ze minimalizowana
bedzie suma przekroczen ustalonych dla kazdego klienta $rednich, catkowitych
czasow obstugi (od momentu ztozenia zamdwienia do momentu dostarczenia towa-
ru). W caltkowitym, §rednim czasie obstugi zawarto $sredni czas przebywania zamoé-
wienia w centrum i $redni czas pokonania trasy z centrum do klienta. Czas przeby-
wania zamoOwienia w centrum zalezy od szybkosci pracy centrum, a takze od liczby
klientow zaopatrujacych si¢ w nim (mozliwos¢ tworzenia si¢ kolejek klientow ocze-
kujacych na obshigg). Podobne podejscie do zagadnienia lokalizacyjnego mozna
znalez¢ w pracy Berman, Larson, Chiu (1985), gdzie rozwazanym systemem byt
system M/G/1, w pracy Marianov, ReVelle (1996), gdzie rozwazano system
M/G/s/0 dla lokalizacji stacji pojazdow. W pracy Jakowska-Suwalska (20065), przy-
jeto jako centrum dystrybucji system M/M/1//r, natomiast w pracy Jakowska-
Suwalska (2006a) w tym systemie wyrozniono roézne klasy klientow. Poniewaz w
niniejszej pracy zajeto si¢ dyskretnym problemem lokalizacyjnym, w ktérym liczba
klientow jest z gory ustalona, zatem kazde centrum dystrybucji zostato potraktowa-
ne jako system masowej obstugi G/G/1//r.

2. System masowej obstugi G/G/1//r

W systemie G/G/1//r zaklada sig, ze procesy wejscia i obshugi sa zmiennymi
losowymi o nieznanych rozktadach prawdopodobienstwa, obstuga odbywa si¢ na
jednym stanowisku obshugi oraz zrodlo zgloszen ma rozmiar r. System ten jest czg-
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sto nazywany systemem konserwatora. Oznaczmy przez W zmienng losowa ozna-
czajaca liczbg zgloszen przebywajacych w systemie, oraz przyjmijmy oznaczenie
pi(r)=PM=1i)gdziei=0,1,2,...,r.

Jak wiadomo (Czachoérski, 1999), nie istnieje uzyteczny w praktyce, doktad-
ny model systemu G/G/1//r. Dla oszacowania warto$ci prawdopodobienstwa p(r)
uzyto, wigc aproksymacji dyfuzyjnej, zastepujac dyskretny proces U cigglym proce-
sem dyfuzji X. W procesie tym zalozono, ze liczba zgloszen przebywajacych w
systemie zalezy jedynie od dwoch pierwszych momentéw rozktadow odstepow
czasu pomi¢dzy zgloszeniami kazdego z klientow do systemu oraz czasu obstugi na
stanowisku. Przyjeto wigc ze prawdopodobienstwa p(r) beda identyczne dla roz-
nych rozktadéw majacych takie same dwa pierwsze momenty.

Przyjmijmy oznaczenia:
r - liczba klientow obstugiwanych przez system,

A - $rednia liczba przyby¢ do systemu w jednostce czasu przez kazde z

zgloszen,

0/21 - wariancja rozktadu odstgpow czasu pomiedzy kolejnymi

zgloszeniami kazdego z r klientow do systemu,

4 - $rednia liczba zgloszen obshugiwanych przez system w jednostce

czasu,

2 L . ,
O - wariancja rozkladu czasu obstugi zgtoszen.

Na podstawie uktadu réwnan dyfuzji (Czachérski, 1984, 1999) otrzymujemy naste-
pujaca posta¢ funkcji £ gestosci procesu dyfuzji X:

fi) =

Ji(x)=

dlai=2,...,r1,

Jr(x) =

A
LO(r)(l - ezl(r)x) dlag (r) # 0

- ﬂl (r)
0<x<1,
2rAp(r)
—x dlaﬂl (r)=0
9] (r)
figi=De’l (r)ar=i-1) diag (r) # 0
i—-1<x<1i,
S G=1) dlag; (r) =0

wr® ezrl(r)(x_r)) dlag, (r) = 0

7

r—1<x<r,

2up (1)

(x=r) dlag,.(r) =0
—a,(r)

232
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Zagadnienie lokalizacji centrow dystrybucji typu G/G/1//r
20:(r)
a(r)’
Bi(r) = (r—i+DA-iu,
a(r)= (r—i+Doi A +iciu’,
dlai=1,2,..,r
Funkcja fjest ciagta, wigc f;(i) = f;,,() dlai=1,2,..., r-1.

Wartosci p(r)dlai =0, 1, 2, ..., »r mozna obliczy¢ korzystajac z cigglosci funkcji f
oraz z warunku:

gdzie: z,(r) =

p—1 i+l
po<r>+jf(x>dx o)+ [ fiGde=1.
i=0 ;
Wielkos$¢ sredniej koleJk1 szacujemy z WZzoru:

K@) =[xfds = Y =D, (),
1 i=2
Sredni czas przebywania zgloszenia w systemie z wzoru:

K(r) 1
T ()= ————+—, @
Ar=S)  u
gdzie:
S() = jxf(x)dx <> 3)
i=0

to oszacowanie sredmej liczby zgloszen przebywajacych w systemie.

W pracy przyjeto wartosci f{i) jako przyblizone warto$ci prawdopodobienstw
pir)dlai=1,2, ...,r-1. Natomiast wartosci p,(r) oraz p,(r) wyliczono z warunku

ipi(”):L
i=0

Z wzoréw dyfuzyjnych mamy:
Bi(r+1) =B (r),

a;(r+)=a, (r),
zi(r+1) =z, ,(r),
oraz
Po(r)>po(r+1),
pi(r+1)> p; (7).
Z powyzszych nierownos$ci wynika, ze funkcja o postaci:
T(k) dlax =k,
F(x)=
TE+D)-T@O)x+(E+DT@-iTE+Ddlak <x<k+1i=12,.
jest funkcja rosnaca i wypukla w zbiorze liczb rzeczywistych.

(4)
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3. Konstrukcja modelu

Dane sg zbiory: I=1{1,23,....,n} numeréw klientéw,
J=1{1,2,3,...,m} numeréw kandydatow na centra dystrybucji CD.
Zdefiniujmy zmienne decyzyjne:

{1 gdy centrum zlokalizowano w CD I
Y, =

0 w przeciwnym przypadku,
1 gdy i —ty klient zaopatrywany jest przez CD I
X, . =
Y 0 w przeciwnym przypadku.

Przyjmijmy nastegpujace oznaczenia:
t; - czas przejazdu pomiedzy j-tym kandydatem CD; a i-tym klientem,

1 . .
— - $redni czas obstugi w CD;,
Hj

0'123 ; - wariancja rozkfadu czasu obstugi w CD;,

T-zatozony czas realizacji zlecenia i - tego klienta,

A; - $rednia liczba zamoéwien skladanych w jednostce czasu przez kazdego z

r;klientdéw w centrum CDj,
o j’ ;- wariancja rozktadu odstgpoéw czasu pomigdzy kolejnymi

zgloszeniami kazdego z r;klientdéw w centrum CD;,
p - maksymalna liczba zatozonych centrow dystrybucji,
r; - liczba klientow zaopatrujacych sie w centrum CDy,
T(7;) - sredni czas przebywania zlecenia w centrum CDj, w ktorym
zaopatruje si¢ 7; klientow.

Dla zagadnienia lokalizacji centrow przyjeto:
1. Utworzone powinno zosta¢ p centrow dystrybucji:

jeJ
2. Kazdy klient zaopatrywany jest tylko przez jedno centrum:

inj =1 ,l'GI, (6)

jeJ
3. Kazdy klient zaopatrywany jest przez istniejgce centrum:

x; <y,iel,jeld, N
4. Catkowity czas realizacji zamowienia i-tego klienta w CDj wynosi

Ty(rp)=(Ty(rp) + 1), viel,jed, ®)

gdzie: Ty(r)) = 7}(2 x; ) wyznacza si¢ ze wzoru (2).

iel
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Zagadnienie lokalizacji centrow dystrybucji typu G/G/1//r

W zagadnieniu lokalizacji jako kryterium wyboru centréw przyjeto minima-
lizacje ryzyka niedotrzymania terminow realizacji zlecen.
Funkcje celu zapisano w postaci:

Z:zzxifGij(”j)

iel jeJ (9)
gdzie: G; (r;) =max(0,7; (r;)-T;)

4. Relaksacja Lagrange’a

Zagadnienie (5)-(9) jest problemem NP-trudnym (Owen i Daskin, 1998).
Przy wigkszej liczbie centrow i klientéw do redukceji zagadnienia mozna uzy¢ relak-
sacji Lagrange’a.

Do funkcji celu wprowadzono ograniczenia réwnosciowe (6). Otrzymano
funkcje¢ Lagrange’a:

Ke)=D" D" Gy(r)xy + Y (1= x;) =D (G, (r))—a)x; + Y o, (10)

iel jeJ ieJ jeJ iel jeJ ieJ
gdzie a =(a;,a,,....,a,).
Zagadnienie Lagrange’a przyjmuje postac:

min max L(ea)
a

X,

x;<y; iel,jed,

Zy‘_]? (11)
]_ >

jeJ

Xj,V; € {0,1}.

Dla dowolnego o warto$¢ L(«) jest dolnym ograniczeniem wartosci z* funk-
cji celu (9) w rozwigzaniu optymalnym. Dla ustalonych wartosci « nalezy minimali-
zowa¢ funkcje L(a) ze wzgledu na zmienne lokalizacyjne x;;.

Niech L* = max L(«). Spetione sg nieréwnosci L(a) < L*<z¥<z.
a

Stad problem znalezienia takiego rozwigzania, ktore jest najlepszym dolnym
(L*) 1 gérnym (z) polega na wyznaczeniu mnoznikéw Lagrange’a. Wyznacza si¢ je
najczesciej metodami iteracyjnymi (Fisher, 1985).

Procedura iteracyjna ma postaé:

0 0 0 0

1.Przyjac poczatkowe wartosci mnoznikéw Lagrange’a 1 ¢ = (@) @y )

oraz k=0.

2. Rozwigza¢ zagadnienie Lagrange’a:
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min L(a")
Xij» Y
x;<y; iel,jeJ,
(12)
Z yj =D,
jeJ
X;j,Vj € {0,1}
3. Wyznaczy¢ nowe warto$ci mnoznikow Lagrange’a:

k+1 k k .
aft =af +v (inj—l), iel,

iel

gdzie:
zZ— L*

Z(Z x§ -

iel jeJ
B* €[0,2] to stata w k-tej iteracii,
L. to znalezione najwigksze dolne ograniczenie w dotychczas
przeprowadzonych iteracjach,

4.k =k+1.
5. Kroki 2 i 4 nalezy powtarzac, az:
z— L.

< ¢ gdzie: &> 0to zatlozona doktadnos¢,

e liczba iteracji przekroczyla zatozona liczbe iteracji (najczesciej 1000),
o f ke Pmin gdzie: B, to zalozony limit dla statej S .
Najczesciej zadaje sie poczatkowe S° =2 i po kazdych 30 iteracjach przyj-

k
muje sie ¢! :ﬂT.

W zagadnieniu lokalizacji G/G/1//r poczatkowe wartosci mnoznikéw Lagran-
ge’a przyjeto:

PIACED W

jeJ l€[ jeJ
ai 4 4 ~T;.
m mn

Przyklad. Dla ilustracji zagadnienia rozwazono problem lokalizacji dwoch
centrow (p = 2). W centrach tych zaopatrywac si¢ bedzie 10 klientow (n = 10). Wy-
brano 5 potencjalnych lokalizacji centréw (m = 5). Wygenerowano potozenia po-
szczego6lnych klientow oraz potencjalnych lokalizacji jako zbiér punktéw na plasz-
czyznie (X, y), za pomocg rozktadu jednostajnego w przedziale [0;100]. Dla okresle-
nia odleglosci pomigdzy punktami obliczono odleglosci euklidesowe. Za pomoca
tego samego generatora wygenerowano $rednie czasy pokonania jednostki odlegto-
$ci na poszczegodlnych trasach. Utworzono macierz czasow przejazdu poszczeg6l-
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Zagadnienie lokalizacji centrow dystrybucji typu G/G/1//r

nych tras pomig¢dzy stanowiskami a potencjalnymi lokalizacjami centrow (Tablica
1). Dla kazdego i-tego klienta podano pozadany czas realizacji zlecenia T;.

Zatozono, ze odstepy czasu pomiedzy zgloszeniami kazdego z klientow do
centrow beda zmiennymi losowymi o pewnym nieznanym rozktadzie prawdopodo-

., . ., .1 .. 2
bienstwa ze znanymi parametrami: $rednig 0 oraz wariancja O, .

Tablica 1.Czasy przejazddw t; pomigdzy klientami K; a lokalizacjami CD;

CDI CD2 CD3 CD4 CDS5 T;
K1 8 29 8 30 19 14
K2 40 47 18 12 13 15
K3 16 90 22 28 15 20
K4 9 6 13 22 50 10
K5 8 28 16 28 37 10
K6 36 60 36 45 67 38
K7 33 18 17 2 2 6
K8 7 8 35 15 6
K9 26 17 22 4 8 10
K10 10 14 6 13 10 10

Zrodto: Dane umowne

Na poczatku rozwigzano deterministyczne zagadnienie lokalizacji (5) — (7) z
funkcja celu:

ZZ uxy —  min (13)

iel jeJ

gdzie: uy = max(O,tl-j -T1;).

Optymalne lokalizacje przy kryterium (13) to centrum CD/, w ktérym zaopa-
truja si¢ K1, K3, K5 oraz centrum CD5, w ktorym zaopatruja sie: K2, K4, K6,
K7,K8, K9, K10.

W przyktadzie przyjeto:
1. Kazdy klient, bez wzgledu na to przez ktore centrum bedzie zaopatrywany, zgta-
sza si¢ do wybranego centrum A = 0,5 razy w jednostce czasu, z wariancjg odstepow
czasu pomigdzy kolejnymi zgloszeniami rowng *, = 30.
2. W potencjalnych centrach dystrybucji przejeto nastgpujace parametry czasu ob-
shugi:
CDI : 11;=0,09, o5, =13,
CD2: 11,=0,15, o’5, =23,
CD3 : 113=0,15, o’p3=15,
CD4: 11,=0,17, op4=10,
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CDS5 : u5=0,08, o’55=30.

Problem optymalnej lokalizacji (5) — (9) rozwigzano i otrzymano nastgpujace
wyniki: centra dystrybucji zalozono w CD2, w ktérym zaopatrywac beda si¢ klienci
K2, K4, K6, K7, K8, K9 oraz CD3, w ktérym zaopatrywa¢ begda sig: K1, K3, K5,
K10. Jak widaé¢ potraktowanie centrow jako systemow masowej obstugi G/G/1//r
zmienito lokalizacje i przydziat klientow do centréw.

Procedury wyznaczajace wartosci Tj(r;) oraz wartoSci mnoznikéw Lagrange’a
k
i
Zagadnienie (16) i (13) rozwigzano metoda podzialu i ograniczen z wykorzystaniem
narzedzia Solver.

a; zostaly napisane w jezyku Basic w arkuszu kalkulacyjnym Microsoft Excel.

Literatura

Berman O., Larson R., Chiu S.S. (1985) Optimal Server Location on a Network Operating as
an M/G/1 Queue. Operations Research, 33. 46 —71.

Coullard C.R., Daskin M.S., Shen Z.J. ( 2002), An Inventory — Location Model: Formulation,
Solution Algoritm and Computational Results. Annals of Operation Research, 110,
83-106.

Coullard C.R., Daskin M.S., Shen Z.J. (2001) A Joint Location — Inventory Model. Transpor-
tation Science 37, 1, 40-55.

Czachorski T. (1999) Modele kolejkowe w ocenie efektywnosci sieci i systemow komputero-
wych. Wydawnictwo Pracowni Komputerowej Jacka Skalmierskiego, Gliwice.
Czachorski T. (1984) Zadanie konserwatora - opis przy pomocy aproksymacji dyfuzyjne;.

Podstawy Sterowania, 14, 4, 301-328.

Daskin M.S. (2001) A New Approach to Solving the Vertex p-center Problem to Optimality:
Algoritm and Computational Results. Communication of the Operations Research So-
ciety of Japan, 45, 428-436.

Fisher M. L. (1985) An application oriented guide to Lagrangian relaxation. Interfaces, 15, 2,
10-21.

Jakowska-Suwalska K. (2006a) Zagadnienie lokalizacji systemoéw masowej obstugi z wielo-
ma klasami klientow. W: J. Stachowicz, A. Straszak, S. Walukiewicz, red., Badania
operacyjne i systemowe, Wiedza systemowa dla rozwoju regionow i przedsigbiorstw w
Polsce. Akademicka Oficyna Wydawnicza Exit, Warszawa, 195-202.

Jakowska-Suwalska K. (2006b) Zagadnienie lokalizacji systemow masowej obstugi. W: T.
Trzaskalik, red., Modelowanie Preferencji a Ryzyko’'06. Wydawnictwo Akademii
Ekonomicznej, 225-234.

Marianov V., ReVelle C.S. (1996) The queueing maximal availability location problem, A
model for siting of emergency vehicles. European Journal of Operational Research,
93, 12-120.

Ogryczak W., Zawadzki M. (2002) Conditional Center: A parametric Solution Concept for
Location Problem. Annals of Operation Research, 110, 167-181.

Ogryczak W. (2000) Wielokryterialne podejscie do zagadnien lokalizacyjnych, Zeszyty Na-
ukowe Politechniki Slgskiej, Automatyka. 131, 11-120.

Owen S.H., Daskin M.S. (1998) Strategic facility location, European Journal of Operational
Research, 111, 423-447.

238








