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Badania operacyjne i systemowe: Srodowisko naturalne, przestrzen, optymalizacja
Olgierd Hryniewicz, Andrzej Straszak, Jan Studzinski

PORZADKOWANIE I GRUPOWANIE OBIEKTOW JAKO ZAGADNIENIE
ESTYMACJI STATYSTYCZNEJ

Leszek Klukowski
Instytut Badan Systemowych PAN, Newelska 6, 01-447 Warszawa
Leszek. Klukowski@ibspan.waw.pl

W pracy przedstawiono metody estymacji relacji: porzadku, tolerancji i row-
nowaznosci, na podstawie porownan parami z bledami losowymi, przy wyko-
rzystaniu koncepcji nearest adjoining order (NAO), sformutowanej przez Sla-
tera (1961), zob. tez David (1988). Przedstawione wyniki stanowia zwi¢zla
synteze prac autora, Klukowski (1990, 1994, 2000, 2002, 2007a,b,c).

1. Wstep

Porzadkowanie i grupowanie obiektow na podstawie porownan parami z ble-
dami losowymi ma na celu okre$lenie relacji: * porzadku, * tolerancji lub * réwno-
wazno$ci w zbiorze skonczonym. Konieczno$¢ okreslenia tych relacji zachodzi w
badaniach wykonywanych w wielu dziedzinach, m.in. w ekonomii, socjologii, me-
dycynie. Do wyznaczania tych relacji stworzono wiele metod i algorytméw wycho-
dzac z réznych koncepcji metodologicznych. Wiele sposrod tych metod opiera si¢
na koncepcjach heurystycznych, co sprawia, ze niewiele wiadomo o wtasnosciach
wynikoéw. Z kolei metody umozliwiajace okreslenie wlasnosci wynikoéw wymagaja
zwykle mocnych zatozen o danych wejSciowych (porownan parami); nie zawsze
mozna zweryfikowaé shuszno$¢ tych zalozen. Pozadang cecha metod estymacji rela-
cji, z punktu widzenia potrzeb praktyki, jest koniunkcja stabych zatozen odnosnie
danych wejsciowych i korzystnych wlasciwosci wynikow.

W przypadku, gdy opis danych wejsciowych, stuzacych do wyznaczenia re-
lacji, ma posta¢ probabilistyczna, okreslenie relacji stanowi przedmiot badan staty-
styki matematycznej; moze mie¢ posta¢ zagadnienia estymacji statystycznej. Wazna
klasa estymatoréow dla takich problemow sa estymatory okreslajace ,,najblizszy
sasiedni porzadek™ (ang. nearest adjoining order - NAO), oparte na poréwnaniach
par elementoéw rozwazanego zbioru, zakloconych bledami losowymi. Koncepcja ta
zostata wprowadzona przez Slatera w 1961 r. i byla rozwijana przez wielu autorow.
Koncepcja estymatorow NAO jest zgodna z ogdlng idea estymacji statystycznej -
polega na wyznaczeniu relacji o takiej postaci, ktora wykazuje najmniejsze roéznice
(lub najwigksze podobienstwo), zgodnie z przyjetym kryterium, w stosunku do pré-
by. Probg sg w tym przypadku wyniki porownan parami. Nie jest to zwykle proba
prosta, poniewaz porownania poszczegdlnych par moga nie by¢ niezalezne stocha-
stycznie.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie konstrukcji estymatoréw opartych
na koncepcji NAO oraz ich podstawowych wlasnosci, w przypadku wymienionych
powyzej rodzajow relacji.
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2. Koncepcia i ogdlna postaé estymatorow

Idea konstrukcji estymatoréw NAO jest nastgpujaca. Kazda z rozwazanych
relacji ma posta¢ rodziny podzbiorow ;{if - ;(;f ", n>1 (indeks f— okresla rodzaj
relacji: p — odpowiada relacji porzadku, ¢ — tolerancji, e - rOwnowaznosci) skonczo-
nego zbioru X={xi, ..., x,,) (m=3); w przypadku relacji porzadku rodzina ta jest cig-
giem (indeks podzbioru okresla range¢ zawartych w nim elementéw). Dla kazdej pary
(x;, x)eX x X dane sa wyniki poréwnan g, (x;,x;) (=1, .., N; Nx1, indeks ¢ -
oznacza rodzaj poréwnania: binarne lub wielowartosciowe), okreslajacych relacj¢ w
parze elementow (x;, x;), z mozliwo$cig btedu losowego. Porownanie moze by¢ do-
konane przy uzyciu testu statystycznego, sieci neuronowe;j, przez eksperta, itp. Przy-
ktadowo, w przypadku relacji réwnowaznoSci poréwnanie binarne g, (x;,x;)
stwierdza przynalezno$¢ pary (x; x;) do wspélnego podzbioru (g, (x;,x;) =0) lub
brak przynaleznosci (g, (x;,x;) =1). Por6wnanie wielowartoSciowe moze wyrazac,
w przypadku relacji porzadku, odleglo$¢ migdzy elementami x; oraz x;, np. réznice
rang (miejsc w uporzadkowaniu). Relacje ;(if L ;(ff " mozna scharakteryzowaé
za pomocg pewnej funkcji 7,(x;,x;), 0 postaci analogicznej do poréwnan
g4 (xi>x;) 5 réznica T,(x;,x;) - g4 (xi»x;) Wyraza wowczas losowy btad k-tego po-

rownania pary (x;, x;) (zero oznacza poréwnanie bezbledne).

Przyjmuje si¢ nie ograniczajace zatozenia nt. stochastycznych wtasnosci ble-
dow poréwnan. W przypadku poréwnan binarnych zaklada si¢, ze prawdopodobien-
stwo bezbtednego wyniku jest wigksze niz btednego. W przypadku poréwnan wie-
lowarto$ciowych zaklada si¢, ze funkcja prawdopodobienstwa jest jednomodalna z
mediang i moda w zerze oraz, ze w przypadku poréwnan wielokrotnych (N>1) majg
one wlasno$¢ stochastycznej niezaleznosci:

PI(gy (xisx) =T (i x ) )N g, (s x0) =T (x5 x5) )=
P[(ggk(xisxj):Tf(xisxj) ]P[(ggv(X[sz):T/%(me.c) ]s (xis Xjy Xpy Xs€ X, k¢V)(1)

Spehienie powyzszych zatozen mozna weryfikowa¢ za pomoca testow staty-
stycznych. Wyznaczenie wyniku estymacji, tj. oceny ;ﬁf), vy ;fo ) polega na okre-
$leniu takiej jej postaci, ktdra wykazuje najnizszy poziom niezgodnosci z poréwna-
niami g, (x;,x;) . Poziom niezgodno$ci mozna wyrazi¢, dla (dowolnej) relacji
X1» - X, oraz ustalonego k (1<k<N), w postaci:

> |t(/(xi’xj)_g[k(xi’xj)|!

(xipx j)eXxX

przy czym ¢,(x;,x;) — funkcja charakteryzujaca posta¢ relacji y,,..., ¥, , analo-

giczna do funkcji 7,(x;,x,;) (charakteryzujacej relacje 7\, ..., #'/7").
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Wynik estymacji otrzymuje sie, w przypadku N=1, jako rozwigzanie zadania
programowania dyskretnego o postaci:

min z |t(ﬂ,[)(xis.xl/)_gﬂ (x,'a.Xj)|9 (2)

FY  (x.x))€Rn
gdzie: FY{ — zbior rozwigzan dopuszczalnych, tj. wszystkich relacji danego rodzaju
w zbiorze X,
R,, — zbidr par indeksow o postaci R,={<i, j> | 1<i, j<m; j>i},
¢ (x:,x;) — funkcja charakteryzujaca sty element zbioru F§,
g4 (xi»x;) — wynik pordwnania pary (x;, x;).
W przypadku porownan wielokrotnych (N>1), wyznaczenie wyniku estymacji
jest dokonywane w podobny sposob, przy czym ulegaja modyfikacji wyrazenia
| 49 (i, x;) - &n(xirx;) | ; sa one zastepowane pewnymi ich funkcjami, np.:
N
L3 9 x) - g,(xnx,) | (usrednienie roznic bezwzglednych),
k=1
| 49 Gy x =& me (X5 X)) | (r6znice bezwzgledne z zastosowaniem mediany),

gdzie: g, () - mediana z wynikoéw poréwnan g, (), ..., g, (), N —nieparzyste.

W niniejszej pracy przedstawiono estymatory oparte na usrednianiu réznic
bezwzglednych; zastosowanie mediany prowadzi do estymatora analogicznego do
przypadku pojedynczego porownania kazdej pary (N=1), przy czym rozktady btedow
T:/()-g,,.() sardzne od rozktadow bledow T,(-)- g, () (zob. Klukowski, 2007a).

3. Estymacja relacji porzadku

Relacja stabego porzadku R? w zbiorze X ma postaé:

RP=10UP (3)
gdzie: I - relacja rownowazno$ci,

P — relacja mocnej preferencji (przechodnia, antysymetryczna).

Relacja R?’ generuje cigg podzbiorow ;(f‘” - ;(f,‘") ", spetniajacych warunki:

077" =X, 27" 2 = (o) (rs): @
jesli para (x;x))e ;(f]”)* (1<g<n), to elementy x; oraz x; sa rownowazne, jesli

xie x\" oraz x;e y\"", przy czym r<s, to element x; jest preferowany w stosunku do

elementu x;, a réznica rang wynosi: 7-s.

3.1. Estymacja relacji porzadku dla poréwnan wskazujacych kierunek prefe-
rencji

Relacje R” mozna scharakteryzowaé jednoznacznie przy uzyciu funkcji
T:: XxX—>D,D={-1,0, 1}, przy czym:
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[0 jesli 1stn1eJe q takie, ze (x,, x,)e ;((”)
Ti(x;, x;) = {1 jesli x;e ;(r orazxje ;(S , 1<S; (5)
L1 jeslix;e " orazxe 77", r>s.
Zaktada si¢, ze porownania majg postac g, : X X X—)D, D={-1,0, 1}:
[0 jesli istnicje ¢ takie, ze (x,, x,)e X4 (P
gudxs, xj) = {1 jesli x; e;((") oraz x;e ;(S , 1<s; 6)

L1 jeslixe " orazxje 7", r>s.

Zaktada si¢ ponadto, ze wyniki porownan sg obarczone btgdami losowymi, a
funkcja prawdopodobienstwa btedéw spetnia warunki:
P(glk(xb x/);tTl(xi) x/)) < é(k)9 (kzla ceey N)) é(k)gsz 56(05 1/2) (7)

oraz sg stochastycznie niezalezne, tzn. spetniaja zaleznosc (1).

W celu okreslenia postaci i wlasnosci estymatora relacji (w przypadku usred-
niania por6wnan), niezbe;dne sa definicje nastepujacych zmiennych losowych:

U(p)( (p) (p)) JeSh glk (x”x]) O oraz < l ] >€ ](I(p) ° Zip))a (8)
i X1 s X
v 1 jesli ‘glk(x,,xj)\—loraz<z F>e I\, .., 17,
PG, ) = 0 jesli g, (x;»x,) = —loraz<i, j > py(z\", s 27,
Vil ’ Ljesli g, (xi»x;) 2 00raz <i, j > P (z\", ... 2\7),
©))
”)()((p) ) = 0 jesli g, (x;,x;) =1oraz<i, j >e p, (;((p), vy ;((r”)),
i B 1 jesli g, (xi»x;) <0oraz<i, i>ePy(7\” . 27,
(10)
przy czym:
I A= 1<, j > gxl,xj)e;(f” 1<g<r,j>i}, (11
P 2 =40 > Jae " xe 2 r<sj> iy, (12)
Pr s a2 1< > ke x e > >, (13)
oraz:
(17) (l(p)’ " lrp)) =1 ZU%Z)(Z(M’ - Zip))’ (14)
Vw2 = ) ;Vks)(z“’h w2 (15)
Z0" s ) = 25)(;((‘”, w27 (16)
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=—(p) (. (P) (P _ (p) (p) (p)
p(z ) "’Zr ) Uz]pN(Z ) "9Zr )+
1A 27
(p) (p) (p) (p) (p) ) (17)
P P P (p
v+ B Zin (a2
P, 27 Pot"s s 27

Symbole odpowiadajace relacji #\”",..., y””" beda oznaczane: I', P}, P5, U\ .
VN Z9% . W, natomiast odpowiadajace dowolnej innej relacji ¥ 7 7

LY o o~ = =) =(p =(p)
beda oznaczane: [, p,, p,, Uijn> Vins Zin> Wy -

Podstawe do konstrukcji estymatora relacji preferencji stanowi nastgpujace

Twierdzenie 1.

Zmienne losowe j77'¢" oraz V%(;:) spetniaja nieréwnosci:
EW®" - <0, (18)

P <) > 1—exp{-2N(L-5)} . (19)
Dowdd zob. Klukowski (1994, pkt 5).

Nieréwnos¢ (19) otrzymuje si¢ na podstawie nierdéwnosci Hoeffdinga (zob.
Hoeffding 1963). Twierdzenie 1 orzeka, ze: warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej

W\, odpowiadajacej relacji ;(f’ e ;(fl” ", jest mniejsza niz warto$é oczekiwana

zmiennej V%(;)’ odpowiadajacej dowolnej innej relacji ;(f” ) Z(f’ ) a ponadto

—~(p)

prawdopodobienstwo zdarzenia {7\ < Wy

} dazy wyktadniczo do jednosci, gdy

N—o. Zasadne jest zatem przyjecie estymatora ;a”), . ;(f,p ' w postaci minimalizu-

jacej warto$¢ zmiennej losowej 7/ ( ;[(p ) Zip )}, dla danych poréwnan g(x;, X))
(=1, ..., N; <i, j>€R,,). Oceng relacji otrzymuje si¢ w wyniku rozwigzania zadania
optymalizacji dyskretnej o postaci:

min{ z % |t}l)(xi’x/)_glk(xi’x./)|}’ (20)

FY)  <ij>eR, k=1

gdzie: ) - zbidr rozwigzan dopuszczalnych (wszystkich relacji porzadku w zbio-
rze X),
" (x;, x;) — funkcja okreslajaca ity element zbioru F{.

Liczba rozwigzan zadania (20) moze przekraczaé¢ jeden; postaé¢ jednoznaczng
mozna wowczas wybraé losowo lub wprowadzajac dodatkowe kryterium, np. wybie-
rajac relacje minimalizujaca wyraZenie

|t1(x,,X,) 8k (X,,xj)|

<0 >ePU R s s ZVOPA, s 25 =L
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3.2. Estymacja relacji porzadku dla poréwnan oceniajacych rdznice rang

W przypadku poréwnan wskazujacych réznice rang (miejsc w uporzadkowa-
niu) funkcja okreslajaca postaé relacji wyraza si¢ zaleznoscig 7> : X x X =D, D={-
(n-1), ..., 0, ..., n-1}, przy czym:

(p)*

Ty(x;, x)=d; < x;€ ;((r")*, xe y”, dj=r—s. (21)

Wyniki porownan gy(x;, x;) maja posta¢ analogiczna, tj. gx: X x X = D,
D={-(m-1), ..., m-1}; wynik g(x;, X;)=c;; stanowi ocen¢ roznicy rang 1>(x;, x;), W k-
tym poréwnaniu, zaklocong bledem losowym. Zbior D zawiera liczby calkowite z
zakresu: -(m-1), ..., m-1, poniewaz nie zaktada si¢ znajomosci liczby podzbiorow n.

Przyjmuje si¢ nastgpujace zatozenia nt. rozktadow btedow poroéwnan:

- niezalezno$¢ w k-tym i -tym poroéwnaniu, k#/ (spelnienie warunku (1));
- jednomodalno$¢ funkcji prawdopodobiefstwa btedow poréwnan To(x;, x;)-gx(x;, X;),
z moda i mediang w zerze, tzn.:

ZZO P(T(xi, Xp)=gor(xi, X)=1 )>1/2, (22)
ZZO P(T(xi, Xp)-gor(xi, )= )>1/2, (23)
P(T(xs, X))—goilxs, X))=1) 2 P(To(xs, X)) —gorlxs, xj)=1+1); 20, (24)
P(T(xs, X))—goilxs, X;)=1) = P(T(x;, X;)=gou(xi, X;)=1-1); <0, (25)

przy czym funkcje prawdopodobienstwa bledow porownan spetniaja warunki:

af (1) =P(To(x;, X))o, x;) = I; To(x;, ;) = 0)  (<(m-1)<I<(m-1)), (26)
ﬁﬁj;’) (1) =P(Tx(x;, X)) — gaalxi X)) = I; Ta(x;, X)) < 0)  (-2(m-1)<I<2(m-1)), (27)

YD =P(Toxi, %) — gulx x) = L Toxis x) > 0) (20m-1)<I<2(m-1),

(28)
m-1 2(m-1) 2(m-1)
L oafh=1, X proO=1, ¥ plO=1.
I=—(m-1) 1==2(m-1) =-2(m-1)

Nie postulujemy zerowej wartosci oczekiwanej bledéw poréwnan. Dla
uproszczenia zaktadamy, ze rozktady btedow T(x;, X))-gau(xi, X)) ((x; x)€X x X) s3
identyczne dla wszystkich k, 1<k<N (poréwnania g»;(x;, X)), ..., g2n(xi, X;) s3 niezalez-
nymi zmiennymi losowymi o identycznych rozktadach).

W celu okres$lenia postaci i wlasnosci proponowanego estymatora, niezb¢dne
sa definicje nastepujacych zmiennych losowych:

UE{;) (lip)a seey pr)) = |g2k(xi9 xj) | ’ tz(xis -xj):(): (29)

330



Porzgdkowanie i grupowanie jako zagadnienie estymacji statystycznej

VO s 27 = o, )-gaalxi x) |5 t:(x;, X)<0, (30)
20 e 1) =t x)-gaalxi x) | t:(x;, %)>0, 31
WwPO= ¥ UPO+ T VvRO+ X Z80), 32)
<i,j>el(-) <i,j>ep|(-) <i,j>€p(")
TN =% gluﬁgf(o : (33)
TOO=L3V0) (34)
UN Nk:l kij s
N
ZinO=%220), (35)
wP0= ¥ ThoO+ X vPOo+ T Z00e (36)
<i,j>el(") <i,j>ePi(") <i,j>ePy()

(1, Py, P, - zbiory indeksow zdefiniowane zaleznosciami (10) — (12)).

W rozwazanym w tym punkcie problemie réwniez zastosowana bedzie kon-

. , . .. * * ~
wencja oznaczef odnoszaca si¢ do relacji y\”", ..., z'""" oraz 7\, ..., 7.

Podstawe do konstrukcji estymatora relacji preferencji stanowi nastgpujace

Twierdzenie 2.

(p) I s ;.
Zmienne losowe W%') oraz W spetniajg nierownosci:

EW)<EG)). (37)
P(W(”’ —=(p >) >1-

(% SEQT ()~ o G| [ G - ng(x,,x,)p)}
Toxpx )#t (xisx ;) k=1
expy—2N
29(m-1))* J

. (38)
gdzie: 9 -liczebno$¢ {7, (xi,x;) # 72 (xi>x;)}-
Dowod: Klukowski (2007a, pkt 4).

Interpretacja nierownosci (37)—(38) jest analogiczna do interpretacji nierow-
nosci z Twierdzenia 1. Zadanie optymalizacyjne, pozwalajace uzyskaé oce-

ne ;”(f”), ,;((np), ma postac:

min{ ¥ Z|tz(xux,) o (xinx)| 1 (39)

F  <i,j>Ru() k=1

Rozwiazanie zadania (39) rowniez moze by¢ wielokrotne.

Prawa strona nieréwnosci (38) odpowiada okreslonej postaci relacji

7\, 7% Wyznaczenie jej wartosci wymaga znajomosci rozktadow bledow
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poréwnan T»(-)-gx(:); w przypadku nieznajomosci - mozna je estymowac lub osza-
cowac. Estymacja rozktadow wymaga odpowiedniej licznosci pordwnan N. Oszaco-
wania prawej strony (38) mozna otrzymac przyjmujac dodatkowe zatozenia, np.:

Zz<oP(Tz(xf>xj)—gz(xiaxj) =1) :ZI>0P(T2(xiaxj)_gz(xi,xj) =1,
T2(xisx)=&, (xi>x;) =) = To(xisx )= &, (xi5x,) = +1) (I21),
T2(xinxj)_g2 (xhXj) = l):TZ(xiaxj)_gz (x,'»x/') =[-1) (/<-1).

4. Estymacja relacji tolerancji

Relacja tolerancji R w zbiorze X={xy, ..., x,,} (m>3) ma posta¢ rodziny pod-
zbiorow ;(f’)*, ves ;gff)* (1<n<m), spetiajacej warunki:

Ul)((qt)*: X, 7W0), 3q.s (@) 2 A 20} (40)
o~

. * * . . o . . . . . .o
Rodzina ;(Y) y ooy ;(ff) zawiera co najmniej dwa podzbiory o niepustej koniunkcji.

4.1. Binarne poréwnania parami

W celu zapewnienia jednoznaczno$ci opisu relacji tolerancji przy uzyciu

funkcji binarnej, zaklada sie, ze kazdy podzbior ;(f;)* X zawiera element x;, naleza-

*

cy wylacznie do niego, tj.: x;e Zf;) oraz x;¢ ;(_(;)*, s#q. W przypadku poréwnan

binarnych  funkcja  charakteryzujaca  relacje  tolerancji ma  postaé
T5;:XxX— D, D={0, 1}, przy czym:

0 jesli istniejg ¢, s (nie wyklucza si¢ g = s) takie,
T3(xi>x;) = ze (X[axj)eli,t)*ﬁ}(y)*; 41

1w przeciwnym przypadku.

Poréwnania parami majg posta¢ g,, : Xx X — D, D={0, 1}, przy czym:
0 jesli wynik k — tego por6wnania wskazuje, ze para (x;, x ;)
2y (xinx)) = znajduje sie¢ w koniunkcji ;(f;) N 7" (nie wykluczasig g = 5); (42)

1w przeciwnym przypadku.

Zaktada sig, ze bledy T3(x;,x;)— g3, (xi»x;) sa stochastycznie niezalezne
(warunek (1)), a ich funkcje prawdopodobienstwa spetniaja warunki:
P(T3(xisx) # &y (xinx ) <50, 50 <6, 3e(0, ). (43)
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Funkcja #3(x;,x;), charakteryzujaca dowolng postaé relacji z\”, ..., x\",
wyraza si¢ zaleznoscia ¢;: X x X — D, D={0, 1}, przy czym:
b G = {O jesliistnieja ¢, s (nie wyklucza si¢ g = s) spelniajace warunek (x;,x;) € Z A Z(” (44)

1w przeciwnym przypadku.

Podstawa do konstrukcji i okreslenia wlasno$ci estymatora rozwazanej relacji

sa zmienne losowe U (71, ..., z\") oraz (", ..., z\") o postaci:

<i, e 100" s 2 (45)

5/2(/1/(1) ) ZY)): t3(xi?xj)_g3k(xi!xj) 5

(t)

X i) =g i )s <hPe G e 2. (46)

R,

gdzie:
(’)(;[(') - ;(f,’)) ={<i, j> ’ 3,5 (xi,x,) € ;(f;) m;( ), j>i nie wyklucza sie g=s},
(47)
o 2) (48)

o )=

J(t (Z(t) . Z(rt)):R ](t)(l(t)

Symbole odpowiadajace relacji z\", ..., 7\ beda oznaczane: U, V)",

17, J%°, a odpowiadajace dowolnej innej relacji 7\, .., 7’ — beda oznaczane

~(1)  ~(1) ~t ~(1)
Ujper Vig» 15 T

Podobnie jak w przypadku relacji porzadku definiuje si¢ zmienne:

(1) 1) o ~(1) . ( (1) —yr =)
WO e 2 W W AW s ) W 7y, 0 postaci:
(t) Oy — (1)
we (s x)) = > UG, 2+
<i,j>e1 N g}", . 27
(1) (1)
v 2 (49)
<iyj>el ", s )
wi'= ¥ Uit T Vi (50)
<i,j>e] <i,j>€J
~() _ ~| ~(t)
we= X Opt X T (51)
) y ipten 4
<i,j>€J <i,j>€]
=), (1) Oy — (1) (1)
vy s 2V =% Z we s s 2 (52)
=()* _ 1 y ()*
Wy :WZ:] Wi, (53)
~<t)_ N =)
—%E‘ Wi (54)

;. . —(1)* ~ () ’ ..
Wiasnosci zmiennych losowych 7" oraz j7 ~ okreSla ponizsze
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Twierdzenie 3.
. —()* ~ (1 .. . , ;.
Zmienne losowe ng,) oraz j spetniajg nierownosci:

—(1)* _

EGTY -7 <0, (55)
P7Y <j7) 21-exp{-2N (£~ 5)" }. (56)

Dowdd analogiczny do dowodu Twierdzenia 1, z punktu 3.

Interpretacja nierownosci (55), (56) jest analogiczna do przypadku relacji po-
rzadku. Zadanie optymalizacyjne bgdace podstawg do wyznaczenia estymatora ma
postac:

N
min Y X [0 x) - gy (x| (57)

FY  <i,j>eR, k=1
gdzie: FY{) - zbior rozwigzan dopuszczalnych (relacji tolerancji w zbiorze X),

1 (x;,x;) - funkcja charakteryzujaca ity element zbioru F§.

Rozwigzanie zadania (57) rowniez moze by¢ wielokrotne.
4.2. Pordwnania okreslajace liczbg wspolnych cech pary elementow

Podany ponizej estymator jest przeznaczony dla przypadku, gdy kazde z po-
roéwnan okre$la liczebno$¢ koniunkcji podzbioréw, do ktorej nalezy para elementow.
Przynalezno$¢ elementu do podzbioru mozna traktowaé jako posiadanie okreslonej
cechy — przynalezno$¢ do koniunkcji podzbiorow jest rOwnoznaczna z posiadaniem
okreslonego zestawu wspolnych cech przez parg elementow.

Relacje R” mozna scharakteryzowa¢, w obecnym przypadku, przy uzyciu
funkcji 7, : X x X —> D, D={0, 1, ..., n}, zdefiniowanej w nastgpujacy sposob:

Ty(xi, x5) = #( QN Qj’ ), (58)
gdzie: Q) - zbidr o postaci Q; ={s |xl-e 7}

#(E) — liczba elementéw zbioru E.

Alternatywnie relacje R” mozna scharakteryzowaé, przy wykorzystaniu funk-
cji Ts : X x X = D, o postaci:
Ts(xi, x) = #(OW; VW), (39

gdzie: P; - zbiér zdefiniowany zaleznoscig ¥; ={1, ..., n}-Q); .

Funkcja Tu(x;, x;) okresla liczbe wspolnych cech (podobiefistwo) pary elemen-
tow, a funkcja Ts(x;, x;) liczbe cech nie posiadanych przez pare (x;, x;), wéréd cech
wystepujacych w zbiorze X (obie funkcje tacznie pozwalajg okresli¢ niepodobien-
stwo). Kazda z tych funkcji moze by¢ podstawa do estymacji relacji tolerancji, jak
rowniez obie tacznie.
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Poréwnania parami odpowiadajace funkcjom 7y(-) oraz Ts(-) maja postac:
ar (xi x/) =dajr 5 daj €D, (60)
gsk(X[,Xj):dSijks dsj €D, (61)
gdzie: d,; (£=4,5) jest oceng wartosci funkcji T, (x;,x;), zaklocong bledem loso-

wym, otrzymang w k-tym poroéwnaniu.

Funkcje prawdopodobienstwa bledow poréwnan mozna zapisaé w postaci:
P(T o (xisx) =& (xinx ) =D)= ao (1) ((xi X)) X x X =4, 5; -n<I<n).  (62)

Przyjmuje si¢ nastgpujace zatozenia o bledach poroéwnan:
- niezaleznos¢ (tj. spenienie warunku (1));
- jednomodalno$¢ funkcji prawdopodobienstwa (moda i mediana w zerze):

,Z(:)a/ijk(l)>%a ZZ(:)aéijk(l)>%9 (63)
aup (D) Z o (I +1), 120, ]

F (64)
(D) Z ap(I=1), 1<0;

- nieskorelowanie obu rodzajow poréwnan, tj. g, (x;,x,;) oraz g (x;,x,), tzn. ze-
rowa kowariancja COV( 8k (xi 5 Xj) s 85, (xr s XA') ):O (( Xis X j ): ( XrsXs )EX X X) (iSt'

nienie korelacji oznacza, ze zawarto$¢ informacyjna obu poréwnan jest podobna).

W celu uproszczenia rozwazan przyjmuje sig, ze rozktady btedéow poréwnan
danej pary (x;, x;) sa identyczne dla wszystkich k (1<k<N).

Zdefiniujmy dla dowolnej relacji tolerancji 7\, ..., 7' w zbiorze X, funkcje:
t4(+), ts(-) — analogiczne do funkcji 74(-), T5(:):

14(xi, ;) = #(€ NCY), (65)
t5(xi, x;) = #(W; NY)), (66)
gdzie: Q,={s |x; e 7" Y oraz w, ={1, ..., 7}-Q . (67)

Wtasnosci proponowanych estymatoréw opieraja si¢ na wlasnosciach zmien-
nych losowych: %j),(()(([) w2, O s 2, Uiy s ),
W (s 7)) (£ =4, 5) zdefiniowanych w nastepujacy sposéb:

&LL( 2 2= 1 .
W (" 2= 2 UG 2 (69)
<i,J>€Rpy
N
Ty (0" 2774 2 UG (2 27, (70)
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o (s 2 ):# W (s 7). (71)
W celu uproszczenia zapisu bedzie stosowana konwencja z poprzedniego

punktu, tj. symbole odpowiadajace relacji 7\, ..., Z;t) bedg oznaczane: U,
(o)

UEZ)*N, W v » @ odpowiadajace dowolnej innej relacji ;(1 s eens ;?5” - bedg oznaczane:
~()  ~() =~ (1)

Uf[/k > Uh W/)N :

Wiasnosci zmiennych losowych V_V% oraz W;’;’ sa analogiczne do przy-
padku relacji porzadku; okresla je
Twierdzenie 4.

~ (1 L, L.
Zmienne losowe W(’)* oraz i/, spelniajg nierbwnosci:
(0

EW, ) <EG)). (72)
P, w <, )2 1=
(% kzlEm (i) = € G| = |7 (i) = 2 G )Y
=P 29(m-1)) ’
(73)

gdzie: 9 - liczno§é zbioru {(x;,x)) | To(xiox;) # 7, Cxinx )} -
Dowadd zob. Klukowski (2007b, pkt 3).

Interpretacja nieréwnosci (72), (73) jest analogiczna do nieréwnosci z twier-
dzen 1 — 3. Zadania optymalizacyjne do wyznaczenia oceny relacji majg postac:

N
min[Y % |000x) - g5 o) (£ =41ub 5), (74)
F(Al, k=1 <i,j>eR,,

N
minf 2 3 [ Cox) = €40 G )| + [ G = 250 G ), (75)
FY k=l <i,j>eR,
gdzie:

FY) — zbiér rozwigzan dopuszczalnych (wszystkich relacji tolerancji w zbiorze X);

#9() - funkcja charakteryzujaca 1 -ty element zbioru FY .

Oba zadania mogg mie¢ rozwigzania wielokrotne. Zadanie (75) znajduje za-
stosowanie w przypadku dysponowania obydwoma rodzajami poréwnan. Zapewnia

ono lepszg precyzje estymacji, w stosunku do zadania (74), poniewaz opiera si¢ na
probie o podwojonej wielkosci, tj. 2.
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5. Estymacja relacji rbwnowaznosci

Relacja rownowaznosci R rozbija zbior X = {x, ..., x,,} (3<m<c0) na pod-

zbiory Z(E) 5 eens ;(n) (n2>2) zkoniunkcjami bedacymi zbiorami pustymi, tj.:
X = U 2 A A =10y rs, (76)

gdzie: {0} - ZblOI‘ pusty.

Relacje rownowazno$ci mozna  scharakteryzowaé za pomoca funkcji
Ts: XxX— D, D={0, 1}, o postaci:

0 jesliistnieje q takie, ze (x,,x;) € (e)*;
T()(xiax/‘):{ ! ! (x;x)) € 7, )

1w przeciwnym przypadku.

Poréwnania parami maja, w rozwazanym obecnie przypadku, posta¢ funkcji
e Xx X = D, D={0, 1}, zdefiniowanej w nastgpujacy sposob:
0 jesli wynik k — tego porownania wskazuje, ze para (x;,, x;)
ge (xi»x;) =1 mnaleza do wspolnego podzbioru, tj. Iq takie, ze (x,, x;) € ;((e) ;0 (78)

1w przeciwnym przypadku.

Funkcje prawdopodobienstwa btgdow poréwnan spetniajg warunki:
P(g(gk(xi)xj);tT6(xi’xj))S5(k); 5(k)S§; 0<5<%9 (79)

zaklada sig, ze pordwnania ge(-) oraz ge(-) sa, w przypadku k#[, stochastycznie nie-
zalezne (warunek (1)).

Dla dowolnej relacji rownowaznosci 7\, ..., ') w zbiorze X, zdefiniujmy
funkcje #(x;, x;) o postaci analogicznej do funkcji T4(x;, X)):

0 jesliistnieje g spelniajace warunek (x,,x;) € @,
to ()Ci ,xj) = ( ! q (80)

1w przeciwnym przypadku;
oraz zmienne losowe:

UR (s 2) = lt6(einx) = g (xiox |3 <6 >€ T s e 215 (81)
Vs 2,) = |t6 (i X)) — &6 <i,/>€ JO(1" s 1), (82)
d (e) (e) (e) (e) (c) (e) : : . ..
gdzie: 1'(y, . 2, ) oraz J(x", ..., x, ) zbiory indeksow o postaci:
1( ;(‘E’ w0 2 =(<i > | 3g taki, ze (xiox)) € 1, 170} (83)
T s 1) R 190 s s 1) (84)
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Zbior [“(:) zawiera indeksy par takich, ze oba elementy naleza do wspdlne-
go podzbioru, a zbiér J'9(-) — par nalezacych do réznych podzbiorow.

Symbole odpowiadajace relacji z\", ..., 7' beda oznaczane: vy, v,

17, J9 '@ natomiast odpowiadajqce dowolnej innej relacji 7\, ..., 7'” - beda

©  ~() o) ()
oznaczane: {7, , i, W, 7. J¢

Podstawa do konstrukcji estymatora i okreslenia jego wlasnosci s3 zmienne

losowe (7, ..., 7N, W, 7 oraz (2, ..., #'), 0 postaci:

WO s s 7= > ‘kf)(zp~ Ak

<i, j>el'“N gy 2,

Vid (s 2,) (85)

<i,j>€J N gy 2,)

N
7N s 7 =% z WO s 2 (86)

Whasnosci Zmlennych losowych " oraz WN/ " odpowiadajacych relacjom

s adni ~( ~()
— odpowiednio ;(l s eees ;(n oraz ;(1 X, -saokre§lone przez

Twierdzenie 5.

~(e) .. ., L, .
Zmienne losowe WN oraz W spe%nla_]q nierownosci:

EG7Y)<EGFy). (87)
PGS < 79 > 1-expl- 2N —5)). (88)

Dowod nieréwnosci (87), (88) analogiczny do dowodu nieréwnosci z Twier-
dzenia 1.

Zadanie optymalizacyjne stuzace do wyznaczenia oceny ;256), vy ;2(“)

. ma po-
stac:

min 2 Z |t(’)(x,-,x,,')—gf,k(x,',x,,‘)|, (39)
FY  <i,j>eR, k=1

gdzie:

F¢ - zbiér rozwigzan dopuszczalnych (wszystkich relacji rownowaznosci w X),

1@ (x;»x;) - funkcja okreslajaca -ty element zbioru F§.
Zadanie (89) rowniez moze mie¢ wigcej niz jedno rozwigzanie.
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6. Podsumowanie

Omowione w pracy estymatory relacji porzadku, tolerancji i rownowaznosci,
charakteryzujg si¢:
- dobrymi wlasnos$ciami statystycznymi,
- szerokim zakresem zastosowan — ze wzgledu stabe zatozenia,
- jednorodnoscig postaci,
- fatwoscia stosowania, a takze intuicyjng forma.

Wyniki dotychczasowych badan empirycznych i symulacyjnych potwierdzaja
ich praktyczng przydatnos¢; wskazuja ponadto, ze jest to pole dla dalszych warto-
sciowych badan, zwlaszcza symulacyjnych.
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