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Cztś6 trzecia 

PREDYKCJA CAŁKOWEGO WSKilHIKA JAKOSCI PROCESOW DYNAMICZNYCH 

Przedstawiono metodę predykcji całkowego wskaź­
nika jakości o kwadratowej funkcji kosztów.Podsta­
wą metody jest wykorzystanie zależności wartości 
tego wskaźnika od współrzędnych stanu w chwili po­
czątkowej. Podano algorytm adaptacji wykorzystują­
cy tę zalemość. Zastosowanie tego algorytmu umoż­
liwia wyznaczenie wartości wskaźnika jakości dla 
zaaanych standartowych warunków początkowych nie­
zależnie od rzeczywistych warunków początkowych 
pomiaru. Rozpatrzono modyfikację metody w przypad­
ku działania na układ addytywnych zakłóceń przy­
padkowych. Przedstawiono sposób doboru optymalnego 
przedziału czasu całkowania przy predykcji wskat­
nika Jakości. Omówione warunki inwariantności op­
tymalnych parametrów regulatora wzglodemniektórych 
współczynników funkcji kosztów. 

1. UWAGI OGOLNE 

Identyfikacja właściwo,ci dynamicznych złożonych układów stero­
wania, wykonywana w celach automatycznej optymalizacji przebiegów 
w stanach nieustalonych, jest zagdnieniem, które nie znalazło do­
tychczas zadowalającego rozwiązania. 

W literaturze zagadnienie to jest rozumiane bardzo czosto jako 
zad8llie wyznaczania odpowiedzi impulsowej układu analizowanego. 
Abstrahując od trudności, z jakimi związane jest rozwiązanie tego 
zadania, należy stwierdzid, że znajomoś6 charakterystyki impulso­
wej układu tylko w nielicznych przypadkach może być efektywnie wy­
korzystana do celów optymalizacji automatycznej. 

Identyfikacja polegająca na wyznaczaniu modelu matematycznego 
obiektu sterowania, np. w postaci równań różniczkowych, które cał­
kowicie charakteryzują właściwości dynamiczne tego obiektu, jest 
zadaniem trudnym i w ogólnym przypadku dotychczas jeszcze nie roz­
wiązanym. Jeżeli jednak celem jest ekstremalizacja zadanego wskaź­
nika jakości, zagadnienie identyfikacj 1 można w pewnych przypad­
kach s~rowadzi6 do wyznaczania tego wskaźnika. 
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Interesują nas przypadki, w których wskaźnik jakości jest funk­
cjonałem przebiegów w układzie w stanach nieustalonych. Jak wspom­
niano w czości pierwszej niniejszej pracy, takiego funkcjonahl w 
rzeczywistym układzie sterowania nie można wyznaczać bezpośrednio, 
to znaczy przez całkowanie w określonym przedziale czasu zadanej 
tunkcj i kosztów-. 

Przede wszystkim jakość procesów dynamicznych jest określona 

całym okresem trwania stanu nieustalonego, a wioc - teoretycznie 
biorąc - od pewnej chwili początkowej do nieskończoności,a - prak­
tycznie biorąc - do czasu, po którym odchylenia od stanu nieusta­
lonego są pomijalnie małe. Jednak informacja o wartości wskaźnika 

jakości uzyskana dopiero po zakończeniu stanu nieustalonego może 

być już nie do 1fykorzystania do cel6w optymalizacji. Korzystne by­
łoby uzyskanie tej informacji jeszcze w czasie trwania stanu nie­
ustalonego, tak aby było można wykorzystać ją na bieżąco. Powstaje 
wioc problem predykcji wskaźnika jakości. 

Dodatkowa trudność wykorzystania do optymalizacji bezpośrednie­
go pomiaru wskaźnika jakości wynika z konieczności uwzglodnienia 
warunk6w początkowych. Por6wnanie wartości wskaźnik6w jakości róż­
nych procesów dynamicznych ma sens jedynie wtedy, kiedy pomiar był 
wykonywany od takich samych warunków początkowych. 

Oprócz tego, w układach nieautonomicznych należy wyróżnić w mie­
rzonych sygnałach wyjściowych składowe charakteryzujące stan nie­
ustalony, co nie jest zadaniem łatwym, zwłaszcza g~na układ dzia­
łają zakłócenia przypadkowe. 

W tej części pracy przedstawiono metodę predykcji całkowego 

wskaźnika jakości o kwadratowej funkcji kosztów w przypadku obiek­
tów sterowania, których równania można linearyzować dla przyrostów 
sygnału wejściowego, i wykorzystujący tę metoqę algorytm adaptacji 
umożliwiający szukanie optymalnych parametrów regulatora bez ko­
nieczności ' rozpoczynania pomiaru zawsze od takich sam;ych warunków 
początkowych. Algorytm ten może mieć szczególne zastosowanie przy 
stosunkowo szybkich zmianach parametrów obiektu. Rozpatrzono rów­
nież możliwość upraszczania postaci zadanego. wskatnika jakości. 

2. POSTAWIENIE PROBLDU 

Rozpatrujemy obiekt sterowani-a. opisany wektorowym liniowym rów-
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naniem różniczkowym 

d!(t) 
-= 

dt 
Q !(t) + G .Y:(t) (1) 

w którym: !(t:) - wektor sygnałów wyjściowych n-wymiarowy; ,!l(t) -

wektor sygnałów sterujących m-wymiarowy; Q, G - macierze współ­

czynników o wymiarowości n x n oraz n x m - odpowiednio, 
Zakłada się, że proces sterowania jest całkowicie obserwowalny, 

a więc liczba składowych wektora stanu jest równa liczbie składo­

wych sygnału wyjściowego. 
Na obiekt działają zakłócenia multiplikatywne powodujące zmiany 

jego parametrów, czyli współczynników macierzy Q oraz G. O za­
kłóceniach tych zakłada się, że są wolnozmienne, co pozwala trak­
tować współczynniki macierzy Q i G jako wielkości stale w pew­
nym przedziale czasu T. Jednakże są to wielkości niemierzalne 
bezpośrednio. 

Sterowanie obiektem odbywa się w układzie zamkniętym, którego 
schemat przedstawiono na rys. 1. 

..:1G 
~Q 

'f..w ~(t) Regulator U(t) I Obiekt L :f(t) 

C I G, Q ,-
+ 

Rys. 1. Schemat blokowy ukł~du regulacji 

Na układ działają wymuszenia skokowe !w. Taki rodzaj zmian 
sygnału !w może wynikać zarówno z zadania układu regulacji,jak i 
z dodania sygnału próbnego do stałego (lub wolnozmiennego) sygnału 
wejściowego. W szczególnym przypadku skokowe zmiany !w mogą być 

spowodowane układem optymalizacji statycznej, który drogą szukania 
automat;ycznego wybiera optymalny punkt pracy na charakterystyce 
statycznej obiektu sterowania. 

Przebiegi dynamiczne w układzie będziemy opisywać za pomocą wek-
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tora stanu !(t) = J(t) - ba , przy czym ~w= lim !(t ) • 
t--= 

Jakość przebiegów dynamicznych j es t określona wartością funk-

cjonału I(t0) przy ruchu swobodnym od warunków początkowych 

J<to> = .!o 
00 

I(t0 ) = ! [!'-e<t) B !Ct ) + !!?<t) H u(t>} dt 

to 

(2) 

przy czym B, H - macierze współczynników - kwadratowe , symetrycz­
ne, dodatnio określone, o wymiarowości n x n oraz m x m , odpo­
wiednio. 

Zakładamy ponadto, że są spełnione warunki 

lim U(t) = 
t -.eo 

lim X( t) = O 

t-oo 
(3a) 

oraz 
(3b) 

co oznacza, że rozpatrywany układ jest układem stabilnym, 
a obiekt ma właściwości astatyczne. W przypadku obiek­

. tów statycznych spełnienie warunku (3b) wymaga zastosowania spe­
cjalnych sprzężeń kompensacyjnych, o których będzie mowa w punk­
cie 3.9. 

W dalszym ciągu rozpatrzymy zagadnienie doboru parametrów regu­
latora minimalizujących wskaźnik jakości (2). Procedura doboru pa­
rametrów składa się z dwu etapów: predykcji wskaźnika jakości oraz 
nastrajania parametrów drogą szukania automatycznego. 

Wobec tego że minimalizacja wskaźnika jakości o kwadratowej 
funkcji kosztów przy obiekcie liniowym wymaga regulatora liniowe­
go, przy poczynionych założeniach może~ w celu wyznaczenia opty­
malnych parametrów regulatora rozpatrywać przebiegi w układzie au­
tonomicznym. 

Konieczność uwzględnienia wymuszenia !w powstaje przy rozpa­
trywaniu układów z obiektami statycznymi. 
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3. PREDYKCJA CAŁKO\VmO WSKA.ZNIKA JAKOSCI 

W UIŁADZIE AUTONOMICZND4 

Model rozpatrywanego obecnie układu przedstawiono na rys. 2. 



Jak wiadomo /61, 84/, optymalizacja wskaźnika jakości (2) liniowe­
go procesu sterowania (1) wymaga statycznego regulatora liniowego 

o równaniu 

![(t) = C !(t) (4) 

w którym C - macierz współczynników o wymiarowości m x n. 

~ Regulator I !.ł ( t) _ I Obiekt I f_(t) n c 1 ,Q, G 1 -

Rys. 2. Schemat blokowy autonomicznego układu regulacji 

Równanie układu autonomicznego ma więc postać 

!(O) = !o 

gdzie Qc = Q + GC. 
Po podstawieniu (4) do (2) otrzymuje się 

C0 

I(t0) = J !(t)T Bc !(t) dt 

to 

gdzie BC= B + cTHC. 

• 

(5) 

( 6) 

Całki (6) będziemy szukać w postaci formy kwadratowej 
rzędnyM! wektora etanu 

współ-

co 

~ !T(t) BC ,!(t) dt = !?<to) A !(to) (7) 

to 

gdzie A - macierz współczyn~ików, kwadratowa, symetryczna, dodat­
nio określona. 

W dalszym ciągu wyznacza się współczynniki macierzy 
rych równanie (7) jest spełnione. W tym celu zróżniczkuje 

A, dla któ­
eię wzglę-
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dem czasu t 0 obie strony równania (?). Po uwzględnieniu równania 
(5) otrzymuje się 

-!T(to) BC !(to) = !T(to) [<Qc)T A+ AQC]!<to) 

Macierz 

(8) 

jest macierzą symetryczną, jest bowiem r6wna swej macierzy trans­
ponowanej. A więc równanie (8) będzie spełnione dla wszystkich 

,!(t0) wtedy i tylko wtedy, 'iedy będzie spełniona równość 

-Bc = (Qc)TA + AQC (9) 

Współczynniki aij , i, j „ 1, 2, ••• ,n, macierzy A można 

wyznaczyć z zależności otrzymanych z przyrównania do siebie ele­
ment ów o takich samych indeksach w równaniu macierzowym (9). Roz­
wiąz eny równanie (9) względem współczynników aij na zasadach 
przedstawionych w /8/. Równanie (9) można przedstawić w postaci 

BC qc I C C 
-1 11 421:t 4n1I 

BC 4~21 q~2I C 
-2 ... 4n2I 

• 
= + 

BC C 
q~ix 

C 
-1 4111 4ni1 

. . . 
BC C 

q~nJ: 
C 

;;;.n 41nX qnnI 

(Qc)T o ... o !1 

o . ( Qc) T o !2 

. . . . . . . . 
+ ( 10) 

o o . . . . . A. 
-J. 

. . . . . . . .. 
o o (Qc)T !n 



C C przy czym: qij - elementy macierzy Q , 1, j • 1, 2, •• ••n; 

I - macierz jednostkowa n-tego rz1du; 
C ( C C C )T ~1 • b11 , b12, •••• bin - wektor n-wymiarowy złożony 

z współczynników i-tego wiersza macierzy Be, 1 • 
• 1, 2, ••• , n ; 

T . 
(a11 , a12, •••• a1n) - wektor n-wymiarowy złożony 
z współczynników i-tego. wiersza macierzy A; 1. 
,. 1, 2, ••• , n). 

Równanie (10) można zap1sa6 w skrócie w postaci 

(11) 

A .. <i ł ~ ł ••• ł ~)T 

( Qc) T x I , I x ( Qc) T - iloczyny Kroneckera /8/. 
Z (11) wynika bezpojrednio 

( 12) 

Układ równań (12) ma rozwiązania wzglodem współczynników aij · 
macierzy A wówczas, gdy pierwiastki równania charakterystycznego 
macierzy Qc są różne od zera. Układ ten składa sio z n2 · równań 
o n2 niewiadomych. Jednak wobec tego, że macierze X i B0 są 
macierzami symetrycznymi (aij a aji, b~j = bji),,przed wykorzys­
taniem w praktyce równań (1) lub (11) do obliczeń aij należy z 
nich wyeliminowa6 powtarzające sio niewiadome. Najłatwiej tego do­
kona6 przez napisanie równań (10) w postaci rozwiniotej, ujednoli­
cenie indeksów przy takich samych niewiadomych,wyeliminowanie rów­
nań, w których z lewej strony znajduje sio taki sam współczynnik 

b~j oraz zgrupowanie współczynników po prawej stronie równań (10) 
przy takich samych niewiadomych aij • W ten sposób z układu rów­
nań o n2 niewiadomych przechodzi sit na układ o n(n+ 1)/2 nie­
wiadomych. 

Dla macierzy A, której współczynniki są okrejlone równaniem 

(12), dla dowolnych czasów t 0 obowiązuje równanie (7), które po 
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uwzgl1dnieniu (6) można napisa6 w postaci 

( 13) 

Z wzoru (13) wynika, że przy przyj1tych założeniach całkowy 

wskaźnik jakości o kwadratowej funkcji kosztów może by6 wyznaczony 
sarówno przez całkowanie w przedziale od t • t 0 do nieskończo­

ności, jak i bezpośrednio w chwili t 0 na podstawie współrz1dnych 
wektora stanu !(t0 ) • Jednakże, jeżeli wyznaczanie wskaźnika ja­
kości za pośrednictwem całkowania wymaga jedynie mierzenia sygna­
łów sterujących i współrz1dnych stanu, to obliczanie tego wskaźni­
ka na podstawie pomiaru sygnałów wyjściowych w chwili t 0 wymaga 
również znajomości parametrów obiektu Q i G oraz regulatora C, 
gdyż współczynniki macierzy A są na ogół bardzo złożonymi funk­
cjami tych parametrów. W dalszym ciągu, gdy bodziemy chcieli pod­
kreśli6 ten takt, bodziemy używa6 oznaczenia A• A(Q, G, C) • 

4. U.GORYTM ADAPTACJI 

Rozpatrzymy obecnie możliwość zastosowania przedstawionej uprzed­
nio metody predykcji całkowego wskaźnika jakości do sterowania 
obiektami o niepełnej _ intorm~cj i początkowej. W takim przypadku nie 
można korzystać bezpośrednio z wzoru (13), gdyż parametry obiektu 
~ą nieznane. W związku z tym można by początkowo identyfikować te 
parametry, a nast1pnie obliczać wskaźnik jakości. Jednak ten spo­
sób post1powania jest kłopotliwy, jeżeli uwzględni6, że zależnoś­

ci współczynników macierzy A od parametrów obiektu (wzór (12) ) 

są bardzo skomplikowane. Dlatego przedstawimy metodę bezpośrednią 

obliczania wskaźnika jakości, nie wymagającą uprzedniej identyfi­
kacji parametrów obiektu. 

Równanie (7) można przepisać dla chwil początkowych t 1 ,t2 , ••• , 

tk, tk+1, • • • • Z równań takiego typu dla przyrostów czasu I\ t = 

= tk+1 - tk wynika 

• !T(tk+1 )A !(tk+1 ) - !T(tk)A !(tle), k = 1, 2, ••• ,n(n+1 )/2 

)6 

(14a) 



-
lub 

( 14b) 

utrzymaliśmy w ten sposób układ n(n+'l)/2 równań. Lewe strony 
tych równań można uzyskać przez całkowanie w przedziałach czasu 
~t zadanej funkcji kosztów. Po prawej stronie równań (14) oprócz 
elementów macierzy A, które są funkcjami nieznanych parametrów 
obiektu, figurują współrzędile wektora stanu !(t) w odpowiednich 
chwilach; wartości te można mierzyć bezpośrednio. Tak więc po do­
konaniu właściwych pomiarów i po podstawieniu uzyskanych wyników w 
równania (14) otrzymuje się układ n(n+1)/2 algebraicznych równań 
liniowych, z których można wyznaczyć niewiadome a1j. 

Podstawiając, wyznaczone przez rozwiązanie układu równań linio­
wyc~ współczynniki aij do zależności (13), można otrzymać war­
tość wskaźnika jako!ci dla dowolnych warunków początkowych ~(t0 ) 

niezależnie od tego, przy jakich warunkach początkowych wsp6łczyn­
nik1 te były wyznaczone. Zwłaszcza np. dla warunk6w początkowych 
!(t0 ) = (1,o,o, ••• ,o)T otrzymuje sio 

· (15a) 

Algorytm adaptacji w tym przypadku sprowadza sio więc do obli­
czenia wartości a11 , a następnie do wyznaczenia drogą szukania 
automatycznego optymalnych parametr6w regulatora c0 , dla których 
obowiązuje 

(15b) 

37 



Należy jednak pamiętać, że równania (13) - (15) obowiązują je­
dynie dla uk]:adu stabilnego. W związku z powyższym obszar zmian 
parametrów regulatora powinien być ograniczony warunkami stabilno­

ści układu (5)• 
Można łatwo udowodnić, że funkcjonał (2) ma tylko jedno ekstre­

mum w obszarze parametrów C przy zachowaniu warunków stabilności 
układu. 

Podstawą dowodu jest twierdzenie, że istnieje tylko jedno ste­
rowanie, które minimalizuje funkcjonał (2) /60/, równe 

:g:0 (t) = c0 X(t) (16a) 

Załóżmy, że istnieje inny regulator, opisany macierzą c0 *,który 
dla określonego ,!(t) = !l<(t) minimalizuje funkcjonał . (2). Wobec 
tego musi być spełnione równanie 

(16b) 

Wektor !'(t) musi jednocześnie spełniać równanie (16a), gdyż 
obowiązuje ono dla wszystkich _!(t) • Wobec tego z (16a) dla _!(t)= 
= x*(t) i z (16b) wynika 

Q0 (t) = (C0 - c 0 *) J*(t) 

a więc dla xł(t) ,I. O musi być spełnione równanie 

c0 = c0* (17) 

Dzięki temu, że funkcjonał (2) ma tylko jedno ekstremum w ob-
szarze parametrów regulatora C, do wyznaczenia tego ekstremum 
można stosować dowolną spośród znanych metod szukania automatycz­
nego, jak np. metodę Gaussa-Seidla, metodę gradientu lub najwięk­

szego spadku. 
Za pomocą przedstawionej metody wskaźnik jakości może być vzy­

znaczony w przedziale czasu 
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przy czym ~- czas rozwiązania układu n(n+1)/2 
równań linio,rych. 

algebraicznych 

Dobór przedziałów czasu 4t ~ rozpatrywanym przypadku zależy 

przede wszystki m od dokładności pomiaru współrzodnych stanu, od 
dokładności, z jaką dokonuje się operacji mnożenia w równaniu(14), 
oraz od szybkości zmian parametrów obiektu. Z jednej strony, im 
dłuższy jest ten czas, tym mniejszą rolo odgrywają błędy pomiaro­
we; z drugiej zd strony, im mniejszy jest przedział czasu t'!s t , 
tym bardziej uzasadnione jest założenie o etało1foi parametrów obiek -
tu podczas wyznaczania wskaźnika jakości. 

W wielu przypadkach parametry obiektu zmieniają sio dostatecz­
nie wolno i ciągłe zakłócenie procesu przez zmiany nastaw regula­
tora nie jest potrzebne. W omawianym układzie można łatwo tego 
unikną6. 

Załóżmy, że regulator w procesie szukania w chwili tr nastro­
ił sit optymalnie. Oznacz;my macierz optymalnych parametrów regula­
tora symbolem c0 (tr) , a obliczony przy tych parametrach regula­
tora wskaźnik jakości dla standardowych warunków początkowych -
symbolem I~(tr) • 

W przypadku gdy dla całego obszaru zmienności parametrów regu­
latora wskaźnik jakości ma tylko jedno ekstremum wzglodem parame­
trów obiektu, stopień roztrojenia się układu od optymalnego może 

by6 określony wielkością 

( 18) 

przy czym Is(t) - wartość wskaźnika jakości dla standardowych wa­
runków początkowych przy parametrach regulatora c0 (tr) , obliczo­
na dla bieżącej chwili czasu t. 

Jeżeli parametry obiektu w przedziale czasu (t. tr) nie ule­
gły zmianie, oba składniki w (18) są sobie równe. Przekroczenie 
przez ~I8 pewnej wartości progowej świadczy o tym, że nastąpiły 

istotne zmiany parametrów obiektu. Należy wtedy przystąpi6 do po­
nownego nastrajania układu. W ten sposób można uniknąć ciągłych, 
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często niepotrzebnych zmian parametrów regulatora i związanych z 
tym strat. 

5. INWARIANTNOSO PARAMETROW REGULATORA OPTYMALNEGO 
WZGLiDEM WSPOŁCZYNNIKOW FUNKCJI KOSZTÓW 

Proces adaptacji opisany w pkcie 4 ma na celu takie nastrojenie 
regulatora, żeby była spełniona zależność 

OI(C) = O ; 
a cij 

i= 1, 2, ••• , n 
j = 1, 2, ••• , m 

(19) 

Macierz parametrów regulatora spełniających tę zależność ozna­
czono symbolem c0 • 

J (C) J*(Q) 

Rys. 3. Charakterystyki dwóch wskaźników jakości 
o jednakowych parametrach punktu ekstremalnego 

Efekt adaptacji pozostanie bez zmiany, jeżeli zamiast ekatrema­
lizacji wskaźnika jakości I(C) b~dzie ekatremalizowany wskaźnik 

zastępczy r*(C) , dla którego jest spełniony warunek {rys. 3) 

= o t 
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W związku z tą możliwością powstaje problem doboru najbardziej 
odpowiedniego - z punktu widzenia realizacji układu pomiarowego -
zastępczego wskaźnika jakości. 

Macierz parametrów regulatora optymalnego w rozpatrywanym przy­
padku jest określona zależnością otrzymaną przez R.E. Kalmana /60/ 

(21) 

w której A0 = A(Q, G, c0 ) spełnia warunek 

Rozpatrzmy obecnie przypadek szczególny, a mianowicie obiekt 
sterowania o jednym wejściu przy wskaźniku jakości 

I(t0 ) = r [~(t) B &,(t) + h2 u2(t)] dt 

to 

gdzie !f(t) - wektor fazowych współrzędnych stanu. 
Oznacza to, że dla układu autonomicznego o równaniu 

składowymi wektora stanu są współrzędne 

(2.3) 

(24) 
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w takim przypadku obowiązuja 

o 1 o ... o o 
o o 1 o o 

Q = . . . . . . . G = (25) 

o o o ... 1 

qn1 qn2 .... 4n-1 qnn g 

Optymalny regulator jest określony /60/ przez wektor parametrów 

lub po uwz~l~dnieniu (25) 

Qo "" - JL Ao 
2 -n 

h 

o ( o o o )T gdzie & = a~n' a2n, ••• , ann • 

(26) 

Z drugiej strony po podstawieniu (25) do (9) otrzymuje sie nas­
topujące zależności (dodatek D.I) 

i,j=1,2, ••• ,n (27) 

Zgodnie z (26), w rozpatrywanym obecnie pr7,ypadku, do wyznacze­
nia parametrów regulatora optymalnego kon-ieczna jest jedynie zna­
jomość n elementów macierzy A0 , a mianowicie a~n' a~n' ••• , 
a~n, wchodzących w skład wektora ~. 

Z (27) wynika, że do wyznaczenia tych elementów niepotrzebne są 
równania, w których z prawej strony znajdują ei~ współczynniki 

bk,k+1 (k = 1, 2, ••• , n-1) , gdyż elementy 8łck wchodzą tylko 
do tych równań, a.ich znajomość nie jest potrzebna do wyznaczenia 

~-
Wynika c tego wniosek, że optymalne par.ametry regulatora są in-

wariantne~ odniesieniu do elementów bk,k+1 macierzy określają­

cej funkcjo kosztów •• 
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Na przykład dla u.kładu drugiego rzodu Q0 

stosunku do b12 , dla u.kładu trzeciego rzodu 
oraz b23 i tak dalej. 

jeet inwariantne w 
- w stosunku do b12 

Ta interesująca właściwość ma duży sens praktyczny, gdyż UlilOŻ­

liwia zmniejszenie liczby człon6w mnożących przy pomiarze wskaźni­
ka jakości w układach adaptacyjnych. Można bowiem optymalizować u­
kład nie na podstawie pomiaru rzeczywistego wskaźnika jakości, 

lecz na podstawie wskaźnika zastopczegó (rys. 3) prowadzącego do 
tego samego co wskaźnik rzeczywisty optymalnego algorytmu sterowa­
nia. 

Minimalna liczba element6w mnożących przy wyznaczaniu wskaźnika 
jakości jest wymagana w przypadku, gdy składnik !T(t) B !(t) w 
funkcji koszt6w jest kwadratem sumy. 

Warunki tego, aby forma kwadratowa była kwadratem sumy, czyli 

(28) 

mają postać 

1 = 2, 3, ••• , n (29) 

gdzie a1 - gł6wne podwyznaczniki macierzy wsp6łczynnik6w pełnej 

formy kwadratowej. Wobec tego że liczba warunk6w (29) r6wna sio 
(n - 1) , to przez odpowiedni wyb6r (n - 1) wep6łczynnik6w bk'k+1 
można wskaźnik jakości u.kładu rzeczywistego (23) zamienić wskaźni­
kiem zastopczym o postaci 

00) 

gdzie ~i = ~ , i = 1, 2, ••• , n • 
W ten sposób w celu doboru optymalnych parametr6w regulatora 

można posługiwać się wskaźnikiem jakości zast9pczym,kt6rego pomiar 
wymaga jedynie dw6ch kwadrator6w, podczas gdy pomj_ar wskaźnika ja­
kości w przypadku og6lnym wymaga (n + 1) kwadrator6w oraz [<n+ 1 )· 
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•(n - 2)] /2 człon6w mnotących. 
Na przykład dla układu drugiego rzodu o wskaźniku jakości 

ao 

I(to> • ! [b11X~f(t) + 2b12X1t(t)x2:t<t) + h22X~f(t) + h2u2(t)]dt (31) 
... •o 

optymalizacja mote być prowadzona na podstawie wskaźnika zaetęp­

c111ego 

Rozpatrzmy obecnie przykład, gdy wsp6łrzędne stanu nie są wsp6ł­

rz9dnym1 fazowymi. 
Zał6tmy, te w układzie o wskaźniku jakości 

ag 

I(to> • i [ ·1?<t) B !(t) + h2 u2] dt 
to 

03) 

dla wsp6lrzędnych fazowych ~(t) 1 współrzędnych stanu ,!;(t) ist­
nieje wzajemnie jednoznaczna zaletność 

!(t) = °'!t(t) 04) 

gdzie cx-- macierz wsp6łczynn1k6w o wymiarowości n x n - nieosob­
liwa. 

Zgodnie z 04) obowi11zuje 

05) 

Po podstawieniu (35) do (33) otrzymuje się 

co 

I(t0 ) • i [ ~(t) °' T B ~!f(t) + h 2u2] q_t . 06) 

to 
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-
Optymalne parametry regulatora są inwariantne względem elemen­

t6w (bk,k+1)f, k = 1, 2, ••• , n - 1 macierzy 

uczestniczącej we wskaźniku jakości (36). W tym więc przypadku wy­
korzystanie zastępczego wskaźnika jakości ma sens jedynie wtedy, 
kiedy jakieś wsp6łczynniki macierzy B obliczone na podstawie r6w­
nania macierzowego (37) są funkcjami jedynie wep6łczynnik6w 

(bk,k+1)f macierzy Bf. Można bowiem wtedy dobiera6 je w spoe6b 
najdogodniejszy. 

6. ESTYMACJA WARTOSCI WSK.AZNIKA JAKOSCI 
W UKŁADZIE NIEAUTONOMICZNYM 

Rozpatrujemy obecnie układ, którego schemat przedstawiono na 
rys. 4. Nie czyni.my przy tym założeń odnośnie do astatycznych wła­
ściwości obiektu sterowania. 

-'Y.=-w~-~1---1~ Regulator 
C + 

Obiekt 
G,Q 

+ 

+ 

I (t) 

'i (t} 

Rys. 4. Schemat blokowy nieautonomicznego układu regulacji 

W sygnale wyjściowym X(t) mierzonym bezpośrednio jest zawarta 
składowa !(t) , która nas interesuje i która etanowi rozwiązanie 
równania różniczkowego jednorodnego (5), i składowa ~(t) wyni­
kająca z działania na układ wymuszeń ~ oraz ł(t) 

!(t) = !(t) + ~(t) (38) 
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Z kolei w składowej !w(t) jest zawarta składowa stała iw i 
skladowa _zmienna j(t): 

!_(t) = ~ + f(t) 09) 

O !Ct) zakładamy, że jest to wektor, kt6rego składowe z1(t), 
i 2(t) • •• • ! , zn(t) są realizacjami proces6w przypadkowych, stacjo­
narnych, ergodycznych, o zerowej wartości średniej 

1 = 1-, 2, ••• , n (40) 

i funkcji korelacji 

i, j = 1, 2, ••• , n ( 41) 

W dalszym ciągu sprawdzimy możliwość predykcji wskaźnika jakoś­
ci (6) w układzie nieautonomicznym, przedstawionym na rys. 4. 

Po podstawieniu (38) do (14) otrzymamy r6wnanie 

T 
= [!(tk+1) - !_(tk+1)] A[!(tk+1) - ~(tk+1 >] + 

T 
- [!(tk) - ~(tk) 1 A[!(tk) - ~(tk)] (42) 

R6wnanie (42) po uwzglodnieniu (39) i dokonaniu odpowiednich 
przekształceń przyjmie postać 

+ "'2,T (4.3) 
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przy czym: D • 2Bc~ , ! = -2~ , ~ - ~c~ At , 

tk+1 
ark - i !T(t) BC !,(t) dt 

k 

(44) 

(45) 

!_(t) = !(t) + [(t) (46) 

Gdy !(t) r O , wówczas i Pk(!, !) "' O i dla odpowiedniej licz­
by przedziałów czasu At można ułożyć odpowiednią liczb@ równań 

typu (43), wyznaczyć niewiadome, którymi są w tym przypadku nie 
tylko współczynniki macierzy A, lecz również składowe wektorów 
~ i M oraz warto§ć k. 

Gdy natomiast., f(t) -/: O , dokładne wyznaczenie interesującychnae 
współczynn:\.k6w z równań typu (42) nie jest możliwe, albowiem do 
każdego równania ułożonego dla kolejnego przedziału At dochodzi 
nowa niewiadoma Fk(!, !) . 

W związku z powyższym możliwa jest jedynie estymacja niew1ado­

mych.wsp6lczynnik6w na podstawie zależności 

(47) 
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" A A J\ { } gdzie: A, ~, M,, ! - estymatory A, ~, !, ! + M Fk(!, !) - odpo-
wiednio. 

Oczywiści e, w tym przypadku liczba równań,kt6re należy uwzglod­
ni ć , musi być wi ększa niż liczba niewiadomych, co powoduj e znaczne 
zwiększenie czasu wyznaczania wskaźnika jakości. 

Estymowanych wartości współczynników można szukać np. z warunku 
mini malizecj i sumy kwadratów: 

min 

A,12 ,M,t 

przy czym N - liczba równań wykorzystanych do estymacji, 

" T + D ( 49) 

Należy tu zwrócić uwagę na fakt, iż Pk(~, X) 
ny rozkład gęstości prawdopodobieństwa, zależny 

ma bardzo złożo­
od czasu tk i 

tk+1 • 

7. WYBÓR OPTYMALNEGO PRZEDZIAŁU CZASU CAŁKOWANIA 

W układzie, na który działają addytywne zakłócenia przypadkowe, 
wybór przedziału czasu At = tk - t ~+1 jest uwarunkowany nie tyl­
ko dokładnością pomiarów, jak to można przyjąć przy rozpatrywaniu 
modelu układu zdeterminowanego , lecz i dokładnością es~acji wskaź­
nika jakości. 

Pewien pogląd na dokładność estymacji może dać wielkość 

a (At) = (50) 
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przy czym 

(51) 

(52) 

co 

~ Fo([,!) p(!o) d!Q (53) 
-oo 

(54) 

00 

MtM 
! !o 

{ 1ol• }} = _1 ~ { Ato I•}-[!<•> lt] •[i<•>I •] (55) 

OQ 

0"'2T~ {FoC!, !) I t }] = ~ [~ { Fo<!, !> I t} + 
l::o -cx, ::o 

(56) 

Zakłada się przy tym, że warunki początkowe !o są zmiennymi 
przypadkowymi o rozkładzie normalnym i o zerowej wartości średniej 

(57) 

Zakłada się ponadto niezależnoś6 proces6w !(t) i [(t) 
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(58) 

Przypomina sio, że !(t) jest rozwiązaniem liniowego jednorod­
nego równania różniczkowego (5), które można przedstawić w postaci 

(59) 

gdzie exp(Qct) - macierz fundamentalna rozwiązad równania (5). 
Zgodnie z (59) obowiązuje 

(60) 

Z (57), (58) i (60) wynika 

(61) 

Oblicza sio początkowo licznik wielko4ci {; ( 4 t) • W tym celu 
nalety okrdlić 

oraz 

Z (45) po uwzglodnieniu (46) oraz (51) wynika 

At T 
Po(!,!) a ~ [2!(t) + {(t)] Bc !(t) dt + 

o 

Po u,rednieniu (62) wzgl9dem !o i uwzgl9dnieniu równania (61) 
otr~ymuje sio 
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At ,..T C ~ [ T T ,l "' S ! (t) B !(t) dt - ! (At) A!( At) - [ (O) A !(O~ (63) 
o 

Uśrednienie (63} po [(t) daje w wyniku 

Po podniesieniu (63) do kwadratu i u,rednieniu po !(t) otrzy­
muje sio (zoh. dodatek D.Il). 

At At 
+ 2 f S Rij ( t - 't") Rkl ( t - ,- ) dt d t"] + 

o o 

• 

Z (64) 1 (65) wynika 
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Następnie oblicza si~ mianownik wielko1foi a ( ó t) • Po uwzglod­
nieniu w (44) zależności (52) i (38), (39) oraz uśrednieniu otrzy­
muje sio 

przy czym zwi (1 • 1, 2, •••• n) - składowe wektora !_ • 
.1t 

(67) 

Całko ~ xi(t) xj(t)-dt oblicza sio w spos6b przybliżony. W 
o 

tym celu zakłada sio, że w przedziale dt wielkość xi (t), i = 1, 
2, ••••n, zmienia sio liniowo, czyli 

przy czym 

Z (5) otrzymuje sio 

Tak wioc 
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O -c:: t <:. At 

dxi 
fi --

dt t=O 

(68) 

(69) 

(70) 



n n 

= r:r: 
la1 k;:,1 

Po podstaw1aniu (71) do (67) otrzymuje sie 

~ f M { A Io I n = 
!l!o · t J 

M 
~ t 2 dt .. 
o 

(71) 

(72) 

gdzie Skl - odpowiednie elementy macierzy kowariancji wektora !o• 
Ostatecznie, po podstawieniu (66) i (72) do (50) otrzymuje się 

interesującą nas wielkość d ( &t) • 
Dla konkretnego wykorzystania wielkości o ( & t) należy więc 

znać macierz kowariancji warunków początkowych !Q i funkcje ko­
relacji zakłócenia !Ct) • ZnaJąc te charakterystyki można wyzna­
czy6 optymaln~ wartość przedziału całkowania At z warunku mini­
malizacji o ( d t) • W tym celu należy znaleźć wartość At z wa­
runku 

6c5 ( l1 t ) "' o ( 73) 
ac At> 

Otrzymana z zależności (73) wielkość a0 t będzie funkcją para­
metrów obiektu i regulatora. Wobec tego dla wyznaczenia konkretnej 
wartości L\Ot otrzymany wynik można uśrednić względem parametrów 
obiektu przyjmując, że regulator nastrojony jest optymalnie, zgod­
nie z zależnością (21). 
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8. PRZYKŁAD 

Jako ilustracji przeprowadzonych rozważań rozpatrzymy przykład 

serwomechanizmu rzodu drugiego . Obiekt sterowania stanowi szerego­
we połączenie członu inercyjnego o wzmocnieniu k1 i stałej cza­
sowej T oraz członu całkującego o wzmocnieniu k2 (rys. 5). 

Rys. 5. Schemat blokowy 
serwomechanizmu rz1du drugiego 

Równania opisujące obiek~, w przyj1tej przez nas symbolice, ma­
ją posta6 

dx2 -- (74) 
dt 

przy czym 

(75) 

1 - - (76) 
T 

Zakłada sio, że wskaźnik jakości, który należy m1n1malizowa6 do­
borem parametrów regulatora, jest wyrażony zależnością 

(77) 
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Zgodnie z (12) wektor A jest wyrażony wzorem 

-1 
o 

(78) 

w którym: 

Po obliczeniu ilorazów Kroneckera, ~godnie z (10) otrzymuje się 

1 
-1 

o o gc1 o o gc'I o o 
o o o gc1 q12 q22+gc2 o o 

J. - + X 

q12 o q22+gc2 o o o o •. , j 
o 412 o 422+gc2 o o q12 q22+gc2 

b11 + h2c2 
1 

b12 
2 + h c1c2 

)( (79) 

b12 
2 + h c1c2 

b22 + h2c2 
2 

Po zsumowaniu macierzy w (70), po uwzglodnieniu, te a12 • a21 , 
C C 6 b12 = b21 , oraz po odwr ceniu macierzy otrzymuje sit 
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A' "' [::: l • 
8 22 

= ____ 1 _____ _ 
o ; 

Z (80) wynika 

56 

)t. 

b11 + h2c~ 

2 b 12 + h c 1c2 

b22 + h2c~ 

o 

~422 + gc2> 2 - 412gc1]<b11 + h2cf> -

2gc1q12(q22 + gc2) 

= -

2 2 2 2 q12(b 11 + h c 1) - gc1(b22 + h c2) 

2gc,(q22 + gc2) 

o 

(80) 

(81) 



Zgodnie z (26) , optymalne parametry regulatora są określone za­
leżnością 

skąd wynika 

co= 
1 1 ~' 

h 

( 8 2) 

co • _ 422 _ 
2 g 

(83) 

Jak widać z wzorów (83), optymalne paramet ry regulatora nie za­
leżą od wartości ~spółczynnika b12 • Skonfrontujemy ten fakt z 
naszymi rozważaniami . 

Równania obiektu (74) we wsp6łrz~dnych fazowych mają postać 

dx2f 
-= (84) 

dt 

Łatwo sprawdzić, że między wektorami ! 1 ~ istnieje zwią­

zek 

X = O(. ~ 

p1 zy czym 

( 85) 

czyli, ż e zgodnie z (37) 
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1 o b11 b12 1 o b11 
b12 
412 

T 
B:r • ~ B oe,,. .. (86) 

o 1 
b12 b22 o 1 b12 b22 

412 412 412 2 
412 

. Jak wynika z (86), współczynnik b12 ma wpływ jedynie na (b12>r= 
= b12/q12 , względem którego optymalne parametry regulatora są in­
wariantne. Wobec tego są one inwariantne również względem współ­

czynnika b12 • Wobec tego dogodnie jest, w przypadku konieczności 
dokonywania pomiarów wskaźnika jakości, przyj ą6 jako wskaźnik za­
etopczy zależnoś6 

eo 

I*(t0 ) • J [ ( ~ x1 +~ x2 ) 2 + h2u2]dt (87) 
to 

Następnie oblicza sio optymalny przedział czasu 6t przy zało­
żeniu, że na obiekt działają zakłócenia &(t) o charakt erze loso­
wym~ Zakłada sio, że składowa !(t) w sygnale wyjściowym, bodąca 
wynikiem działania na obiekt zakłócenia &(t), jast procesem sta­
cjonarnym o rozkładzie normalnym, o wartości średniej równej zeru 
1 o funkcjach korelacyjnych 

R1 1 ( T ) = R22 ( T ) = exp ( - IT I A ) , 

Zakłada się ponadto, że 

~=o (89) 

Po podstawieniu (88) 1 (89) do wzorów (66) 1 (72) oraz po doko­
naniu całkowania otrzymuje się 
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Z (90) 1 (91) otrzymuje sio zgodnie z (50) 

2 2 C C 
2 [: L (b11bjj At + 4a11ajj) 

o ( At) = _1_• __ 1_j •_1 ____________ _ 

2 2 c 2 c e At2 . Lr: b1j<I:, qliqlj 3 + 1> 
1=1 j =1 1=1 

(92) 

Po zr6żn1ezkoweniu (92) wzglodem At 1 po przyr6wnaniu do zera 
otrzymuje SiQ 

lub 

~2 CC 2 2 C 
- 1.-- L biibjj [: r::: bij 

1=1 ja:1 1•1 ja1 
- o (84) 

skąd można obliczy6 a0t. 
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A0 t 

o. 2....___._ _ _,__...,___._____._---ł► 

O 4 8 12 16 20 

Rys. 6. Przebieg d 0 t = f(k1) 

Na rys. 6 przedstawiono przykładowo zależno~ć A 0 t = f(k1 ) dla 
układu przedstawionego na rys. 5 (wzory (74) do (76)) przy k2 = 1, 
T = 1, b11 = 1, b12 = b22 = O, h2 = 1 • 

9. UKŁADY Z OBIEKTAMI STATYCZNYMI 

Przedstawiona poprzednio metoda optymalizacji dynamicznej nie 
uwzględnia uchybów statycznych. Dlatego też nie można jej w zasa­
dzie stosować do nastrajania regulatorów w przypadku obiektów o 
właściwościach statyuznych, dla których 

lim ,X(t) ~ !w 
t --..00 

Rozszerzenia metody na układy z tego typu ooiektami można doko­
nać przez dodanie członów kompensujących uchyby statyczne. Ogól.Dy 
schemat układu z kompensacją przedstawiono na rys. 7. 

Oczywista, ze względów technicznych taka kompensacja nie zawsze 
jest możliwa. Przy całkowitej kompensacji obowiązuje 

! (t) = !(t) 

YcCt) = Q(t) 
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! = lim 
t-eo 

! (t) = o 

lim Yt(t) = o 
t-oo 

lim ,!(t) - !w = O 
t-oo 

(85) 

(86) 

(87) 



Z uktadu adaptacji 

Regulator 

Q,G 

Obiekt 

~-+-------+--------- --~ 

Do układu adaptacji 

Rys. 7. Schemat układu z kompensacją uchybu statycznego 

przy czym ,!(t) - wektor stanu układu autonomicznego opisanego 
równaniem 

<i;!(t) 
-= 

dt 
Q ,!(t) + G Q(t) 

Q(t) = C ,!(t) 

Wyznaczymy macierze Ry oraz Ru, dla których występuje cał­

kowita kompensacja uchybów statycznych. 
Równania układu przedstawionego na rys. 7 mają postać 

d,!(t) 
-= 

dt 

!le(t) = C !(t) 

!Ct) = I(t) - .!w 

(88) 

(89) 

(90) 
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J.y = RyJ.w (91) 

(92) 

Po podstawieniu do (88) r6wnań (89) - (92) i dokonaniu odpowie­
dnich przekształceń otrzymamy 

(9.;) 

przy czym I - macierz jednostkowa. 
Dla stanu ustalonego otrzymamy 

(94) 

z czego wynika 

(95) 

Całkowita kompensacja uchybu statycznego wymaga spełnienia rów­
nania 

Q(I + Ry) + GRu = O (96) 

Na uwagę zasługuje fakt, że do równania (96) nie wchodzą para­
metry regulatora C. Dzięki temu nast~ajanie tych parametrów nie 
powoduje rozstrojenia obwodu kompensacji. Wobec tego jednak,że wa­
runki kompensacji, określone równaniem (96), zależą od parametrów 
obiektu (elementów macierzy Q oraz G ), układy adaptacyjne, w 
których jest przewidziane przeciwdziałanie zmianom tych parametrów, 
wymagają nastrajania zarówno regulatorów, jak i członów kompensa­
cyjnych. 

Algorytm adaptacji przedstawiony dla układów z obiektami o wła­
ściwościach astatycznych można łatwo rozszerzyć na układy z obiek­
tami o właściwościach statycznych. Jednak w tym przypadku nastra­
jane muszą być zarówno regulatory, jak i człony kompensacyjne. 

Układ statyczny nieskompensowB.DY można traktować jak układ nie­
autonomiczny (por. pkt 6), w którym na wyjściu w stanie ustalonym 
istnieje składowa stała 
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fw = .!w + 1!l (97) 

Dla takich układów obowiązuje równanie (43), które po podsta­
wieniu (97) i dla l(t) = O przyjmie postać 

tk+1 

~ [?(t) B !_(t)dt + !:!~(t) H 1łc(t)] dt = 

tk 

= l<tk+'I) A !(tk+1) - ! T(tk) A §.(tk) + 

tk+1 

= Bc J f (t)dt - 2~;TA[.~(t-k+1 ) - !. (tk)] - !?Bc]l; At (98) 

tk 

gdzie Bc = B + CTHC • -
W równaniu (97) występują jako niewi9.dome elementy macierzy A. 

oraz wektora ! . 
Algorytm adaptacji powinien przewidywać początkowo nastrajanie 

członów kompensacyjnych, tak aby sprowadzić do zera elementy wek­
tora ! , a następnie powodować przestrajanie regulatora tak, aby 
zminimalizować wskaźnik jakości przebiegów dynamicznych.Takie roz­
dzielenie tych dwóch operacji jest możliwe dzięki temu, że prze­
strajanie regulatora nie powoduje rozstrojenia układu kompensacji, 
o czym popz.·~ednio już wspolIIIliano. 

W dalszym ciąg11 dla ilustracji przeprowadzonych rozważań rozpa­
trzymy dwa przykłady układów z obie~ami statycznymi. 

Pr z y kład 1 • Rozpatrzmy układ regulacji z obiektem w 
postaci członu inercyjnego rzędu pierwszego i regulatorem propor­
cjonalnym (rys. 8). 

Rys. a.Schemat układu 
z obiektem statycznym 
rzędu pierwszego 

y{t) 
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Układ ten można opisać równaniami 

dy(t) 1 k 
- = - - y(t) + - [u (t) + rYw] 

dt T T e 

ue(t) = c e(t) 

e(t) = y(t) - Yw 

(99) 

(100) 

(101) 

Z równań (99) - (101) można wyznaczyć uchyb statyczny,określony 
wzorem 

E = 
kr - 1 

1 - kc 
(102) 

Równanie, które służy jako podstawa do nastrajania członu kom­
pensacyjnego oraz regulatora, ma postać 

tk+1 

f [ e2(t)h2 + u;(t)] dt = 

tk 

tk+1 

f e(t)] dt -

tk 

- 2Ea [e(tk+1) - e(tk)] - E2 (1 + h2c2) Kt (103) 

Równanie (103) należy traktować jalco równanie z dwiema niewia­
domymi E o:,:az a • Przy adaptacji należy - na podstawie pomiarów 
- wyznaczać te niewiadome, a następnie początkowo dobrać taką war­
tość r, żeby E sprowadzić do zera. W dalszym ciągu przez dobór 
c należy zminimalizować wartość a. 

Współczynnik a wyznacza wartość wskaźnika jakości układu o 
całkowicie skompensowanym uchybie statycznym. Przy wskaźniku jako-
ści o postaci 
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I(t0) = f [ x2(t) + h2 u(t)] dt 

to 

(104) 



gdzie 

a = (1 + h2o2)T 
2(1 - ko) 

Minimalną wartość wskatnika jakości (104) otrzymujemy przy 

o = 00 = + 1 _ V 1 + 1. 
. k ·k2 h2 

(105) 

(106) 

(106) 

Pr z y kl ad 2 . Rozpatrzmy układ regulacji z obiektem w 
postaci szeregowego półączenia członu całkującego i członu iner­
cyjnego o stałej czasowej r6wnej jedności i o wzmocnieniu k, re­
gulatora o dwu wejściach i jed.Icym wyjściu oraz członu kompensują­

cego uchyb statyczny (rys. 9). 

Rys. 9. 
Schemat 
układu 

z obiektem 
statycznym 
rzędu 
drugiego 

_ k_ ~1 ( t) 

s+1 

Z rozpatrzenia schematu układu wynika, że dla kompensac_ji uchy-
bu statycznego należy do wejścia członu inercyjnego doprowadzić 

składową stałą 

YY = rYw 

Układ można opisać równaniami: 

(107) 

(108) 

(109) 
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Na podstawie równania (96) dla Ru= O można wyznaczyć współ­

czynnik r, przy którym następuje całkowita kompensacja. Jest on 
określony wzorem 

r = 1/k (112) 

uc~b statyczny przy niecałkowitej kompensacji jest wyrażony 

wzorem 

E = 1 - kr 

1 + c1 k 
C2 

(113) 

Równanie, które służy jako podstawa do nastrajania członu kom­
pensacyjnego oraz regulatora, ma postać 

tk+1 

i [ !T(t)B _f(t) + ,!!~(t)H !!E(t)] dt = 

tk 

T T 
= ! (tk+1)A !(tk+1) - ! (tk)A!(tk) + 

tk+1 

+ 'Zf4TBc J ! (t)dt - ~TA ~ (tk+1) - !,(tk)]- !?Bcł'l At (114) 

tk 

T przy czym ,! = (E1 , E2) , E2 = lim 
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Przy wskaźniku jakości 

tk+1 

t -.oo 

I(t0 ) = ~ [ :x:~(t) + h2 u2(t)] dt 

tk 

(115) 



-----~ - ~-~~-

(116) 

Przy adaptacji należy początkowo nastrajać r, tak aby sprowa­
dzić do zera E1 oraz E2 • Następnie przez zmiany c1 oraz c2 
rn1n1rnalizuje się wskaźnik jakości. 

Wskaźnik jakości (115) można przedstawić jako funkcję wsp6lczyn­
nik6w macierzy A 

(117) 

gdzie 
(118) 

(119) 

(120) 

Optymalne parametry regulatora minimalizujące wartość wskaźnika 
jakości wyrażają wzory: 

-(1 - y1 + ~)2 

2k 
(121) 

o 
02 = 1 - (122) 
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DODATEK I 

' 
Wyprowadzenie wzoru (27) 

Równanie macierzowe (9) można zapisać w postaci układu nastfpu­
jących równań: 

C 
n 

( • C 
+ 8kj4~1) -bij ,. I: akiqkj ' i,j = 1, 2, ••• , n (D.I.1) 

k=1 

Dla (25) obowiązuje 

e 
4nj przy i = n 

C 1 przy i = j - 1 qij „ (D.I.2) 

o przy i ~ \ j:1 

Z (D.I.1) i (D.I.2) wynika wzór (27). 

DODATEK II 

Wyprowadzenie wzoru (65) 

Z (63) wynika 
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' 

Po pod.niesieniu (D.II.1) do kwadratu otrzymuje sit 

At M 
= s s !T(t) Bc [(t) re 't") Be !( t") dt d t" + 

o o 

T At T N 

+ 2! (O) A !(O) l ! (t) A ł(t) dt + 
o 

T ot ~T 
- 2! ( A t) BC [ ( A t) S ł ( t) BC ! ( t) dt + 

o 

W dalszym ciągu przejdziemy od zapisu macierzowego do zapisu 
zwyczajnego oraz wykorzystamy wz6r na czwarty moment procesu przy­
padkowego o rozkładzie normalnym /1/ 

Z (D.II.2) po uwzgl~dnieniu (D.Il.3) otrzymuje si@ 
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r 

Po dokonaniu całkowania otrzymuje sit z (D.II.4) 

Przy założeniu, ie Ri_j ( 't" ) • O dla i -/: j , otrzymuje sit z 
{D.II.5) 
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n n{cc[ 2 = I: I: biibjj R11 (0) Rjj(O) At + 
1•1 j=1 
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