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rozwigzania jawnego (van Laarhoven i Pedrycz 1983). Dalsze prace w tym
kierunku byty prowadzone przez zespdl Lootsmy, a ich wyniki ukazaty si¢
m.in. w pracach (Boender i inni 1985, 1989: Lootsma 1985. 1987;
Kwiesielewicz 1993a, 1998).

W niniejszym rozdziale dokonuje si¢ jest przegladu metod opartych na
maksymalnej wartosci wihasnej oraz analizy metody opartej o rozmyte
rozwigzanie niejawne rozmytego rozwini¢cia metody logarytmicznych
najmniejszych kwadratow. Wprowadza si¢ rowniez podejscie  oparte
0 rozmyte rozwigzanie niejawne tego zagadnienia.

4.2  Rozmyte rozwinigecie metody porownywania parami

Biorac pod uwage fakt, ze ckspert nie zawsze jest w stanic podaé
dokladna liczbe z przyjetej skali, w celu okreslenia zaleznosci pomiedzy
parami, metode poréwnywania parami mozna rozwing¢ do postaci rozmyte;.
Wowcezas oceny ekspertow beda liczbami rozmytymi, a nie jak dotychezas
liczbami rzeczywistymi. Zatozmy zatem, Ze ekspert nie jest w stanie podac
konkretnej liczby ze skali S, dotyczacej oceny danej pary, ale moze
powiedzie¢, ze jego ocena dotyczaca czynnikow /i (i, J=1.. .71) nalezy
do przedziatlu liczbowego [lr U, J oraz ponadto. ze zgodnie 7 jewo

I
subiektywng ocena, najbardziej mozliwa wartos$¢ oceny wynosi 111, . Na lej
podstawie mozna utworzy¢ rozmyta oceng 1z warloscig modalng
1 nos$nikiem [l,,”,z,t,,UJ przy spetnionym zalozeniu, ze ],_”,m/_ €S
(Rys. 4.1):

"

l. My, . X
Ilj i /

Rys. 4.1 Przyktadowa funkcja przynaleznosci oceny rozmyte;j
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B =(p..5 ). 4.7)

Zalozmy, ze ocen dokonuje grupa ekspertow, przv czym D jest liczba
ekspertow oraz ze, w szczegdlnym przypadku ckspert moze odmoéwic¢ oceny
pary lub par obiektéw. W efekcie mamy nastepujace  zaleznosci:
k= O,l,2,...,a'”v <D Vi, j=12,..,n, gdzie d, oznacza liczbe ocen pary
(i)). W szczegdlnym przypadku moze zachodzi¢ = 0.

W rozwazanym przypadku wielu ekspertdw otrzymujemy macierz ocen

R, dla k-tego eksperta:

N N 0 N
~ ”:zu' sz ”’2 &
R, =| ° - _ Yk =12,....D. (4.8)

]mlk

Macierz R z ocenami rozmytymi, ktéra w przypadku wielu ekspertow
i wprzypadku ogdélnym, kiedy brakuje ocen dla  pewnych par
(w szczegoblnosci moze wystapi¢ kompletny brak ocen dla pewnych par).

;;‘1,1 ;;21 Flu.l
;-Il.(/” ;’;2‘(/13 o Fln-«/m
?11,1 7_3.1 ’NEM
ﬁ — ;;él:([ﬁI ;:;-2-(/22 Fz”j«/z,‘ . (4())
’711.1 ;';1.2.1 le»l
Z}l,(/ Ell.(/ ., Euzvr/,,,,

ul n
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Przyjmujac notacjg liczby rozmytej w sensie Laarhovena 1 Pedrycza
(1983), uktad rownan (4.12) mozna zapisa¢ w postaci trzech ukladow
rownan, odpowiednio dla wartosci dolnych, modalnych oraz gornych liczby
rozmytej:

Rlp/ :A’mux‘lp[* (413)
Rmpm = A’mzlx.mpm N (4 14)
Rupu = A’mux.upu . (4 | i)

gdzie macierze R,;, R, 1 R, zawieraja odpowiednio wartosci dolne.
modalne i gérne ocen rozmytych, wektory p,. p,. P, sa odpowiednio
wektorami  wartosci  dolnych, modalnych 1 gormych  rozmytego
uszeregowania, natomiast liczby A A A odpowiednio:

max./ * max,n ° max. ¢

wartosciami dolnymi, modalnymi i gérnymi rozmytej wartosci wlasnej

Aoax -

W kazdym z rownan (4.13)-(4.15) wartosci wilasne sg maksymalnymi
wartosciami wilasnymi, a wektory wilasne wektorami znormalizowanymi.
Zatem suma ich elementdw jest rowna zero. Stad nie moze by¢ spetniony

warunek uporzadkowania parametréw rozmytego rozwigzania (3.43):
Py SP,SD-1=120 0. (4.10)

Z tego powodu Buckley (1985) zdecydowal si¢ na poczatku na wybor
rozmytego rozwinigcia metody $redniej geometrycznej (punkt 4.4).

Pierwsza proba rozwigzania zagadnienia (4.12) przedstawiona zostala
w pracy (Buckley 1990) z wykorzystaniem dekompozycji na o-przekroje
oraz uogdlnionego twierdzenia Perrona-Frobeniusa dla nieujemnych
macierzy rozmytych. Pokazano, ze przy pewnych zalozeniach dotyczacych

macierzy R >0, istnieje rozwiazanie zagadnienia:

S

Rp=4p. (4.17)

dla liczby A z trojkatng funkcja przynalezno$ci oraz p > 0.
Kolejne podejscie do rozwazanego zagadnienia zaproponowano

wpracy (Buckley 1992b). Zalézmy, ze macicrz R jest  macierzq
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AX =D, (4.20)

gdzie macierz A lewych stron uktadu jest postaci (2.66), tak jak dla

przypadku ostrego, natomiast wektor prawych stron b uktadu jest wektorem
o sktadowych w postaci liczb rozmytych (Rys. 4.1):

i

d'/
b=Y Ny, i=12...n. (4.21)

i, j=1 k=

przy  czymy,, :ln(?”.k ) gdzie 7, sa ocenami  rozmytymi
(k= 0,1,2,...,d1.j <D, Vi, j=12,...,n), natomiast d, jest liczby

ekspertow, ktérzy dokonali oceny pary (i,)).

W przypadkach szczegolnych mozemy mie¢ oceny rozmyte i ostre.
Znak réwnosci w uktadzie rownan (4.20) powinien by¢ rozumiany w sensie
rownosci  funkeji przynaleznosci liczb rozmytych. Logarytm rozmyvty
zdefiniowany jest zgodnie z zaleznoscig (3.50). Logarytmujac liczbe
rozmytg traci si¢ ksztalt funkcji przynaleznosci. W celu uzyskania
dokladniejszych wynikow mozna wykona¢ dodatkowe obliczenia dla
wybranych «-pozioméw. Z drugiej jednak strony, biorac pod uvwagg
zatozony sposob okreslania przez eksperta oceny rozmytej, niedokladnos¢ g
mozna pominag.

W celu rozwigzania rozmytego uktadu rownan (4.20) stosowane sg
dwie metody: jedna, oparta na niejawnym (van Laarhoven i Pedrycz 1983)
idruga, oparta na jawnym rozmytym rozwigzaniu tego ukladu
(Kwiesielewicz 1995). Rozwigzanie niejawne w przypadku ogdinym nie
zawsze jest poprawne w sensie uporzadkowania dolnej, modalnej i gdérngj
wartosci liczby rozmytej, ktore nie zawsze jest zachowane, czyli nie zawsze
spetniony jest warunek (3.43). Podejscie oparte o rozwigzanie jawne stanowi
rozwinigcie podej$cia zaproponowanego do rozwigzania uktadu réwnan
zrozmytymi prawymi stronami dla macierzy lewych stron pelnego rzedu
(Kwiesielewicz 1995).

Przy wykorzystaniu parametrycznej reprezentacji liczby rozmytej
z trojkatng funkcja przynaleznosci w notacji van Laarhovena 1 Pedrycza
(1983) w postaci: warto$¢ dolna, wartos¢ modalna, wartos¢ gorna (punkt
3.3.5). rozmyty ukiad rownan normalnych (4.20), po wykorzystaniu
podstawowych operacji na liczbach rozmytych z trojkatng funkejy
przynaleznosci (3.44)-(3.47), da si¢ sprowadzi¢ do nast¢pujaceco ukladu
réwnaf ostrych (Laarhoven i Pedrycz 1982, 1983):
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Powracajac do funkeji wykladniczych otrzymamy:

b= eXp(zi): (exp(l, +k )’exp(’”i +k, )’exp(”, +hy ))’ 4.27)

oraz, po normalizacji, zgodnie z (4.6) oraz (3.44) 1 (3.49):
(exp(l,. +k, ) exp(m,. +k, ) exp(u,. +k, )) B

ﬁi* - H n I \
(2 exp(lj +k, ), 2 exp(nzj +k, ), 2 exp(u K )
j=1 J=1 /=1

exp(l, +k,) exp(m,. +hy)  explu, +k, )

ﬁ: exp(uj +k, ) ﬁ: exp(m_/ +k, ) ﬁ: exp(l,. +k, ) :
j=1

j=t Jj=1

(4.28)

exp(l, ) exp(mi ) exp(u, )

= , , oI =12,....n,

Sexple,) Yexpln,) Sexplr,)
= = =

Widac¢ zatem, ze zatozenie rozwigzania w postaci (4.26) oraz dokonanie
normalizacji (4.28) powoduje otrzymanie rozwiazania jedynego. Jest to
jednak biedne zatozenie, poniewaz rozwazany uklad rownan przedzialowych
posiada czgsto dwa stopnie swobody (Boender i inni [985; Kwiesielewicz
1998). Zagadnienie istnienia jednego i tylko jednego rozwigzania bedzie
ponownie podjegte w dalszej czgsci rozprawy.

Uktad rownan (4.23)-(4.24) czasami daje rozwigzania nieprawidiowe
w sensie (3.43), tzn. nastgpujacy porzadek parametrow liczby rozmytej nie
jest zachowany:

Ltk <m+k,<u+k,i=1..n. (4.29)

Innymi stowy, zdarzaja si¢ przypadki, ze nie da si¢ tak dobrac¢ parametrow &,
oraz ka, aby spetniony byt warunek (4.29).

Warto podkreslié, ze obliczenia praktyczne pokazuja, iz po powrocie do
funkcji wyktadniczych (3.51) oraz dokonaniu normalizacji wyniku zgodnie
z(4.6), rozwiazanie konhcowe staje sie poprawne w sensic warunku
uporzadkowania (4.29) (Laarhoven i Pedrycz 1983).
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otrzymujemy nastepujacg procedurg normalizacji rozwigzania (Boender
iinn1 1989; Lootsma 1987):

X 0i 2 Py = Y exp(l, )Y explu, )= 1,
i=l i=1 j=1 i=1

i p:m = i exp(’ni ) =1

i=1 i=1

Modyfikacja metody normalizacyjnej wprowadzona w pracy (Boender i inni
1989), moze czasami powodowac nie spelnienie warunku uporzadkowania
parametrow liczby rozmytej wyniku (4.29).

Buckley (1985) i Lootsma (1985) proponuja dokonanie rozmycia
réwnan stosowanych do obliczen dla przypadku z danymi ostrymi. Jest to
pierwsza proba wprowadzenia tzw. rozwiazania jawnego. Proponowanc
przez Buckley’a podejscie mozna jedynie zastosowa¢ do zagadnien bez
brakujacych danych, co w rozwazanym przypadku sprowadza si¢ do
rozmycia formut obliczeniowych dla jednego lub wielu ekspertow, ktore dla
przypadku ostrego polegaja na obliczeniu sredniej geometryczne;j:

B=T]% 1], i=L...n (+34)

dla D ekspertéw. Obliczone uszeregowanie normalizowane jest zgodnie
7 (4.0).






oraz ukfad rownan przedziatowych

Fs=h, (4.42)
gdzie
s=(0, 00 . 0,),
n dl/ n dy, 1" ‘///,
b=l S 3me 3 S 3 3w, |
j#i,j=1 k=1 j#i,j=1 k=1 J#ioj=1 k=
n dl/ n {]u[ n ’/I/ n l/u[
h=l 3 Dl 2 Dby 2 Dtis X Dty
j#ij=l k=l j#ivj=t k=1 Jricj=1 k=l j#i=1 k=]
oraz
D N
N D

gdzie D jest macierzg utworzona z elementow diagonalnych macierzy A.
natomiast macierz N  jest macierzg utworzong z  elementow
pozadiagonalnych macierzy A. Wowczas rozwigzania ogodlne obydwu
uktadow mozna, zgodnie z Twierdzeniem 2.5, wyrazi¢ dla wartosei
modalnych jako:

m=A'b+({I-A"Aly. (4.43)
natomiast dla zagadnienia przedziatowego jako:
s:F*h+(I—F+F)z. (4.44)

Rozwigzania ukfadu (4.43) oraz (4.44) istniejg, jesli spetnione sa
odpowiednio nastgpujace warunki:

AA'b=b (4.45)

oraz

FF'h=h. (+.40)
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W trakcie normalizacji stale p; oraz p, ulegly redukcji i w konsekwencji.
zamiast rozwiazan ogo6lnych (4.43) i (4.44), mozna stosowaé rozwiazania:

m=A'b (4.52)
oraz
s=F"h. (4.53)

Zgodnie z (2.91) parametry liczb rozmytych rozwiazania spetniajg wowcezas
warunki:

co dla parametréw rozmytego uszeregowania daje:

[1r. =1 (456)
i=t

oraz

th.pm =1 457
i=1

przy zatozeniu, ze rozmyte uszeregowanie jest postaci:

pi:(pli’pmi’pm)’ iz]’z""’”' (458)
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oraz

5 1 _1 _1 _1 _1
6 6 6 [ 0 0
-1 e S N
6 6 6 0 6 4
1 _1 5 1 _+r _t
+ + 6 [§ [¢ 6 ¢ ]
F'F=FF" = ’ . ’ ,
L _1 _1 2 1L 1
6 [§ 6 6 0 O
—~Lr _1 _ 1 _1 s 4
[§ 6 [§ 6 ¢ O
-4 _1 1 _1 _1 2
6 6 6 & 6 G
L 1 1 1 1 1
[ [ [§ 6 [ [
I I e
6 [§ [ 6 g [§
L 1 +r 1 1 1
+ 6 6 6 [§ 6 6
I-F'F= .
L X 1+ 1 1 1
[ [ 6 6 6 6
L L S I
[§ 6 6 6 6 6
i 1 1 1 1 1
[ 6 6 [ 6 [4

Rozwiazania, z wykorzystaniem zalezno$ci (4.52) oraz (4.53) przyjmy
postad:

-0.3838
-0.5265
—0.1155
-0.0225
A'b=|-0.2022| F'h= :
0.1635
0.3177
0.1410
0.6283

Rozwigzania ogdlne odpowiednio wyniosa:

-0.3838 + &,
-0.5265 +,
—0.1155+k,
: -0.0225+ £,
m=|-02022+k, |, s=
. 0.1635 + &,
0.3177 +k,
. 0.1410+ k,
0.6283 + &,
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oraz

-1.7272
—0.4055

0.0000

0.4055 |
0.4055
1.3218

ol

gdzie:

=4.

2, rank(F)

rank(A)

Wowczas:

~|em —fer elfen

—fen cfen

} I

e —len —|en

—len O o o

—encaten
| I

— e ] S ==
I I
O == ]n O (e

! | |
S e |jen—lon O o

S A== o o
| |

~Njen O (@) S —~A|lon—=|m

FF' =

F'F
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Rozmyte rozwigzanie ukiadu réwnan normalnych przyjmie postac:

X, =(-0.3554+ k,,~0.1155+ k,,0.1352 + &, ).
%, =(=0.7109 + k,,~0.1155+ k,,0.4906 + k, ).
%, =(-0.1352+£,,0.2310 + £,,0.5757 + &, ).

Po powrocie do funkeji wyktadniczych otrzymamy:

P, =(0.7009¢, ,0.8009c¢, ,1.4447¢ ).
P, = (0.8736¢,,1.2599¢,,1.7784c¢, ).
P, =(0.4912¢,,0.8909¢,,1.6333¢, ).

Ostatecznie, po normalizacji, rozmyty wektor uszeregowania ma skladowe:

0.79009¢ L.4447c,
pl = S 02929, - .
1.4447¢, +34117¢, 0.79009¢, + 1.3648c
. 04913, (hony 16333
7| 14447, + 34117, 0.79009¢, + 1.3648c
b 08736c, 1 LT84
YT\ L44d7c, + 34117, 0.79009¢, +1.3648¢ |

Wida¢, ze dla tego przyktadu rozwigzanie nie jest jedyne. poniewaz zalezy
od parametréw ¢ i c;.






Przyklad obliczeniowy

Odwolajmy si¢ do rozmytej macierzy ocen z pracy (Laarhoven
i Pedrycz 1983) oraz obliczmy rozmyte jawne i niejawne rozwigzania
rozmytego rozwinigcia ukladu rownan normalnych (4.20). Oznaczmy

czynniki odpowiednio jako F,, F,, F;.

547 (5,31]
) 2770
(LL1) 337 =
2772
3,5
2772
212 (’2 | 3]
3_"_ _77;
:a_a— (151’1) -
7°3’5
212
5'2°3
212y (2,3
7°3°5 3772

|
|
,’_‘
—
—
SN—

Rozwigzanie niejawne

Rozwiazujac uklady réwnan (4.22)-(4.24) oraz powracajac do funkcji
wyktadniczych otrzymamy:

P, =(1.9787,1.9630,1.9013).

P, =(0.5956,0.7347,0.9197) .




p, =(0.5771,0.6934,0.8409).

Pierwsza z liczb ma nieprawidlowe

uporzadkowanie
Po normalizacji otrzymujemy:

parametrow.
7, =(0.5404,0.5789,0.6033)
P, =(0.1626,0.2167,0.2918) .
7, =(0.1576,0.2045,0.2668) .

Po normalizacji arytmetycznej porzadek parametrow jest prawidiowy.

Rozwigzanie jawne

Obliczajac rozwigzanie jawne, przy wykorzystaniu zaleznosci (4.60)
oraz arytmetyki liczb rozmytych (3.44)~(3.47), otrzymujemy:

B, = (1.6264, 1.9630, 2.3131).
B, = (0.6044, 0.7347, 0.9062).
B, = (0.5045, 0.6934, 0.9620).

W tym przypadku parametry liczb
uporzadkowane prawidtowo.

Po normalizacji otrzymujemy:

rozmytych rozwiazania sq

P, =1(0.3890,0.5789,0.8456) ,
P, =(0.1446,0.2167,0.3313)
P, = (0.1206,0.2045,0.3517).

Oczywiscie, uporzadkowanie parametrow pozostaje prawidlowe.
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4.7 Porownanie rozwigzania niejawnego z jawnym

W rozdziale 3 wykazano, ze dla uktadéw réwnan z rozmytym
wektorem prawych stron, jesli rozwiazanie niejawne istnieje i jest
prawidlowe, to zawiera si¢ ono w rozwiazaniu jawnym. Jesli zatem
zatozymy, ze biorac pod uwage modyfikacje algorytmu (punkt 2.5.7).
rozmyte rozwiniecie uktadu rownan (2.105) bedzie postaci:

Cx=d, (4.01)

to dla pierwszego wiersza ukfadu (4.61) mamy:
Y ¢, % =0=(000). (4.02)
i=]

Warunek (4.62) moze by¢ spehiony tylko dla wszystkich X, rzeczywistych.

zatem uklad (4.61) nie posiada poprawnego rozwigzania w sensie (3.43).
Wynika stad, ze jesli chcemy stosowaé rozmyta wersje ukladu rownan
normalnych, to zmuszeni jesteSmy do wykorzystania podejscia z oryginalng
macierza A, zdefiniowana przez (4.38). Pordwnanie rozwigzan jawnych
i niejawnych, ze wzgledu na niepelny wymiar macierzy A, wymaga dalszych
badan.

Mozna tutaj wyciagna¢ bardziej ogolny wniosek. ze wszelkie proby
modyfikacji réwnania, ktore podlega rozmywaniu. mogg doprowadzié do
zmiany rozwiagzan rozmytych. Najlepszym przykladem moze by¢
Twierdzenie 3.6. Z tego powodu dokonujac rozmywania zagadnienia ostrego
nalezy by¢ bardzo ostroznym i bardziej uzasadnione byloby formulowanie
zagadnienia jako rozmytego juz na samym poczatku, niz dokonywania
rozmycia na pewnym etapie rozwiazywania zagadnienia ostrego.

4.8 Podsumowanie

Dokonano analizy rozmytych rozwinig¢ zagadnienia poroéwnywania
parami z uwzglednieniem rozmytego rozwinigcia metody maksymalne]
wartosei  wiasnej 1metody logarytmicznych najmniejszych Kkwadratéw.
Pierwsze z nich nie daje sig stosowaé w sposob bezposredni do zagadnien z
brakujacymi danymi. Charakteryzuje si¢ rowniez duzymi trudnosciami
obliczeniowymi inie zawsze daje prawidlowe rozwigzanie w sensie

uporzadkowania parametrow liczb rozmytych wyniku. Zaproponowane
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podejscie do rozwiazania rozmytego rozwinigcia metody maksymalnej
wartosci wlasnej, oparte o algorytmy genetyczne, mimo efektywnosci
obliczeniowej, nie pozwala na analityczng ocene rozwiazania. W trakcic
redakcji rozprawy ukazala si¢ kolejna praca dotyczaca rozmytego
rozwinigcia maksymalnej wartosci wiasnej (Csutora i Buckley 2001).
Zdaniem autora metoda ta daje wyniki, ktére w sposob bardzo istotny zaleza
od przyjetego stopnia dyskretyzacji obliczen. Nalezy sadzi¢, ze przede
wszystkim wady metody maksymalnej wartosci wlasnej dla danych ostrych,
eliminuja ja z uzycia, a w tym jej rozmyte rozwiniecie.

Metoda logarytmicznej regresji w postaci rozmytej moze by¢ stosowana
do zagadnien z brakujacymi danymi, ale rowniez nie zawsze daje
prawidlowe wyniki w sensie uporzadkowania parametrow liczb rozmytych
(Laarhoven 1 Pedrycz 1983; Kwiesielewicz 1998). Sytuacje ratuje
zastosowana procedura normalizacyjna. Zwazywszy na fakt, ze dla wartosci
modalnych otrzymane rozwiazanie jest multiplikatvwne, bardziej celowe
wydawatoby si¢ zastosowanie metody agregacji z wykorzystaniem sredniej
geometrycznej. Zatem niezbyt sensowne jest dokonywanie normalizacji
arytmetycznej. Druga wada tej metody jest brak jedynego rozwigzania dla
przypadkéw z macierza lewych stron uktadu rownan normalnych z dwoma
stopniami swobody (Kwiesielewicz 1998). Aby uniknaé przedstawionych
probleméw, wprowadza si¢ koncepcje rozwigzania jawnego (Kwiesielewicz
1993b, 1995ab, 1999, 2000), opartego na wykorzystaniu uogdlnionej
pseudoodwrotno$ci. Rozmyte rozwigzanie jawne jest rozwigzaniem
o minimalnej normie dla wartosci modalnych. Stad wartosci modalne
rozwigzania sa znormalizowane geometryeznie (Kwiesielewicz 1993a, 1996.
1998). Wartosci goérne i dolne rozwiazania wynikajq z obliczen arvtmetyki
rozmytej. W tym przypadku mozna dokona¢ agregacji za pomocg wazongj
sredniej geometrycznej.

Wykazano, ze w przypadku ogdlnym rozmyte rozwiazanie niejawne nie
bedzie prawidlowe przy wykorzystaniu rozmycia uktadu  réwnan
normalnych. Zauwazone zjawisko potwierdza fakt, ze rozmyty wektor
wynikowy zalezy od tego, na jakim etapie dokona si¢ rozmycia zagadnienia
ostrego. Z uwagi na to, za bardziej celowe uwaza si¢ raczej sformutowanie
danego zagadnienia juz na poczatku jako rozmytego. Do rozwazanego
zagadnienia  poréwnywania parami zocenami  rozmytymi mozna
np. zastosowaé rozmyta analize regresyjng (Kacprzyk i Fedrizzi 1992).
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