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Streszczenie: W artykule zaproponowano metodologi¢
doboru zmiennych w modelach opisujacych zlozone zagad-
nienia analizy systemowej. Wybdr zmiennych dokonywany
jest na podstawie statystycznej analizy wskazan ekspertéw
uzyskanych w wyniku realizacji specjalnie zaprojektowanego
eksperymentu z ich udzialem. Dopuszczona jest mozliwosé
nieprecyzyjnych (rozmytych) odpowiedzi ekspertéw na po-
stawione pytania.

Stowa kluczowe: Analiza systemowa, dobér zmiennych
w modelach, rozmyte opinie ekspertéw, statystyczna ocena
zaleznosci.

1. WSTEP

Podstawowym zadaniem analizy systemowej jest do-
starczenie decydentowi propozycji rozwigzan skompli-
kowanych probleméw decyzyjnych. Propozycje te moga
mie¢ bardzo rézna postaé: od zestawdw regut postaci
"jezeli to " do rozwigzan skomplikowanych zadan
optymalizacyjnych. W niniejszym artykule ograniczy-
my si¢ do sytuacji, gdy na pewnym etapie przeprowa-
dzonej analizy konieczne jest zaproponowanie modelu
matematycznego wigzacego jakie§ zmienne wyjsciowe
(decyzyjne) z pewnymi zmiennymi wejSciowymi (obja-
$niajacymi).

Na temat budowy i identyfikacji modeli matematycz-
nych napisano setki ksigzek i tysiace artykulow.
W literaturze polskiej znane sg klasyczne podreczniki
Bubnickiego [1] oraz Maficzaka i Nahorskiego [12]
poswigcone zagadnieniom identyfikacji systeméw opi-
sywanych odpowiednimi modelami matematycznymi.
Z nowszych podrecznikéw odnoszacych sie do zagad-
nief identyfikacji nalezy wymienié¢ np. ksiazke Soder-
stroma i Stoici [13]. Istnieje réwniez bogata literatura
statystyczna poswigcona tworzeniu modeli regresyjnych
opisujacych zwigzki zmiennych decyzyjnych (objasnia-
nych) ze zmiennymi objasniajacymi. We wszystkich
tych publikacjach przyjg¢to nast¢pujacy tok postgpowa-
nia: na podstawie istniejgcych danych statystycznych
nalezy dobra¢ taki model opisujacy zwiazki pomiedzy
rozpatrywanymi zmiennymi, by spetnione byly pewne
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warunki optymalnosci. Na podobnej zasadzie dzialajg
rozwijajace si¢ ostatnio intensywnie metody kompute-
rowej eksploracji danych (popularny data mining) wyko-
rzystujace nowoczesne metody identyfikacji i klasyfika-
cji.

Przedmiotem zainteresowania analizy systemowej sa,
zazwyczaj, bardzo zlozone systemy gospodarcze, tech-
niczne i spoleczne. Moga by¢ one opisane olbrzymia
liczba zmiennych, ktérych rola w objasnianiu rozpatry-
wanych zjawisk moze by¢é dalece nieoczywista.
Jest ponadto reguta, ze dane o interesujacych nas zjawi-
skach i zalezno$ciach sa zazwyczaj skape i muszg by¢
dopiero uzyskiwane w trakcie przeprowadzanych badan.
Mamy wigc do czynienia z sytuacja, gdy brakuje da-
nych umozliwiajacych efektywne wykorzystanie metod
budowy iidentyfikacji modeli matematycznych zna-
nych z literatury przedmiotu. Istotnym jest réwniez to,
ze zdobycie tych danych wiaze si¢ zazwyczaj z ko-
nieczno$cia poniesienia duzych kosztéw. Nalezy wiec
bardzo starannie zaprojektowaé proces pozyskiwania
danych, ktére w przyszioéci bgda wykorzystywane do
budowy odpowiednich modeli matematycznych. Pierw-
szym etapem projektowania takiego procesu powinno
by¢ - oczywiScie — wskazanie interesujacych nas
zmiennych. O ile wyb6r zmiennych decyzyjnych nie
stanowi zazwyczaj problemu, to wybdr zmiennych
objasniajacych (czasami nazywanymi — niezbyt szcze-
Sliwie — zmiennymi niezaleznymi modelu) nie jest
oczywisty. Po pierwsze, powinny to by¢ zmienne moc-
no powigzane ze zmiennymi decyzyjnymi. Po drugie,
w celu unikni¢cia klopotéw z identyfikacja modelu,
nalezy wybrad takie zmienne objasniajace, ktére bytyby
w duzym stopniu wzajemnie niezalezne.

Jak z powyzszego wynika, podstawowym problemem
napotykanym przy wyborze zmiennych modelu jest
problem pomiaru sity zaleznosci. Nalezy tu podkreslic,
ze w zagadnieniach analizy systemowej praktycznie nie
wystepujg zaleznoséci o charakterze zdeterminowanym
(tak jak w przypadku wielu zjawisk fizycznych). Mamy
wiec praktycznie zawsze do czynienia z zalezno$ciami
o charakterze stochastycznym, do poszukiwania, kt6-



rych musimy uzyé formalnego aparatu statystyki mate-
matycznej.

Istnieje bardzo bogaty zestaw metod statystycznych
wykorzystywanych do pomiaru sity zalezno$ci cech
statystycznych na podstawie analizy odpowiednich
danych. Powstaje jednak problem, co robi¢, gdy danych
tych jest niewiele lub nalezy je dopiero uzyskaé. W ta-
kich przypadkach zalecane jest wykorzystywanie opinii
ekspertéw. Opinie ekspertdéw sa czgsto jedynym
Zrédtem informacji pozwalajacym na dokonanie wstep-
nego wyboru zmiennych modelu. Sa to jednak informa-
cje w wysokim stopniu subiektywne, a czgsto wzajem-
nie sprzeczne lub niespdjne. Powstaje wigc problem, jak
zobiektywizowa¢ analizg danych eksperckich, by
w mozliwie prosty spos6éb uzyska¢ informacje o zesta-
wie zmiennych potrzebnych do budowy interesujacego
nas modelu matematycznego. Jest to przedmiot rozwa-
Zan niniejszej pracy.

Zaproponowana w niniejszej pracy metodologia analizy
danych eksperckich jest metoda statystyczna. Zostala
ona opisana w drugiej sekcji niniejszej pracy. Przedsta-
wiona tam propozycja wyboru zmiennych modelu za-
kiada, ze ekspeici sa w stanie w sposob catkowicie
jednoznaczny odpowiada¢ na postawione pytania.
W praktyce jest to zalozenie trudne do spetnienia
w sposéb catkowicie naturalny. Przypomnijmy, ze ma-
my do czynienia z czg¢sto niezwykle zlozonymi zjawi-
skami i wobec tego wiedza ekspertéw nie musi by¢
catkowicie jednoznaczna. Mozliwo$¢ wykorzystania
nieprecyzyjnie sformutowanych ocen ekspertéw oma-
wiamy w trzeciej sekcji niniejszej pracy. Zaprezento-
wany zostanie model, gdy odpowiedzi ekspertéw moga
mie¢ posta¢ rozmyta, przedstawiona w postaci odpo-
wiednich rozkladéw mozliwosci. Dla danych tego typu
opracowane zostaly zaprezentowane w tej sekcji staty-
styczne metody badania sily zaleznodci. Pracg konczy
podsumowanie, w ktérym przedstawione zostang pro-
pozycje wykorzystania zaproponowanej metodologii.

2. STATYSTYCZNA ANALIZA DANYCH
EKSPERCKICH

Przyjmijmy, zZe interesuje nas ustalenie sily zaleznosci
pomiedzy dwiema zmiennymi X oraz Y. Moze to by¢
para skladajaca si¢ ze zmiennej decyzyjnej Y oraz
zmiennej objasniajacej X i w takim przypadku interesuje
nas sifa zaleznosci pomigdzy tymi zmiennymi. Moga to
by¢ rowniez dwie zmienne objasniajace i tu interesuje
nas ich wzajemna niezaleznos¢. Zakladamy ponadto, ze
site zaleznosci pomiedzy rozpatrywanymi zmiennymi
oceniamy na podstawie opinii n ekspertdw. Latwo za-
uwazy¢, ze zadanie ekspertom bezpo$redniego pytania
o sitg takiej zaleznosci moze nie doprowadzi¢ do zo-
biektywizowanej, czyli okreslonej w sposdb liczbowy,
oceny. Nalezy przeciez pamigta¢, Ze pytani eksperci sg
ekspertami dziedzinowymi, ktérzy nie zawsze potrafig
postugiwaé si¢ miarami zaleznosci znanymi ze statysty-
ki i rachunku prawdopodobiefistwa. Co wigcej, mozna
zalozy¢, ze mierniki takie sa w ogdle niedostgpne, gdyz
nie ma danych statystycznych pozwalajacych na ich
estymacje. W celu uzyskania obiektywnej miary zalez-
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nosci proponujemy przeprowadzenie nastgpujacego
eksperymentu.

Przyjmijmy, ze zbiér mozliwych warto$ci zmiennych X
oraz Y mozemy poddaé kategoryzacji. Zatézmy, ze
cecha jakosciowa X przyjmuje wartosci nalezacych do &
roztacznych kategorii oznaczonych przez x;, xy,....%,
a cecha jakos$ciowa Y przyjmuje wartosci nalezace do r
rozlacznych kategorii oznaczonych przez y;, yy.....p-
Sposéb zdefiniowania poszczegdlnych kategorii moze
by¢ w duzej mierze dowolny. W przypadku zmiennych
liczbowych moga to byé np. przylegajace do siebie
przedziaty mozliwych warto$ci. Mogg to by¢ réwniez
kategorie zdefiniowane w sposéb opisowy, np. "mala
warto$¢”, "Srednia warto$¢”, itd. Kolejnym etapem eks-
perymentu jest zadanie ekspertom pytania o nastgpuja-
cej postaci: "Jezeli zmienna X przyjmuje wartos$é
z kategorii x; , to jaka jest spodziewana kategoria
zmiennej Y". Wskazana w powyzZszym pytaniu katego-
ria x; zostaje dla kazdego eksperta wylosowana.
Przyjmijmy teraz, ze na tak postawione pytanie ekspert
potrafi poda¢ jednoznaczng odpowiedz. W przypadku,
gdy ekspert wskazal na kategorie x; oraz y; jego odpo-
wiedZ moze by¢ przedstawiona w postaci tabeli

Tabela 1 Odpowiedz eksperta

X\Y

Y1 yj Yr
X1 0 0 0
Xk 0 0 0

Odpowiedzi wszystkich ekspertéw moga by¢ wigc pod-
sumowane w znanej ze statystyki tablicy kontyngencji
(tablicy dwudzielczej, tablicy korelacyjnej), w ktérej
poszczegdlnych komoérkach podane sa odpowiadajace
tym komérkom liczby wskazan ekspertéw.

Tabela 2 Podsumowanie odpowiedzi ekspertéw

X\Y N Yi yr
X1 ny ny; nyy
X n,'j n;
Xy ny Ny gy

WprowadZmy nastgpujaca wielko§¢ pomocnicza:

r
n; = E nij,i=1,...,k
=t

M



Jest to catkowita liczba obserwacji, dla ktérych zaob-
serwowana warto$¢ cechy jakosciowej X nalezy do i-tej
kategorii. Z kolei,

k

n; =Znif’ j=L...,r

i=1

2)

jest catkowita liczba obserwacji, dla ktérych zaobser-
wowana wartos¢ cechy jako$ciowej Y nalezy do j-tej
kategorii. Jak latwo zauwazy¢,

r k
n=2. 2. m
j=li=l

3

jest catkowita liczbg obserwacji (liczno$cia proby).
K. Pearson zauwazyl, ze w przypadku niezaleznosci
dwu zmiennych losowych opisujacych cechy jakoscio-
we warunkowe warto$ci oczekiwane liczb obserwacji
znajdujacych si¢ w poszczegélnych komérkach tablicy
korelacyjnej (tzw. ,liczebnoSci teoretyczne™™) powinny
by¢ réwne

4

n

Do weryfikacji hipotezy o niezaleznosci rozpatrywa-
nych zmiennych losowych zaproponowana zostata
podana ponizej statystyka testowa, ktéra znana jest jako
statystyka chi-kwadrat Pearsona.

k r ( ~ )2 k r
N.: — N::

2 ] Y —
=3y
o M = =l

2
ﬁ]—n 5)
n..

ij

Jezeli spetnione sa nastgpujace warunki: liczno$¢ proby
n jest duza (wigksza od 100) oraz min(n;)>5, to staty-

styka 12 ma asymptotycznie rozklad chi-kwadrat

o (r-1)(k-1) stopniach swobody. Hipotez¢ o niezalezno-
$ci zmiennych losowych odrzucamy, gdy spetniona jest

nieréwnos¢ Zz > X(Zr—l)(k—l),l—ll ,gdzie Z(zr—l)(k—l),l—a
jest kwantylem rzgdu 1-& w rozkladzie chi-kwadrat
o (r-1)(k-1) stopniach swobody, podanym w licznych
tablicach statystycznych.

Na bazie statystyki chi-kwadrat (5) skonstruowano
wskazniki, ktére moga by¢ wykorzystywane do pomiaru
sily zaleznosci. Najbardziej znanym z nich jest wsp6t-
czynnik zbieznosci Czuprowa okreslony wzorem

T=\T, (6)

gdzie

2
2 2 X
Ty =T, =

Cnfr=Dk-1)

Jezeli warto$¢ statystyki T jest bliska zeru, to mozemy
méwic€ o niezaleznosci badanych zmiennych losowych,
za§ w przypadku, gdy zachodzi réwno$¢ T=1 mamy
przypadek zaleznosci funkcyjnej. W statystyce uzywane
Jest réwniez pojecie wspoéiczynnika determinacji Czu-

N
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prowa réwnego 100* szy , ktéry méwi w ilu procentach

zmienno$¢ zmiennej zaleznej Y jest okreslona zmienno-
§cia zmiennej niezaleznej X. Innym wskaznikiem sity
asocjacji jest wspétczynnik V Cramera zdefiniowany
jako

8)

gdzie
m= min(k, r)

Wspdlczynniki te, a takze inne im podobne, przyjmuja
wartosci z przedziatu {0,1] i ich wigksze warto$ci inter-
pretowane s3 jako wskazniki silniejszej zaleznosci
(zwigzku) wystepujacej pomigdzy analizowanymi ce-
chami statystycznymi. Niestety, okazuje si¢, ze nie sa
one dobrymi miernikami sity zaleznosci stochastycznej.
Propozycje réznych miernikéw sity zaleznoéci (asocja-
cji) skategoryzowanych cech statystycznych pojawialy
si¢ od przeszio stu lat. Przelomowym momentem stato
si¢ jednak opublikowanie pracy Goodmana i Kruskala
[31, ktérzy zaproponowali jednolita metodologi¢ podej-
$cia do tego problemu. Praca ta, a takze inne prace tej
dwéjki autoréw legly u podstaw serii propozycji no-
wych miernikéw sity asocjacji, ktére zostaly zapropo-
nowane przez wielu autoréw i ktére nie miaty wielu
niekorzystnych wtasnosci wskaznikéw bazujacych na
statystyce chi-kwadrat Pearsona. W polskiej literaturze
statystycznej podstawowe informacje na temat tych
i podobnych procedur statystycznych mozna znalezé
w ksigzce Koronackiego i Mielniczuka [11]. Dla po-
trzeb niniejszej pracy oméwimy blizej tylko jednag
z zaproponowanych przez Goodmana i Kruskala proce-
dur, a mianowicie pomiar sity asocjacji wykorzystujacy
statystyke ¥ Goodmana-Kruskala, a takze statystyke d
Sommersa. Obie te statystyki mozna stosowaé w przy-
padku, gdy kategorie analizowanych cech statystycz-
nych sa uporzagdkowane.

W ogdlnym przypadku analizy danych dotyczacych
cech statystycznych o warto§ciach skategoryzowanych
(np. cech jakosciowych) poszczegdlne kategorie nalezy
traktowa¢ jako etykiety. Tak tez sa one traktowane we
wspomnianym juz te$cie niezalezno$ci chi-kwadrat
Pearsona. Przyjgcie takiego zalozenia oznacza, ze wynik
analizy nie zalezy od uporzadkowania tych wartosci
w tablicy korelacyjnej. W wielu jednak przypadkach
wystgpuje naturalne uporzadkowanie kategorii rozpa-
trywanych cech. Ma to, na przyktad, miejsce w przy-
padku, gdy kategorie odpowiadajg kolejnym przedzia-
fom wartosci analizowanej cechy. Innym przyktadem sa
kategorie odpowiadajace réznym przypadkom ,,inten-
sywnosci” wystgpowania analizowanej cechy. Na przy-
kiad, ekspert wypowiadajac si¢ o przewidywanych
warto$ciach rozpatrywanej zmiennej moze korzysta¢
z nieprecyzyjnych, ale dobrze uporzadkowanych ocen,
takich jak: ,mata warto$¢”, ,,$rednia warto$¢” oraz ,,du-
za warto$¢”. Jak wida¢, w rozpatrywanym przez nas
przypadku analizy ocen ekspertéw przypadek uporzad-
kowanych kategorii moze wystgpowaé stosunkowo
czesto. Okazuje sie, ze informacja o uporzadkowaniu



kategorii rozpatrywanych cech statystycznych ulatwia
nam prawidlowo okresli¢ site asocjacji (zwiazku) po-
migdzy analizowanymi cechami.

Zanim wprowadzimy statystyke¢ Y Goodmana-Kruskala
przyjmijmy dwie definicje.

Definicja 1 (Koronacki, Mielniczuk [11])

Mowimy, ze para jednostek jest zgodna, jezeli jest spet-
niony jeden z nastepujqcych warunkéw:

(1) ranga kategorii, jakq przyjmuje zmienna X w przy-
padku pierwszej jednostki w parze, jest wyzsza od rangi
kategorii, jakq przyjmuje zmienna X dla drugiej jed-
nostki w parze, oraz ranga kategorii, jakq przyjmuje
zmienna Y dla pierwszej jednostki w parze, jest wyzsza
od rangi kategorii, jakq przyjmuje zmienna Y dla dru-
giej jednostki w parze jednostek.

(2) ranga kategorii, jakq przyjmuje zmienna X w przy-
padku pierwszej jednostki w parze, jest nizsza od rangi
kategorii, jakq przyjmuje zmienna X dla drugiej jed-
nostki w parze, oraz ranga kategorii, jakq przyjmuje
zmienna Y dla pierwszej jednostki w parze, jest nizsza
od rangi kategorii, jakq przyjmuje zmienna Y dla dru-
giej jednostki w parze jednostek.

Definicja 2 (Koronacki, Mielniczuk [11])

Para jednostek jest niezgodna, jezeli jedna z jednostek
w parze ma kategorie zmiennej X wyzszej rangi oraz
kategorie zmiennej Y nizszej rangi niz druga z jednostek
pary.

Goodman i Kruskal [3] jako miarg sity asocjacji zapro-
ponowali odpowiednio znormalizowana réznic¢ praw-
dopodobienstw, ze losowo wybrana para jednostek jest
zgodna i niezgodna. Oszacowaniem tego wskaZznika jest
statystyka y Goodmana-Kruskala zdefiniowana przy
pomocy wzoru

_C-D
C+D

Y €)
gdzie C jest liczba wszystkich par zgodnych w tablicy
korelacyjnej, za$ D jest liczba wszystkich par niezgod-
nych. Wielko$ci te mozna w sposéb formalny zapisa¢
w postaci

C= Z n;Cry (10)
iJ

gdzie

Cl;ij zzzni'j' (11)
i>i j'>j

oraz

D =ZnijD1V;ij (12)
iJ

gdzie

Dpyy=>. > ny (13)

i'>i j'<j
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Wartosci statystyki ¥y Goodmana-Kruskala bliskie zera
$wiadcza o slabej zalezno$ci pomiedzy analizowanymi
cechami (w idealnym przypadku niezaleznosci wartos§¢
statystyki jest réwna zeru). Z kolei, wartosci bliskie
jeden (minus jeden) §wiadcza o bardzo silnym dodatnim
(ujemnym) zwiazku pomigdzy analizowanymi cechami
statystycznymi. Goodman i Kruskal [4] analizowali
réwniez asymptotyczny rozklad prawdopodobienstwa
statystyki Y. Znajomo$¢ tego rozkladu pozwala wnio-
skowac o istotnosci statystycznej zaobserwowanej mia-
ry sily asocjacji.

Inng popularng statystyka, zblizong do statystyki Y Go-
odmana-Kruskala, jest statystyka d Sommersa, wystgpu-
jaca w wersji symetrycznej i dwu wersjach asymetrycz-
nych.. Przy wyznaczaniu jej wartosci uwzglednia sig
tzw. pary zwiazane, co w pewnych przypadkach jest
korzystne. Statystyka d Sommersa, w przypadku niesy-
metrycznym, gdy zmienng objasniajaca jest X, a zmien-
na objasniang (zalezna) jest Y, ma posta¢ (patrz Koro-
nacki i Mielniczuk [11])

C-D
d=—F—"—— 14
n(n-1)/2-T, (1

gdzie

T, = Zni. (ni. - l)/ 2,

15)

za$§ C oraz D wyznacza si¢, odpowiednio, ze wzoréw
(10) i (12). Statystyka d Sommersa ma podobne wlasno-
$ci do statystyki ¥ Goodmana-Kruskala, tzn. jej wigksze
wartoéci bezwzgledne $wiadcza o silniejszym (dodat-
nim lub ujemnym) zwiazku poréwnywanych cech.

3. STATYSTYCZNA ANALIZA NIEPRECY-
ZYJNIE OKRESLONYCH DANYCH EKS-
PERCKICH

W zaproponowanej przez nas metodologii okreslania
sity zalezno$ci zmiennych modelu na podstawie wypo-
wiedzi ekspertéw przyjeliSmy podstawowe zalozZenie, ze
poszczegdlne obserwacje sa okre$lone w sposéb jedno-
znaczny przez podanie kategorii odpowiadajacej zmien-
nej X oraz kategorii odpowiadajacej zmiennej Y. Zato-
Zenie to moze (cho¢ nie musi) by¢ spetnione, gdy po-
szczegblne kategorie zdefiniowane sa w sposéb jedno-
znaczny. Jednakze w wielu przypadkach poszczegdlne
kategorie moga by¢ okreSlone w sposéb nieprecyzyjny,
préba ich precyzyjnego okre$lenia nie ma praktycznego
sensu. Moze wéwczas doj$¢ do sytuacji, gdy ekspert nie
potrafi w spos6b jednoznaczny wskaza¢ na odpowiednig
kategorig. W ogdlnym przypadku mozna przyjaé, ze
kazda obserwacja moze by¢ zaliczona do kilku kategorii
z okreslona miarg przynaleznodci. Na przyklad, w pracy
Hryniewicza [6] zalozono, ze kategoria zmiennej X
okre$lona jest w sposéb jednoznaczny, natomiast kate-
goria zmiennej Y okre$lona jest w sposéb rozmyty.

Kazda obserwacja opisana jest para (X 7 i;q , gdzie X,

jest zaobserwowang kategoria zmiennej X, za$



Y, = lluiql Ty, |/‘iqz t..ty, |luiqr’q=1""’n’
przy czym A ; EV[O,I], j=1,...,r jest zaobserwowana
rozmyta kategoria zmiennej Y. Rozmyta warto$¢ )74

bedziemy traktowaé jako rozklad mozliwosci na zbiorze
mozliwych kategorii zmiennej Y. Niech )74“ bedzie tzw.

a-cigciem (0 <a <1) rozmytej obserwacji ¥,. Mozna
zauwazyé, ze Y’ = ,-‘:1, 52,...,M{:, }, gdzie
1 dyu; . 2o
me =4 EVRGES e ki
«/ |0 w przec.przyp
(16)
jest zwyczajnym  zbiorem. Oznaczmy  przez

Y% =7%,....Y,7 | zbi6r a-cigé¢ dla wszystkich n ob-

serwacji. Niech $% cY%bedzie takim podzbiorem
zbioru Y%, dla ktérego elementiéw spelniony jest waru-
nek Z;=1M ,‘: ; =1. Jest to wigc dla danego a-cigcia
zbiér obserwacji jednoznacznych. Oznaczmy teraz
przez Ny, liczbg obserwacji ze zbioru $%, ktére
znajduja si¢ w ij-lej komérce. Analogicznie, oznaczmy

a
i, max

znajduja si¢ w ij-tej komoree.

przez n liczbg obserwacji ze zbioru Y%, ktére

Oznaczmy przez G dowolna statystyke podsumowujaca
dwuwymiarowa tablice kontyngencji. W celu zdefinio-
wania uogdlnienia takiej statystyki na przypadek danych
rozmytych wprowadzmy poj¢cie obserwacji zgodnej
z obserwacja rozmytq dla zadanego Q-cigcia. Precyzyj-
na obserwacj¢ Z(io, jo) taka, ze ;=1 dla

(i =io)ﬁ( j= jo) , za§ u; =0 w przeciwnym przypad-
ku, bedziemy nazywaé obserwacja zgodna dla danego
a-ci¢cia z obserwacja rozmyta f"q, g=1,...,n, gdy dla

danego i, =iy zachodziréwnos¢ M, =1.

Niech N% bedzie zbiorem wszystkich tablic kontyn-
gencji zbudowanych z obserwacji zgodnych dla zadane-
go o-cigcia z wszystkimi obserwacjami rozmytymi
i nierozmytymi. Hryniewicz [6] zaproponowat, by funk-
cje¢ przynaleznosci rozmytej wersji statystyki G okresli¢
przy pomocy nastgpujacych o-cieé:

G2, =inf G a7
N(l

oraz

G =supG. (18)
Na'

Powyzszy wynik nalezy zinterpretowa¢ w nastgpujacy
sposob. Wskutek nieprecyzyjnych wskazan kategorii
zmiennej Y nie jesteSmy w stanie okre$li¢ dokladnej
warto$ci statystyki G. Jedyne, co mozemy podaé to
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dolna i gérna granic¢ przedziatu jej mozliwych wartosci
dla kazdego a-cigcia (0 < <1).

Wyznaczenie warto§ci gérnych i dolnych ograniczen
okre$lonych wzorami (17) i (18) jest w ogélnym przy-
padku zadaniem bardzo zlozonym. W przypadku roz-
mytej wersji statystyki chi-kwadrat Pearsona Hrynie-
wicz [6] podal, ze odpowiednie zadania optymalizacyj-
ne moga nie by¢ zadaniami wypuklymi, tzn. mozliwe sa
lokalne minima i maksima. Oznacza to, Ze gwarancj¢
znalezienia dokladnych warto$ci ograniczefi daje tylko
peiny przeglad tablic kontyngencji nalezacych do zbioru

N¢ . Dokonanie tego w przypadku duzej liczby mozli-
wych kategorii rozpatrywanych zmiennych i duzej licz-
by danych rozmytych mozZze wymaga¢ wykonania bar-
dzo duzej liczby obliczefi. Nalezy wigc braé to pod
uwage w planowaniu eksperymentu eksperckiego, gdy
interesuje nas stwierdzenie niezalezno$ci analizowanych
zmiennych przy pomocy testu chi-kwadrat Pearsona.

W przypadku rozmytej wersji statystyki Y Goodmana-
Kruskala Hryniewicz [7], [8] udowodnit twierdzenia
pozwalajace na efektywne rozwiazanie zadan optymali-
zacyjnych danych wzorami (17) i (18). Podobne twier-
dzenia, pozwalajace na jeszcze prostsze znajdowanie
granicznych wartoSci Q-cig¢ rozmytej statystyki G,
podane zostaly przez Hryniewicza [9] dla przypadku
statystyki d Sommersa. Z tego tez powodu, do wyzna-
czania sily zalezno$ci pomig¢dzy dwiema zmiennymi,
gdy dysponujemy nieprecyzyjnymi (rozmytymi) opi-
niami ekspertéw, zalecana jest wla$nie ta statystyka.

4. METODA WYBORU ZMIENNYCH MODELU

W poprzednim rozdziale przedstawiona zostata metodo-
logia konstrukcji statystyk, ktére mozna wykorzysta¢ do
badania sily zalezno$ci skategoryzowanych cech staty-
stycznych, gdy dysponujemy nieprecyzyjnie okre$lo-
nymi danymi. Zastosowanie tej metodologii pozwala
wyznaczy¢ rozmyte wersje znanych statystyk, stosowa-
nych od lat do badania zalezno$ci w przypadku dyspo-
nowania danymi dokladnymi. Statystyki te odznaczaja
si¢ dwiema cechami: Po pierwsze, przyjmuja warto$ci
w sposéb losowy, co jest konsekwencja statystycznego
charakteru prowadzonych badan (oceny innych eksper-
téw, wylosowanych z populacji wszystkich ekspertéw,
bylyby zapewne nieco inne). Po drugie, odznaczaja si¢
brakiem precyzji o charakterze nielosowym. Jezeli wiec
na podstawie ich analizy chcemy podejmowa¢ racjonal-
ne decyzje, to musimy uwzgledni¢ oba te aspekty jed-
noczes$nie. Aparatem formalnym, ktéry mozna tu zasto-
sowad, jest teoria rozmytych zmiennych losowych oraz
zwigzane z nig metody ,,mi¢kkich” obliczen statystycz-
nych.

Problem wnioskowania statystycznego w przypadku
obserwacji rozmytych realizacji zmiennych losowych
jest ciagle przedmiotem badan o charakterze podstawo-
wym. Rozwazania teoretyczne na ten temat mozna zna-
lez¢é np. w pracach Grzegorzewskiego [5] i Hryniewicza
[10]. W przypadku rozpatrywanych w niniejszej pracy
rozmytych wersji statystyk chi-kwadrat Pearsona, ¥



Goodmana-Kruskala oraz 4 Sommersa zastosowanie
zaproponowane] w w/w pracach metodologii jest moz-
liwe wylacznie w przypadkach asymptotycznych, tzn.
w przypadku dysponowania opiniami bardzo duzej
liczby ekspertdw. Spelnienie togo wymagania jest
w praktyce niezwykle trudne i wobec tego ponizej za-
proponujemy procedury uproszczone, ktdére powinny
wystarczy¢ w praktyce.

Aby prowadzi¢ jakiekolwiek analizy dotyczace danych
rozmytych powinni$my najpierw okresli¢ sposoby ich
poréwnywania. Niestety, liczby rozmyte, a w ogdlnym
przypadku zbiory rozmyte, nie dadza si¢ uporzadkowad
w sposdb jednoznaczny. Konieczne jest wprowadzenie
dodatkowych kryteriow, wedtug ktérych bedzie moiZna
dokonywal odpowiednich poréwnan. Odpowiednich
narzedzi dostarcza tu zaproponowana przez Zadeha [14]
teoria mozliwosci (possibility theory) oraz zapropono-
wana przez Dubois i Prade [2] posybilistyczna metoda
poréwnywania liczb rozmytych.

W niniejszej pracy do pordéwnywania wartosci rozmy-
tych statystyk opisujacych silg zaleznosci rozpatrywa-
nych zmiennych wykorzystamy wspomniane powyzej
podejscie posybilistyczne, zaproponowane przez Dubois
i Prade [2]. W pracy tej zdefiniowane zostaly cztery
wskazniki pozwalajace pordéwnywaé ze soba dwie licz-
by rozmyte A oraz B.

Wskainik mozliwosci dominacji PD definiowany jest
zaleznosciq:

PD= Poss(ﬁ z §)= sup min{,uﬁ (x) 2245 (y)} (19)
X, px2y

Wskaznik ten okreéla stopien mozliwosci, Ze rozmyta

liczba A jest nie mniejsza od rozmytej liczby B.

Z kolei, wskaZnik moiliwosci Scistej dominacji PSD
definiowany jest nastgpujgco:

PSD = Poss(4 > B)
=Ssup inf mm{u; (x),l - #E (y)} (20)

¥ yyEx
Wskaznik ten okresla stopien mozliwosci, Ze
rozmyta liczba A jest wigksza od rozmytej liczby 8 .

Kolejne dwa wskazniki pozwalajg okresli¢ miary ko-
niecznosci podjecia odpowiednich decyzji. Wskaznik
koniecznosci dominacji ND definiowany jest nastgpuja-
co:

ND = Necc(;i 2 B)
=inf sup max{l—/—l;, (x), Hy (}’)}

Foypysx

(21

Wskaznik ten okredla stopied koniecznosci, ze
rozmyta liceba A jest nie mniejsza od rozmytej liczby
B.

Z kolei, wskaZznik koniecznosci scisfej dominacji NSD
okreslony jest wzorem:

NSD = Ness(z > E)
=1- sup min{uﬁ (x),,ug (y)} (22)

X yASy

= 1~Poss(§ ZZ)

Wskaznik ten okresla stopien Koniecznosci, ze rozmyta
liczha A jest wicksza od rozmytej liczby B .

Zdefiniowane powyZej wskaZzniki mozna wykorzystad
do podejmowania decyzji dwu rodzajow. Po pierwsze,
czy rozpatrywane zmienne - decyzyjna i objadniajaca -
sa w ogéle wzajemnie zalezne. Po drugie, czy zaleznosé
rozpatrywanej zmiennej decyzyjnej od jednej zmienne)
objasniajace) jest silniejsza od zaleznodci tej zmiennej
od innej zmiennej objasniajace;j.

W przypadku weryfikacji hipotezy statystycznej o wza-
jemnej niezaleznosci zmiennej decyzyjnej i zmiennej
objasniajgeej musimy dokonad poréwnania rozmytej
wartosci statystyki chi-kwadrat Pearsona z odpowied-
nim kwantylem rozkladu chi-kwadrat. W takim przy-
padku wskaZnik mozliwosci dominacji PD oznacza
stopienl mozliwoscl, ze decyzja o odrzuceniu weryfiko-
wanej hipotezy statystycznej nie jest porsza od decyzji
ojej przyjecin. Z kolei, wskaZnik mozliwosci scisle)
dominacji PSD oznacza stopien mozliwosci, ze decyzja
0 odrzuceniun weryfikowanej hipotezy statystycznej jest
lepsza od decyzji o jej przyjeciu. W przypadku wskaz-
nikdw rozpatrywanych dwu wskaZnikdw koniecznoscei
mamy do czynienia z nastgpujaca interpretacja. Wskaz-
nik koniecznosci dominacji NI) oznacza stopien ko-
niecznodci, ze decyzja o odrzuceniu weryfikowanej
hipotezy statystycznej nie jest gorsza od decyzji o jej
przyjeciu, za$ wskaznik koniecznosci scislej dominacji
NSD oznacza stopiefi koniecznosci, ze decyzja o odrzu-
ceniu weryfikowane] hipotezy statystycznej jest lepsza
od decyzji o jej przyjgciu.

Zastosowanie powyzszej metodologii w praktyce moze
wigzac si¢ z pe 5 trudnogciami. Musimy pamigtac,
Ze statystyka chi-kwadrat Pearsona ma asymptotycznie
rozklad chi-kwadrat, gdy we wszystkich komdrkach
tablicy kontyngencji znajduje si¢ wystarczajaca liczba
obserwacji (wiecej niz 5). Z takim przypadkami be-
dziemy si¢ zapewne spotykaé w praktyce, gdy eksperci
beda si¢ wypowiadali o przypadkach budzacych wat-
pliwosci zaleznosci, lub gdy celem analizy bgdzie
stwierdzenie, ¢czy dwie zmienne objainiajace sg wza-
jemmie niezalezne. Jezeli jednak nie ma wigkszych wat-
pliwosci, co do samego faktu wystgpowania zaleznosci,
to nie nalezy spodziewaé si¢ by powyzszy warunck byl
spetniony. Na przyklad, gdy wystepue wyrazna dodat-
nia zalezno$¢ pomigdzy zmienng decyzyjng i zmienng
objasniajaca, to nie nalezy spodziewal sig¢ opinii moé-
wigcych, ze duzym wartosciom jednej z tych zmiennych
odpowiadaja male wartosci drugiej. W takich przypad-
kach konieczne jest podejécie zdroworozsadkowe,
zgodnie, z ktérym nalezy odrzucié¢ hipotezg¢ o niezalez-
nosci rozpatrywanych zmiennych nawet wtedy, pdy nie



sa spetnione formalne warunki stosowania asympto-
tycznego testu niezaleznosci chi-kwadrat Pearsona.

W drugim z rozpatrywanych przypadkéw, tzn. gdy
badamy czy zalezno$é rozpatrywanej zmiennej decy-
zyjnej od jednej zmiennej objasniajace;j jest silniejsza od
zaleznoéci tej zmiennej od innej zmiennej obja$niajace;,
sytuacja jest dalece trudniejsza. Zadanie to nie ma za-
dowalajacego rozwiazania nawet w przypadku danych
dokiadnych. Pozostaje wigc jedyna mozliwo$¢, by od-
powiednie decyzje podejmowaé na podstawie bezpo-
$rednich poréwnan zaobserwowanych wartosci odpo-
wiednich statystyk. W takim przypadku wspomniane
powyzej wskaZniki mozliwosci i koniecznosci domina-
cji beda jedyna podstawa podejmowanych decyzji, a do
ich interpretacji bedziemy korzystaé¢ z potocznego ro-
zumienia poj¢¢ ,,mozliwosci” i ,.koniecznosci”.

5. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Zaproponowana w niniejszym artykule metodologia
analizy ocen eksperckich zilustrujemy prostym przykia-
dem obliczeniowym. Przyjmijmy, ze ustalona zostala
‘pewna zmienna decyzyjna Y, ktérej wartoéci chcemy
w przyszlodci przewidywaé na podstawie obserwacji
odpowiednio dobranej zmiennej objasniajacej X, przy
czym rozpatrywana jest mozliwo$¢ wykorzystania dwu
réznych zmiennych objasniajacych X1 oraz X2. Okre-
Slenie odpowiedniej zaleznosci typu regresyjnego po-
mi¢dzy zmienna decyzyjng i kazda z tych zmiennych
wymaga przeprowadzenia kosztownych badaf. Okazuje
sie, ze Srodki finansowe pozwalaja na przeprowadzenie
badan pozwalajacych okre$li¢ zalezno$¢ regresyjna
pomiedzy zmienna decyzyjna i tylko jedng zmienna
objasniajaca. W tej sytuacji nalezy wstgpnie wybrac t¢
zmienng objasniajaca, ktéra w wigkszym stopniu bedzie
nadawala si¢ do przewidywania warto$ci zmiennej de-
cyzyjne;j.

Zalézmy, ze wyb6r odpowiedniej zmiennej powierzono
n=20 ekspertom. Wartosci zmiennych objasniajacych
podzielone zostaly na k=2 kategorie: ,,mate” i ,,duze”.
Z kolei, wartosci zmiennej decyzyjnej podzielone zosta-
ly na r=3 kategorii: ,male”, ,$rednie” i ,,duze”.

W przypadku analizy sity zaleznosci zmiennej decyzyj-
nej Y i zmiennej obja$niajacej X1, dwunastu ekspertéw
wylosowalo pytanie. Jezeli warto§¢ zmiennej X/ jest
mala, to jaka jest warto$¢ zmiennej Y, a o$miu pytanie
»Jezeli warto$€ zmiennej X/ jest duza, to jaka jest war-
to$¢ zmiennej Y”. Odpowiedzi na pierwsze pytanie
przedstawialy si¢ nastepujaco:
- szesciu dalo jednoznaczng odpowiedz ,,mala”,
tzn. ma)aca postaé
"mata"| 1+"$rednia"| 0+" duza"| O -
- trzech dalo odpowiedZ postaci
"mata"|1+" §rednia"| 0,5+" duza"| 0
- dwu odpowiedzialo
"mata"| 0,5+" érednia"| 1+"duza"| 0
- jeden odpowiedzial jednoznacznie: ,$rednia”,
tzn.
"mata"| 0+"$rednia”| 1+" duza"| 0 .
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Z kolei, odpowiedzi na drugie pytanie byty nast¢pujace:
- czterech dato jednoznaczng odpowiedz ,,duza”,
tzn. majaca postac
“ matfa"] 0+" §rednia”| 0+" duza”|1-
- dwu dato odpowiedZ postaci
" mala"| 0+" $rednia"| 0,5+" duza"|1
- adwu odpowiedzialo
" mata"| 0+"$rednia"| 1+" duza"| 0,5 .

Analiza sily zaleznosci zostala przeprowadzona z wyko-
rzystaniem statystyki d Sommersa.

Jak tatwo zauwazy¢, dla o-cigcia na poziomie o=1
odpowiedzi ekspertéw sa jednoznaczne i daja si¢ przed-
stawi¢ w postaci nastgpujacej tablicy kontyngencji:

XI\Y »mala” Srednia” ,duza”
,Jmata” 9 3 0
duza” 0 2 6

Z kolei, dla o-cigcia na poziomie o=0,5 tablica kontyn-
gencji zbudowana z takich obserwacji zgodnych z ob-
serwacjami rozmytymi, dla ktérych wskaznik 4 Som-
mersa przyjmuje warto§¢ minimalna ma postaé

XI\Y ,,mala” ,Srednia” ,,duza”
,,mala” 6 6 0
,.duza” 0 4 4

Natomiast tablica kontyngencji zbudowana z takich
obserwacji zgodnych z obserwacjami rozmytymi, dla
ktérych wskaznik d Sommersa przyjmuje warto$¢ mak-
symalna ma postaé

XI\Y ,,mata” ,Srednia” ,,duza”
,,mata” 11 1 0
,.duza” 0 0 8

Proste obliczenia, wykonane na podstawie wzoru (14)
pokazuja, Zze rozmyta wersj¢ statystyki 4 Sommersa
okreslajg dwa o-cigcia; warto$¢ 0,938 na poziomie o=1
oraz przedziat [0,75 , 1,0] na poziomie a=0,5. '

W przypadku analizy sity zaleznosci zmiennej decyzyj-
nej Y i zmiennej objasniajacej X2, dziesieciu ekspertéw
wylosowalo pytanie ,Jezeli warto§¢ zmiennej X2 jest
mata, to jaka jest warto$§¢ zmiennej Y, a dziesieciu
pytanie ,Jezeli warto$¢ zmiennej X2 jest duza, to jaka
jest warto$¢ zmiennej Y. Odpowiedzi na pierwsze py-
tanie przedstawialy si¢ nastgpujaco:
- pigciu dalo jednoznaczna odpowiedZ ,,mala”,
tzn. majaca postaé
“mata"| 1+"$rednia"| 0+"duza"} O -
- dwu dalo odpowiedz postaci
“mata"| 1+" §rednia"| 0,5+" duza"| 0
- dwu odpowiedziato
"mata”| 0,5+"$rednia"| 14" duza”| 0
- jeden odpowiedzial jednoznacznie: ,$rednia”,
tzn.

"mata"| 0+"$rednia"| 1+" duza"| 0 .











