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Streszczenie: W pracy rozpatruje si¢ zagadnienia niede-
terministycznych ukladéw réwnan liniowych stanowiacych
jeden z istotnych elementéw rozwiazania zagadnienia stero-
wania produkcjg systeméw przemystowych. Problem ten
wystepuje przy badaniu przyjmowanego do realizacji bazowe-
go rozwiazania liniowego zagadnienia planowania obciazen
systemu. W przypadku modelu niedeterministycznego plano-
wania, niepewno$¢ przenosi si¢ na rozwiazanie jak réwniez
generuje niepewnos$¢ w modelach ograniczen przy malejacym
horyzoncie czasowym sterowania (podejscie wielohoryzonto-
we). Analiza rozwigzania odpowiedniego zagadnienia bazo-
wego dostarcza informacji o krytycznych punktach systemu.
W czgdci pierwszej pracy przedstawia si¢ zagadnienia prze-
dzialowe oraz rozmyte.

Stowa kluczowe: Sterowanie systemami produkcyjnymi,
Warunki niepewnosci, Niedeterministyczne uktady réwnarn.

1. WPROWADZENIE

Problem sterowania produkcja w SP polega na wyborze
takich dopuszczalnych decyzji ksztaltujacych dziatal-
nos$¢ SP w przedziale czasu [z, , t+T,), przy ktérych
stawiane SP zadania realizowane s3 w sposéb mozliwie
najlepszy [1, 6, 7]. W pracach [5, 6, 7]] dotyczacych
operatywnego sterowania jak réwniez w [1, 9] dotycza-
cych planowania czy tez sterowania produkcja, propo-
nuje si¢ metod¢ wielohoryzontowa [4]. W metodzie tej
rozwigzanie problemu sprowadzane jest do rozwigzania
ciagu p+1 zagadnien optymalizacyjnych, z ktérych
kazdy definiowany jest dla czesciowego horyzontu
czasowego sterowania T, , g=0,...,p. Problem taki moz-
na zapisa¢:

AT Qboto T} w=0n =1
rﬂeﬁo,ro +T,

gdzie:

d,, — wektor decyzyjny obliczany w chwili ¢,
skiadajacy si¢ z istotnych dla [z, , 7, +T,]
sktadowych wektora decyzyjnego,

ng — liczba przedziatéw dyskretyzacji

Z(t) — 2zbi6r rozwiazan dopuszczalnych dla 4,

okreslony w chwili ¢, w problemie czg-
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$ciowymdla T,
Q4(to, to+T,) — miara jakosci realizacji zadan SP.
Problemy dla czg$ciowych horyzontéw czasowych
sterowania T, powiazane sa ze sobg za pomoca warun-
kéw na wektor stanu SP w chwili t)+T,:

*
— 2
xq(to +Tq)— Xq+l(t0 +Tq) ( )
gdzie:
x,(tp +T7) - wektor stanu SP w chwili ¢ +7, w pro-
blemie dla 7,
X,;H to+T,) ~ zbiér wymagan na wektor stanu SP w

chwili # +T, okreSlony na podstawie
rozwigzania
Zadania produkcyjne dla catego systemu definiowane sa
przez podanie ilosci poszczegSlnych produktéw zagre-
gowanych w okre§lonych podprzedziatach przedziatu
czasu [ty , to+T,) bez podawania warunkéw na ich prze-
bieg w czasie [4, 5].
Decyzje, ktére nalezy wyznaczy¢ w problemie sterowa-
nia SP mozna podzieli¢ na decyzje o charakterze struk-
turalnym (dotyczace np. przelaczen reziméw pracy) czy
o charakterze warto$ciowym (okre$lenie obciazen, roz-
plywu materialéw itp.). Zaktadajac, ze modele mozna
opisa¢ przy pomocy zaleznosci statycznych otrzymuje
si¢ w ogdlnym przypadku modele mieszanego progra-
mowania nieliniowego. Ze wzgledu na brak efektyw-
nych metod umozliwiajacych jego rozwiazanie w pra-
cach [4, 5, 6] proponuje si¢ sprowadzenie problemu
optymalizacyjnego do szeregowego rozwiazania dwéch
réznych podprobleméw:

e podproblem wyznaczania wielko$ci o charakterze
warto§ciowym — okreslenie optymalnych planéw
produkcji SP w podprzedziatach przedziatu czasu
[tO’ ot Tp]s

e podproblem wyznaczania decyzji o charakterze
strukturalnym w oparciu o rozwigzanie podproblemu
planowania w SP.

W pracach dotyczacych ogélnie planowania produkcji

czy tez budowy modeli dla celéw planowania [3,4]

przyjmuje si¢ liniowe modele statyczne.

W [3, 4, 5] model liniowy proponuje si¢ dla horyzontu

sterowania od jednej doby do dwéch lat.



W pracach dotyczacych sterowania operatywnego [1, 6,
10, 11] dla problemu planowania réwniez przyjmuje si¢
statyczny model liniowy. Rozwiazanie tego problemu
sprowadza si¢ do rozwiazania odpowiednich zagadnien
programowania liniowego.
W pracach dotyczacych sterowania systemami w wa-
runkach niepewnosci [1, 10, 11, 12], niepewno$é wpro-
wadzana jest do modelu (1) w podproblemie planowa-
nia w postaci niedetrministycznego zagadnienia pro-
gramowania liniowego. W zalezno$ci od stopnia nie-
pewnosci oraz posiadanej o zaktéceniach wiedzy buduje
si¢ modele stochastyczne, rozmyte badz przedziatowe.
W dalszej czgsci przedstawia si¢ podejs$cie do rozwia-
zania zagadnien niedeterministycznych uktadéw réwnan
liniowych stanowigcych uklad réwnan bazowych
otrzymanych z rozwigzania problemu planowania dla
wartoSci preferowanych (oczekiwanych przez decyden-
ta) parametréw modeli niedeterministycznych. W wyni-
ku rozwiazania niepewnos$¢ danych w modelu planowa-
nia dla horyzontu T,,, przenosi si¢ na niepewnos¢ roz-
wigzania i w konsekwencji na:

¢ niepewnos¢ ograniczen modeli dla T, w (2) genero-
wanych przez rozwigzanie problemu dla T,

e niepewno$¢ sktadowych wektora decyzyjnego
przyjmowanego do realizacji w chwili 2.

Znajomo$¢ niedeterministycznego rozwiazania proble-

mu planowania pozwala na:

e Dbadanie rozwigzan minimalizujacych i maksyma-
lizujacych z obrebie dopuszczalnodci otrzymanego
rozwiazania bazowego [9, 10],

e okreslenie miary dopuszczalnosci (realizowalnosci)
otrzymanych rozwiazan 1, 8, 9, 10, 11, 12, 13],

e badanie wptywu poszczegblnych zaktécen na wektor
decyzyjny i okreslanie czynnikéw krytycznych.

Elementem podstawowym w analizie wpiywu nie-

pewnosci na rozwigzanie problemu sterowania w sys-

temie produkcyjnym jest badanie rozwigzan réwnan
bazowych zagadnienia planowania obcigZen systemu.

W dalszych czgsciach pracy rozpatruje si¢ uklady réw-

naf nie definiujac ich znaczenia fizycznego. Analiza

rozwigzan dla celéw sterowania stanowi odrgbny pro-
blem i nie jest rozpatrywana w niniejszej pracy.

2. PRZEDZIALOWE I ROZMYTE UKLADY
ROWNAN

Niech dany jest uktad réwnaf niedeterministycznych

AX=b 3)
gdzie:
A -~ macierz wsp6lczynnikéw o elementach niedetermi-
nistycznych,
b — niedeterministyczny wektor wyrazéw wolnych,
(¥) - operator mnozenia na liczbach niedeterministycz-

nych.

W zaleznosci od rodzaju modelu wynikajacego z wie-
dzy o systemie i dostgpnych danych, model (3) opisany
jest poprzez przedzialowe czy tez rozmyte wspdiczyn-
niki uktadu réwnan.
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Rozwigzanie, uwzgledniajace przenoszenie si¢ nie-
pewnosci wspélczynnikébw na zmienne rozwiazania
mozna zapisa¢ [3, 9, 13]:
A X=b— (/1“‘(*) R)(*) X
=Al*)b— A**) X =b"

“

gdzie: A~! — macierz odwrotnado A,
A* - iloczyn macierzy A7'(*) A,
b* - iloczyn Al b.

W przypadku niepewnosci zapisanej we wspéliczynni-
kach A, okreslenie niedeterministycznej macierzy

odwrotnej Al jest niemozliwe. Wynika to z faktu, ze
moze zachodzi¢:

3 detA=0

AcA )

czyli istniejq takie realizacje A, ze macierz odwrotna nie
istnieje.

Przyjmijmy, ze dla kazdego zagadnienia dane sa zde-
terminowane wartosci preferowane (A , b) wspétczyn-

nikéw uktadéw réwnan Ai b. Dla kazdego z zagad-
nien wartosci te okre$lane moga by¢ odmiennie. Ich
warto$ci w poszczegdlnych przypadkach zaleza od
rodzaju zmiennych oraz ich znaczenia fizycznego w
modelowanym procesie rzeczywistym.
Dla wartosci preferowanych zachodzi:

AclintA supAlnbelinth suph);  ©

gdzie: infA infb - kresy dolne niepewnosci Ai b,

SUPR, SUPE — kresy gérne niepewnosci Aib.

Przyjmijmy dalej, ze macierz warto$ci preferowanych

~

A nie jest macierza osobliwa:

detA#0, rankA=m )
zatem macierz A™! istnigje.

Wyznaczmy rozwiazanie (3) przyjmujac do obliczeni (4)
wartosci preferowane:

Ax=b— %=A"'b ®)
Dla wartosci tych mamy:
A*=A"'A=1,, b*=A""b ©)
gdzie: 1, - macierz jednostkowa mxm.

Ze wzgledu ma brak jednoznacznego istnienia macierzy
odwrotnej (5) dokonajmy teraz przeksztaicenia (4) dla

macierzy wartosci preferowanych A:

A#HX=b—A*(*) X =b"
A=A A)=7, (10)
b*=A'%b



1
Na podstawie (10) mamy rozwiazanie w niedetermini-
stycznej postaci uwiklane;j:

gdzie:

1, x=b"—> -~
s diag 1, (%) X =b*(-) offdiag 1, (¥ X*
Y. T () %y = by (- )Zlkj(*) % (12)
Ic-l m j#k

i dalej (oczywiscie operator dzielenia przez Tkk powi-
nien by¢ (/)):

by ) Y Iy &5

=1 (13)
~ jk
Y %= Ak ,
k=Lm L

co w przyblizeniu (elementy pozadiagonalne macierzy
Tm w otoczeniu zera, diagonalne w otoczeniu 1) daje:

by (5) Y10 b]

rl
v ;*k (14)
Vi 5 >

k=1,m I

gdzie zgodnie z (10) w (14) jest:

m
~ o~
Y b =2dg Wby,

- k=1,m j=1

(15)

m
TR a—1 -~
VI =2 dk ) &.

k,j=1,m i=1

(16)

Dla elementéw niedeterministycznej macierzy jednost-
kowej 1, mamy:

Y lely A Y 0ely,
k=Lm k,j=i,m a7
k#j

przy czym wartosci Ly = 1 oraz [;; = 0 s3 wartoSciami

uzyskanymi zgodnie z (9) dla wartosci preferowanych.
Jak wida¢ w (13) i (17), warunkiem koniecznym
i dostatecznym aby ukltad réwnan posiadat rozwiazania
jest:

YV O0gly & VY infly>0. (18)
k=1,m k=1,m
Dalej w celu okreSlenia rozwigzania problemu (4)
zgodnie z (14) w zaleznosci od rodzaju opisu (przedzia-
fowy badZ rozmyty) przyjmuje si¢ odpowiednia arytme-
tyke 2, 8].

— niedeterministyczna macierz jednostkowa mxm.
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3. PRZEDZIALOWY UKLAD ROWNAN

Zagadnienie przedzialowe moze by¢ rozwiazywane w
oparciu o arytmetyk¢ wprowadzong przez Moora przy
badaniu propagacji bigdéw w obliczeniach numerycz-
nych [8].

Niech bedzie dany uktad réwnan (3), dla ktérego
wsp6tczynniki dane s3 w postaci przedzialowe;j:

Y. blc‘[blcvbk] (19)

k=1,m

~ |1 r
YV _ay= [akj’ agj ]
k,j=lm

oraz macierz A i wektor b wartodci preferowanych.
Dla liczb tych zachodzi:

\Vi_l;k € [bi, bl:]
k=1,m

A ] r
YV _a4¢€ [akj’ agj ] A
k,j=1,m

(20)

Jegli brak jakichkolwiek preferencji do wyboru wartosci

Aib proponuje si¢ przyjmowaé wartosci $rodkowe
przedziatéw:

l r
A.=akj+akj N ~ bk+bk

W przypadku, gdy istnieja okreslone (preferowane)
(A,B) oraz dane s odchylki lewo

(AA”,Ab”) i prawostronne (AA',Ab') wéwczas
definiowane sa przedziaty (19):

wartosci

I _ A - ! _ 1
V__akj —aki —-Aakj A \V’_b’c -—bk
k,j=1,m k=1,m

- Ablc— ’ (22)

V_afj=d +Aaf A v_b,:=1§k+Ab;.

k, j=l,m k=1,m (23)

Podane przyklady wyboru wartosci preferowanych (21)
czy definiowania przedzialéw (22) i (23) nie wyczerpu-
ja wszystkich mozliwosci.

Niech dla A bedzie dana macierz odwrotna Al Wy-
znaczmy przedziaty odpowiednio dla i,,, oraz b*.
Zgodnie z (10) mamy:

-dla 1, jest:

~l o~

.35

V_ Iy= [ij ’ka] Z [akx NP ](*)

kj—lm

(24)
m
[zmin(a;} aj; , ay aj ), S max(aj aj . dg aj )]
i=1 i=1
-orazdla b*:
e oozl <o [
v__bk =[bk ’bkr]=z [&kl ’akl ](*)[ ’bir]=
k=1,m i=l
(25)

{me(ak,b i} b ) Zmax(a,“ B!, b

i=1 i=1

)|






Niech dla A okres§lonego zgodnie z (32) stosownie do

reprezentacji (29) bedzie dana macierz odwrotna At
Przyjmujac definicje uproszczonych operacji arytme-
tycznych [2] ograniczonych do operacji na wartosciach
parametr6w charakterystycznych liczb rozmytych, oraz
zapisu warto$ci preferowanych (32) mozna w prosty
spos6b wyprowadzi¢ zalezno$ci na wartosci (10) — (16)
parametréw rozwijzania.

W efekcie otrzvmamy postaé rozmyta macierzy jed-
nostkowe;j:

A Ag =15 -

Vv Iy 2(11,‘47"15 my 'Ik.) Gy
iy j AR A ™
przeksztalconego wektora wyrazéw wolnych:
Al(x)b,g =bjg —
Y Ek* = (lbz , ml[),‘ ,m’,, e ) (34)
k=l,m ko b Pk R
oraz rozwigzania:
Y }1: = (lxk , mik > m;k s Ty )LR (35)

k=l,m

Innym podejéciem prowadzacym do wyznaczenia pa-
rametr6w charakterystycznych rozmytego rozwiazania
w (33), (34) i ostatecznie (35) jest zastosowanie Q-
przekrojéw.

Przyjmujac okreslone w (31) wartosci preferowane i na
podstawie (29) przedzialy liczbowe:

I r
L...m. .m . ra -
v [( Afj aAj ajj kj )LR] 20

k,j=tm

~] o~
—)[a.. ,ai'] =[l R ]
if ag *'a
Y a=0 b ki

(36)
) r
\v4 [(lb,m ,m ,rb) ]
v__ k b, b k
k=Lm k k IR 1 a=0
rl or
~ [ b“ bl. ] =[ l " ]
» Yij b, »'b
Yy =0 k k
oraz
) r
.v—[(l“kf *May; May > Tay ) } -
k,j=1,m LR 1 g=1
—)[Eil. ’Eijr} =|iml.,m"i|
v a=1 A
37

I r
\v4 [(lb ,m, ,m, ,n ) ] -
kb by ” bk
k=1Lm * * IR ] a=1

olorr _ [ r
—)[bij ,by]a_l—[mbk ,mbk]

Wykonujac dwukrotnie (dla (36) oraz dla (37)) analize
przedzialowa zgodnie z (24) — (28) otrzymujemy warto-
$ci parametr6w charakterystycznych dla rozwigzania
rozmytego.

5. PODSUMOWANIE

Jak wspomniano w wprowadzeniu, jednym z podsta-
wowych elementéw majacym decydujace znaczenie
przy wyznaczaniu sterowan (1) w systemie jest rozwia-
zanie problemu okre$lania planu obcigzen. Zagadnienie
to w wigkszosci przypadkéw mozna sprowadzi¢ do
odpowiedniego (najczeéciej wieloprzedzialowego) za-
gadnienia programowania liniowego.

Analizujac otrzymane rozwigzania bazowe, stanowiace
rozwigzanie okre§lonego uktadu réwnan bazowych
mozna otrzymaé wiele istotnych dla sterowania infor-
macji.

Kazde rozwiazanie bazowe czg¢éciowego podproblemu
wyznaczania obcigzen w (1) musi spetnia¢ warunek
dopuszczalnodci rozwiazania [3, 11], czyli:

x=Ab=0 (38)

Na podstawie tego warunku przyjmuje si¢ poniZsze
definicje wrazliwoscei {11, 12. 13]:

Rozwiazanie dopuszczalne X nazywamy niewrazliwym
strukturalnie na dopuszczalno$é na poziomie S ze

wzgledu na zmiany parametréw (P =Axb), jesli dla
danego rozwiazania bazowego (nie koniecznie opty-
malnego) dla miar dopuszczalnosci [3, 13] zachodzi:

a=a(X=Xg4,lPeP)2 (39)

czyli dla danego dopuszczalnego wektora sterujacego,
miara, ze realizacja bedzie niedopuszczalna jest co naj-
wyzej rowna 1-6.

Uwzgledniajac, ze parametry modelu p w praktycz-
nych zastosowaniach zawieraja si¢ w zbiorach ograni-
czonych, mozna zdefiniowaé niewrazliwo$¢ wektora X
na zmiany parametréw p .

Rozwigzanie problemu sterowania nazwiemy niewraz-
liwym na poziomie £, je$li bedzie ono niewrazliwe
strukturalnie na poziomie Joraz:

sup (@) - inf_ (Q)
peP peP
X=Xgpp  X=Xaop “0)
—= < gQ
Q
gdzie:
Q — warto$¢ funkcji celu otrzymana dla
wartosci preferowanych P,
£q - prég wrazliwosci dla wartosci funkcji
celu,
sup(Q,),inf(Q;) — goémy i dolny kres wartosci funkcji celu
przy dopuszczalnych,

Odpowiednio dla zmiennych rozwigzania:



sup (%)— inf_ (%))
peP peP
~ g - 40
X =Xjop X1 = Xgop (40)
in = = Cxi
Xj
gdzie:
b — warto$ci zmiennych rozwiazania otrzy-
mane dla warto$ci preferowanych p,

Ex; — prog wrazliwosci dla sktadowych wekto-

ra rozwiazania,

— gbmy i dolny kres wartoéci zmiennych
przy dopuszczalnych zmianach sklado-
wych p w zakresie dopuszczalnosci
rozwiazania bazowego.

sup(x; ), inf(x; )

Dokladniej algorytmy wyznaczania (39) i (40) przed-
stawiono w [10].

Innymi istotnymi informacjami wynikajacymi z rozwia-
zania (3) zgodnie z algorytmami przedstawionymi w
pracy, jest mozliwo$¢ okreslania parametréw ukiadu
réwnan bazowych majacych zasadniczy wplyw na nie-
pewno$¢ rozwiazania, a zatem i na dopuszczalnos$¢
sterowania systemem. Analiza rozwigzania powala na
okreslenie zakiécen krytycznych a zatem i dostosowanie
systemu i sterowania do uwarunkowan tak, aby minima-
lizowaé ryzyko wystgpowania stanéw niedopuszczal-
nych.

W przypadku systeméw produkcyjnych propozycje
takie zawarto np. w [9, 13]. Propozycje dla sterowania
rozdzialem mocy czynnej w systemie energetycznym
statku przedstawiono w [14].

NONDETERMINISTIC SYSTEM OF EQUATIONS IN
ANALYSIS OF PRODUCTION SYSTEM CONTROL
PART 1 -LINEAR INTERVAL AND FUZZY PROLEMS

Abstract: In the paper, nondeterministic linear systems of
equations are considered. They are essential part of a produc-
tion system control solution problem. This problem appears in
investigating base solution in the linear problem of loads
system planning. In the case of nondeterministic planning
model, uncertainty appears in the solution and generates un-
certainty in the models of constraints with diminishing time of
control horizon (an approach multi-horizon). The analysis of
proper base solution provides information about critical points
of the system. In the first part of the paper, interval and fuzzy
problems are presented.
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