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DOBÓR KROKU ADAPTACJI DLA ALGORYTMU FX-LMS t 

Małgorzata I. MICHALCZYK 

Politechnika Śląska, Instytut Automatyki 
ul. Akademicka 16, 44-100 Gliwice, e-rrail: rralgorzata.michalczyk@polsl.pl 

Streszczenie: W adaptacyjnych układach aktywnego 
tłumienia hałasu jako algorytm sterowania stosuje się najczę­
ściej algorytm FX-LMS. Jednym z warunków zbieżności tego 
algorytmu jest odpowiedni dobór jego parametru - kroku 
adaptacji. Literaturowe ograniczenia na krok adaptacji zostały 
jednak wyprowadzone przy silnych założeniach i wyniki 
przeprowadzonych badań symulacyjnych pokazały, że dobór 
kroku adaptacji według tych ograniczeń może nie zapewniać 
zbieżności algorytmu FX-LMS wykorzystanego w układach 
aktywnego tłumienia hałasu. 

Słowa kluczowe: Adaptacyjne algorytmy sterowania, zbież­
ność, algorytm FX-LMS, aktywne tłumienie hałasu . 

1. WSTĘP 

Układy aktywnego tłumienia hałasu (ATH) realizowane 
są najczęściej jako układy automatycznej kompensacji. 
Z uwagi na silną niestacjonarność obiektu sterowania 
kompensator dostosowywany jest na bieżąco do zaist­
niałych zmian obiektu, wykorzystując adaptacyjny algo­
rytm sterowania, najczęściej algorytm FX-LMS (filte­
red-X least mean squares) [4,7,9,14,15]. Jednym 
z warunków poprawnego działania układu ATH jest 
odpowiedni dobór kroku adaptacji algorytmu FX-LMS, 
zapewniający zbieżność algorytmu. Opublikowano 
wiele różnych zasad doboru (ograniczeń) kroku adapta­
cji, jednak zostały one wyprowadzone przy silnych 
założeniach, które w układach rzeczywistych nie zaw­
sze są spełnione. Zwłaszcza, gdy wymaganiem jest 
szybkie nadążanie algorytmu sterowania za zmianami 
układu ATH. 

W artykule krótko przypomniano analizę zbieżności 

algorytmu FX-LMS i wyprowadzenia literaturowych 
ograniczeń na krok adaptacji. Przeprowadzono dyskusję 
tychże ograniczeń i w oparciu o wyniki badań sy­
mulacyjnych pokazano, że mogą one nie zapewniać 
zbieżności algorytmu FX-LMS stosowanego jako algo­
rytm sterowania w układach ATH tworzących lokalne 
przestrzenne strefy ciszy w pomieszczeniach. 

2. ALGORYTM FX-LMS 

Schemat blokowy przykładowego układu ATH wyko­
rzystującego algorytm FX-LMS przedstawiono na rys. 1 

+Badania współfirransowano ze środków budżetowych na 
naukę w roku 2005. 
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(por. [12]). Sygnał sterowania u(i) wypracowywany jest 

przez filtr W; (z-1 )= w0 (i)+ w1 (i )z-1 + . .. + wN (i) z-N 
kompensatora o wektorze N + 1 współczynników 

w(i)=[w0(i) w1(i) ... wN(i)Y: 

na podstawie wektora wartości sygnału odniesienia 

x(i) = [x(i) x(i -1) ... x(i - N)r. Sygnał błędu e(i) jest 

wynikiem sumy sygnału zakłócenia d(i) i sygnału ste­
rowania przetworzonego przez obiekt sterowania S(z-1), 

którym w układach ATHjest tzw. tor wtórny, 

e(i)= d(i)+ s(z-1 )[w T (i)x(i)] . (2) 

Rys. 1. Schemat blokowy układu ATH. 

Celem działania układu ATH jest minimalizacja funkcji 
kosztów - wartości średniokwadratowej sygnału błędu 
e(i) [13]: 

~(i)= E{e 2 (i)}. (3) 

Aby ten cel osiągnąć współczynniki filtru FIR kompen­
satora uaktualniane są w kierunku przeciwnym do kie­
runku gradientu funkcji kosztów z krokiem adaptacji µ. 
Gradient V ~(i) funkcji kosztów po wektorze w(i) 

w(i) 

współczynników kompensatora jest dany: 

V ~(i)= V E{e 2 (i)}= 2e(i) V E{e(i)}. (4) 
w(i) w(i) w(i) 

Algorytm LMS, podstawa algorytmu FX-LMS, zapro-



panowano w celu uproszczenia wyrażenia (4) służącego 
obliczeniu gradientu [15]. Wykorzystując przekształ­

coną zależność (2) otrzymuje się: [13] 

V ~(i)= 2x'(i)e(i), 
w(i) 

(5) 

gdzie x'(i)=[x'(i) x'(i-1) ... x'(i-N-l)Y jest wekto­

rem wartości sygnału odniesienia filtrowanego przez 

obiekt sterowania x'(i) = s(z-1 ~(i) . Ponieważ sygnał 
x'(i) nie jest znany, jest zastępowany przez jego esty­

matę .x'(i). 

Ostatecznie otrzymuje się prawo adaptacji w algorytmie 
FX-LMS: 

w(i + 1) = w(i )- µx'(i )e(i) . (6) 

Krok adaptacji 1-.1 jest parametrem adaptacji wpływają­
cym na szybkość zbieżności algorytmu [15] . Odpo­
wiedni jego dobór powinien zapewnić zbieżność algo­
rytmu FX-LMS. W literaturze przedstawiono wiele 
ograniczeń, które mają zapewnić zbieżność algorytmu 

FX-LMS, również, gdy model s(z-1) obiektu sterowa-

nia jest obarczony błędem(s(z-1 )ctc s(z-1 )). 

3. ZBIEŻNOŚĆ ALGORYTMU FX-LMS 

Aby przedstawić dyskusję literaturowych ograniczeń na 
krok adaptacji, należy przytoczyć analizę zbieżności 

algorytmu FX-LMS [4,9]. Bazuje ona na analizie algo­
rytmu LMS [8,15]. Analiza zbieżności jednokanało­

wego algorytmu FX-LMS przytoczona poniżej zakłada, 
że model toru wtórnego jest bezbłędny 

(tzn.s(z - 1)=s(z-1 )). Zbieżność algorytmu FX-LMS 
może być rozważana jako: 

- zbieżność wartości oczekiwanej wektora współ­
czynników kompensatora do rozwiązania opty-

malnego w• [15] (zbieżność parametrów) 

- zbieżność błędu średniokwadratowego ~(i) do 

zera [8]. 

Wartość oczekiwana wektora współczynników kompen­
satora w(i+ 1) jest [15] dana zależnością 

E{w(i + l)}=E{w(i)-µe(i)x'(i)} 

=E{w(i )- µ (d(i) + w T (i )x' (i ))x• (i)} (7) 

= E{w(i)}-µE{d(i)x'(i)}-µE{x(i)x'T (i)w(i)}. 

Niech R x 'x' = E{x• (i )x'T (i)} jest macierzą autokorelacji 

filtrowanego sygnału odniesienia x' (i). Zakłada się, że 
wektor filtrowanego sygnału odniesienia x' (i) i wektor 

współczynników kompensatora w(i) są statystycznie 
niezależne, tzn. spełniają warunek niezależności (ang. 
independence assumption): 

(8) 

Wtedy (7) przyjmuje postać 

E{w (i+ 1)} = (1 - µR x'x' )E{w(i )} - µE{d(i )x' (i)}, (9) 

gdzie 1 jest macierzą jednostkową. Wprowa.dzając 

optymalne rozwiązanie 

(10) 

dla którego osiągane jest minimum funkcji kosztów (3) 
oraz obciążenie s(i) wektora współczynników kompen­
satora zdefiniowane jako 

154 

s(i)=E{w(i)}- w•, (11) 

otrzymuje się z (9) zależność 

s(i + l)=(l-µRx'x') s(i). (12) 

Czynnik (1- µRx' x') jest zbieżny do O pod warunkiem, 

że krok adaptacji µ jest wybrany z zakresu 

(13) 

gdzie "-max jest największą wartością własną macierzy 
autokorelacji Rx'x, . Wartość oczekiwana wektora 

współczynników kompensatora w(i+ 1) osiąga więc 

optymalną wartość w• pod warunkiem, że (13) jest speł­
nione. Ograniczenie (13) było bezpośrednio używane 

przez niektórych autorów, np. [7] do parametryzacji 
algorytmu FX-LMS. 

Błąd średniokwadratowy ~(i) zdefiniowany przez (3) 

jest zbieżny do zera, pod warunkiem, że spełnione jest 
ograniczenie [8] 

2 
0<µ<-N--, 

LA.n 
n=O 

(14) 

gdzie "-n jest n-tą wartością własną macierzy autokorela­
N 

cji Rx'x'. Suma LA.n wszystkich N+ 1 wartości wła-
n=O 

snych macierzy R x'x' jest równa śladowi tej macierzy 

i stąd (14) jest równoznaczne z [4,8,15] 

2 
O<µ<---,--..,., 

Px-{N +1) 
(15) 

gdzie Px' = E{x' 1 (i)} jest mocą filtrowanego sygnału 
odniesienia x'(i) . a N+l jest liczbą współczynników 

kompensatora i zarazem wymiarem macierzy R x 'x' . 

Long i współpracownicy [ 10] zacytowali inne, podobne 



do (14), ograniczenia na krok adaptacji wspomniane 
N 

w literaturze. Sumę wartości własnych L"'n oszaco-
n=O 

wuje się w nich z góry przez (N+ l)Amax : 

2 
0<µ<-----

(N + l)Amax 
(16) 

Na podstawie badań eksperymentalnych zapropono­
wano również uproszczoną wersję ograniczenia (15) 
[14] : 

(17) 

gdzie 11 jest całkowitym czasem opóźnienia w torze 

wtórnym a Px =E{x2 (i)}. 

4. WERYFIKACJA OGRANICZEŃ NA KROK 
ADAPTACJI 

By zweryfikować literaturowe ograniczenia na krok 
adaptacji przeprowadzono eksperymenty symulacyjne 
[11]. Zidentyfikowano dokładne modele obiektu stero­
wania (toru wtórnego i toru zakłócenia) w rzeczywistym 
układzie ATH zbudowanym dla tworzenia lokalnych 
przestrzennych stref ciszy w pomieszczeniu [11]. Zało­
żono jedynie, że akustyczne sprzężenie zwrotne, wystę­
pujące w tym układzie, jest idealnie neutralizowane, by 
wyodrębnić wpływ kroku adaptacji na działanie układu. 

Zastosowano przemiennie dwa różne, dokładne modele 
torów wtórnych - o mniej i bardziej złożonej dynamice. 
Układ był zakłócany przemiennie dwoma typami sy­
gnałów: białym szumem gaussowskim i tymże szumem 
przefiltrowanym przez filtr pasmowo-przepustowy. Dla 
celów przeprowadzanych symulacji wygenerowano po 
100 realizacji każdego typu sygnału. Należy zauważyć, 

że zakłócenia takie są bardzo trudne do stłumienia 

w omawianym układzie, ze względu na małe rozmiary 
pomieszczenia i złożoność jego dynamiki. Wszystkie 
symulacje były przeprowadzane dla dwóch wartości 

rzędu filtru kompensatora N= 20 i N= 200. Tak więc 
dla każdej ze 100 realizacji zakłócenia zbadano 
8 przypadków: dla 2 torów wtórnych, 2 rodzajów zakłó­
cenia i 2 rzędów kompensatora. Dla każdego przypadku 
dobór kroku adaptacjiµ przebiegał na~tępująco: 

a) na podstawie wzorów (13), (14), (16) i (17) wy­
liczano górną granicę kroku adaptacji - a więc 
największą dopuszczalną wartość µ, 

b) z tych wartości wybierano najmniejszą wartość 
- czyli największą dopuszczalną wartość obli­
czoną według najsilniejszego ograniczenia, 

c) do symulacji brano wartość z punktu b) oraz jej 
połowę - 0.5µ, która powinna również zapew­
niać zbieżność algorytmu FX-LMS. 

Dla wspomnianych 8 przypadków przeprowadzono 
symulacje 2 razy - dla dwóch różnych wartości µ 
(a więc w sumie 16 przypadków x 100 realizacji sy­
gnału zakłócenia). Symulacje przeprowadzano dla 106 

próbek (ok. 33 minuty - przy okresie próbkowania 2 
ms) , o ile sygnał błędu e(i) nie osiągnął wcześniej ogra­
niczenia (tzn. algorytm FX-LMS był rozbieżny i symu­
lację przerywano). 

Najmniejsze wartości kroku adaptacji uzyskiwano dla 
ograniczenia ( 17) dla N= 20 i dla ograniczenia ( 16) dla 
N= 200. Jednakże, w większości przypadków wartość 
kroku adaptacji była zbyt duża i zbieżność algorytmu 
FX-LMS nie została zapewniona. Tylko w jednym 
przypadku uzyskano nieznaczne tłumienie (mniejsze niż 
4 dB): dla toru wtórnego o prostszej dynamice, szumu 
przefiltrowanego przez filtr pasmowo-przepustowy, 
rzędu kompensatora N= 20 i wartości 0.5µ otrzymanej 
na podstawie ograniczenia (17) . Tłumienie uzyskano dla 
czterech ze stu realizacji zakłócenia. We wszystkich 
innych przypadkach algorytm FX-LMS był rozbieżny. 

Podobne symulacje przeprowadzono stosując znormali­
zowany algorytm FX-LMS - NFX-LMS i krok adapta­
cji równy 2 lub l. W żadnym przypadku nie uzyskano 
zbieżności algorytmu [11]. 

5. DYSKUSJA OGRANICZEŃ NA KROK 
ADAPTACJI 
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Okazuje się więc , że w przypadku zastosowania algo­
rytmu FX-LMS dla tworzenia przestrzennych stref ciszy 
w pomieszczeniach zamkniętych krok adaptacji dobrany 
w oparciu o cytowane powyżej ograniczenia nie zawsze 
zapewnia zbieżność algorytmu sterowania. 

Zacytowane powyżej idee wyprowadzenia ograniczeń 
na krok adaptacji dla algorytmu FX-LMS zostały prze­
prowadzone przy założeniu niezależności (8) [8,15]. 
Założono więc statystyczną niezależność wektora sy­
gnału odniesienia x '(i) i wektora współczynników filtru 
kompensatora w(i). Jednakże, wektor x'(i) jest wyko­
rzystywany przy wyliczaniu współczynników kompen­
satora w (1). Założenie (8) jest prawdziwe tylko 
w przypadku bardzo małych wartości kroku adaptacji 
i zakończonego już procesu adaptacji - czyli dla stanu 
ustalonego w układzie. 

Wyprowadzając warunki zbieżności nie brano pod uwa­
gę stanów nieustalonych - podczas procesu adaptacji. 
Zakładano , że sygnał błędu ma małą wartość, i nie zale­
ży już od sygnału odniesienia. Jednakże w układzie 
ATH tworzącym przestrzenne strefy ciszy 
w pomieszczeniu stan przejściowy, podczas którego 
współczynniki filtru kompensatora adaptowane są do 
najlepszego rozwiązania, a sygnał błędu zbiega się, trwa 
bardzo długo z powodu wysokiego rzędu filtru kompen­
satora i złożonej dynamiki obiektu sterowania (toru 
wtórnego). W takich układach bardzo rzadko osiąga się 
wysokie tłumienie zakłócenia (małą wartość sygnału 

błędu), szczególnie, gdy jest ono szerokopasmowym 
sygnałem losowym. 



Dodatkowym problemem jest fakt, że krok adaptacji 
musi często przyjmować duże wartości z powodu sil­
nych niestacjonarności obiektu sterowania [2,4] . Nato­
miast jego maksymalna wartość możliwa do zastosowa­
nia (górna granica) została wyprowadzona przy założe­
niu małej wartości kroku adaptacji (wolnej adaptacji). 
Należy pamiętać, że algorytm FX-LMS jest algorytmem 
nieliniowym, a więc jego zachowanie dla różnych war­
tości kroku adaptacji może się diametralnie różnić. 

Dlatego dobierając dużą wartość kroku adaptacji należy 
być szczególnie ostrożnym, zwłaszcza, że układ może 
wtedy przejawiać zachowania chaotyczne (5,6,11,16]. 
Należy również uwzględnić fakt, że maksymalna war­
tość kroku adaptacji zależy również od wielu czynni­
ków [7], np. rodzaju zakłócenia, błędów modelowania 
obiektu sterowania, struktury układu ATH, i.in. 

Pokazano już [3], że analogiczne ograniczenia dla algo­
rytmu LMS mogą nie zapewnić zbieżności algorytmu 
LMS. Wyprowadzono również inne, silniejsze niż cy­
towane ograniczenia na krok adaptacji [1] dla algorytmu 
FX-LMS, jednak dotyczą one przypadku szczególnego 
- zakłócenia deterministycznego, sinusoidalnego. Dla 
zakłóceń losowych wciąż brak reguł doboru kroku ad­
aptacji, które można by stosować w przypadku, gdy 
konieczna jest szybka adaptacja filtru kompensatora. 

6. PODSUMOWANIE 

Podsumowując, istnieje kilka przesłanek, poddających 
w wątpliwości możliwość zastosowania cytowanych 
ograniczeń na dobór kroku adaptacji µ w rzeczywistych 
układach ATH: 

- założenia, przy których wyprowadzono ograniczenia 
nie są spełnione : 

proces adaptacji trwa bardzo długo i tłumienie 
zakłócenia jest bardzo słabe, 

założenie (13) może nie być spełnione ze 
względu na wysoki rząd filtru kompensatora, 

warunki rzeczywiste wymuszają stosowanie 
wysokich wartości kroku adaptacji, 

- pokazano symulacyjnie, że cytowane ograniczenia 
nie zapewniają zbieżności algorytmu FX-LMS na 
przykładzie układów ATH tworzących przestrzenne 
strefy ciszy w pomieszczeniach (11]. 

W większości publikacji poświęconych ATH autorzy 
nie stosują cytowanych ograniczeń literaturowych do­
bierając krok adaptacji „metodą prób i błędów", ekspe­
rymentalnie i zalecając ostrożność [4]. Można więc 
stwierdzić, że nie istnieją praktyczne zasady doboru 
kroku adaptacji dla algorytmu FX-LMS stosowanego · 
w układach ATH tworzących przestrzenne strefy ciszy. 

FX-LMS ALGORITHM STEP SIZE CHOICE 

Abstract: For adaptation of controller filter coefficients in 
active noise control (ANC) systems FX-LMS algorithm is 

used most frequently. A proper choice of an adaptation pa­
rameter - a step size - is one of the algorithm convergence 
conditions. However, the literature bounds for the step size 
choice were derived using strong assumptions. Results of 
simulation experiments showed that step size choice according 
to those bounds often do not assure the FX-LMS algorithm 
convergence, especially ifused in an ANC system. 
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