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APROKSYMACYJNA STEROWALNOŚĆ UKŁADÓW MECHANICZNYCH 

Jerzy RESPONDEK 

Politechnika Śląska, Wydział Automatyki, Elektroniki i Informatyki 
ul. Akademicka 16, 44-100, e-rnail: Jerzy. Respondek@polsl.pl 

Streszczenie: Rozdział jest poświęcony analizie aprok­
symacyjnej sterowalności z ograniczeniami w postaci nie­
ujemnych sterowań wybranego typu układu mechanicznego 
opisanego przez równanie ewolucyjne.z członami tłumiącymi. 
W tym celu wykorzystywane są rezultaty z pracy [2] dotyczą­
ce koniecznych i wystarczających warunków sterowalności 

bez- i z ograniczeniami rozważanej klasy systemów. Po zdefi­
niowaniu odpowiedniego operatora różniczkowego prze­
kształca się równanie różniczkowe cząstkowe belki na liniowe 
abstrakcyjne równanie różniczkowe, dla którego stosuje się 

odpowiednie twierdzenie z pracy [2] . 

Słowa kluczowe: Sterowalność, operatory liniowe, ograni­
czenia, układ o parfillletrach rozłożonych 

1. SFORMUŁOWANIE PROBLEMU 

Jednym z najczęściej badanych pojęć w dziedzinie 
układów dynamicznych jego sterowalność. Wynika to 
z ważności tego pojęcia. Często stanowi ona punkt 
wyjścia do badania bardziej szczegółowych problemów 
sterowania. 
Rozpatrzmy układ dynamiczny opisany następującym 
abstrakcyjnym równaniem różniczkowym: 

--+2 a +aA+aA2 --+ d 2x(t) ( .!..) dx(t) 
dt2 o I 2 dt 

rzy warunkach początkowych: 

x(O) = Xo E D(A), x(O) = x, E X 

x(t) E X (X oznacza przestrzeń Hilberta ) oraz 

. ;;::: O, i = O, 1, 2, /30 ;;::: O, /31 ;;::: O, /32 jest dowolne­

naku, włączając O. Operator wejścia B jest zdefi­
any jak następuje: 

p 

Bu(t) = Lbkuk (t), BE L(RP, X) 
k=I 

gdzie: 
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bk EX, k =1,2, ... ,p 
Ponadto zakładamy, że sterowania należą do 

L2 ([O, oo ), U), gdzie U jest przestrzenią sterowań 

Hilberta, dimU = p . Ponadto zakładamy, że 

A: X :::, D(A) • X jest liniowym, w ogólności 

nieograniczonym, samosprzężonym i dodatnio określo­
nym operatorem o dziedzinie D(A) gęstej w X i zwartej 
rezolwencie R(A,A) dla wszystkich A w zbiorze rezol­
wenty p(A). 

Celem artykułu jest weryfikacja sterowalności wybranej 
klasy układów mechanicznych o modelu opisanych 
abstrakcyjnym równaniem różniczkowym (0.1) . W tym 
celu zdefiniowano odpowiedni operator różniczkowy. 
Pozwolił on na przekształcenie popularnego w mecha­
nice modelu równań różniczkowych cząstkowych na 
model typu (0.1), bardziej przydatny z punktu widzenia 
automatyki. Następnie zweryfikowano jego sterowal­
ność z ograniczeniami i bez, przy użyciu metod zapre­
zentowanych w pracy [2] . 

Przypomnijmy własności operatora A: [5] 
- Operator A ma czysto dyskretne widmo punktowe 
składające się całkowicie z odosobnionych, rzeczywi­
stych i dodatnich wartości własnych Aj skończonej 

krotności mi (m; < oo): 

O< A1 < Ai < ... < Ai < Ai+l < ... , lim = 00 (0.2) 
i• = 

Funkcje własne operatora A 

{ (/)u, i=l,2,3, ... , j=l,2, ... ,m;} tworzą zu­

pełny i ortogonalny układ w przestrzenie Hilberta X. 

Stąd dla każdego XE X ma miejsce następujące roz­
winięcie: 

oo m; 

x = LL < x,(/);j >x (/)u 
i=I j=I 

- Operator A ma następującą reprezentację spektralną: 

oo mi 

V Ax = I I Ai < x,</Jij > x </Jij (0.3) 
XE D(A) i=lj=l 

) 



D(A)-{xE X: tt-,1,,' J<x,ą;, >,J' <=} 
-Ułamkowa potęga operatora A jest zdefiniowana na­
stępująco: 

oo m; 

';f A8 X = L LA/ < X, f/Ju >x f/Ju 
XED(A ),PE (0,1) i=l j=ł 

a._A/J)={xEX: ~p/4<.x,efłj >xl2 <=} 
1=lJ=l 

(1) 

- Operator A ex, O«x<l jest także samosprzężony i dodat­
nio określony o dziedzinie D(Acx) gęstej w X. 

2. APROKSYMACYJNA STEROWALNOŚĆ 
BEZ OGRANICZEŃ 

Układ dynamiczny (0.1) jest aproksymacyjnie sterowal­
ny bez ograniczeń wtedy i tylko wtedy, gdy rząd naste­
pującego nieskończonego ciąg macierzy: 

jest równy mi dla i = 1, 2, 3, .... [2] 

3. APROKSYMACYJNA STEROWALNOŚĆ 
PRZY NIEUJEMNYCH STEROWNIACH 

3.1. Definicja 1 [1] 

Układ dynamiczny (0.1) nazywamy U-sterowalnym do 
zera z dowolnego stanu początkowego w przestrzeni 
stanu wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego stanu 
początkowego x(t0)=x0 x '(t0)=x1, istnieje dopuszczalne 

sterowanie u E L2 ([0, 00),U) takie, że odpowiadają­
ca trajektoria x(t,x(to),x'(to),u) rozpatrywanego układu 

dynamicznego spełnia dla pewnego t1 E [t0 , 00) waru­

nek: 

3.2. Definicja 2 [1] 

System dynamiczny (0.1) nazywamy globalnie 
U-sterowalnym do zera w skończonym czasie wtedy 
i tylko wtedy, gdy jest U-sterowalny do zera z dowolne­
go stanu początkowego z przestrzeni stanu X. 
W kolejnym podrozdziale przedstawimy twierdzenie 
podające konieczne i wystarczające warunki aproksy­
macyjnej sterowalności przy nieujemnych sterowaniach 
i bez ograniczeń na sterowania rozważanego układu 
(0.1). Wpierw wprowadźmy oznaczenia [2]: 

a; = 2( a0 + a1A; + a2 fi,) i= 1,2,3, .. . 

/3;* = {]0 + /J.,A; + {]2 ..j'i; i= 1,2,3, .. . 

* - f *2 R* 
s = - a; + '\Ja; -4JJ; 

il, 2 2 i = I, 2, 3, .. . (0.5) 

(0.4) 
Ponadto podzielmy dziedzinę parametru i na 4 pod­
zbiory [2]: 
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•2 
R* a. • 

V /J; =-'-, a. :;t:Q 
iE Z3 1 4 1 

V a•= /J;* = O 
iEZ4 I I 

Powyższe cztery przypadki wyczerpują wszystkie kom­
binacje parametrów macierzy stanu więc zbio-

ry zł, Z2, Z3, Z 4 muszą być rozłączne I ich suma jest 

zbiorem liczb całkowitych dodatnich: 

v z.nz . =0, U zk =Z+ 
i~) ; i,je{l,2,3,4} 1 J k=l,2,3,4 

3.3. Twierdzenie 1 [2] 

Układ dynamiczny (0.1) jest globalnie aproksymacyjnie 
sterowalny do zera przy nieujemnych sterowaniach, 
wtedy i tylko wtedy, gy następujące warunki są jedno­
cześnie spełnione: 

Istnieje W; E U takie że B;w;=0 dla każdego i=l,2,3, ... 

Otoczka wypukła CH(U) ma niepuste wnętrze 

w przestrzeni RP. 
Układ (0.1) jest sterowalny bez ograniczeń. 

V muszą być spełnione warunki 0-0: 
ieZ1 

Dla każdego współczynnika i E S1 C Z1 , odpowiada­

jącego rzeczywistej wartości własnej (0.5) 

( a;2 ~ 4 /J;* ) , muszą być spełnione warunki 0-0: 

p~2 

_ V :3 (b"1,<A) (b"2 ,(/Jil) <0 
l~l,2, ... ,17\ k1,"2e{l,2, ... ,p}, "1*"2 X X 

dla 

każdego i E S1 . 

/J;* > 0 dla każdego i E S1 • 

Dla każdego współczynnika i E S2 =Zł\ S1 C Zł, 

odpowiadającego zespolonej wartości własnej (0.5) 

( a i• 2 < 4/J;*) , muszą być spełnione warunki O: 

p~l. 



V muszą być spełnione warunki 0-0: 
iEZ3 

- V :3 . ( bk, , <A1 t ( b~ , </Ja t < o 
1-1,2, ... ,m; k1,~ E{l,2, ... ,p}, k,*~ 

każdego i E Z3 

p'?:.2 

dla 

Jeżeli :3 i E Z 2 U Z4 wtedy układ dynamiczny (0.1) 

nie jest U-sterowalny do zera przy nieujemnych stero­
waniach. 

4. PRZYKŁAD ZASTOSOWAŃ W MECHANICE 

Rozpatrzmy układ dynamiczny opisany następujacym 
liniowym równaniem różniczkowym cząstkowym: 

ifx(z,t) clx(z,t) 2aa5x(z,t) 2/J'iix(z,t) = 
ai-2 + az4 + az4ai- az2ai-

p 

= Ic;ezu/t) 
l=I 

gdzie: 
zE(O,L), t>O 

a > 0, /JE [0,1) (0.7) 
Warunki początkowi, mają postać : 

x(z,0)=u0 (z), ZE (0,L) 

dx(z,O)=u1(z), ZE(O,L) 
at 

oraz następującymi warunkami brzegowymi: 

(o ) =ax(O,t)=O t>O 
X ,t dZ ' 

(L ) = dx(L,t) = O t > O 
X ,t dZ , 

(0.6) 

Funkcja x(z,t) jest równa przesunięciu rozważanego 

elastycznego pręta w kierunku osi Y i w punkcie 
z (0<z<L).Zdefiniujmy nieograniczony operator róż­

niczkowy A: D(A) C X • X następująco: 

Ax( ) = d4 x(z) XE D(A) 
z az4 ' 

D(A) = { x(z) E L2 ([O, L], R): 

f x'(z)dz < =,x(O) = x'(O) = O,x(L) = x'(L) = 0} 
gdzie: 

X= L2 ([0,L],R) 
jest przestrzenią Hilberta funkcji całkowalnych z kwa­
dratem w przedziale [0,L]. Pierwsze dwa wyrazy 
w równaniu (0.6) są wyrazami służącymi do opisu ma­
tematycznego ugięcia belki idealnie sprężystej. Pozosta­
łe dwa wyrazy modelują zjawisko tarcia wewnętrznego. 
Można udowodnić [8] że operator A spełnia założenia 
operatora stanu z układu (0.1), a ponadto: 

- każda z wartości własnych może być wyznaczona ze 

wzoru A; = rJ;4 gdzie 1/; jest dodatnim pierwiastkiem 

następującego równania: 

cosh(17L) cos(77L)- l = O (0.8) 

- dla każdej wartości własnej istnieje odpowiadająca 
funkcja własna operatora A: 

rA (z)= k { cos(rJiz)- cosh(rJiz) + 

+ di [ sin(77iz)- sinh(77iz)]} 

d = cos(1J;L)- cosh(17;L) 

' sin(7J;L)- sinh(17;L) 

i= 1, 2,3, ... , z E (O,L), k > O 

w szczególności zachodzi związek: 

I d2X 
A2 x=--­

az2 

D(A2)= xEH;·2 ([0,4],R):-2 x(z)E 1 { d 2 

dz 

E L2 ([0,4],R):x(O)=x(4)=0} 

gdzie H ;·2 oznacza przestrzeń Soboleva drugiego 
I 

rzędu na przedziale [O, 4] I D(A) C D(A 2 ). 

W oparciu o definicję i własności operatora A równanie 
różniczkowe cząstkowe (0.6) może być przedstawione 
w postaci liniowego abstrakcyjnego równania różnicz­
kowego w przestrzeni Hilberta X: 

d2x(t) +(2.aA + 2/JA ½ J dx(t) + Ax(t) = Bu(t) (0.9) 
dt2 dt 

gdzie: 

d 2 x(t) dx(t) ( ) X 
2 ,--,X t E 

dt dt 
oraz operator B: 
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B = [ bi I b2 I ... I bi I ... I bp ] , bi E X, [ = 1.. p 
ponadto sterowania mają postać : 

u(t) = [ u1 (t), u2 (t), ... , u/t)] E RP 

Oznaczenia (0.5) dla układu (0.9) 

a~= 2a.ł. +2/3.'.-ł., i= 1,2,3, ... 
I l l 

R.* = /4. JJ, I i= 1, 2,3, ... (0.10) 

W celu zastosowania twierdzenia 1 [2] do rozpatrywa­
nego układu (0.6) przede wszystkim należy podzielić 
dziedzinę parametru i między przedziały 

Zi'Z2 ,Z3 ,Z4 . Ze wzorów (0.10) wynika, że widmo 

układu (0.6) nie należy do przedziałów Z2 ,Z4 . W celu 

rozstrzygnięcia, czy w widmie występują współczynniki 



i odpowiadające przedziałowi Z3 rozpatrzmy rów­

ność: 
•2 

ff: = ~ ~ ( 2clj + 2/JA; )2 = 4ff: 

skąd: 

ff A; = co.11) 
. 

Uwzględniając nierówności (0.7) prawa strona równania 
(0.11) jest dowolną liczbą rzeczywistą dodatnią, więc 
uwzględniając przypomniane w rozdziale 1 własności 
operatora A nie można wykluczyć spełnienia równania 
(0.11), i tym samym przypadku (5) Twierdzenia l. Po­
nadto sprawdźmy czy w widmie występują zespolone 
warości własne (0.5): 

Podobnie z powyższego wyrażenia i nierówności (0.7) 
wynika, że w widmie (0.5) występują zarówno rzeczy­
wiste, jak i zespolone wartości własne. Ich dokładne 
wyznaczenie i zaklasyfikowanie jest niemożliwe meto­
dami analitycznymi, ze względu na równanie przestępne 
(0.8). Z tej samej przyczyny nie jest możliwe sprawdze­
nie równości (0.11). Niemniej analizując różne przy­
padki twierdzenia 1 można ustalić warunek wystarcza­
jący aproksymacyjnej sterowalności układu (0.6), gdyż 

widmo układu (0.9) należy do zbioru Z1 U Z3 . Stąd 

warunkiem wystarczający U-sterowalności belki (0.6) 
przy nieujemnych sterowaniach jest: 

p '?. 2 

W publikacji [8] wykazano, że funkcje własne operatora 
stanu układu (0.6) są ujemne. Stąd znak iloczynów 

skalarnych (bk, f/Ju) x przy bi(z) = C1ez zależy od 

współczynnika C1 i na podstawie punktów (4) oraz (5) 

twierdzenia 1 można znaleźć wystarczający warunek 
U-sterowalności: 

i= 1,2,3, ... 

:3 cqcr <0,p~2 
ą, rE{l,2, ... ,p}, q'i:-r 
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