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Rozdzial 2

Wprowadzenie do logiki
rozmytej

Logika rozmyta to pojecie bardzo szerokie. W pewnym uproszczeniu
mozna stwierdzié, ze jej celem jest przede wszystkim modelowanie infor-
macji nedoskonatej, w szczegdlnodci zwiazanej z uzyciem jezyka natural-
nego. Inaczej to ujmujac, logika rozmyta zajmuje sie sposobami percep-
cji, reprezentacji i przetwarzania informacji przez cztowieka, dla ktérego
jezyk naturalny jest w tym wzgledzie podstawowym narzedziem.

Termin logika rozmyta moze byé rozumiany na wiele réznych spo-
sobow. Czesto utozsamia sie go z teorig zbiordw rozmytych, zapoczat-
kowana stynnym artykutem Lotfi Zadeha [236] wprowadzajacym poje-
cie zbioru rozmytego. Tematyka badan prowadzonych w tym obszarze
jest bliska klasycznej teorii mnogosci. Druga mozliwa interpretacja tego
terminu utozsamia go z pewnym podejsciem do formalizacji jezyka na-
turalnego i sposobu myslenia cztowieka. Wykracza ono znacznie poza
schematy logiki klasycznej wprowadzajac nowy aparat pojeciowy w celu
uwzglednienia wtasciwosci jezyka naturalnego. Charakterystyczne po-
jecia logiki rozmytej w tym obszarze to zmienna lingwistyczna, rozu-
mowante przyblizone czy kwantyfikatory lingwistyczne. W stosunku do
tej interpretacji uzywa sie okreslenia logika rozmyta w szerszym sensie.
Inny, popularny ostatnio, termin alternatywny to obliczenia na stowach
(ang. computing with words). Wreszcie, logika rozmyta rozumiana jest
jako pewna logika wielowartosciowa, z nieskonczonym zbiorem wartosci
logicznych, najczesciej w postaci przedziatu [0,1]. Rozwaza sie tu rozne
interpretacje spojnikow logicznych i uogélnienia innych poje¢ logiki kla-
sycznej na przypadek wystepowania wielu stopni prawdziwosci zdania
czy formuty.
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Wyczerpujace omédwienie zagadnien zwiazanych z logika rozmyta zna-
lezé mozna w ksiazkach': Czogaly i Pedrycza [73], Kacprzyka [127], Klira
i Yuana [140], Rutkowskiej i in. [193|, Stowinskiego [204], Novaka i in.
[170], Piegata [180], Hajka [120] i Rutkowskiego [194, 195, 196].

2.1 Pojecie zbioru rozmytego

Klasyczna teoria zbioréw nie pozwala bezposrednio opisywaé¢ wlasnosci,
ktore maja charakter stopniowalny. Typowym przyktadem jest tu wta-
snos¢ miody. Mozemy ja reprezentowaé z uzyciem klasycznego zbioru
jako na przyklad przedziat liczb od 0 do 30, przyjmujac ze kazda liczba
z tego przedziatu okresla wiek czlowieka. Uznajemy zatem, ze osoba 30-
letnia jest mtoda, a osoba 31-letnia juz nie. Niezaleznie od tego, jaka
liczba o zastapimy 30, zawsze bedziemy musieli uzna¢ x4+ 1 za wiek czto-
wieka, ktory mtodym juz nie jest - co jest w oczywisty sposéb niezgodne
z intuicja. Zagadnienie to mozna rozwiaza¢ zaktadajac, ze element moze
naleze¢ do zbioru do pewnego stopnia i, co sie z tym wigze, moze posia-
da¢ wlasnosé reprezentowang przez ten zbiér do pewnego stopnia. Takie
wlasnosci nazywa sie rozmytymi (ang. fuzzy) i modeluje sie z uzyciem
pojeé teorii zbioréw rozmytych. Z kolei wtasnosci o charakterze binar-
nym, poddajace sie modelowaniu na gruncie klasycznej teorii mnogosci,
nazywa sie ostrymi (ang. crisp).

Zbior rozmyty A w przestrzeni U opisujemy podajac funkcje przyna-
leznosci jego elementow:

pua:U —[0,1] (2.1)

okreslajaca dla kazdego elementu u € U, stopien przynaleznosci pa(u)
do zbioru A, przy czym pa(u) = 0 oznacza catkowitq nieprzynaleznosé,
pa(u) =1 catkowitq przynaleznosé, zas wartosci posrednie 0 < pu4(u) <
1 oznaczaja przynalezno$é czesciowg.

Funkcja przynaleznosci jest wiec odpowiednikiem funkcji charaktery-
stycznej zbioru g4 : U — {0,1}, stosowanej w klasycznej teorii mno-
gosci.

W przyktadzie dotyczacym wlasnosci miody, jako przestrzen U mozna
przyjac zbior liczb catkowitych z przedziatu [0, 150]. Zbior rozmyty repre-
zentujacy wlasno$¢ miody mozna wtedy okresli¢ z uzyciem nastepujacej

"Wymieniamy je w porzadku chronologicznym.
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funkcji przynaleznosci:

1 dla v < 30
pa(u) =< —0.1u+4 dla30<u <40 (2.2)
0 dla u > 40

Konkretna postaé¢ funkcji przynaleznosci ma zazwyczaj charakter su-
biektywny. Dla kazdego czlowieka miody wiek moze oznaczaé co$ zupet-
nie innego. Nalezy to uwzgledniaé¢ w praktycznych zastosowaniach teorii
zbioréw rozmytych. Na przyktad przy wyszukiwaniu czy przetwarzaniu
informacji jest to oczywiste. Kazdy z uzytkownikow ma wtasne potrzeby
informacyjne, preferencje, intencje i mozna uznac, ze odpowiednia inter-
pretacja terminéw, takich jak mtody, stanowi element ich okreslenia.

Dotychczasowe rozwazania, tacznie z przykltadem funkcji przynalez-
nosci (2.2), oddaja intuicje zwigzane z pojeciem zbioru rozmytego. Jako
formalng definicje tego pojecia mozemy przyjaé¢ nastepujace okreslenie.

Definicja 2.1. Zbior rozmyty A w przestrzeni rozwazan U = {u; } okresla
sie jako zbior par:

A= {(pau),u)} (2.3)

gdzie pg : U — [0, 1] jest funkcjg przynaleznos$ci zbioru rozmytego A,
a wartos¢ pa(u) € [0, 1] jest stopniem przynaleznosci elementu u € U do
zbioru rozmytego A.

Najczesciej bedziemy jednak utozsamiali zbior rozmyty A z jego funk-
cja przynaleznosci 4.

Rodzine wszystkich zbiorow rozmytych okreslonych w danej przestrzeni
rozwazan U oznaczaé¢ bedziemy jako F(U).

Zastosowanie zbioru rozmytego A € F(U) do modelowania pewnego
terminu, takiego jak “mlody”, pozwala na wyr6znienie elementow z € €,
ktore:

- w pelni odpowiadaja danemu terminowi (pa(z) = 1),

- catkowicie nie odpowiadaja danemu terminowi (p4(z) = 0),

- do pewnego stopnia odpowiadaja temu terminowi (pa(z) € (0,1)).
Jesli przestrzen rozwazan jest skonczona, czyli U = {uy,...,u,}, to

czesto zbior rozmyty A w U zapisuje sie jako:

A= pa(un)/ur+ -+ palun) fun = palu)/u; (2.4)
i=1
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przy czym symbole “47 1“3 "7 maja tu charakter umowny, niezwiazany
z ich interpretacja arytmetyczna. Zwykle pomija si¢ w tym zapisie te
pary “pa(u)/u’, w ktorych pa(u) = 0. W niniejszej pracy rowniez be-
dziemy uzywaé tego zapisu, ktory — cho¢ raczej nieformalny — pozwala
na zwiezlty zapis zbioréw rozmytych.

Pojecie stopnia przynaleznosci do zbioru rozmytego ma swoj odpo-
wiednik w pojeciu wartosci logicznej (stopnia prawdy) stosowanym w lo-
gice wielowartosciowej (por. p. 2.2). Niech termin “mltody” bedzie na-
dal reprezentowany przez zbiér rozmyty o funkcji przynaleznosci (2.2).
Stwierdzenie “Jan jest mtody” bedzie wtedy catkowicie prawdziwe, o ile
wiek Jana nalezy do przedziatu [0,30]. Stwierdzenie to bedzie catkowicie
falszywe, jesli wiek Jana jest wiekszy od 40 lat i bedzie prawdziwe do
pewnego stopnia, jesli wiek Jana nalezy do przedziatu [30,40].

Teoria zbiorow rozmytych obok samego pojecia zbioru rozmytego
obejmuje réwniez wiele innych pojeé¢ i operacji, najczesciej w sposob
naturalny zaadaptowanych z klasycznej teorii mnogosci. Przytoczymy
niektore z nich, przydatne dla naszych rozwazan w dalszej czesci ksiazki.

Definicja 2.2. k-tq potega zbioru rozmytego A € F(U), oznaczang jako
AF € F(U), nazywamy zbiér rozmyty o nastepujacej funkcji przynalez-
nosci:

par () = [pa(u)], Vu €U (2.5)

przy czym k jest dowolng nieujemna liczba rzeczywista.

Definicja 2.3. Zbior rozmyty A € F(U) jest zawarty w zbiorze rozmy-
tym B € F(U), co zapisuje si¢c A C B, wtedy i tylko wtedy, gdy:

pa(u) < pp(u), YueU (2.6)

Dla scharakteryzowania zbioru rozmytego mozna postuzyé sie pew-
nymi, zwiazanymi z nim, zbiorami nierozmytyms lub ich rodzinami.

Definicja 2.4. Nosnikiem? zbioru rozmytego A € F(U), oznaczanym
jako supp(A), nazywamy nastepujacy zbior nierozmyty:

supp(A) ={u €U : pa(u) >0} (2.7)

2ang. support
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Definicja 2.5. Rdzeniem? zbioru rozmytego A € F(U), oznaczanym
jako core(A), nazywamy nastepujacy zbior nierozmyty:

core(A) ={uecU:pa(u) =1} (2.8)

Bardzo waznym jest pojecie a-przekroju, ktory nazywany jest rowniez
zbiorem a-poziomowym lub «a-cieciem (ang. a-cut) zbioru rozmytego.
Definicja 2.6. Dla ustalonej wartosci « z przedziatu (0, 1] a-przekrojem
zbioru rozmytego A € F(U) nazywamy zbior nierozmyty Ao C U, ktory
okresla sie nastepujaco:

Ay ={ueU:pa(u) > a} (2.9)

Latwo zauwazy¢, ze rdzeri core(A) zbioru rozmytego A jest w istocie
jego 1.0-przekrojem Aj g.

Pojecie to pozwala na utozsamienie zbioru rozmytego A z rodzing
jego wszystkich a-przekroi A, dla a € [0,1]. Uzywa sie tego utozsamie-
nia do przeniesienia na zbiory rozmyte definicji wielu pojeé i operacji
dotyczacych zbioréw nierozmytych.

Dla zbioréw rozmytych okreslono odpowiedniki podstawowych kla-
sycznych operacji teortomnogosciowych.

Definicja 2.7. Operacje dopetnienia “=", sumy “U”, przeciecia “N’ 1 roz-
nicy “\” na zbiorach rozmytych definiuje sie¢ w sposdb nastepujacy dla
kazdego elementu u przestrzeni rozwazan U:

poal) = 1 paw) (2.10)
pavs(u) = max(ua(u), pp(u)) (2.11)
parp(u) = min(ua(u), pp(u)) (2.12)
pap(n) = min(a(n), pop(u)) (2.13)

Definicja 2.8. Iloczyn kartezjariski zbiorow rozmytych A; € F(U;),i =
1,...,n, oznaczany jako Ay X Ay X ... x A, definiuje sie jako operacje,
w ktorej wyniku uzyskuje sie zbior rozmyty B € F(Uy X Uy X ... x Up,),

taki ze
MB(Ula Uy - - - aun) = min(ﬂAl (ul)) KAy (u2)a - HA, (un)) Vu; € Uj
(2.14)

3Nazywanym rowniez jgdrem (ang. core).
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Istotna role w teorii zbiorow rozmytych odgrywa zasada rozszerzania
[237]. Okresla ona interpretacje zaleznosci zdefiniowanych dla wielkosci
nierozmytych w przypadku, gdy stosuje sie je dla wielkosci rozmytych.
Przyktadowo, stosujac zasade rozszerzania, bezposrednio otrzymuje sie
definicje podstawowych operacji na liczbach rozmytych. W ogbélnym przy-
padku zasade rozszerzania mozna okresli¢ nastepujaco.

Definicja 2.9. Oznaczmy jako f funkcje
f:UixUyx...xU, —V
Wtedy zasada rozszerzania okredla jej rozmyty odpowiednik, funkcje g
g: F(Ur) x F(Uz) x ... x F(Up) — F(V)

taka, ze
g(AhAZ? v 7An> =B

gdzie A; € F(U;), B € F(V) oraz

pp(v) = max min(pa, (u1), pa,(u2), ..., pa, (u,)) (2.15)
(W1 yeeeytun)EUL X ... XU

v=Ff(u1,...,un)

0.8 —

0.6 —

0.4

0.2 H

0 | I ! |
0 2 4 6 8 10

Rysunek 2.1: Funkcja przynaleznodci tréjkatnej liczby rozmytej
Szczegblna role w zastosowaniach spetniaja zbiory rozmyte okreslone

na zbiorze liczb rzeczywistych R. Wyro6znia sie ich podklase zwang, licz-
bami rozmytyma.
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Definicja 2.10 ([140]). Liczba rozmyta to zbior rozmyty A € F(R)
spelniajacy nastepujace warunki:

1. A jest zbiorem normalnym,
2. A, jest przedzialem domknietym, Vo € (0, 1],

3. nosnik supp(A) zbioru A jest ograniczony.

Ze wzgleddéw praktycznych czesto przyjmuje sie funkcje przynalez-
noéci liczby rozmytej w postaci odcinkami liniowej. Szczegdlnie popu-
larne w zastosowaniach sa funkcje przynaleznosci, ktorych wykres ma po-
stac trojkata badz trapezu, zilustrowane na rys. 2.1 i rys. 2.2. Liczby roz-
myte, okreslone z uzyciem takich funkcji przynaleznosci, nazywamy od-
powiednio trajkgtnymii trapezoidalnymi. W takim przypadku dla okresle-
nia funkcji przynaleznosci wystarczy podac tylko trzy badz cztery punkty
na osi odcietych.

1

0.8 —

0.6 —

0.4

0.2 A

0

[ I
—10 -5 0 ) 10

Rysunek 2.2: Funkcja przynaleznosci trapezoidalnej liczby rozmytej

Istotnym dla naszych dalszych rozwazan jest okreslenie dla zbiordw
rozmytych odpowiednika klasycznego pojecia liczno$ci zbioru. W niniej-
szej pracy interesowaé nas bedzie wylacznie licznosé zbioréw rozmytych
o nosniku skoniczonym, okre$lona nastepujaca definicja.

Definicja 2.11. Liczno$¢ zbioru rozmytego A = pa(ui)/up + -+ +
pA(tn)/un, zwana sigma-count i oznaczana » Count(A), okresla sie jako

> Count(A) = > pua(u;) (2.16)
=1
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Zgodnie z ta definicja licznosé zbioru rozmytego jest liczba rzeczywi-
sta roéwng sumie stopni przynaleznosci wszystkich jego elementow.

Przyktad 2.1. Dla A = 1/u; + 1/ug + 0.8/u3 + 0.4/us + 0.2/us mamy

> Count(A) =1+1+08+04+02=34

Tak zdefiniowana licznosé jest dogodna w zastosowaniach ze wzgledu na
swoja prostote.

Stosuje sie rowniez pojecie liczno$ci wzglednej zbioru rozmytego. W
niniejszej pracy przyjmiemy nastepujaca jej definicje.

Definicja 2.12. Licznos¢ wzgledng (ang. relative sigma-count) zbioru
rozmytego A = pa(uy)/ui+-- -+ pa(uy)/u, wzgledem zbioru rozmytego
B = up(u1)/ur + - - - + pp(uy)/uy, oznaczang » Count(A | B), okresla
sie jako

_ > Count(ANB) _ > i, min(ua(ui), pp(ui))
YCount(A | B) = S5k By — ST upw)

(2.17)

Licznos¢ » Count(A) jest najpopularniejszym przyktadem licznosci
nierozmytej, to jest takiej, ktora wyraza sie liczba rzeczywista. Stosuje
sie rowniez inne okreSlenia liczno$ci zbioru rozmytego. Wyczerpujace
omoéwienie podejsé do pojecia licznosci zbioru rozmytego mozna znalezé
w pracach [187, 220, 221, 222, 80].

W naszych dalszych rozwazaniach wazna role odgrywa pojecie relacy
rozmyte;.

Definicja 2.13. Relacje rozmytq n-argumentowq R okresla sie jako zbioér
rozmyty R € F(V), okreslony w przestrzeni V', bedacej iloczynem kar-

tezjanskim n przestrzeni rozwazan U; (i = 1,...,n)
V =U, x Uy x...U, (2.18)
i utozsamia z funkcja przynaleznosci py (ug, ..., up).

Wazna role w zastosowaniach odgrywa réwniez rozmyty odpowiednik
relacji rownowaznosci.
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Definicja 2.14. Rozmyta relacja réwnowaznosci to 2-argumentowa (bi-
narna) relacja rozmyta okreslona na V' = U x U posiadajaca nastepujace
wtlasnodci:

YueU pr(u,u) =1 Zwrotnosé

Vu,v € U pg(u,v) = pr(v,u) symetria

Vu,w € U pr(u,w) > max,ey min(pg(u, v), ur(v,w)) przechodniosé
(2.19)

Dla relacji rozmytych mozna zdefiniowaé odpowiedniki dziatan kla-
sycznej algebry relacyi. Postaé dzialan klasycznych, takich jak suma czy
przeciecie, wynika wprost z definicji tych operacji dla zbioréw rozmytych
okreslonych wzorami (2.11)-(2.12). Szczegotowo opisuje si¢ te 1 inne ope-
racje na relacjach rozmytych przy omawianiu algebry relacji rozmytych
jako jezyka zapytarn nieprecyzyjnych (p. 4.1, s. 82).

2.1.1 Rozszerzenia pojecia zbioru rozmytego

W literaturze zaproponowano rézne rozszerzenia oryginalnego pojecia
zbioru rozmytego, wprowadzonego przez Zadeha [236]. Wiele z nich zna-
lazto zastosowanie w obszrze wyszukiwania informacji. Wprowadzimy te-
raz definicje niektérych sposrod nich.

Definicja 2.15. Podwojny zbiér rozmyty* A w przestrzeni U utozsa-
miamy z dwiema funkcjami przynaleznosci:

w4 U — [0,1] (2.20)
na:U —[0,1] (2.21)

ktore spelniaja nastepujacy warunek spéjnosci:

na(u) >0=ma(u) =1 VYucU (2.22)

Semantyke podwdjnego zbioru rozmytego i warunku (2.22) mozna
opisa¢ nastepujaco. Wartos$¢ funkcji przynaleznosci 74 (u) okresla stopien
w jakim mozliwe jest, ze element u nalezy do zbioru A, za$ wartosé
funkeji przynaleznosci na(u) okresla stopien w jakim konieczne jest, ze
element u nalezy do zbioru A. Wtedy warunek (2.22) wyraza naturalne
wymaganie, ze jesli co§ jest konieczne, to musi by¢ najpierw catkowicie

Yang. twofold fuzzy set
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mozliwe. Postugujemy sie tu intuicyjnym rozumieniem pojeé “mozliwosé”
i “koniecznos¢”. Ich formalizacje w obrebie logiki rozmytej stanowi teoria
mozliwosci, ktora pokrotce omawiamy w p. 2.1.2. Semantyka obydwu
funkcji przynaleznosci jest silnie zwiazana z pojeciami miary mozliwos$ci
i miary konieczno$ci, co znajduje swoje odzwierciedlenie w przyjetych w
def. 2.15 oznaczeniach i uzyciu symbolu 7 zamiast p.

Mozna tez podwdjny zbiér rozmyty potraktowaé jako dwa zbiory roz-
myte o podanych funkcjach przynaleznosci reprezentujace posiadang in-
formacje o pewnym zbiorze. Zbiér rozmyty reprezentowany przez funkcje
w4 potraktujemy wtedy jako okreslajacy te elementy przestrzeni rozwa-
zan, ktoérych przynaleznosci do tego zbioru posiadana przez nas infor-
macja nie wyklucza (do pewnego stopnia). Z kolei zbior rozmyty repre-
zentowany przez funkcje przynaleznosci n4 okresla te elementy, ktérych
przynaleznos$é do opisywanego zbioru jest potwierdzona (w pewnym stop-
niu). Wtedy warunek (2.22) nalezy rozumieé¢ jako wyrazajacy zalozenie
o niesprzecznosci posiadanej informacji: jesli przynaleznos$é elementu do
zbioru jest potwierdzona w stopniu niezerowym, to musi by¢ ona réwniez
catkowicie niewykluczona (w stopniu 1).

Technicznie, warunek (2.22) mozna tez odezytac jako stwierdzenie,
ze nosnik drugiego ze zbioréw rozmytych musi byé podzbiorem rdzenia
drugiego ze zbioréw.

Podwojne zbiory rozmyte sa dogodnym narzedziem do reprezentacji
informacji bipolarnej (por. p. 5.1).

Inne rozszerzenie pojecia zbioru rozmytego okresla nastepna defini-
cja.

Definicja 2.16. Intuicjonistyczny zbior rozmyty w sensie Atanassova®

(AIFS) A w przestrzeni rozwazan U okresla sie przez podanie jego funkcji
przynaleznosci:
HA : U — [0, 1]

i jego funkcyi nieprzynaleinosci:
va:U —[0,1]
ktore spelniaja nastepujacy warunek:

pa(u) +va(u) <1 YueU (2.23)

5 —
“ang. Atanassov’s intuitionistic fuzzy set
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W tym rozszerzeniu, zaproponowanym przez Atanassova |2, 3|, przy-
naleznos¢ i nieprzynaleznosé elementu do zbioru moze by¢ okreslona do
pewnego stopnia niezaleznie. W przypadku klasycznych zbioréw rozmy-
tych element u nalezy do zbioru rozmytego A w stopniu pa(u) i au-
tomatycznie nie nalezy do niego w stopniu 1 — pa(u). AIFS pozwala
bezposrednio reprezentowaé sytuacje kiedy istnieja przestanki wskazu-
jace na przynaleznosé elementu do zbioru, istnieja tez przestanki za jego
nieprzynaleznoscia, ale istniejg tez przestanki, ktore sugeruja niemoz-
no$é¢ sklasyfikowania elementu jako nalezacego badZz nienalezacego do
zbioru. Wspomniane przestanki sa wtedy dla danego elementu u € U i
zbioru A kwantyfikowane przez wartosci, odpowiednio, pa(u), ma(u) i
1—pa(u) —ma(u).

Opisana semantyka intuicjonistycznych zbioréw rozmytych w sensie
Atanassova znajduje zastosowanie do modelowania bipolarnosci w ra-
mach wyszukiwania informacji (por. p. 5.1). Nalezy stwierdzi¢, ze w li-
teraturze znalezé mozna rézne interpretacje AIFS6w. Wtasnosci opera-
toréw definiujacych odpowiedniki operacji teoriomnogosciowych na tych
zbiorach wydaja sie sugerowad, ze reprezentuja one raczej niepewnosé co
do faktycznej postaci funkcji przynaleznosci. W takim ujeciu AIFSy utoz-
samiane sa z jeszcze innym rozszerzeniem pojecia zbioréw rozmytych, tak
zwanymi przedziatowymi zbiorami rozmytymi (ang. interval valued fuzzy
sets)

Definicja 2.17. Przedziatowy zbior rozmyty (IVFS) A w przestrzeni
rozwazan U okresla sie przez podanie dwoch funkeji przynaleznosci:

pa = U —[0,1]
vy U = [0,1]

ktore spelniaja nastepujacy warunek:

phau) <plh(u) <1 VueU

Zbiory przedzialowe stuzg reprezentacji informacji o przynaleznosci
elementu = do zbioru wtedy kiedy jest ona niepewna i podaé¢ mozna
jedynie przedzial [u!y(u), u% ()], w ktérym stopiei przynaleznoci sig
miesci. Zbiory przedzialowe moga znalez¢ zastosowanie przy definiowa-
niu semantyki terminéw lingwistycznych (por. p. 2.3.1). Uzasadnione
moga by¢ watpliwosci czy uzytkownik jest w stanie, na przyktad, okresli¢
swoje preferencje co do danego elementu przestrzeni rozwazan w postaci
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podjedynczej liczby. Bardziej komfortowym rozwiazaniem moze by¢ dla
niego mozliwo$¢ podania w tym celu przedziatu liczb. Jeszcze bardziej
radykalnym rozszerzeniem pojecia zbioréw rozmytych w tym kierunku
jest propozycja stosowania zbioru rozmytego okreslonego na przedziale
[0,1] jako wartosci funkcji przynaleznosci. Celem jest jeszcze pelniejsze
wyrazenie niedoskonalosci informacji posiadanej co do wartosci funkcji
przynaleznosci. Rozszerzenie to nosi nazwe zbioru rozmytego typu 2. Za-
interesowanego czytelnika odsytamy na przyktad do [165].

2.1.2 Teoria mozliwosci

Wazna dziedzing wyroslta na gruncie teorii zbioréw rozmytych jest teo-
ria mozliwosci (ang. possibility theory) [239, 88|. Jej podstawowe zaloze-
nia mozna zilustrowaé na przyktadzie. Rozwazmy stwierdzenie “Jan jest
miody’. Jest ono nieprecyzyjne, poniewaz nie przypisuje jednej okreslo-
nej wartosci wiekowi Jana (wiek Jana bedziemy traktowaé jako atrybut
i oznaczymy X). Powiemy, ze stwierdzenie takie okresla rozktad mozli-

wosci® (ang. possibility distribution) wx

mx : U —[0,1] (2.24)

na zbiorze U dopuszczalnych wartosci tego atrybutu - w tym przypadku
jako zbior dopuszczalnych wartosci mozemy przyjaé¢ przedzial [0,150].
Rozktad ten przypisuje kazdej liczbie u € [0,150] liczbe z przedziatu
[0,1] okreslajaca na ile jest mozliwe, iz u jest faktycznym wiekiem Jana.
Przyjmuje sie nastepujaca interpretacje: mx(u) = 1.0 oznacza, ze jest
catkowicie mozliwe, ze u jest faktyczna wartos$cig atrybutu X - wiekiem
Jana; mx(u) = 0.0 za$ oznacza, ze nie jest mozliwe, ze u jest wartoscia
atrybutu X. Posrednie wartosci oznaczaja posrednie stopnie mozliwosci.
Zaktadajac, ze okreslenie mtody modeluje si¢ z uzyciem zbioru rozmytego
o funkcji przynaleznosci fimiody, W sposob naturalny przyjmuje sie, ze:

Tx (U) = fmiody(w)
Ogolniej, bedziemy przyjmowaé ze stwierdzenie:
X jest A, Ae F(U) (2.25)
generuje rozktad mozliwosci postaci:

mx : U —[0,1]

SMozna tez uzyé terminu rozktad posybilistyczny.
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mx (u) = pa(u) (2.26)

W rozwazaniach dotyczacych reprezentacji informacji z uzyciem roz-
ktadéw mozliwosci wazng role odgrywa tak zwana zasada minimalnej
specyficznosci. Jedli dla dwoch rozktadéow mozliwosei ki 773( zachodzi:
VueU ni(u) < 73%(u), to powiemy, ze rozklad 7 jest bardziej specy-
ficzny. Zasada minimalnej specyficznodci gtosi, ze jesli informacja, ktora
posiadamy jest wyrazona w postaci sekwencji wyrazen “ X jest A;” i daje
sie wyrazi¢ za pomocg zbioru rozktadéw mozliwosci W}(, 7T§<, STy, o
taczny rozktad mozliwosci mx, ktory reprezentuje nasza calosciowa in-
formacje, jest najmniej specyficznym rozkladem spetniajacym warunki:

VicicnVu € U mx(u) < 7l (u)
czyli
Vu e U 7x(u) = min(rk (u), 7% (u), ..., 7% u)) (2.27)
Jesli zinterpretujemy zapis (2.25) jako ograniczenie
VeeU nx(u) < pa(u) (2.28)

to zasada minimalnej specyficznosci stanowi uzasadnienie przyjecia row-
nosci (2.26) wx(u) = pa(u), gdyz taki rozktad 7x jest najmniej specy-
ficznym rozktadem spelniajacym warunek (2.28).

Zmajac rozktad mozliwosci mx dla atrybutu X, mozna wiec okresli¢
na ile jest mozliwe, ze przyjmuje on konkretna wartos¢ u. Istotne moze
by¢ jednak réowniez okreslenie na ile jest mozliwe, ze wartos¢ tego atry-
butu nalezy do pewnego zbioru A C U. Prowadzi to do pojecia miary
moZzliwosci (miary posybilistycznej) (ang. possibility measure).
Definicja 2.18. Miarg mozliwosci nazywamy funkcje I : 2V — [0, 1]
o nastepujacych wlasnosciach:

Inw) =1 (2.29)
I[I(AUuB) = max(II(A),II(B)) (2.30)
gdzie 2V oznacza zbiér wszystkich podzbioréw zbioru U.

Zazwyczaj” miare mozliwosci okresla sie na podstawie pewnego roz-
ktadu moZzliwosci wx w nastepujacy sposob

"W przypadku gdy przestrzen U jest nieskoriczona, istnieja funkcje II spelniajace
(2.29), dla ktorych nie mozna okresli¢ rozkladu mozliwosci 7 tak, aby zachodzito
(2.31).
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IIx(A) = supmx(u) (2.31)

u€A
Przyjmuje si¢, ze wartos¢ IIx(A) okresla stopieri mozliwosci tego, ze
wartos¢ zmiennej X nalezy do zbioru A, co mozna réwniez zapisaé jako

Possibility (X € A) = x(A) (2.32)

Sama miara mozliwo$ci nie okresla dostatecznie dobrze czy faktyczna
warto$é atrybutu X nalezy do zbioru A, czy nie. Istotne jest réwniez na
ile jest mozliwe, ze wartos¢ ta nie nalezy do tego zbioru, a nie zachodzi
tu zaleznosé II(A) + II(A) = 1. Jesli jest to niemozliwe lub w niewielkim
stopniu mozliwe, to nasze przekonanie o tym, ze warto$é atrybutu nalezy
do zbioru A staje sie istotnie wieksze. Nalezy wiec, tacznie z miarg moz-
liwosci zbioru A, wzia¢ pod uwage miare mozliwosci dopelnienia zbioru
A. Wyraza to miara koniecznosci (ang. necessity measure) N okreslona
wzorem

N(A) =1-T(A) = inf (1 — 7 (u)) (2.33)

ug A

W ogdélnosci miare koniecznosci definiuje sie nastepujaco.

Definicja 2.19. Miarq koniecznosci nazywamy funkcje N : 2V — [0, 1]
o nastepujacych wlasnosciach:

NU) = 1 (2.34)

N(ANB) = min(N(A),N(B)) (2.35)

Analogicznie do (2.32) przyjmuje si¢, ze wartos¢ Ny (A) okresla sto-
pien koniecznosci tego, ze wartosé zmiennej X nalezy do zbioru A, co
zapisuje sie jako

Necessity(X € A) = Nx(A4) =1 —Ix(A) (2.36)

Pojecia miary mozliwosci i konieczno$ci rozszerza sie na zbiory roz-
myte z uzyciem nastepujacych wzorow dla A € F(U)

T1(A) = sup min(m(w), jra(w)) (2.37)
N(A) = inf max(1 — 7(u), pa(u)) (2.38)

uclU
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Wzory (2.32) i (2.36) w przypadku zbioru rozmytego A zapisuje si¢ na-
stepujaco:

Possibility (X jest A) =IIx(A) (2.39)
Necessity(X jest A) = Nx(A) (2.40)

Wzor (2.38) ma sens jedynie jesli rozklad mozliwosci 7 jest znormalizo-
wany, czyli jesli Ipep m(u) = 1.

Omoéwimy teraz pokrotce wielowymiarowe rozktady mozliwosci okres-
lone na iloczynach kartezjanskich zbioréw. Rozwazmy n zmiennych Xj,
przy czym kazda przyjmuje wartosci z przestrzeni U, i wyrazenie:

(X1 jest Ap) Ao A (X, jest Ay) (2.41)

gdzie A; € F(U;). Generuje ono taczny rozklad mozliwosci na iloczynie
kartezjanskim Uj x ... x U, przestrzeni rozwazan poszczeg6élnych zmien-
nych X;, mx:

7T)(2U1><...><Un—>[0,1] (2.42)

wx(ul, ..., uy) < min(mx, (u1),...,7x, (un)) (2.43)

gdzie my, jest rozkladem generowanym przez X; jest A; w (2.41).
Na podstawie wlasnosci (2.30) i (2.35) miar mozliwosci i koniecznosci,
mozna pokazaé, ze dla takiego rozktadu zachodzi:

Hx(Bl +...+ Bn) = m,aXHXi(Bi) (2.44)
i

Nx(By ... x By) = min Ny, (B;) (2.45)

gdzie X oznacza iloczyn kartezjanski zbiorow rozmytych, okreslony wzo-
rem (2.14), za$ + jest skojarzona z nim operacja zdefiniowana jako:

A+B=AxB
Jesli mozna przyja¢ rownosé we wzorze (2.43), czyli ze
wx(ul,...,uy) = min(mx, (u1),...,7x, (un)) (2.46)

to powiemy, ze zmienne X; sa nieinteraktywne (ang. non-interactive).
Wtedy zachodzi rowniez [89]:

HX<Bl X ... X Bn) = Hl_inHXi (BZ) (247)
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Nx(By+...+ Bn) = maxNXi(Bi) (2.48)
i

Mozna zauwazy¢, ze wzory (2.47) i (2.45) moga postuzyé do oceny
prawdziwosci® wyrazenia

(X1 jest B1) A ... A (X jest By) (2.49)
za$ wzory (2.44) 1 (2.48) moga postuzy¢ do oceny prawdziwosci wyrazenia
(Xl jest Bl) V...V (Xn jest Bn) (2.50)

w obydwu przypadkach — przy zalozeniu prawdziwosci (2.41) i nieinter-
aktywnosci zmiennych X;.

7 jednej strony teoria zbiorow rozmytych i teoria mozliwosci znajduja
zastosowanie do modelowania réznych aspektow niedoskonatosci infor-
macji: odpowiednio jej nieprecyzyjnosci i niepewnosci. Z drugiej strony
teorie te taczy oczywiste pokrewienstwo. Funkcje przynalezno$ci zbioru
rozmytego mozna interpretowaé jako rozktad mozliwosci. Warto przy tym
zwrocié uwage na rdézne mozliwe interpretacje stopnia przynaleznosci ele-
mentu v (wartosci funkcji przynaleznosci pa(u) dla tego elementu) do
zbioru rozmytego A okreslonego w przestrzeni U. Za [91] mozna wyréznié
trzy takie podstawowe interpretacje:

- pa(u) oznacza podobieristwo elementu u do pewnego prototypu re-
prezentowanego przez zbior A; na przyktad stopien przynaleznosci
Jana do zbioru wysokich 0s6b moze wyrazaé jego podobienistwo do
wyobrazenia o prototypie wysokiego czlowieka;

- pa(u) okresla stopien preferencji wzgledem u, przy czym przyjmuje
sie, ze A jest zbiorem mniej lub bardziej preferowanych elementéw,
a A postrzegany jest jako reprezentacja pewnego ograniczenia czy
kryterium, ktére elementy przestrzeni rozwazan U moga spelniaé
w mniejszym lub wiekszym stopniu;

- pa(u) wyraza stopieri niepewnosci, przy czym przyjmuje sie, ze
zbiér A reprezentuje posiadana informacje dotyczaca wartosci pew-
nej zmiennej X — por. p. 2.3.1 1 (2.39) — a stopien mozliwosci, ze
X = u wyrazony jest wlasnie przez pa(u).

W ostatniej z interpretacji pojecie zbioru ma wyraznie inny charakter
niz w pozostatych. Nazwiemy taki zbiér A rozmytym zbiorem dysjunk-
tywnym [99], jako ze jego elementy lacznie nie tworza pewnej calosci,

8Czy doktadniej: przekonania o prawdziwosci; por. (2.126).
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a jedynie stanowia zestawienie elementow sposrod, ktorych tylko jeden
jest faktyczng wartos$cia pewne zmiennej. Zbior rozmyty pozbawiony ta-
kiej konotacji i faktycznie opisujacy grupe elementow, ktore tacznie two-
173 pewna calo$¢ nazywaé bedziemy rozmytym zbiorem konjunktywnym.
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad. Niech funkcja przynaleznosci pimiody
definiuje zbior rozmyty mtody okreslony na przedziale [0,150]. Przy anali-
zie stwierdzenia “Jan jest mtody”, rozumianego jako przypisanie wartosci
atrybutu wiek obiektu o nazwie Jan, traktowaé bedziemy zbioér rozmyty
mitody jako zbidr dysjunktywny — tylko jeden sposréd elementow tego
zbioru jest faktyczna warto$cig atrybutu wiek. Przy analizie zapytania
“Znajdz w bazie danych pracownikow, ktorzy sa mtodzi” bedziemy z kolei
traktowaé zbior miody jako zbior konjunktywny, gdyz jego poszczegdlne
elementy tacznie tworza zbidr wartosci uznawanych za odpowiadajace
mtodemu wiekowi.

To rozréznienie jest niezwykle wazne. Stopnie przynaleznosci do roz-
mytego zbioru konjunktywnego mozemy traktowaé jako stopnie prawdzi-
wosci w logice 1 agregowaé je z uzyciem operatoréw ekstensjonalnych, ta-
kich jak rozmyte odpowiedniki klasycznych spdjnikéw logicznych. Stop-
nie przynaleznosci do rozmytego zbioru dysjunktywnego opisuja stan na-
szej wiedzy czy przekonania i jako takie musza by¢ agregowane z uzyciem
rachunku niepewnosci, takiego jak teoria mozliwosci, w ktorej zasadniczo
operatory ekstensjonalne nie znajduja zastosowania.

2.2 Elementy logiki klasycznej i rozmytej

Termin logika bedziemy tu rozumiec jako okreslenie pewnego jezyka wraz
z systemem wnioskowania w tym jezyku (systemem dedukcyjnym) i for-
malnie okreslona semantykq. Jezyk stanowi pewna mniej lub bardziej
abstrakcyjna forme jezyka naturalnego, system wnioskowania okresla
spos6b w jaki ze zbioru wyrazen danego jezyka mozna wywodzié¢ inne
poprawne wyrazenia, za$ semantyka opisywa¢ ma znaczenie wyrazen da-
nego jezyka. W dalszej czesci niniejszego punktu przedstawiamy synte-
tyczny opis najprostszych wariantéow logiki rozmytej. Bardziej szczegd-
towe omoéwienie samego pojecia, jak i wielu zaproponowanych w litera-
turze logik czytelnik moze znalez¢, np., w pracach [159, 118, 188, 177].

Rachunek zdan Istote rachunku zdan mozna przedstawi¢ nastepu-
jaco. Alfabetem jezyka rachunku zdan jest zbiér zmiennych zdaniowych
S = {s; }ier oraz zbior spojnikow logicznych. Zbior formut jezyka, ozna-
czany dalej jako ®, obejmuje zmienne zdaniowe oraz ztozone formuty
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zbudowane z uzyciem zmiennych zdaniowych polaczonych spéjnikami
logicznymi, zgodnie z pewnymi regutami poprawnodci ich konstrukcji.
Semantyke formul okresla sie z pomoca wartosciowania, pewnej funk-
cji w € Q przypisujacej kazdej zmiennej zdaniowej warto$¢ 1 lub 0
(prawda badz fatsz):
w:S —{0,1} (2.51)

gdzie Q jest zbiorem wartosciowari, zas {0, 1} jest zbiorem wartosci praw-
dy, przy czym 1 oznacza prawda za$ 0 oznacza fatsz.

Stosujac ustalone reguty, na podstawie wartosciowania w okresla si¢
rowniez wartos$é prawdy dla dowolnie ztozonej formuly ¢ € ®. Dla for-
mul zbudowanych z uzyciem spoéjnikéw koniunkeji (A), alternatywy (V)
i negacji (—) reguly te maja nastepujaca postaé:

w(¢ A ) = min(w(p),w(¥)) (2.52)
w(¢V¢) = max(w(e),w(¥)) (2.53)
w(=¢) =1 —-w(¢) (2.54)

gdzie ¢, € P.
Wartosciowanie w € Q przypisuje wiec kazdej formule ¢ € ¢ wartosé
1 badz 0. W pierwszym przypadku powiemy, ze wartoSciowanie to jest
modelem tej formuty. Dla danej formuly ¢ € ® zbior jej modeli oznaczaé
bedziemy jako Q9
Q% ={weQ:w(p) =1} (2.55)

Warto zauwazyé, ze formule ¢ € ® mozna utozsamié¢ ze zbiorem
Q¢ lub, rownowaznie, z jego funkcja charakterystyczna. To utozsamienie
znajdzie zastosowanie w dalszej czesci ksigzki.

Wielowarto$ciowy rachunek zdan Podstawowym zatozeniem teorii
zbioréw rozmytych i logiki rozmytej jest stopniowalnosé, odpowiednio,
przynaleznosci elementu do zbioru i stopnia prawdziwosci formuty. Przy-
jecie tego zalozenia w kontekscie klasycznego rachunku zdan prowadzi
do jego wielowartosciowej wersji. Sktadnia wielowartosciowego rachunku
zdan pozostaje bez zmian, natomiast semantyka wyraza sie zmodyfiko-
wana postacia wartosciowania, ktore przyjmuje nastepujaca postac:

w: S —[0,1] (2.56)

Ogolniej semantyke logiki okresla sie z pomoca pewnej struktury, czyli
krotki na ktora sktada sie zbior wartosci prawdy L oraz zestaw operacji
stanowiacych model poszczegdlnych spdjnikéow logicznych. Zbiér L wraz
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z tymi operacjami stanowi pewng strukture algebraiczna o okreslonych
wtasnosciach, réoznych dla réznych logik wielowartosciowych. Semantyka
prostego wariantu wielowartosciowego rachunku zdan, opisanego wyzej
i odpowiadajacego najprostszej interpretacji logiki rozmytej w wezszym
sensie wyraza sie nastepujaca struktura:

L = ([0, 1], max, min, -, —) (2.57)

gdzie L = [0,1] (w przypadku klasycznego rachunku zdan L = {0,1}),
a poszczegodlne operacje odpowiadaja spojnikom logicznym alternatywy,
koniunkcji, negacji i implikacji.

Logiki wielowartosciowe sa obecnie przedmiotem aktywnych badan.
Wérod ich pionieréw nalezy wymienié polskiego uczonego Jana Fukasie-
wicza [158]. Powstanie i bujny rozwéj szeroko rozumianej logiki rozmyte;
spowodowal intensyfikacje badan w tej dziedzinie. Wsréd prac naleza-
cych do nurtu inspirowanego logika rozmyta nalezy wymieni¢ w szczegol-
nosci prace Pavelki [175] czy Hajka [120, 119]. Prosta wielowartosciowa
wersja klasycznego rachunku zdan (2.57) wymaga dalszych rozszerzeri dla
celow roznorodnych zastosowari praktycznych, w tym dla wyszukiwania
informacji tekstowej. Interesujace z tego wzgledu mozliwosci wnosi roz-
szerzenie oparte na koncepcji Pavelki, tzw. Rational Pavelka Logic [119].

Semantyka reprezentowana jest teraz przez nastepujaca strukture, zu-
petng krate resztowq (ang. complete residuated lattice):

L= (L,V,\®,—,0,1) (2.58)

Sktada sie na nig zbior wartosci prawdy L (najczesciej role te pelni prze-

dziat [0,1]), cztery operacje binarne: dwie operacje kraty A i V, mnozenie
(®) i operacja implikacji oparta na operatorze reszty (—) (por. p. 2.2.2,
s. 37).

Sktadnia jezyka omawianej logiki réwniez jest roszerzona. Alfabet,
obok standardowego zbioru zmiennych zdaniowych S, zawiera spdjnik
logiczny implikacji —? jako jedyny spojnik (pozostale sa definiowalne z
jego pomoca) oraz zbior statych logicznych R = {7 | r € L}, zawierajacy
miedzy innymi symbole 1 i T odpowiadajace wyrdéznionym warto$ciom
0 i 1 w strukturze £. Opis zbioru R nalezy rozumie¢ w ten sposéb,
ze kazdej wartosci prawdy r € L odpowiada w alfabecie jezyka stalta
logiczna 7.

9Uzywamy tego samego symbolu — dla oznaczenia spéjnika implikacji naleza-
cego do alfabetu jezyka i dla oznaczenia operacji implikacji nalezacej do struktury L.
Bedziemy to zawsze jawnie komentowaé, gdyby istniala mozliwo$¢ niejednoznacznej
interpretacji tego symbolu.
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Istotnym novum sg stale logiczne, ktore traktowane sa na réwni ze
zmiennymi zdaniowymi jako elementy konstrukcji formut jezyka tej lo-
giki. Jednoczesnie zaktada sie, ze kazde wartoSciowanie przypisuje stalej
logicznej 7 odpowiadajaca jej warto$¢ prawdy r € L:

w(F)=r Vrelkl (2.59)

W zwiazku z tym, dla danej formuly ¢ mozliwe jest skonstruowanie for-
muly ¥, ktora bedzie wymagalta, zeby formuta ¢ byta spelniona przynaj-
mniej w stopniu r. Formuta 1 przyjmuje nastepujaca postaé:

ViT = ¢ (2.60)

Rachunek predykatéw Rachunek zdan pozwala wypowiadaé¢ pewne
stwierdzenia o prawdziwosci poszczegdlnych wyrazen logicznych. W ra-
chunku predykatow pierwszego rzedu wprowadza sie zmienne, ktore od-
nosza sie nie do wyrazen logicznych, ale do opisywanych obiektow Swiata
rzeczywistego. Jezyk rachunku predykatow J obejmuje:

zbioér zmiennych x1, x2, . . .

- zbibr stalych uy,uo, ...

- zbiér symboli funkcyjnych f, g, ...

- zbibér symboli predykatéw P, Q), ...

- spojniki logiczne i kwantyfikatory: ogdlny V i szczegdlowy 3,
- nawiasy jako symbole pomocnicze.

Okresla si¢ zbidr F; formut poprawnie skonstruowanych w jezyku J.
Semantyka rachunku predykatéw zdefiniowana jest z uzyciem pojecia
struktury relacyjnej (interpretacji) D :

D= (D,PP ... fP .. WP, ..)

gdzie D jest pewnym zbiorem, PP i fP zbiorami relacji i funkcji na nim
okreslonych, zas uiD jest zbiorem wyrdznionych elementéw D, ktoe sta-
nowi¢ beda interpretacje stalych jezyka J. Interpretacja v nad struktura
D przypisuje wartosci logiczne formutom jezyka J. Na przyklad:

v(P(z1,...,x,)) = PP(u(xy),...,v(z,))

Powyzszy krotki opis stanowi jedynie przypomnienie wybranych podsta-
wowych poje¢ z zakresu rachunku predykatow.
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2.2.1 Logika posybilistyczna

Logika rozmyta “w wezszym sensie” moze by¢ utozsamiona z logiks wie-
lowartosciowa. Nie obejmuje ona wielu elementéw wypracowanych w ra-
mach logiki rozmytej “w szerszym sensie”’, ktére nie poddaja sie forma-
lizacji w ramach zblizonych do logiki klasycznej. Jednym z waznych po-
dejéé, ktore probuje taczy¢ te dwa nurty logiki rozmytej jest logika posy-
bilistyczna, zaproponowana przez Dubois, Langa i Prade’a [85].

Punktem wyjscia jest jezyk klasycznego rachunku zdan'?. Oznaczmy
zbiér zmiennych zdaniowych jako S = {p,q,r,s,...}!, a przez Q, jak
poprzednio dla logiki wielowartosciowej, zbiér wszystkich warto$ciowan
tych zmiennych:

w: S — {0,1} (2.61)

Dla zadanej formuly ¢ nad alfabetem € niech Q¢ oznacza zbiér wszy-
stkich modeli ¢.

Zatozenie, ze ¢ jest prawdziwe sprawia, ze wartosciowania nalezace
do Q% sa mozliwe, za$ pozostale sa niemozliwe. Uzywajac jezyka teorii
moZzliwo$ci mozna stwierdzi¢, ze ¢ generuje nastepujacy rozktad mozli-
wosci T4 na zbiorze (2

T(w) =1 Yw € Q¢ (2.62)

T(w) =0 Vw ¢ Q¢ (2.63)

Wtedy, dla dowolnej formuly v nad alfabetem S niepewnosé co do jej
prawdziwosci mozna okresli¢ z uzyciem pary liczb:

(ILs(s), Ny (s)) = (1L (%) , Ny (€2)) (2.64)

gdzie Ily i Ny oznaczaja odpowiednio miare mozliwosci i koniecznosci
okreslong na podstawie rozktadu mozliwosci my. Para liczb (1,1) ozna-
cza catkowita pewnosé, ze formuta 1 jest prawdziwa (czyli =) jest fal-
szywa), para (0,0) catkowita pewnosé, ze 1 jest falszywa (czyli =) jest
prawdziwa), zas$ para (1,0) oznacza, ze zaréwno 1, jak i =) moze by¢
prawdziwa lub falszywa. Warto zauwazy¢, ze ze wzgledu na binarny cha-
rakter rozktadu 74 (por. (2.62) i (2.63)) rowniez miary mozliwosci i ko-
niecznosci, Il 1 Ny przyjmuja wartosci wylacznie ze zbioru {0, 1}.

W logice posybilistycznej dopuszcza sie wyrazenie stopniowalnej nie-
pewnosci co do prawdziwosci ¢. Jesli nie jesteSmy catkowicie pewni, ze ¢

OTstnieje tez wersja tej logiki oparta na rachunku predykatow.
" Przyjecie takich oznaczeri zmiennych zdaniowych jest tu dogodniejsze.
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jest prawdziwa, to nalezy zmodyfikowa¢ wzor (2.63) i dopusci¢, ze row-
niez warto$ciowania niespetniajace ¢ sa mozliwe do pewnego stopnia.
Prowadzi to do przyjecia, ze Q¢ jest zbiorem rozmytym, ktory generuje
nastepujacy rozktad mozliwosci na €

o (W) = pige (W) (2.65)

przy czym dla w takich, ze w(¢) = 1, zachodzi piqe(w) = 1.

W celu uwzglednienia stopnia przekonania o prawdziwosci formuty
¢ rozszerza sie odpowiednio sktadnie jezyka zdari. Stosuje sie tak zwane
formuty wazone, ktore przyjmuja nastepujaca postac:

(¢, ) (2.66)

gdzie waga « € [0, 1] oznacza dolna granice przekonania w prawdziwosé
¢. Warto zauwazy¢, ze nadal uzywa sie tu klasycznych stopni prawdzi-
wosci: ¢ moze by¢ tylko prawdziwa (1) badz falszywa (0). Wspotezynnik
« jest natomiast liczba z przedziatu [0, 1] oznaczajaca stopien przekona-
nia co do tego, ze ¢ jest prawdziwa.

Formuta postaci (2.66) generuje nastepujacy rozktad mozliwosci na
zbiorze ) (jest to uscislenie rozktadu opisanego z uzyciem (2.65)):

1 dlaw € Q?
Trd’,a(w) - { 1—a daw ¢ Q¢ (267)

Zatem przy zalozeniu prawdziwosci formuly ¢ z przekonaniem o pewnosé
co do prawdziwosci dowolnej formuty 1 wyraza sie para liczb okreslonych
wzorem (2.64). W szczegolnosci dla formuty ¢ uzyskuje sie

My0(¢) = Tpa(R9) =1 (2.68)
N¢,a(¢) = N¢,a(Q¢) = (2'69)

czyli rzeczywiscie stopienn pewnosci w prawdziwos$é ¢ wynosi «, zgodnie
z przyjetym rozumieniem formuty (2.66).

W ogolnosei zamiast (¢, ) rozwaza sie zbior formut B = (¢;, o),
zwany bazq przekonan (ang. belief base). Baza taka okresla tacznie nas-
tepujacy rozktad mozliwosci na 2:

m(w) = miin Tgya; (W) (2.70)

gdzie g, o, 0znacza rozkltad mozliwosci generowany przez formute (¢;, o).
Powiemy, ze rozktad 7 spetnia formute (¢, ), co oznaczymy jako
T = (¢,), jesli N(¢) > «, gdzie N jest miara koniecznosci okreslona
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na podstawie rozktadu 7. Relacje logicznego wynikania = pomiedzy for-
mutami definiuje sie w logice posybilistycznej w nastepujacy sposob:

(¢, 0) = (,8) @ Vr 7 = (¢,a) = 7 = (4, 5) (2.71)

Latwo zauwazyé, ze:
Va > B (¢,a) (6, 8) (2.72)

2.2.2 Spojniki logiczne w logice rozmytej

Jednym z istotnych aspektow semantyki logiki wielowartosciowej jest in-
terpretacja spojnikow logicznych. W niniejszym punkcie przedstawimy
pokrotce propozycje catej klasy operacji, ktore moga stanowié¢ taka inter-
pretacje i ktore znajduja sie w centrum zainteresowania logiki rozmytej.
Szczegdlowe omodwienie tych operacji Czytelnik moze znalezé w pracy
Klementa, Mesiara i Papa [139].

W dwuwartosciowej logice klasycznej spdjniki logiczne stanowia for-
malng reprezentacje taki wyrazen jezyka naturalnego jak “i” czy “lub”. Ta
reprezentacja zachowuje intuicyjna semantyke takich wyrazeri. W przy-
padku dopuszczenia wielu wartosci prawdy (wartosci logicznych) te intu-
icje nie sa juz tak oczywiste. Wymaga sie, zeby taka formalizacja zacho-
wywala wlasnosci klasycznych spojnikow logicznych w przypadku gdy
operuje sie wylacznie na klasycznych stopniach prawdy 1 (prawda) i 0
(fatsz). Okazuje sie jednak, ze mozna zdefiniowaé cate klasy operatorow,
ktore te podstawowe wymagania spetniaja.

Takie powszechnie przyjete klasy operacji dla koniunkcji i alterna-
tywy to odpowiednio t-normy i t-konormy.

Definicja 2.20. Operator t-normy t definiuje sie nastepujaco:

t:]0,1] % [0,1] — [0,1] (2.73)
przy czym:
t(x,1) == Va element wyrézniony
r<y=t(x,z) <t(y,z) Va,y,z monotonicznosé
t(x,y) = t(y, ) Va,y  przemiennosé

t(m,t(y,z))zt(t(x,y),z) Va:,y,z chznogé

Najwazniejszymi przedstawiecielami tej klasy operatorow sa:

minimum  t(z,y) =x Ay =min(z,y) (2.74)
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iloczyn  t(z,y)=x-y (2.75)

t-norma Lukasiewicza  t(x,y) =max(0,z +y—1) (2.76)

Mozna okresli¢ wiele dodatkowych wtasnosci operacji t-normy, ktére maja
praktyczne znaczenie dla ich zastosowari.

Definicja 2.21. Powiemy, Ze operacja t-normy nie posiada dzielnikow
zerowych jedli:
Ve,y >0 t(z,y) #0 (2.77)

Definicja 2.22. Operator t-konormy s definiuje sie nastepujaco:

s :[0,1] x [0,1] — [0, 1] (2.78)
przy czym:
s(z,0) == Va element wyrézniony
r<y=s(z,z2) <s(y,z) Vax,y,z monotonicznosé
s(z,y) = s(y,x) Y,y przemiennodé

S(x,s(y,z))IS(S(x,y),z) Va:,y,z %qcznos’c’

Do najwazniejszych operatoréw majacych wlasnosci t-konormy zali-
czy¢ nalezy:

maksimum s(x,y) =z Vy = max(z,y)
suma probabilistyczna s(x,y) =z+y—x-y
t-konorma Lukasiewicza s(x,y) = min(l,x + y)

Operatory t-normy i operatory t-konormy sa operatorami tacznymi.
Mozna wiec je uogdlni¢ do postaci operatoréw m argumentowych, czyli
wyrazenia postaci t Ay Az A...saxVyVzV...sa dobrze okreslone.
Dzieki temu mozliwe jest réwniez wogdlnienie klasycznych kwantyfika-
torow V i 4. Zasadniczo w przypadku skoriczonej przestrzeni rozwazan
kawantyfikatory klasyczne traktuje sie w logice rozmytej wlasnie jako
wielokrotne uzycie opratora minimum (dla kwantyfikatora ogélnego) lub
opratora maksimum (dla kwantyfikatora egzystencjalnego) obejmujace
wszystkie elementy przestrzeni rozwazan. To podejscie mozna uogdlnié
poprzez uzycie innych operatoréw t-normy i t-konormy, co prowadzi do
pojecia t-kwantyfikatora i s-kwantyfikatora'? (por. np. [166]). Wartosé

120peratory t-konormy nazywane sa rowniez s-normami.
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prawdy wyrazenia zawierajacego taki kwantyfikator jest obliczana na-

stepujaco ({ai,...,amn} stanowi skoficzona przestrzen rozwazai)'3:
truth(Ve A(z)) = palar) A palaz) Ao A palam) (2.79)
truth(3xA(z)) = pal(ar) V palaz) V...V pa(am) (2.80)

Dla pozostatych spojnikow, stosowanych w logice klasycznej, rowniez

okreslono zestawy warunkow, ktére powinny spelniaé operatory repre-

zentujace ich odpowiedniki w logice rozmytej'4.

Definicja 2.23. Operator negacji ndefiniuje sie nastepujaco:
n:[0,1] — [0,1] (2.81)
przy czym:
n(0)=11n(l)=0 elementy wyréznione

x<y=n(x) >n(y) Vr,y monotonicznosé

Wyréznia sie negacje $cistq (ang. strict negation), ktora jest $cisle
monotoniczna i ciagta, oraz negacje silng (ang. strong negation), ktora
jest negacja Scista i dodatkowo spetnia warunek

n(n(z)) =1 Vz (ang. involution law)
Najpowszechniej stosowany jest operator negacji postaci:
nz)=1—z Vz (2.82)

Operatory negacji, t-normy i t-konormy sa ze soba zwiazane. W zas-
tosowaniach praktycznych rozwaza sie zwykle trojki takich operatorow,
zachowujacych pewne pozadane reguty, przyktadowo reguty de Morgana
(np. [107]). Nazywac je bedziemy trdjkami De Morgana (ang. De Morgan
Triples) i oznacza¢ nastepujaco:

(t,s,n) (2.83)

13Dla oznaczenia wartosci logicznej wyrazenia V uzywaé bedziemy zapisu truth(V).
MWarto zauwazy¢, ze w rozwazaniach dotyczacych logiki rozmytej w wezszym sen-
sie (logiki wielowartosciowej) [119] przyjmuje sie czesto za punkt wyjscia t-norme
jako reprezentacje koniunkcji oraz zaklada sie rozszerzenie skladni jezyka rachunku
zdan o stala 0 odpowiadajaca wartosci logicznej fatsz. Wtedy, spojnik implikacji —
zdefiniowany jest z uzyciem operacji reszty (residuum) (por. s. 37), zas$ negacja —

zdefiniowana jest nastepujaco: —¢ def ¢ — 0.
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Nastepujace trzy trojki De Morgana odgrywaja najwazniejsza role w
logice 107mytei'® (Symin, Smaz, 1), (11, 511,1), (G-, Sy, ), gdzie poszcze-

gblne operatory t-normy i t-konormy sa okreslone nastepujaco'S:

M
ty(z,y) = min(z,y)
sy(z,y) = max(x,y)

11
tn(z,y) =x-y (2.84)
su(z,y) =xz+y—z-y

1474
tw(z,y) =max(0,z+y—1)
sw(r,y) =min(l,z+y)

Bedziemy te trojki oznaczaé¢ symbolami, odpowiednio, M, IT i W.
We wszystkich trojkach przyjmiemy operator negacji (2.82).

Klasyczny spojnik implikacyi “—” ma wiele rozmytych odpowiedni-
kow'7. W réznych podejsciach przyjmuje sie rézne zestawy wlasnosci,
ktore powinien mieé¢ operator i(-,-), reprezentujacy spojnik implikacji
rozmytej [107].

Definicja 2.24. Operator implikacji 1, reprezentujacy rozmyty spdjnik
logiczny implikacji “—”, definiuje sie nastepujaco

i:00,1] — [0,1] (2.85)
przy czym:

r<u=i(zr,y) >i(u,y) Vz,y,u monotonicznosé
y<z=i(z,y) <i(z,z) Va,y,z monotonicznosé

i(0,y) =1 vy
i(z,1)=1 YV
i(1,0) =0

5Uzasadnienie ich wiodacej roli mozna znalezé np. w [107].

16Stosujemy tu notacje infiksows operatoréw, ktéra bedzie dogodniejsza do dalszych
rozwazan.

Przyjmujemy w tej pracy nastepujaca konwencje zapisu. Nierozmyte i rozmyte
spojniki logiczne implikacji, réwnowaznosci itp. w formutach opisywanego jezyka lo-
giki oznaczaé bedziemy jako —, > itd. Natomiast dla formalnego zapisu wynikania
i réwnowaznosci pewnych warunkéw, czyli implikacji i réwnowaznosci w metajezyku,
stosowa¢ bedziemy notacje =, <.
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Praca Fodora i Roubensa [107] zawiera zwarta prezentacje wielu in-
nych wtlasnosci operatora implikacji, postulowanych przez innych auto-
row, oraz dyskusje zwigzkow tych operatoréw z operatorami koniunk-
cji, alternatywy i negacji. W ksiazce Rutkowskiego [195] mozna znalezé
interesujacy przeglad operatoréw implikacji, wlaczajac w to pojecie tak
zwanych “implikacji inzynierskich”, stosowanych w sterowaniu rozmytym.
Ksiazka Baczynskiego 1 Jayarama [4] stanowi obecnie bodaj najbardziej
kompletne kompendium wiedzy na temat teorii i zastosowan implikacji
rozmytych.

Najpopularniejsze w literaturze sa dwie klasy operatoréw implikacji,
tak zwane S-implikacje i R-implikacje. Dla danej trojki De Morgana
(t,s,n) operator S-implikacji definiuje sie nastepujaco:

is—v(z,y) = s(n(x),y) (2.86)

natomiast operator R-implikacji, z uzyciem operatora reszty, w sposob
nastepujacy:

ig-n(x,y) =sup{z: t(z,2) <y} (2.87)
Dla trojek De Morgana M, I11 W (2.84) otrzymuje si¢ nastepujace pos-
tacie operatoréw S-implikacji:

is—m(z,y) = max(l — z,y) (2.88)
ig-n(z,y)=1l-z+z-y (2.89)

i R-implikacji:

. 1 dlaz<y

1R*M(‘(I"7y) - { y dla = > y (291)
, 1 dlaz =0

ir-n(z,y) = { min{1, 2} dlaz#0 (292)
igp-w(z,y) =min(l —z +y,1) (2.93)

Kolejnym spojnikiem logicznym przydatnym w interesujacych nas
zastosowaniach jest koimplikacja “—." [107]. Za [107] przyjmuje sie na-
stepujaca definicje.

Definicja 2.25. Operator koimplikacji i., reprezentujacy rozmyty spoj-
nik logiczny koimplikacji “—.”, definiuje sie nastepujaco:

i.:[0,1] — [0, 1] (2.94)
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przy czym:

x<u=icz,y) >ic(u,y) Yr,y,u monotonicznosé
y<z=1icz,y) <ic(z,z) Vx,y,z monotonicznosé

iC(mao) =0 VZU
i(l,y) = Vy
i.(0,1) =

Wtlasnosci operatora koimplikacji sa w pewnym sensie dualne do
okreslonych dla implikacji. Zauwazy¢ tu mozna analogie do zaleznosci
pomiedzy operatorami t-normy i t-konormy.

Zwiazek miedzy operatorami implikacji i koimplikacji wyraza naste-
pujace stwierdzenie [107]: operator i.(-,-) jest operatorem koimplikacji
wtedy i tylko wtedy, gdy operator i(-,-) okreslony wzorem

i(z,y) =n(ic(n(z),n(y))) (2.95)
jest operatorem implikacji, przy czym n(-) jest dowolnym operatorem
negacji silnej.

Stosujac zwiazek, wyrazony wzorem (2.95), mozna okresli¢ posta-
cie operatorow koimplikacji odpowiadajacych operatorom S—implikacji
i R—implikacji skojarzonym z trzema trojkami De Morgana:

ics—m(z,y) =min(l — z,y) (2.96)
ics—m(z,y)=y—xz-y (2.97)
ic,Sfi/V(xa y) = ic,RfW(x7 y) = max(y -, O) (298)
. _J 0 daz>y

ier-Mm(2,y) = { y dlaz<0 (2.99)
. /0 dlax=1

lc,R7W(fL'7y) - { maX{O, 3_14:_;} dla # 1 (2100)

Ostatnim z rozwazanych tu rozmytych spéjnikéow logicznych jest row-
nowaznosé rozmyta <"
Definicja 2.26. Operator réwnowaznosci e, reprezentujacy rozmyty spoj-
nik logiczny réwnowaznosci “<”, definiuje sie nastepujaco

e:[0,1] — [0,1] (2.101)
przy czym:
e(z,y) = e(y, x) v,y
e(z,x) =1 Va (2.102)

r<u<z<y=e(xy) <e(uz) VYr,uy,z
e(0,1) =e(1,0) =0
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Podobnie jak w przypadku klasycznego spojnika réwnowaznosci row-
nowaznosé rozmyta jest Scidle zwiazana z implikacjg rozmytq. Zwiazek
ten wyraza nastepujace stwierdzenie [107]: operator e(-,-) jest operato-
rem réwnowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje operator implikacji
i(-, )8, taki ze

e(a,y) = min(i(z,y), i(y, 7)) (2.103)

Stosujac zwiazek wyrazony wzorem (2.103) mozna okreslié¢ liste operato-
row reprezentujacych réwnowaznosci odpowiadajace najpopularniejszym
operatorom implikacji:

1 dlax =1y

es—m(7,y) = { min(z,y) dlaz #y (2.104)
B min(z, y)

es-n(z,y) = max(.7) (2.105)

es—w(z,y) =1-|z—y| (2.106)

przy czym dla rownowaznosci (2.105) przyjmuje sie e(0,0) = 1.

2.3 Zmienne lingwistyczne i kwantyfikatory
lingwistyczne

2.3.1 Zmienna lingwistyczna

Zmienna lingwistyczna to zmienna, ktérej warto$ciami sa wyrazenia
w okreslonym jezyku naturalnym (terminy lingwistyczne). Semantyke
tych wyrazen modeluje sie z uzyciem zbioréw rozmytych. Definicje zmien-
nej lingwistycznej mozna sformutowaé nastepujaco.

Definicja 2.27 (|238]). Zmienng lingwistyczng nazywamy uporzadko-
wang piatke

(H, T(H),U, G, M)

gdzie poszczegblne symbole oznaczaja:

H — nazwe zmiennej,
T(H)={l;} - zbior jej wartosci (zbiér terminéw lingwistycz-
nych),

8 Taki operator implikacji musi mie¢ dodatkowo wtasnosé: i(x,z) = 1
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U ={u;} —  przestrzei rozwazan, do ktorej odnosi si¢ zmienna
lingwistyczna. Zbiory rozmyte, nalezace do F(U),
stanowia znaczenie poszczegdlnych terminéw ling-
wistycznych.

G —  regute syntaktyczng generowania terminéw lingwis-
tycznych. Jesli T'(H) jest zbiorem skoriczonym, to
regute G mozna zastapi¢ wyliczeniem termindéw
lingwistycznych, do niego nalezacych.

M — regqute semantyczng przypisywania kazdemu termi-
nowi lingwistycznemu l; € T(H) jego znaczenia

Czesto dodatkowo przyjmuje sie [89], ze zbior terminéw lingwistycz-
nych nalezacych do T'(H) w sposob wyczerpujacy i jednoznaczny opisuje
przestrzen rozwazan U w tym sensie, ze:

Vu e U maxpy, (u) >0 (2.107)
Vue U Vi#j min(u,(u),u;(u)) <1 (2.108)

Przyktad 2.2. Wiek czlowieka moze byé¢ dogodnie potraktowany, na
uzytek pewnych rozwazan, jako zmienna lingwistyczna, okreslona for-
malnie jako piatka: (wiek, T'(wiek),U, G, M) gdzie:

T(wiek) = {bardzo mlody, miody, Sredni, stary, bardzo stary,
nie mtody i nie bardzo stary},

U = ]1,100],

G - polega na wyliczeniu wszystkich terminéw lingwis-
tycznych jak powyzej,

M - polega na przypisaniu poszczegdlnym terminom

lingwistycznym ze zbioru T'(wiek) odpowiednich
zbioréw rozmytych okreslonych w [0,100]; przykta-
dowo mozna przyjaé¢ zbiér rozmyty o funkcji przy-
naleznosci (2.2) jako reprezentacje znaczenia ter-
minu mtody.

Powyzszy przyklad zmiennej lingwistycznej ilustruje typowa sytu-
acje: zbior T(wiek) zawiera terminy proste takie, jak: mtody, Sredni czy
stary oraz terminy ztozone takie, jak bardzo mtody czy bardzo stary, ktore
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sa zmodyfikowanymi wersjami terminéw prostych. Modyfikacja polega na
dodaniu terminu bardzo lub podobnych terminéw o charakterze okreslen
stopniujacych takich jak: mniej wiecej, Srednio czy lekko. Terminy tego
typu znajduja zastosowanie w takich wyrazeniach jak: bardzo mtody, sred-
nio zamozny czy lekko podniesiona (o temperaturze ciata). Tak wiec de-
finiujac zmienna lingwistyczna wiek, mozna okresli¢ regute generowania
terminéw lingwistycznych G w nastepujacy sposéb. Wprost wylicza sie
terminy proste oraz podaje sie terminy stuzace ich modyfikacji takie jak
bardzo, mniej wiecej i tym podobne, ktore stuzag konstruowaniu termindw
ztozonych. Regute G utozsamia sie wiec z pewna gramatykq. Gramatyka
taka moze rowniez okresla¢ konstruowanie terminéw ztozonych z uzy-
ciem spojnikow logicznych, jak w przyktadzie nie mtody i nie bardzo
stary. Przyktadowa uproszczona gramatyke mozemy formalnie zapisaé
nastepujaco.

Przyklad 2.3. Przykitad gramatyki terminéw lingwistycznych.

< termin > =
< termin — zlozony > | < termin — prosty >

< termin — zlozony > =
< termin — prosty > |
< mody fikator >< termin — zlozony > |
< termin — zlozony >< spojnik >< termin — zlozony >

< termin — prosty > =

77|(L

$redni” | “

“mtody stary”

< mody fikator > 1=
“bardzo” | “mniej wiecej”

< spojnik > = | “lub”

W ogélnosci zbiér terminéw lingwistycznych, opisany gramatyka, mo-
ze by¢ nieskonczony. Przypadek taki ilustruje gramatyka z przyktadu 2.3.
7 uzyciem tej gramatyki mozna skonstruowaé¢ takie terminy lingwis-
tyczne jak bardzo bardzo...bardzo miody, w ktorych termin bardzo moze
wystapi¢ dowolna liczbe razy'®. W takim przypadku niemozliwe jest bez-

Nawet jesli mozna poddaé¢ w watpliwosé praktyczna przydatnosé terminow tego
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posrednie przypisanie kazdemu terminowi lingwistycznemu zbioru roz-
mytego, nalezacego do F(U). Regula semantyczna M przyjmuje wtedy
nastepujaca postac. Bezposrednio przypisuje sie zbiory rozmyte tylko ter-
minom prostym. Terminom zlozonym, skonstruowanym z uzyciem spoj-
nikéw logicznych, przypisuje sie odpowiednie kombinacje zbioréow roz-
mytych, odpowiadajacych sktadowym terminom prostym. Przyktadowo
terminowi sredni lub stary przypisuje sie sume zbioréw rozmytych, repre-
zentujacych terminy sredni i stary. W ogdlnosci

M(“ll lub 12”) = M(ll) U M(lz) (2.109)
M i s7) = M(1ly) N M) (2.110)
M (“nie I") = ~M(1) (2.111)

W przypadku terminéw ztozonych, skonstruowanych z uzyciem ter-
minéw takich jak bardzo, nazywanych modyfikatorami (ang. modifiers;
linguistic hedges), postepuje sie¢ podobnie jak w przypadku spojnika nie.
Ich interpretacja nie jest jednak tak jednoznaczna i w zwigzku z tym
poswiecimy im nieco wiecej uwagi.

Uzycie modyfikatorow pozwala na znaczne rozszerzenie repertuaru
terminéw lingwistycznych, traktowanych jako wartosci zmiennej lingwi-
stycznej takiej, jak wiek. Ich stosowanie jest bardzo dogodne, gdyz mozna
przyjaé, ze maja one bardziej uniwersalnag interpretacje niz terminy, do
ktorych sie odnosza. Na przyktad o ile pojmowanie terminéw mtody czy
stary jest bardzo subiektywne, o tyle tatwiejsze wydaje sie zaproponowa-
nie pewnej uniwersalnej reguty, okreslajacej znaczenie terminu ztozonego
bardzo mtody na podstawie ustalonego znaczenia terminu mtody.

Zadeh [238] proponuje modelowanie modyfikatorow z uzyciem spe-
cjalnych operacji na zbiorach rozmytych, nazywanych koncentracjg (ang.
concentrator) i sptaszczeniem®® (ang. dilator). Formalnie mozna je okre-
sli¢ jako operacje na wartosciach funkcji przynaleznosci zbioru rozmytego

Nmod * [0, 1] — [0, 1] (2.112)

Niech mod oznacza modyfikator modelowany z uzyciem 7,04, zas
w funkcje przynaleznosci zbioru rozmytego, okreslajacego znaczenie ter-
minu lingwistycznego [. Wtedy znaczenie terminu lingwistycznego mod [

typu zawierajacych wielokrotne powtorzenie terminu bardzo, to jednak nalezy wziaé¢
je pod uwage przy okreslaniu semantyki terminéw lingwistycznych.
20Uzywa sie réwniez okreslenia rozcienczanie.
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okresla zbior rozmyty o funkcji przynaleznosci pmoq | nastepujacej pos-
taci
Hmod l(u) = nmod(ﬂl(u)) VuelU (2'113)

Na przyktad ponizsza funkcja, dla réznych wartosci parametru k,
moze reprezentowaé koncentracje lub splaszczenie

Mmod(x) = ¥V € [0,1] (2.114)

Operacja koncentracji stuzy modelowaniu terminéw typu bardzo i we
wzorze (2.114) nalezy dla niej przyja¢ k > 1. Operacja splaszczania
uzywana jest do modelowania terminéw typu mniej wiecej i we wzorze
(2.114) nalezy dla niej przyja¢ k < 1. Na przyktad do modelowania ter-
minu bardzo mozna wiec przyja¢ operacje koncentracji, wyrazona wzorem
(2.114) dla k = 2. Wtedy

H“bardzo mfody”(u) = n“bardzo”(,U“mlody”(u)) = (,U“mlody”(u))2

Niektorzy autorzy rozrézniaja dwa modele reprezentacji modyfika-
torow: tak zwane postmodyfikatory i premodyfikatory. Wzory (2.112)-
(2.114) stanowia ilustracje tego pierwszego podejscia. Zasadniczo w po-
dejsciu tym uzyskuje sie zmiane ksztaltu funkcji przynaleznosci przy za-
chowaniu nosnika zbioru rozmytego. Moze to by¢ w pewnych sytuacjach
nieodpowiednie. Przyktadowo moze by¢ pozadane takie okreslenie zbio-
row rozmytych reprezentujacych terminy mtody i bardzo miody, ze liczba
30 nalezy do nich w stopniu odpowiednio 0.4 i 0. Oznaczaloby to, ze
zastosowanie funkcji nard.07 powinno zredukowaé wartosé funkeji przy-
naleznosci do zera dla x = 30. Przy zastosowaniu wzoru typu (2.113)
moze to by¢ trudne do osiagniecia. W zwiazku tym stosuje sie premo-
dyfikatory, ktore zachowuja zasadniczo ksztalt funkcji przynaleznosci,
przesuwajge jednak nosnik zbioru rozmytego (por. np. [48]). W ogdlnosci
premodyfikatory 1,,,¢q mozna opisa¢ nastepujacymi wzorami:

Ymod : U — U (2.115)
Hmod l(u) = ,U'l(lgmod(u)) (2'116)

Przyktadowo termin bardzo w kontekscie bardzo mtody mozna modelowaé
z uzyciem nastepujacego premodyfikatora:

Yu)=u+G
i stad

Hbardzo mlody”(u) = N“mlody”(ﬁ“bardzo”(u)) = ,U“mlody”(u + G)
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gdzie G oznacza przesuniecie nosnika zbioru rozmytego.

Obydwa wyzej oméwione podejécia do modelowania modyfikatorow
maja pewne zalety. W literaturze ([168, 89|) zaproponowano ich taczne
zastosowanie, prowadzace do nastepujacego wzoru

Hmod l(u) = nmod(ﬂl(ﬂmod(u))) (2117)

Uzyskuje sie w ten sposob uogodlnienie wzoréow (2.113) i (2.116).
Przyjmujac bowiem w (2.117), odpowiednio, ¥,,,04 badZ 1,04 W postaci
funkcji identycznosciowej otrzymuje si¢ wzory (2.113) i (2.116).

Powracajac do okreslenia reguty semantycznej M dla wyrazen skon-
struowanych z uzyciem modyfikatorow, nalezy wiec liste wzorow (2.109)-
(2.111) rozszerzy¢ o

M(*mod I") = { (Mmod (ar(t) (Fmod(w))), u) } (2.118)

gdzie para (Nmod, Umod) reprezentuje modyfikator mod i przyjmuje sie
zapis zbioru rozmytego jak w (2.3) w def. 2.1.

Przy opisie r6znych podejsé do wyszukiwania i modelowania informa-
cji z uzyciem logiki rozmytej czesto bedziemy poshugiwaé sie zmiennymi
lingwistycznymi w ramach zadehowskich wyrazen lingwistycznych.

Definicja 2.28. Wyrazeniem lingwistycznym nazywamy wyrazenie pos-
taci:
X jest A (2.119)

gdzie X oznacza zmienng lingwistyczna, zas A oznacza termin lingwi-
styczny modelowany z uzyciem zbioru rozmytego okreslonego w prze-
strzeni rozwazan, do ktérej odnosi sie zmienna lingwistyczna X.

Przyktadem wyrazenia lingwistycznego, ktorego juz wezesniej uzywa-
lismy, jest wyrazenie “ X jest mtody”, gdzie X jest zmienng lingwistyczng
odnoszaca, sie do wieku pewnej osoby. Jedli traktujemy wyrazenia typu
(2.119) jako reprezentacje posiadanej informacji, to generuja one roz-
ktady mozliwosci w przestrzeni wartosci zmiennej, tak jak to przedsta-
wiamy w p. 2.1.2.

W literaturze dodatkowo rozwaza sie ich rozszerzone formy, tak zwane
wyrazenia z kwalifikatorami (ang. qualified statements). Zadeh zapropo-
nowal wiele roznych typow takich kwalifikatorow (por. np. [89]). Nas
beda interesowaly szczegodlnie dwa sposrdd nich, ktore szerzej omawiamy
ponize;j.
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Wyrazenia z kwalifikatorem prawdziwosci (ang. truth qualified sta-
tements). Wyrazenia tego typu zawieraja kwalifikator okreslajacy sto-
pient prawdziwosci stwierdzenia X jest A. Zapisuje sie je jako:

X jest A jest T-prawdziwe (2.120)

gdzie T jest tak zwana rozmytq wartoscig prawdy (ang. fuzzy truth-value)
typu prawie prawda, troche prawda itp., ktéra utozsamia sie ze zbiorem
rozmytym na przedziale [0,1] o funkeji przynaleznosci pir.

Wyrazenie (2.120) traktuje sie (por. np. [89]) jako réwnowazne pew-
nemu wyrazeniu — bez kwalifikatora — postaci (2.119):

X jest A jest T-prawdziwe — X jest B jest prawdziwe (2.121)

przy czym pup = f(ur, pa) dla pewnej funkeji f. Zagadnienie wlasciwego
okreslenia postaci funkcji przynalezno$ci pp mozna “odwrdcié” i zapy-
ta¢ na ile prawdziwe jest wyrazenie X jest A (czyli jaka posta¢ ma fi;)
przy zatozeniu, ze X jest B jest prawdziwe. W odpowiedzi na to pytanie
przyjmuje sie okresla¢ 7 w sposob nastepujacy:

pr(t) = { (S)upx{/iB(x) | pa(z) =t} Vizé;i (2| pas) = £ £ 0
(2.122)

Wyrazenia z kwalifikatorem pewnos$ci (ang. certainty qualified sta-
tements). Wyrazenia tego typu zawieraja kwalifikator okreslajacy mi-
nimalny stopieni przekonania (pewnosci) a € [0, 1] co do prawdziwosci
stwierdzenia X jest A. Zapisuje sie je jako:

X jest A jest pewne w stopniu co najmniej « (2.123)

lub krocej jako:
X jest A, « (2.124)

Podobnie jak w przypadku wyrazen z kwalifikatorem prawdziwosci
(2.120), tu réwniez przyjmuje sie, ze wyrazenie (2.123) mozna zreinter-
pretowad jako proste, pozbawione kwalifikatora, wyrazenie postaci X jest
B. Postaé¢ funkcji przynaleznodci up w takim réwnowaznym wyrazeniu
zalezy od postaci 4 1 wartosci a.

Xjest A, « +—— X jest B (uB = flo, ur)) (2.125)
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Znow jak poprzednio, zagadnienie wlasciwego okreslenia postaci funk-
cji przynaleznosci pp mozna “odwrocié” i zapytaé jakie mozna mieé prze-
konanie co do prawdziwosci X jest A jesli zaktada sie, ze zachodzi X jest
B. Odpowiedz na to pytanie wynika wprost z definicji miary koniecznosci
def. 2.19:

Xjest B —— X jest A, Nx(A) (7TX = ,UB) (2.126)
Posta¢ funkcji przynaleznosci B w (2.125) okresla sie nastepujaco:

up(xr) = max(pp(x),1 — ) (2.127)

2.3.2 Kwantyfikatory lingwistyczne i operatory agregacji

Kwantyfikatory lingwistyczne sa waznym przyktadem konstrukeji stoso-
wanej w logice rozmytej, ktora wykracza poza klasyczne schematy lo-
giczne. Kwantyfikatory te stanowia z jednej strony istotne rozszerzenie
repertuaru logiki klasycznej. Z drugiej strony sa one czesto stosowane
w roli operatorow agregacji. Na przyktad pozwalaja lepiej wyrazié uzyt-
kownikowi jego preferencje w ramach zapytania, co opisujemy w dalszej
czedcl ksiazki. W zwiazku z tym w niniejszym punkcie przedstawimy
zadehowskie ujecie reprezentacji kwantyfikatoréw lingwistycznych oraz
inne wybrane operatory agregacji opracowane na gruncie logiki rozmytej
i przydatne w zadaniach wyszukiwania informacji.

Kwantyfikatory lingwistyczne

Waznym pojeciem logiki klasycznej sa kwantyfikatory. W logice klasycz-
nej uzywa sie dwu kwantyfikatorow: kwantyfikatora ogblnego “V” oraz
kwantyfikatora szczegdlowego “3”. Kwantyfikator ogélny pozwala wyrazi¢
stwierdzenie, ze wszystkie elementy nalezace do rozwazanego zbioru maja
pewna wlasnosé. Kwantyfikator szczegdtowy pozwala wyrazié stwierdze-
nie, ze istnieje przynajmniej jeden element w rozwazanym zbiorze majacy
pewna wlasnosé. Jezyk naturalny jest znacznie bogatszy w tym wzgle-
dzie. W mowie potocznej powszechnie uzywane sa wyrazenia takie jak:
wiekszo$¢, kilka, okoto potowy i tym podobne, ktore maja niewatpliwie
charakter kwantyfikatorow. Bedziemy je nazywaé¢ kwantyfikatorami lin-
gwistycznymi. Nie poddaja sie one tatwo formalizacji na gruncie logiki
klasycznej (por. np. [189] i [6]).

W logice rozmytej w szerszym sensie wyrdznia sie dwie klasy kwan-
tyfikatoréw lingwistycznych. Kwantyfikatory takie jak wiekszosé, prawie
wszystkie, niewiele 1 tym podobne zaliczymy do klasy kwantyfikatoréw
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wzglednych, gdyz okreslaja one stosunek licznoéci zbioréw elementow
majacych pewne wilasnosci. Druga klase stanowia kwantyfikatory bez-
wzgledne (absolutne), ktorych przykladami sa okolo 7, mniej wiecej 5
i tym podobne. Okreslaja one wprost licznosé zbioru elementéw maja-
cych pewna wlasnosc.

Kwantyfikatory lingwistyczne staly sie przedmiotem intensywnych
badain w ramach logiki rozmytej. Wyczerpujacy i aktualny ich prze-
glad oraz oryginalne nowe wyniki mozna znalez¢ w ksiazkach Gloecknera
[113, 114] i pracach wielu innych autoréw (por. np. [155, 80]).

Pierwsza i nadal bardzo popularna formalizacje kwantyfikatorow ling-
wistycznych wprowadzit Zadeh w postaci rachunku kwantyfikatoréw ling-
wistycznych (ang. calculus of linguistically quantified propositions) [242].
Rozwaza sie w nim dwa typy zdan z kwantyfikatorami lingwistycznymi.
Zdanie typu I, na przyktad:

Wiekszosé Szwedow jest wysokiego wzrostu (2.128)
zapisuje sie formalnie jako?!:
Qz P(x) (2.129)

gdzie @ oznacza kwantyfikator lingwistyczny (tu: wiekszosé), X = {x}
jest przestrzenia rozwazan (tu: odpowiadajaca zbiorowi Szwedow), za$
P(x) jest predykatem odpowiadajacym pewnej wlasnosci (tu: wysoki).
Zapis w postaci (2.129) nawiazuje do tradycyjnej notacji przyjetej w lo-
gice klasycznej.

W zdaniu (2.128) kwantyfikator odnosi sie do calego rozwazanego
zbioru, w tym przypadku zbioru wszystkich Szwedéw. W praktyce przy-
datna jest mozliwo$é¢ formalizacji wyrazen, w ktorych kwantyfikator od-
nosi sie jedynie do pewnego rozmytego podzbioru przestrzeni rozwazan
B € F(X), a nie do calej przestrzeni X. W tym celu w rachunku kwan-
tyfikatoréw lingwistycznych Zadeha rozwaza sie zdania typu II, na przyk-
tad:

Wiekszosé mtodych Szwedow jest wysokiego wzrostu (2.130)
ktore zapisuje sie formalnie jako??:

Qx (B(z), P(x)) (2.131)

2IW literaturze czesto stosuje sie zapis QX’s are P’s.
22V literaturze czesto stosuje sie zapis QB’s are P’s lub QX B’s are P’s.



48 Rozdziat 2. Wprowadzenie do logiki rozmytej

gdzie B(x) oznacza dodatkowy predykat reprezentujacy pewna wyma-
gang wlasnosé elementow (tu: miody) ograniczajaca zbior, do ktérego
odnosi sie kwantyfikator.

Zdania zawierajace kwantyfikatory lingwistyczne mozna rozpatry-
waé, podobnie jak w przypadku klasycznych kwantyfikatoréow, zaré6wno
w ujeciu syntaktycznym, jak i semantycznym. To pierwsze ujecie pro-
wadzi, na gruncie logiki rozmytej, do okreslenia specjalnych regul wnio-
skowania obejmujacych kwantyfikatory lingwistyczne. Rozwaza sie row-
niez pewne szablony wyrazen z kwantyfikatorami lingwistycznymi, tak
zwane protoformy, i proponuje sie schematy wnioskowania odnoszace sie
do nich [243, 244]. Drugie ujecie okresla sposoby obliczania stopnia
spetnienia zdan typu (2.129) i (2.131).

Wezesniej stwierdziliSmy, ze wzgledny kwantyfikator lingwistyczny wy-
raza stosunek liczno$ci dwoch podzbiorow przestrzeni rozwazan. Pod-
zbiory te moga by¢ nierozmyte lub rozmyte. W dalszym ciagu intere-
sowaé nas bedzie ten drugi, bardziej ogélny przypadek. Innymi stowy,
interesowa¢ nas beda zdania typu (2.129) i (2.131), w ktorych wyste-
puja predykaty rozmyte odpowiadajace takim wtasnosciom, jak mtody czy
wysoki w (2.128) i (2.130). Ujmujac to bardziej formalnie przyjmiemy,
ze interpretuje sie zdania typu (2.129) i (2.131) wzgledem nastepujacej
struktury®:

D = (Xp, Pp, Bp) (2.132)

gdzie Xp jest zbiorem obiektéw stanowiacym interpretacje przestrzeni
X, za§ Pp, Bp € F(Xp) sa zbiorami rozmytymi obiektow - jednoargu-
mentowymsi relacjami rozmytyms - stanowiacymi interpretacje predyka-
tow, odpowiednio P i B. W interesujacych nas zastosowaniach zbiér Xp
bedzie zawsze skoniczony. W przypadku zdan postaci (2.128) i (2.130)
przyjmuje sie strukture (2.132) taka, ze Xp jest zbiorem Szwedow, za$
Pp i Bp sa zbiorami rozmytymi Szwedow takimi, ze pp,(z) i pp,(x)
okreslaja stopien w jakim x jest odpowiednio wysoki i miody.

Rachunek kwantyfikatoréow lingwistycznych Zadeha przewiduje nas-
tepujacy sposob obliczania wartosci prawdy wyrazen (2.129) i (2.131).
Kwantyfikator lingwistyczny @ jest utozsamiany ze zbiorem rozmytym??,
okreslonym na przedziale |0,1], o funkcji przynaleznosci jiq.

23Zadeh [240, 241] uzywa, w ramach tak zwanej test-score semantics, pojecia expla-
natory database, EDF, ktéoremu odpowiada tu pojecie struktury stosowane tradycyjnie
w logice.

24Dla uproszezenia notacji bedziemy oznaczaé ta sama litera, Q zaréwno kwantyfi-
kator lingwistyczny, jak i reprezentujacy go zbiér rozmyty.
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Przyktad 2.4. Przyjmigmy, ze kwantyfikator Q = wiekszos¢ jest re-
prezentowany przez zbior rozmyty Q € F([0,1]), o nastepujacej funkeji
przynaleznosci:

0 dla B <03
po(B)=<{ 28-06 dla03<B<08  Bel0,1]  (2.133)
1 dla B> 0.8

Wzor ten, w rozwazanym tu przyktadzie, nalezy interpretowaé nastepu-
jaco: jesli licznosé wzgledna®® zbioru pracownikéw, majgcych okreslong
wtasnosé (mlodych, majacych niskie wynagrodzenie itp.), przekracza 80%,
to stopien spetnienia zdania jest rowny 1; jesli ta liczno$é wzgledna jest
mniejsza niz 30%, to stopien spetnienia zdania wynosi 0; w pozostatych
przypadkach stopien spetnienia zdania nalezy do przedziatu [0,1], przy
czym im wieksza licznosé, tym stopien spetnienia rozwazanego zdania
blizszy jest wartosci 1.

Stopien spetnienia Tp(Qx P(x)) zdania typu I (2.129) wzgledem struk-
tury D (2.132) okresla sie nastepujaco®®:
Tp(Qx P(z)) = nq(h) (2.134)
gdzie

X
B1 = XCount(Pp | Xp) = ¥ Count(Pp N Xp) _

Y Count(Xp)
" 2.135
~ XCount(Pp) > il ppp () ( )
- Y Count(Xp) N n

przy czym n jest licznoscia zbioru Xp zas X Count oznacza sigma-count,
licznosé (wzgledna) zbioru rozmytego - por. def. 2.11.

Stopien spetnienia Tp(Qx (B(x), P(x))) zdania typu IT (2.131) wzgle-
dem struktury D okresla sie nastepujaco:

Tp(Qz (B(xz), P(x))) = nq(b2) (2.136)
gdzie
Y Count(Bp N Pp)
Y.Count(Bp)
_ iy min(pp, (23), ppp (3:))
a Z?:l HBp (i)
ZWazgledem jakiego zbioru ta licznosé jest okreslona zalezy od konkretnej postaci
i typu zdania z kwantyfikatorem lingwistycznym.

20W dalszym ciagu, jesli postaé struktury D nie bedzie istotna, to bedziemy uzywac
oznaczenia T zamiast Tp.

By = ECOUnt(PD | BD) =

(2.137)
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W ogolnosci funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego, reprezentuja-
cego kwantyfikator lingwistyczny, moze przyja¢ praktycznie dowolna po-
sta¢, zgodna z intuicja uzytkownika co do znaczenia danego kwantyfika-
tora. W zastosowaniach najbardziej przydatne sa tak zwane kwantyfika-
tory reqularne niemalejgce monotoniczne [232|, oznaczane z angielskiego
skrotem RIM, takie ze:

nQ(0) = 0
po(l) = 1 (2.138)
Bi>B2 = uBi) > ne(B2) VB1, B2 € [0,1]

Przyktadem kwantyfikatora RIM jest kwantyfikator o funkcji przynalez-
nosci zdefiniowanej w (2.133).

Zmaczacy wktad w badania nad teoria i zastosowaniami kwantyfi-
katorow lingwistycznych wniesli Yager [223, 224| i Kacprzyk [128, 129,
125, 126]. W dalszej czesci niniejszego punktu omawiamy miedzy innymi
zastosowanie operatorow OWA [233] do modelowania kwantyfikatorow
lingwistycznych.

Operatory agregacji

W rozwazanych zadaniach wyszukiwania informacji istotna role odgry-
waja warunki, ktore wyrazaja preferencje uzytkownika. W szczegoélnosci
rozpatrujemy ztozone warunki, ktore tradycyjnie konstruuje sie za po-
moca klasycznych spdjnikéw logicznych. Spéjniki te mozna traktowaé
jako operatory agregacji stopni spelnienia warunkéw czastkowych. Przy-
pisany im tryb agregacji nie zawsze moze adekwatnie reprezentowaé in-
tencje uzytkownika, nawet jesli uzywamy do ich reprezentacji operacji
opisanych w p. 2.2.2. Na przyktad przy agregacji z uzyciem t-normy uzy-
skuje sie w wyniku zawsze wartos¢ nie wiekszq niz najmniejsza z wartosci
agregowanych (minimum jest najwiekszq sposrod wszystkich t—norm).
7Z kolei przy agregacji z uzyciem t-konormy uzyskuje sie w wyniku zawsze
warto$¢ nie mniejszq niz najwieksza z wartosci agregowanych (maksi-
mum jest najmniejszqg sposrod wszystkich t—konorm). W zwiazku z tym
zasadne jest zastosowanie jednego z wielu zaproponowanych w ramach
szeroko rozumianej logiki rozmytej operatoréow umozliwiajacych bardziej
elastyczng agregacje.

Zadanie agregacyi okreslimy jako przypisanie dla uporzadkowanego
zbioru elementéw (ay, . . ., a,) z przedzitu [0,1] pojedynczej wartosci M ze
zbioru [0,1]

M :[0,1]" — [0,1]
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Postuluje sie pewne warunki, ktére operator M ma spelnia¢. Obej-
muja one zwykle [107]:

ciggtosé: mate zmiany wartosci agregowanych elementéw nie powoduja
skokowej zmiany wartosci operatora M,

neutralnosé: wynik agregacji nie zalezy od kolejnosci agregowanych ele-
mentéw a;: M(ai,...,a,) = M(ag(y,---,05(n)), gdzie o okresla
dowolna permutacje zbioru indeksoéw elementow {1,...,n},

monotoniczno$é: zwiekszenie wartosci jednego z elementéw daje wynik
agregacji nie mniejszy niz wyjsciowy,

idempotentnosé: M(a,a,...,a) = a.

Istotna konsekwencja idempotentnosci i monotonicznosci operatora
M jest nastepujaca wlasno$é¢ kompensacyjnosci

min(ay,...,a,) < M(ai,...,a,) < max(ai,...,a,) (2.139)

Tak okreslone operatory agregacji rzeczywiscie uzupetniaja wiec sposoby
agregacji mozliwe do uzyskania z uzyciem spdjnikéw logicznych, repre-
zentowanych za pomocsa, operatoréw t-normy i s-normy. W dalszej czesci
tego punktu omawia sie wybrane operatory agregacji. Zrodtem komplek-
sowej informacji na temat operatoréw agregacji jest ksiazka pod redakcja
Calvo, Mayora i Mesiara [57].

Srednia arytmetyczna i uogélniona. Srednia arytmetyczna to naj-
lepiej znana metoda agregacji danych czastkowych, wyrazajaca sie wzo-
rem

1 n
M(al,...,an):EZai
i=1

Podobnymi wzorami wyrazaja sie tez inne, znane $rednie, takie jak $red-

nia geometryczna (M(ay,...,a,) = ([1; ai)%), czy Srednia harmo-
niczna (M(ay,...,a,) = ———r). Srednie te sa szczegdlnymi przy-
n i=1 ay

padkami [115] tak zwanej Sredniej uogdlnionej

M(as,... an) = f‘l(%Zf(ai)) (2.140)

gdzie f jest dowolna funkcja ciagla i Scisle monotoniczna.
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Przyjmujac rozne postacie funkcji f, uzyskuje sie poszczegélne typy
srednich: f(z) = z dla $redniej arytmetycznej, f(z) = logx dla sredniej
geometrycznej i f(x) = % dla $redniej harmoniczney.

Pojecie $redniej uogolnionej i wzor (2.140) mozna rozszerzy¢ na przy-
padek, w ktorym poszczegdlne kryteria k; opatrzone sa stopniami waz-
nosci w; takimi, ze >, w; = 1. Wtedy

My, ..o, (@1, ... ap) = f*l(% 3" wif(ar) (2.141)
=1

Minimum i maksimum wazone. Operatory te stanowia rozszerze-
nie standardowych operatoréw min i max na przypadek, gdy podane
sa stopnie waznosci kryteriow w;, przy czym zaklada sie, ze te stopnie
wazno$ci spelniaja warunek: max;— ., w; = 1. Operatory minimum wa-
zZonego Wmin i maksimum wazonego Wmax okreslone sa nastepujacymi
wzorami [86]:

Wming,, . w,(a1,...,a,) = r{lin max(l —w;,a;) (2.142)
i=1,...,n

Wmaxy, . w,(a1,...,an) = max min(w;, a;) (2.143)
i=1,...,n

Powyzsze wzory uogodlnia sie, uzywajac operatoréw t-normy, t-konormy,
implikacji rozmytej i koimplikacji (por. p. 2.2.2). Prowadzi to do naste-
pujacych wzoréow

Wmin,f\u’liw,wn (a1,...,ap) = /\ i(wi, a;) (2.144)
i=1,....,n
Wmaxq\f)’ff“’wn(al, ceyp) = \/ ic(1 —wj,a;) (2.145)
1=1,....,n

gdzie A\ i/ oznaczaja operatory t-normy i t-konormy zastosowane do
wielu argumentow. Wzor (2.142) otrzymuje sie przez uzycie operatora
t-normy minimum oraz operatora implikacji ig_p; (2.88) we wzorze
(2.144). Wzor (2.143) otrzymuje si¢ przez uzycie we wzorze (2.145) ope-
ratora t-konormy maksimum oraz operatora koimplikacji i.5—ps (2.96).

Operatory, opisane powyzszymi wzorami, maja wtasnosé¢ idempotent-
noéci [107]. Przy zalozeniu pewnych wlasnosci, wystepujacych w nich im-
plikacji i koimplikacji, uzyskane operatory sa dodatkowo monotoniczne.
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Uporzadkowana $rednia wazona (OWA)  Operatory OWA?" wpro-
wadzil Yager [226]. Operatory te zdobyly sobie znaczna popularnosé.
Znajduja one liczne zastosowania oraz podlegaja dalszej ewolucji od
strony teoretycznej [233, 235].

Definicja 2.29. Niech V € [0,1]",V = [v1,...,v,],> 1 v; = 1 bedzie
wektorem wag. Operatorem uporzqdkowanej Sredniej wazonej (OWA)
o wymiarze n wzgledem wektora wag V' nazywa sie funkcje

MEWA (0,1 — [0,1]
taka, ze
MPWAA) = MP" Nan, - an) =D vib (2.146)
=1

gdzie b; jest i-tym najwiekszym elementem sposrod wszystkich elemen-
tow a; iB= [bl,...,bn].

Przyktad 2.5. Rozwazmy operator OWA, zdefiniowany z uzyciem wek-
tora wag V = [0.3,0.4,0.2,0.1]. Wtedy, dla A = [0.6,1.0,0.5,1.0], po
posortowaniu A nierosnaco, uzyskuje sie B = [1.0,1.0,0.6,0.5] i:

ME"4(0.6,1.0,0.5,1.0) =V o B =
[0.3,0.4,0.2,0.1] 0 [1.0,1.0,0.6,0.5] = 0.87

Operatory OWA maja wiele pozadanych wlasnosci, wymaganych od
operatorow agregacji [226, 233]. W zaleznosci od przyjetego wektora wag
otrzymuje sie takie operatory, jak:

1. minimum dla wektora wag V' = [0,0,...,0,1]

2. maksimum dla wektora wag V = [1,0,...,0,0]

3. Srednia arytmetyczna dla wektora wag V = [%, %, R %, %]

Operatory OWA o powyzszych wektorach wag bedziemy oznaczaé jako,
odpowiednio, Mgi‘;lVA, Mgng i MaOVgVA.

Powyzsza lista nie wyczerpuje operatoroéw agregacji, ktére mozna wy-
razi¢ z uzyciem operatora OWA o odpowiednim wektorze wag. Opera-
tory OWA moga by¢ uzyte w szczegélnosci do reprezentacji kwantyfika-

tordw lingwistycznych (por. p. 2.3.2). W tym celu okresla sie wektor wag

2Tang. ordered weighted averaging
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V tak, ze uzyskany operator OWA zachowuje sie¢ w sposéb zblizony do
wybranego kwantyfikatora lingwistycznego w sensie Zadeha (por. s. 48).
Niech @ oznacza kwantyfikator lingwistyczny typu RIM w sensie Zadeha
(2.138). Wektor wag V operatora OWA o wymiarze n, odpowiadajacego
kwantyfikatorowi @, okresla sie w nastepujacy sposob [226]:

1 1 —1 .
Ui:MQ<E>—MQ< - ), i=1,...,n (2.147)

Latwo zauwazy¢, ze zgodnie z definicja kwantyfikatora RIM (por. (2.138))

pe0)=0 i pe(l)=1

oraz
nQ(i/n) = pq((i—1)/n)
wiec
n
v; >0 oraz Zvi =1
i=1
i w zwiazku z tym wzor (2.147) poprawnie okresla wektor wag operatora

OWA.

Przyktad 2.6. Zalézmy, ze kwantyfikator Q = wigkszosé okreslony jest
WZOorem

1 dla x > 0.8
po(z) =¢ 20 —-0.6 dla03<z<0.8
0 dla z <0.3

Wtedy, dla n = 5, wektor wag V' = [v1,...,v5] operatora OWA o wy-
miarze n, okresla sie nastepujaco:

01 = 1(02) — pig(0) =0 —0 =0
vy = po(0.4) = 11(0.2) = 0.2 — 0 = 0.2
v3 = 11 (0.6) — 11(0.4) = 0.6 — 0.2 = 0.4
vy = 1g(0.8) — ng(0.6) =1-0.6 =04
vs = pQ(1) —pq(0.8) =1-1=

Nalezy zauwazy¢, ze operator OWA, o tak okreslonym wektorze wag,
daje dla danych binarnych takie same wyniki agregacji jak kwantyfikator
@, na ktorego podstawie zostal skonstruowany. Dla pozostalych danych,
w og6lnosci, wyniki sa jedynie podobne. Poza tym, okreslony przy zasto-
sowaniu (2.147) operator OWA moze zastapi¢ kwantyfikator @ jedynie
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w zdaniach typu I (por. (2.129)). Procedure opisana wzorem (2.147)
mozna rozszerzy¢ na zdania typu II (2.131), czyli gdy przy agregowaniu
danych wejsciowych trzeba uwzglednié¢ wektor ich stopni waznosci W.

Zalozmy zatem, ze mamy wektor A = [ay, ..., a,] elementow agrego-
wanych oraz wektor przypisanych im stopni waznosci W = [wy, ..., wy]:
w; € [0, 1] jest stopniem waznosci elementu a;, i = 1,...,n. Zalozmy tez,

ze mamy zdefiniowany rozmyty kwantyfikator lingwistyczny ) w sensie
Zadeha. Okreslamy wtedy posta¢ wektora wag V' operatora OWA w nas-
tepujacy sposob:

D=1 Uk Z;e_:ll Uk
Vi = HQ (ZZ—1 uk) HQ <ZZ—1 uk) (2.148)

gdzie u; jest stopniem wazno$ci i-tego najwiekszego co do wartosci ar-
gumentu sposrod wszystkich a;.

Zauwazmy, ze y . v; = 1 oraz Yi v; > 0, tak wiec wymagania,
dotyczace postaci wektora wag operatora OWA, sa spelnione.

Powyzszy sposob okreslenia wektora wag operatora OWA, na pod-
stawie kwantyfikatora (), wynika z dazenia do zachowania identycznosci
wynikéw agregowania w przypadku danych binarnych. Poréwnujac wzor
(2.147) ze wzorem (2.148) nalezy zauwazy¢, ze w pierwszym przypadku
wektor wag V' okredla sie niezaleznie od postaci agregowanych danych
(wektora A), natomiast w drugim przypadku wektor wag nalezy obli-
czy¢ kazdorazowo zaleznie od postaci wektora A.

Przyktad 2.7. Zaloézmy, ze liczba agregowane sa 4 elementy i agrego-
wanym elementom wektora A = [a1, a9, a3, aq] = [0.7, 1, 0.5, 0.6] przy-
pisano stopnie waznosci W = [wy, we, w3, ws] = [1,0.6,0.5,0.9], czyli
stopien waznosci a; wynosi w.
Przyjmijmy, ze kwantyfikator lingwistyczny () ma nastepujaca prosta
postac:
po(z) = x, dla wszystkich z € [0, 1] (2.149)

czyli jest to tak zwany jednostkowy kwantyfikator lingwistyczny,
Porzadkujac elementy a; w porzadku nierosnacym, otrzymuje sie:
B = [bl,bg,b3,b4], tak ze bl = as = 1, bg = ay = 0.7, bg = a4 = 0.6,
a by = ag = 0.5, czyli:
B = [a4, a3, a1, az]

Stopnie waznosci U = [ug,ug, us, us], wystepujace we wzorze (2.148),
skojarzone z elementami B = [by, bo, b3, by sa zatem nastepujace: u; =
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0.6, up0 =1, u3=0.9,1ius =05, czyli ug +---+ug =3 i:
U =[0.6,1,0.9,0.5]

Teraz, zgodnie ze wzorem (2.148), oblicza sie wektor wag V operatora
OWA, ktorym chcemy sie postuzy¢ przy agregacji:

no(%) — (%)_02 0=02

po(32) — po(52) =053 -02=10.33
vs _MQ(%E) 1Q(%) :083—0.53:0.3
vy = po(3) — MQ(%E) —0.83=0.17

Yager [226] wprowadzil dwie miary charakteryzujace operatory OWA:
ORnessi rozproszenie (ang. dispersion).

Definicja 2.30 ([226]). Miare ORness operatora OWA MZW4 o wymia-
rze n 1 wektorze wag V' = [vq, ..., v,] okredla sie nastepujacym wzorem:
i)vi

ORness(MIW4) = —Zi:l(n _

L (2.150)

Wartosci miary ORness naleza do przedziatu [0,1]. Latwo zauwazy¢, ze:

ORness(MIVA) = 0, ORness(MS"4) =1, ORness(MIV4) = 0.5

min max avg

Tak wiec miara ORness moze by¢ interpretowana jako stopient podobieni-
stwa operatora OWA do operatora maksimum, uzywanego standardowo
do modelowania alternatywy w logice rozmytej. Wyzsza wartosé miary
ORness (blizsza 1) wskazuje wigksze podobieristwo. Mozna si¢ tym kie-
rowaé przy okreslaniu lub modyfikowaniu wektora wag V.

Definicja 2.31 ([226]). Miare rozproszenia operatora OWA MW 4 o wy-
miarze n i wektorze wag V' = [v1, ..., v,] okresla si¢ nastepujaco:
disp(MEWA) = Z v; In(v;) (2.151)
07750

Miara rozproszenia nazywa sie rowniez entropig operatora OWA. Im
bardziej zblizone sa do siebie (i co za tym idzie, do wartosci 1/n) po-
szczegblne wspolrzedne wektora wag V', tym wyzsza wartosé tej miary.
Operator OWA o wielkiej wartosci miary dyspersji uwzglednia podczas
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agregacji wiecej argumentéw. Skrajnymi przykitadami sa tu znéw ope-
ratory MQKA Mgng ktore uwzgledniaja przy agregacji tylko jeden
element — odpowiednio: najmniejszy i najwiekszy — i majg najmniej-
szg warto$¢ miary rozproszenia, rowng 0. Operator MaOvIéVA uwzglednia
w réwnorzedny sposob wszystkie elementy wejSciowe i ma najwieksza
mozliwa warto$¢ miary rozproszenia, rowna In(n).

W zastosowaniach istotne jest wlasciwe okreslenie wektora wag V' dla
uzywanego operatora OWA. W literaturze proponuje sie wiele podejsé,
miedzy innymi okreslanie wag na podstawie danych eksperymentalnych
(por. np. [105]), na podstawie kwantyfikatora lingwistycznego (omoéwione
powyzej) oraz na podstawie zadania optymalizacji charakterystyk takich
jak ORness czy rozproszenie. Przeglad réznych podej$sé mozna znalezé

na przyktad w [246].

Uporzadkowane minimum i maksimum wazone. Operatory te
[102, 83| stanowia przeniesienie pomystu porzadkowania danych wejscio-
wych przed zastosowaniem operatora agregacji — tak jak ma to miejsce
w przypadku operatorow OWA — na wazone wersje operatorow mini-
mum i maksimum. Operatory te wyrazaja sie tymi samymi wzorami, co
minimum wazone (2.142) i maksimum wazone (2.143), z tym ze dane
wejsciowe A sa wstepnie sortowane. Formalnie otrzymuje sie wiec

OWminy,, w,(a1,...,a,) = min max(1 — w;, b;) (2.152)

i=1,.
OWmaxy, .. w, (a1, ...,a,) = _Irlla,x min(wj, b;) (2.153)

przy czym b; jest i-tym najwiekszym elementem sposréd wszystkich a;.

Uzyskuje sie w ten sposob “delokalizacje” stopni waznosci kryteriow,
co podobnie jak w przypadku operatoréw OWA czyni te operatory sku-
tecznym narzedziem dla reprezentacji kwantyfikatorow lingwistycznych
— por. p. 2.3.2.
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