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Wprowadzenie

Optymalizacja dyskretna stala sie samodzielng dziedzing badawczg od po-
lowy lat pietdziesigtych dwudziestego wieku. Powstata ona na styku zastoso-
wan praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarzgdzanie, technika
1 wiele innych oraz matematyki ze szczegdlnym uwzglednieniem kombinato-
ryki, teorii graféw i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo-
zna powiedziec, ze podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybdr
optymalnego wariantu ze skoficzonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty-
malnos¢ jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej
funkcji. Uzyskanie rozwigzania zadania optymalizacji dyskretne] umozliwia
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektéw dzialalnosci
ludzkiej. Przykladami kryteriéw optymializacyjnych nioze by¢ maksymaliza-
¢ja zyskéw, minimalizacja kosztéw lub strat 1 wiele innych.

Mozna powiedziet, ze w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych
pojawilo sie wiele waznych, zlozonych 1 trudnych do rozwigzania problemdéw
o powyzszym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni
sposéb bardzo przydatny okazal sie aparat i metodologia matematyki.

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostalo sformalizowane jako
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego cfektyw-
nego rozwigzania. Oznacza to konieczno$t opracowania algorytmoéw i wy-
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazalo sie, ze w przy-
padku wielu zadan optymalizacji dyskretnej oraz algorytmdéw opracowanych
do ich rozwigzywania pojawia si¢ zasadnicza trudnos$¢. Dla nawet niezbyt du-
zych przykladéw tych zadan obliczenia numeryczne wymagaja niemozliwego
do zaakceptowania naktadu obliczen, na przykiad iierzonego w stulcciach
pracy obecnych superkomputeréw. Co wiecej, nawet drastyczne zwickszenie
wydajnosci komputeréw nie jest w stanie zasaduniczo poprawié sytuacji. Dla
ustalenia uwagi, 100-krotne przy$pieszenie obliczen zmniejsza naktad obliczen
ze 100 lat do jednego roku, co weigz jest wielkodcig abstrakeyjng, niemozliwg
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuaci byl rozwaj
teoril 1 praktycznego zastosowania algorytméw przyblizonych, ktérych celem
Jjest wyznaczenie przyblizonego rozwiazania zadaiia o akceptowalnej jakosci,
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przy "niewielkim” nakladzie obliczen.

Praktyczna niemozliwos¢ uzyskania rozwiazah optymaluveh dla licznych
przykladéw zadan optymalizacji dyskretnej spowodowata koniccznosé anali-
zowania nakladu obliczen wymaganego przez algorytmy, dla zadan o okreslo-
nej wielkosci.

W efekcie powstala dziedzina badawcza zwana zlozonoécia obliczeniowa.
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadan 1 algorytmoéw optyma-
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakladun obliczen niezbednego do
uzyskania rozwigzania optymalnego jako funkcji rozimiaru, wiclkoécl zada-
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostaly umownie podzielone na latwe
1 trudne do rozwiazywania.

Nalezy zwrécic uwage na fakt, ze uzyskane w ten sposdb oceny noszy
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, ze sq one prawdziwe dla wszystkich
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwe analizy
przypadku najgorszego, gdyz oparta jest ouna na najbardziej niekorzystnym
zachowaniu sie zadan i algorytmow optymalizacji dyskretnej.

Praktyka rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej wykazala jednak
szybko, ze uzyskane w ten sposdb oceny sa bardzo czgsto nadinicrnie pe-
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejécie przypadku najgorszego
nie charakteryzuja w sposéb wiasciwy przecietnego, Sredniego zachowania sie
zadan 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Ta sytuacja spowodowala powstanie dziedziny nazywanej analiz:y przy-
padku éredniego lub inaczej analiza probabilistyczug zadan 1 algorytiméw
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku Sredniego wy-
maga zdefniowania losowego modclu rozwazanego zadania. Uzyskane w efek-
cie przeprowadzenia analizy przypadku Sredniego wyniki odnosza sie tylko do
rozwazanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast
ich olbrzymig zalety jest mozliwost uzyskania alternatywnych, w stosunku
do zlozonosci obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania sig
zadail 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Wazna 1 oryginalng wilasciwoscig analizy przypadku $redniego jest mozli-
wos¢ analizowania innych chiarakterystyk zadania niz zlozonosé obliczeniowa.
Dobrym przykiadem jest asymptotyczna ocena zachowania si¢ wartosci roz-
wigzania optymalnego jako funkcji pewnych parametréw zadania. Wyniki
tego typu znacznie poszerzaja wiedze na temat zadan optymalizacji dyskret-
nej i w efekcie umozliwiajg ich rozwigzywanie w znacznie bardziej efektywny
sposdb.

Zasadniczyin celem tej monografii jest wykazanie, na przyktadzie wybra-
nych, waznych zadan optymalizacji dyskretuej, Ze przy zastosowauiu prostego
aparatu rachunku prawdopodobicnistwa mozna uzyska¢ wartosciowe wyniki
analizy przypadku $redniego.
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W celu wilasciwego osadzenia uzyskanych wynikéw w teorii 1 praktyce
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdzialy monografii po$wiecone zostaly
prezentacji wybranych zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwigzy-
wania, ztozonoéci obliczeniowej oraz analizy przypadku Sredniego. Nalezy
jednak podkresli¢, ze zamiarem autora byla pogladowa, a nic bardzo szcze-
golowa i wyczerpujaca prezentacja tych zagadnien. Szczegdlowy plan mono-
grafii jest nastepujacy.

W rozdziale 1 zaprezentowano dziedzing optymalizacji dyskretnej ze szcze-
golnym uwzglednieniem programowania catkowitoliczbowego i liniowego, za-
dan binarnych, zadan teorii grafow oraz zadan harmonogramowania.

W rozdziale 2 zostaly przedstawione znane metody rozwigzywania zadan
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podzialu i oszacowan, progra-
mowanie dynamiczne, algorytmy zachlanne, metody lokalnej poprawy oraz
algorytiy programowania linowego.

W rozdziale 3 rozwazono podejécie przypadku najgorszego do oceny zlo-
zonoscl obliczeniowej zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej. Zdefinio-
wano niezbedne elementy oceny rozmiaru wielkoéci danych zadania i naktadu
obliczeni, wprowadzono klasy ztozonoéci obliczeniowe;j.

Podejécie przypadku Sredniego zastalo przedstawione w rozdziale 4. Szcze-
gblng uwage podwiecono aparatowi probablistycznemu niezbednemu w dal-
szej czedci monografii oraz prezentacji wybranych wynikéw analizy przy-
padku Sredniego znanych z literatury.

W rozdzialach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowyiniarowe zadanie zala-
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zakonczenia. Na przykla-
dzie tych waznych zadan optymalizacji dyskretnej dokonatio doglebnej ana-
lizy zagadnief bedacych przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii,
takich jak metody rozwiazy wania, analiza zlozonosci obliczeniowej oraz ana-
liza przypadku sredniego. Przedstawione zostaly oryginalne wyniki opisujace
asymptotyczne zachowanie si¢ rozwigzan optymalnych jako funkeji parame-
trow zadan w przypadku srednim. Wykazano réwniez, ze proste algorytiny
przyblizone moga by¢ asymptotycznie optymalne w sensie aunalizy przypadku
érednicgo.

Zamiarem autora bylo uzywanie mozliwie najprostszej notacji mateina-
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystoSci wywodu. W monografii
stosowane sa powszechnie przyjete oznaczenia matematyczite. Dla przykladu:

e {a1,as,...,a,} oznacza zbiér n - elementowy.

e [11,T2,...,2,) oznacza wektor o m skladowych przyjimujacych wartodcd
liczbowe.
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e lim, ., f(z) lub lim,_,, g, 0znacza granice funkcji lub ciaggu liczhowego,
co jednoznacznie wynika z kontekstu.

e {X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykiad © < b,
gdzie x jest zmienng, b pewna stala.

e |a| oznacza warto$¢ bezwzgledng liczby a, natomiast |A} oznacza moc
(liczbe elementéw) zbioru A.

Kolejne oznaczenia sg definiowane w tekécie monografii w miare potrzeb.
W przypadku mozliwoéci wystapienia niejednoznacznosci w trakcie przepro-
wadzania wywoddéw, odpowiednie pojecia sg przytaczane na biezyco.

Oryginalna terminologia opisujgca pojecia i obiekty rozwazanc w mono-
grafii w przytlaczajacej wiekszosci pochodzi z jezyka angielskiego. W niono-
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, ktéra zdaniem autora, z jed-
nej strony wlasciwie oddaje sens oryginalu angielskiego, z drugiej za$ strony
jest dobrze osadzona w jezyku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojecia w na-
wiasach przytoczono jego angielski odpowiediik.

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora
tematyky analizy przypadku éredniego wybranych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Prace naukows nad tymi zagadnieniami autor prowadzil w Instytucie
Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakladzie Progra-
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji.

Pragne serdecznie podzigckowat wszystkim kolezankon i kolegom z 1BS
PAN za wieloletnia wspdlprace. Przez caly okres mojej pracy naukowej szcze-
gélne znaczenie miala dla mnie wspéipraca z doc. dr hab. Markiem Libura,
na ktérego pomoc i cenne rady mogten: zawsze liczyc.

Swojej rodzinie skladam wyrazy wdzigcznosci za cierpliwo$t, wyrozuinia-
loé¢ i wsparcie podczas catego okresu mojej pracy naukowej. Szczegdlnie
goraco pragne podzickowaé mojej Zonie i Mamie.









4.2. ZDARZENIA LOSOWE 83

e iloczyn zdarzein, oznaczany AN B. Jest to zdarzenie, ktére zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy, kiedy jednoczeénie zachodza zdarzenia A oraz B;

e suma, lub inaczej alternatywa zdarzen, oznaczana AU B. Jest to zda-
rzenie, ktére zachodzi, jedli zachodzi przynajmniej jedno ze zdarzen A

b ;
oraz zdarzeniami sa;

e zdarzenie pewne, oznaczane jako Q. Jest to zdarzenie, ktére zawsze
zachodzi, na przyktad 4 U A;

e zdarzenie niernoliwe, oznaczane jako . Jest to zdarzenie, ktére nigdy
nie zachodzi, na przyktad AN A

o zdarzenia rozgcane (lub zdarzenia wylaczajace sig). Jest to przypadek,
kiedy zdarzenia A i B nie mogg zachodzi¢ réwnoczeénie, AN B = ().

Zauwazmy, ze dla kazdego zdarzenia A mamy zawsze
gCACQ, (4.1)
co uzasadnia okre$lenie zdarzen §§ oraz () jako krafcowych. Zdarzenie nie-

mozliwe powoduje ka; 2z rzeuie, dowolne zdarzenie powoduje zdarzenie
pewne. W odniesieniu do ciggéw zdarzen przyjmowane sg oznaczenia:

AnAan--nd, = (A4
A1 UAQUUAn = UAL
i=1
Po :dzy zdarzeniami i operacjami nad nimi zachodzg ponizsze relacje:

Jezeli A € B (A C B), to wtedy B C A (B C A);
ANB=BNA, AUB= BUA:;
(AnNE Z=AN(BNC), (AUB)UC=AU(BUC),

AN(BUC)=ANBUANC, AUBNC =(AUB)N(AUCQ);
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e Jesli znane jest prawdopodobienstwo zajscia pewnych zdarzen loso-
wych, to powinniémy umie¢ oblicza¢ prawdopodobiefistwa zajscia zda-
rzef losowych na nich opartych.

Prz:  auje sie, ze zawsze spelnione sg ponizsze zaleznoéci:
P{0} =0 oraz P{Q} = 1.

Fakt ten oznacza, ze prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia niemozliwego
jest réwne  natorniast prawdopodobiefistwo zajécia zdarzenia pewnego jest
rowne 1. Oznacza to, ze dla dowolnego zdarzenia losowego A, spelniajacego
(4.1) mamy:

0< P{A} < oraz P{A} =1~ P{A}.

Natomiast dla dowolnych dwdch zdarzen losowych A 1 B mamy:
A C B powoduje, ze P{A} < P{B}

oraz

P{AUB} = P{A} + P{B} — P{ANB}. (4.3)
Jezeli zdar losowe A 1 B sy zdarzeniami rozlaczuymi, P{AN B} = 0, to
wtedy L3) przyjom  postac:

P{AL }=P{A}+P{B)}

lefinicja 19 Rozwaimy dwa zdarzenia losowe A © B, przy czym P{B} > 0.
Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia losowego A, jesli zaszto zdarzenie
B, oznaczane jako P{A '}, st okre§lone nastepujqcym wzorem:

_ P{AN B}

U 8 =—Fg (4.4)

Defir ja 20 Zdarzenia losowe i B nazywarny niezaleznymi zdarzeniami
losowymi,  ieli prawdziwy jest ponizszy wzor:

P{An B} = P{A}- P{B} (4.5)
Powyzsze d nicje 1aja bardzo powazne konsekwencje. Mianowicie:

e Jezeli A1 B sy niezaleznymi zdarzenianmi losowymi, to wtedy ze wzo-
réw (4.4) oraz (4.5) otrzymujemy P{A|B} = P{A}. Oznacza to,
ze w prz, adku niezaleznodci zdarzen losowych A i B prawdopodo-
bienistwo warunkowe zajécia zdarzenia A (P{A|B}) jest réwne praw-
dopc biefistwu bezwarunkowemu (lub a prior) zajscia zdarzenia A

{A}). W ogdlnym przypadku prawdopodobiefistwa te sg rézne.
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Dla statych a i b oraz zmiennych losowych X 1Y prawdziwe sg ponizsze
zaleznoéci:

E(X4Y) = E(X)+E(Y); E(a-X+b) = a-E(X)+D; Var(a-X+b) = o’ Var(X).

Ponadto jezeli X i ¥ sg wzajemunie niezaleznymi zmiennymi losowymi, to
wtedy:

E(X Y)=FX)-E(Y)oraz Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). (4.13)

Przy modelowaniu zjawisk praktyczuycli, takich na przyktad jak zadania
1 algorytmy optymalizacji dyskretnej, gdzie dane zadan mogg by¢ przedsta-
wiane jako re zacje zmiennych sowych, czesto zachodzi potrzeba:

e dokonania rzeksztalcenia danych wejéciowych zadania, co w odnie-
sieniu do zmiennych losowych oznacza potizebe rozwazania zmiennej
losowej V" = u(X), gdzie u(-) jest przeksztalceniem funkcyjnym, nato-
miast X st zmienng losows o] ujaca pewna charakterystyke zadania
lub algorytmu. la przylkdadu (4.9) rzyjmuje wtedy postac:

o0

E(Y)= / u(: - dF(z);

-0

e operowal 1 wektorami zmiennych losowych, takimi jak wspdlezynniki
funkeji celu, lewych stron ograniczeh, wagi hukéw badz krawedzi w
grafie.

Wektor zmiennych losowych [Xi, Xo,. .., X,] nazywamy n-wymiarowq
zmienng losowa. Dystr  uanta wektora zimiennych losowych przyjnugje po-
stac:

F(l‘l,l’g, e In) = P{{X1 < .Tl} N {Xz < 12} Nn...N {)(,,, < .’L'n}}

Definicja 26 Zmienne losowe X1, Xs,..., X, namwamy wzajemnie nieza-
leznymi, jezeli:

F(zy,2q,...,2,) = ‘I Fi(z;), gdzie Fi(z;) = P{X; < x;}

i=1
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czajg réwniez zbieznos¢ w przypadku modelu inkrementalnego, co oznacza,
ze model niezalezny jest w tym zakresie bardzi  0gélny od modelu inkremen-
talnego. W rozdzialach 5 oraz 6 niniejszej monografii rozwazany jest model
niezalezny wielowymiarowego zadania zaladunku oraz zadania szeregowania
prac ze znanymi te 1inami zakohczenia.

Przy przeprowadzaniu asymptotycznej analizy przypadku Sredniego bar-
dzo przydatne jest pojecie stochastycznej zbieznosci ciggéw zmiennych loso-
wych. Dla ciggu zmiennych losowych Y), Y5, ... oraz stalej ¢ znane sa rézne
rodzaje zbieznoéci stochastycznej.

Zbieznost prawie na pewno (almost sure convergence), w skrécie (p.n.)
0zZnacza, ze

P{limY, =c}=1,
n— 00
gdzie lim, . Y5, = ¢ oznacza zbiezno$é do ¢ wszystkich realizacji zmienne;j
losowej Y, (poza ewentualnie zbiorem miary zero, patrz Loéve [96]).

Nieco stabszg forma, zbieznoéci jest zbieznose z prawdopodobienstwem (con-

vergence in probability), ktéra oznacza , ze dla dowolnej wartosci € > 0

lim P{|Y, —¢| >} =0. (4.15)
Jezeli zachodzi

Z P{ ,—¢ > <

n=1

to zbieznodt z prawdopodobienistwem jest tozsama ze zbieznoécig prawie na
pewno.

Zbieznosé do wartoci oczekiwanej (conve  nce to expectation) oznacza,
ze zachodzi

lim [E(Y,) - =0

co jest jeszcze stabsze  rma zbieznodci, ale przy spelnieniu pewnycli dodatko-
wych warunkdéw dotyczacych rozkladu praw Hpodobienstwa ciagu Y7, Y5, .. .,
patrz Feller [38], moze byt tozsama ze zbieinoscig z prawdopodobienistwem.

W podrozdziale 5.4 sformutowano pojecie asyr  totycznej zbieznoSci cig-
géw zmienych losowych i liczbowych w sensie ilorazowymm, ktéra jest odmien-
nym podejéciem od zaprezentowanego powyzej, :jest zgodna ze zbieznoécia
z prawdopodobiefl  wenn.

Jednym z bardzo istotnych wynikéw analizy praypadku éredniego bylo
wykazanie, ze istnieja realizacje algorytmu sympleks niajyce w srednim przy-
padku wielomianowg zlozonoé¢ obliczeniowa, patrz Borgwardt [15] oraz Smale

25], co potwierdza jego wysoky przydatno$é praktyczng.
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Ponizej zostang przytoczone znane z literatury wyniki analizy $redniego
przypadku dla wybranych zadafi i algorytméw optymalizacji dyskretnej przed-
stawionych w rozdziata 1 oraz 2.

W podrozdziale 1.3 zaprezentowano zadania rozbicia zbioru oraz pakowa-
nia zasobnikéw, patrz réwniez Rinnoy Kan [115], Rinnoy Kan 1 Stougie [116]
oraz Coffman i Lu =r [2¢ Dla zadan rozbicia zbioru w postaci (1.12) oraz
(1.13) przypadek m = 2 jest szczegdlny. Postat rozwigzania optymalnego
dla obu zadai jest lentyczna, natomiast rézne sg wartoéci rozwiagzan opty-
malnych. Rozwazmy zadanie rozbicia zbioru w postaci (1.13), m = 2. Niech
dalei x1,z9,. .., z, bedg realizacjami X, X,, ..., X,, - wzajemnie niezalez-
ny zmiennych isowych o jednakowym rozkladzie ze skoficzong wartoécig
oczekiwang. Wtedy

. " zopr(n,2) . zopr(n,2) \ /
o FESR) - () e e

W podrozdziale 2.4 zaprezentowano algorytm zachtanny dla zadania (1.13)
z wartoscig uzyskanego rozwigzania réwna zgre(n). Mozna wykazaé, ze

i (n— E:"))/Q) =1 (pn) oraz lm <ﬁ§%> =1 (pn.).

Wyni te maja bardzo ciekawa interpretacje. W tym przypadku mamy;,
patrz (2.. oraz podrozdziat 2.1,

v L) = Zom 1) awiec lim () =1 (pn.).
zopr(n, 2) n—o0
Wiynik powyzszy oznacza, ze algorytm zachlanny zaprezentowany w pod-
rozdziale 2.4 jest algorytmem asymptotycznie suboptymalnym dla zadania
(1.13), gdzie m = 2, patrz (2.4). W sensie analizy przypadku najgorszego

mieliémy zupelnie inne oszacowanie, patrz (2.1), (2.3) oraz (2.12),
2
g S d)([n) S L

Zauwazmy, ze (4.16) daje bardzo ciekawg mozliwos¢ oszacowania asymp-

totycznego stu rozwiazan optymalnych zadania (1.13), gdzie m = 2,
zopr(n, 2) ¢ normalizowanego rozkliadu réwnomiernego.

Przyktad X\, Xo,. .., X, sqwzajemnie niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o 7 ie réunomiernym na przedziale (0,1], to wtedy B(X;) = %
oraz (4.10) wje ponizszg postaé:

lim (M> =1 (p.n.). (4.17)

n-300 77/4



98 ROZDZIAL 4. ANALIZA PRZYPADKU SREDNIEGO

Rozwazmy teraz zadanie pakowania zasobnikéw, patrz (1.14), podrozdzial
1.3 oraz Coffman i Lueker [24]. Bez ograniczania ogélnoéci rozwazafi mozemy
przyjaé, ze rozmiar zasobnikéw spelnia ¢ = 1. Niech zy,29,..., 2, beda
realizacjami X1, Xo,...,X, - wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozktadzie prawdopodobienstwa z dystrybuanta F{z). Dla
kazdej postaci dystrybuanty I mozemy zdefiniowaé wspdéczynnik optymalno-
sci (optimum packing ratio) opisywanego przez dystrybuante F'(z) rozkla 1
prawdopodobienstwa w postaci

. E(ZOPT(W))
Rp = lim —=—%+%.
f=e E(Zzzlki)

Bedziemy méwic, ze dystrybuanta F' pozwala na pakowanic doskonale (per-
fect packing) jezel
Rp = 1.

Wspélczynn  optymalnoéci pakowania jest charakterystyka wiasciwg tylko
« . analizy przypadku éredniego. Zauwazmy datkowo, 7e zgodnie z moc-
nym prawem wielkich liczb, patrz Feller [38] oraz Loéve [96], mamy

Z?:l Xi

nh_r&  B(G) =1 (pn) oraz E(ZXi) =n-E(X)).

=1

Pakowanie doskonale oznacza, ze laczna warto$¢ niewykorzystanego miejsca
pozostawionego w pojemnikach jest w ujeciu asymptotycznym mala w sto-
sunku do sumy rozmiaréw wszystkich pakowanych obiektow > - X,

Niech xq,@o. .. ., 2, bedg realizacjami wzajemnie ni znych zn mnnych
losowych o ro tadzie réwnomiernym na przedziale | Xy, Xo, oo, Xy,
gdzie b stala, 0 < b < 1. Oznaczmy dystrybuante takiego rozkladu jako
{ ). Dla b =1, to znaczy dla rozkladu réwnomiernego na przedziale (0,1]
mamy:

E(ZOPT(’H,)) — = @(\/Fl-) (4.1\

Wykorzytujac (4.18) oraz { t, ze w tym przypadku E(>°" , X;) = n/2,
mozemy z latwoécig zaobserwowac, ze

1 E(20pr(n))
R n/2

o =

=1 oraz Ryqy = 1. (4.1

Dla algorytméw zachlannych FFD oraz BF D, patrz podrozdziat 2.4, dla
b =1 mamy
n

Blzrrn(t —5=0(Va) oz E(mrp(n) - g = 0(v/n).
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jedno konkretne zadanie deterministyczne. Niestety podejscie to, poniimo
jego pozornej atrakeyjnoéci, nie moze w ogdlnym przypadku zastapié analizy
przypadku éredniego. Uzyskiwane w ten sposéb wyniki sa na ogét trywialne,
patrz Steele 28] oraz pc ozdzialy 5.5 16.3.

Wiyniki zaprezentowane w tym rozdziale sg czesto wihasciwe tylko dla
analizy przypadku éredniego 1 maja duza wartos¢ poznawcza i praktyczna.
Analiza przypadku éredniego jest nie tylko dopelieniem analizy przypadku
najgorszego, ale réwniez moze by¢ traktowana jako oryginalua dziedzina po-
znawcza ze swoja wiasng specyfika i oryginalnymi wynikami.

4.5 Podsumowanie

Celem tego rozdzialu  yvlo przedstawienie podejscia przypadku éredniego do
an: zyza i algorytméw optymalizac  dyskretnej. Zaprezentowany zostal
aparat probabilistyczny niezbedny do przeprowa enia analizy przypadku
sredniego. Miedzy innymi wprowadzono nastepujace pojecia:

e Zdarzenia, wraz z okreéleniem podstawowych operacji nad nimi, zda-
rzen krancowych oraz czestosci wystepowania zdarze.

e Zdarzenia losowe, pojecie prawdopodobiefistwa, zasady obliczaiia praw-
d odobienstw kombinacji zdarzen, prawdopodobiefistwo warunkowe,
niezaleznost zdarzen.

e Zmienne losowe, rozklady prawdopc Hbienstw zmiennych losowych, dys-
trybuanty zmiennych losowych, gestoéci rozkladéw.

o Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej, wariancja, calkowanie w sensie
L esgue’a-Stie esa.

e Nieréy oéci Markowa i Czebyszewa.
e Niezaleznosé zmiennych losowych.
e Model losowy zadah optymalizacji dyskretnej oraz jego wlasciwosci.

W odniesieniu do stosowanych w analizie rzypadku éredniego metod i
uzyskiwanych wynikéw rozwazono nastepujace zagadnienia:

e QOkreslono pc  tawowe cele analizy $redniego praypadku.

e Omoéwiono dwa rézne podejscia do tworzenia losowych modeli zadan
optymalizacji dyskretnej: model niezalezny oraz model inkrementalny.






Uwagi koncowe

W monografii rozwazono podejécie przypadku éredniego do analizy zadan
oraz algorytméw optymalizacji dyskretnej. Celem monografii bylo wykaza-
nie, na przykladzie binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku, zadania
szeregowania prac z terminami zakonczenia oraz wynikéw znanych z litera-
tury, ze podejécie przypadku éredniego jest bardzo uzytecznym narzedziem
analizy zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej.

W monografii dokonano przegladu dziedziny optymalizacji dyskretnej z
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadan, takich jak: pro-
gramowanie catkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po-
krycia, pakowania i rozbicia zbioréw, wybrane zadania teorii graféw oraz
zadania harmonogramowania.

Nastepnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki
rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pelnego
przegladu, metoda podzialu i oszacowarni, programowanie dynamiczne, algo-
rytmy zachlanne, metody programowania liniowego 1 inne.

Zdefinowane zostaly sposoby oceny dokladnoéci pracy algorytmoéw opty-
malizacji dyskretnej. Do oceny zlozonosci obliczeniowej zadan i algorytmow
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologie przypadku najgorszego.
Dokonano podzialu zadan optymalizacji na umowne kategorie zadan latwych
(nalezacych do klasy P), trudnych (nalezacych do klasy zadan A/P-trudnych)
oraz szczegélnie trudnych (zadan silnie A/P-trudnych). Z pewnym upro-
szczeniem mozna powiedzieé, ze o latwosci rozwigzywania wybranych zadah
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytméw dokladnych
o wielomianowej zlozonoéci obliczeniowe;j.

Jako dopelnienie oraz poszerzenie mozliwosci poznawczych podejscia przy-
padku najgorszego zaprezentowano podej$cie przypadku éredniego. Zdefi-
niowano niezbedne podstawy teoretyczne analizy przypadku éredniego oraz
dokonano prezentacji wybranych wynikéw znanych z literatury.

Ogdlne rozwazania dotyczace zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich
rozwiazywania, podejécia analizy przypadku najgorszego i éredniego do oceny
zada i algorytméw optymalizacji dyskretne) szczegdlowo oméwiono na przy-
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kladzie wielowymiarowego binarnego zadania zatadunku, z odrebnym rozpa-
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z
terminami zakoficzenia.

Dla rozwazanych modeli losowych zadan, ktére uzy ano przyjmujac zato-
zenie, ze wspélczynniki funkcji celu i lewych stron ograniczen sa realizacjami
zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym w przedziale (0, 1], uzyskano
szereg ciekawych wynikéw analizy przypadku éredniego. Najwazniejszym z
nich byto wykazanie, ze wartosci rozwiazan optymalnych dla catych losowych
klas zadaf dgzg do swoich wartosci oczekiwanych - deterministycznych funk-
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ograniczen m
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku), oraz warto-
sci prawych stron ograniczen. Z przeprowadzonych rozwazan wynika istotny
wplyw wartoécii wz: mnych uwarunkowan wektoréw prawych stron ograni-
czen na asympt /czny wzrost wartoSci rozwigzan optymalnych jako funkceji
rozmiaru zadania n.

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zaladunku mozna za-
uwazyt, ze liczba ograniczen m ma bardzo duzy wplyw na asymptotyczny
wzrost wartoéci rozwigz  optymalnych jako funkeji rozimiaru zadania n,
szczegdlnie w przypadku funkeyjnej zaleznosci wartoéei prawych stron ogra-
niczen od m oraz malych wartosci prawych stron ograniczen b;(n), j =
1,...,m. Dla duzych wartosci b;(n), 7 = 1....,m, zalezno$¢ od m ulega
znacznemu ostabieniu, a przy b;(n) ~ n /2 pr: tycznie zanika.

Powszechnie stosowana w pr  tyce obliczeniowej metoda  1zaca do oceny
algorytmoéw przyblizonych jest testows ei na zadaniach generowanych lo-
sowo. Uzyskane wyniki sa nastepnie poddawane analizie statystycznej. La-
two jest zauwazy¢, Zze powszechnie stosowane generatory zadan losowych sg
praktycznie tozsame z rozwazanymi w mv - ografii losowymi modelami zadaf.
Wyniki analizy przypadku redniego sa wiec w v :lu przypadkach potwier-

eniem 1 teoretycznym uzasad) niem wynikéw eksperymentalnych.

Co wiecej, w uzasadnionych przypadka wyniki analizy przypas u ére-
dniego moga wyeliminowa¢ koniecznoé¢ przeprowadzania eksperymentu obli-
czeniowego ujacego algorytmy dla zadan optymalizacji dyskretnej. W
takim przy W w oczywisty sposdb jest oszczedzany czas badaczy oraz
zmniejszane wykorzystanie zasobéw kompr rowych.

W monografii wykazano, ze bardzo proste algorytiny heurystyczne, o li-
niowej zlozonosei obliczeniowej, nie majace nawet gwarancji uzyskania rozwia~
zan dopuszczalnych zadan, sa asymptotycznie optymalne w srednim przy-
pa wm. Wyniki tego typu sa w oczywisty sposéb odmienne od wynikdw
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowig ich warto$ciowe uzupelnie-
nie.

Poglad, ze analiza przypac u ére iego moze zastapi¢ analize przypadku
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najgorszego jest w odczuciu autora bledny. Zaréwno analiza przypadku naj-
gorszego, jak réwniez analiza przypadku $redniego maja swoja specyfike oraz
uzyskuja wartosciowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie sie z wynikami ana-
liz réznego rodzaju pozwala wyrobié sobie mozliwie najbardziej obiektywny
poglad na rézne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji
dyskretne;j.

Nalezy réwniez podkre§li¢c, ze wyniki analizy przypadku $éredniego sg
prawdziwe tylko dla rozwazanych losowych klas zadan. Nalezy wiec zacho-
wat szczegdlng ostroznosé przy prébach uogdlniania uzyskanych wynikéw na
inne klasy zadan, gdyz moze to prowadzié do falszywych i nieuzasadnionych
wnioskéw.

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana-
lizy przypadku éredniego dla szczegdlnie trudnych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Dobrym przykladem jest zadanie programowania catkowitoliczbo-
wego, patrz podrozdzial 1.2 oraz wzdr (1.2). W przypadku zadania programo-
wania catkowitoliczbowego postac funkcji Lagrange’a oraz zadania dualuego
nie sprzyja zastosowaniu technik 1 oszacowah wykorzystanych w podrozdzia-
tach 5.2 oraz 6.2.

Inniym waznym celem przyszlych prac badawczych wydaje sie rozwaze-
nie bardziej realistycznych modeli zadan, co w szczegdlnosci moze wyma-
gal zastosowania zlozonych rozkladéw prawdopodobiehstwa zmiennych lo-
sowych opisujacych charakterystyki analizowanych zadan. Réwniez w tym
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wynikéw o podobnym
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdzialach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo-
nografii.
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