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Wprowadzenie 

Optymalizacja dyskretna stała się samodzielną dziedziną badawczą od po­
lowy lat pięćdziesiątych dwudziestego wieku. Powstała ona na styku zastoso­
wa11 praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarządzanie, technika 
i wiele innych oraz matematyki ze szczególnym uwzględnieniem kombinato­
ryki, teorii grafów i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo­
żna powiedzieć, że podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybór 
optymalnego wariantu ze skończonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty­
malność jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej 
funkcji. Uzyskanie rozwiązania zadania optymalizacji dyskretnej umożliwia 
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektów działalności 
ludzkiej. Przykładami kryteriów optymalizacyjnych może być maksymaliza­
cja zysków, minimalizacja kosztów lu~ strat i wiele innych. 

Można powiedzieć, że w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych 
pojawiło się wiele ważnych, złożonych i trudnych do rozwiązania problemów 
o powyższym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni 
sposób bardzo przydatny okazał się aparat i metodologia matematyki. 

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostało sformalizowane jako 
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego efektyw­
nego rozwiązania. Oznacza to konieczność opracowania algorytmów i wy­
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazało się, że w przy­
padku wielu zada11 optymalizacji dyskretnej oraz algorytmów opracowanych 
do ich rozwiązywania pojawia się zasadnicza trudność. Dla nawet niezbyt du­
żych przykładów tych zada11 obliczenia numeryczne wymagają niemożliwego 
do zaakceptowania nakładu oblicze11, na przykład mierzonego w stuleciach 
pracy obecnych superkomputerów. Co więcej, nawet drastyczne zwiększenie 
wydajności komputerów nie jest w stanie zasadniczo poprawić sytuacji. Dla 
ustalenia uwagi, 100-krotne przyśpieszenie oblicze11 zmniejsza nakład oblicze11 
ze 100 lat do jednego roku, co wciąż jest wielkością abstrakcyjną, niemożliwą 
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuacji był rozwój 
teorii i praktycznego zastosowania algorytmów przybliżonych , których celem 
jest wyznaczenie przybliżonego rozwiązania zadania o akceptowalnej jakości , 
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przy "niewielkim" nakładzie obliczeń. 
Praktyczna niemożliwość uzyskania rozwiązań optymalnych dla licznych 

przykładów zadań optymalizacji dyskretnej spowodowała konieczność anali­
zowania nakładu oblicze11 wymaganego przez algorytmy, dla zadań o określo­
nej wielkości. 

W efekcie powstała dziedzina badawcza zwana złożonością obliczeniową. 
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadaf1 i algorytmów optyma­
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakładu obliczeń niezbędnego do 
uzyskania rozwiązania optymalnego jako funkcji rozmiaru, wielkości zada­
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostały umownie podzielone na łatwe 
i trudne do rozwiązywania. 

Należy zwrócić uwagę na fakt, że uzyskane w ten sposób oceny noszą 
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, że są one prawdziwe dla wszystkich 
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwę analizy 
przypadku najgorszego, gdyż oparta jest ona na najbardziej niekorzystnym 
zachowaniu się zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Praktyka rozwiązywania zadań optymalizacji dyskretnej wykazała jednak 
szybko, że uzyskane w ten sposób oceny są bardzo często nadmiernie pe­
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejście przypadku najgorszego 
nie charakteryzują w sposób właściwy przeciętnego, średniego zachowania się 
zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Ta sytuacja spowodowała powstanie dziedziny nazywanej analizą przy­
padku średniego lub inaczej analizą probabilistyczną zada11 i algorytmów 
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku średniego wy­
maga zdefniowania losowego modelu rozważanego zadania. Uzyskane w efek­
cie przeprowadzenia analizy przypadku średniego wyniki odnoszą się tylko do 
rozważanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast 
ich olbrzymią zaletą jest możliwość uzyskania alternatywnych, w stosunku 
do złożoności obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania się 
zada11 i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Ważną i oryginalną właściwością analizy przypadku średniego jest możli­
wość analizowania innych charakterystyk zadania niż złożoność obliczeniowa. 
Dobrym przykładem jest asymptotyczna ocena zachowania się wartości roz­
wiązania optymalnego jako funkcji pewnych parametrów zadania. Wyniki 
tego typu znacznie poszerzają wiedzę na temat zada11 optymalizacji dyskret­
nej i w efekcie umożliwiają ich rozwiązywanie w znacznie bardziej efektywny 
sposób. 

Zasadniczym celem tej monografii jest wykazanie, na przykładzie wybra­
nych, ważnych zada11 optymalizacji dyskretnej, że przy zastosowaniu prostego 
aparatu rachunku prawdopodobieństwa można uzyskać wartościowe wyniki 
analizy przypadku średniego. 
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W celu właściwego osadzenia uzyskanych wyników w teorii i praktyce 
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdziały monografii poświęcone zostały 
prezentacji wybranych zada11 optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwiązy­
wania, złożoności obliczeniowej oraz analizy przypadku średniego. Należy 

jednak podkreślić, że zamiarem autora była poglądowa, a nie bardzo szcze­
gółowa i wyczerpująca prezentacja tych zagadnie11. Szczegółowy plan mono­
grafii jest następujący. 

\V rozdziale 1 zaprezentowano dziedzinę optymalizacji dyskretnej ze szcze­
gólnym uwzględnieniem programowania całkowitoliczbowego i liniowego, za­
da11 binarnych, zada11 teorii grafów oraz zada11 harmonogramowania. 

VV rozdziale 2 zostały przedstawione znane metody rozwiązywania zada11 
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podziału i oszacowa11, progra­
mowanie dynamiczne, algorytmy zachłanne, metody lokalnej poprawy oraz 
algorytmy programowania linowego. 

W rozdziale 3 rozważono podejście przypadku najgorszego do oceny zło­
żoności obliczeniowej zada11 i algorytmów optymalizacji dyskretnej. Zdefinio­
wano niezbędne elementy oceny rozmiaru wielkości danych zadania i nakładu 
oblicze11, wprowadzono klasy złożoności obliczeniowej. 

Podejście przypadku średniego zastało przedstawione w rozdziale 4. Szcze­
gólną uwagę poświęcono aparatowi probablistycznemu niezbędnemu w dal­
szej części monografii oraz prezentacji wybranych wyników analizy przy­
padku średniego znanych z literatury. 

W rozdziałach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowymiarowe zadanie zała­
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zako11czenia. Na przykła­
dzie tych ważnych zada11 optymalizacji dyskretnej dokonano dogłębnej ana­
lizy zagadnie11 będących przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii, 
takich jak metody rozwiązywania, analiza złożoności obliczeniowej oraz ana­
liza przypadku średniego. Przedstawione zostały oryginalne wyniki opisujące 
asymptotyczne zachowanie się rozwiąza11 optymalnych jako funkcji parame­
trów zada11 w przypadku średnim. Wykazano również, że proste algorytmy 
przybliżone mogą być asymptotycznie optymalne w sensie analizy przypadku 
średniego. 

Zamiarem autora było używanie możliwie najprostszej notacji matema­
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystości wywodu. W monografii 
stosowane są powszechnie przyjęte oznaczenia matematyczne. Dla przykładu: 

• { a1, a2, ... , an} oznacza zbiór n - elementowy. 

• [x 1 , x2 , ... , xm] oznacza wektorom składowych przyjmujących wartości 
liczbowe. 
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• limx_,a J(x) lub limn---->a9n oznacza granicę funkcji lub ciągu liczbowego, 
co jednoznacznie wynika z kontekstu. 

• { X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykład x < b, 
gdzie x jest zmienną, b pewną stałą. 

• lal oznacza wartość bezwzględną liczby a, natomiast IAI oznacza moc 
(liczbę elementów) zbioru A. 

Kolejne oznaczenia są definiowane w tekście monografii w miarę potrzeb. 
W przypadku możliwości wystąpienia niejednoznaczności w trakcie przepro­
wadzania wywodów, odpowiednie pojęcia są przytaczane na bieżąco. 

Oryginalna terminologia opisująca pojęcia i obiekty rozważane w mono­
grafii w przytłaczającej większości pochodzi z języka angielskiego. W mono­
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, która zdaniem autora, zjed­
nej strony właściwie oddaje sens oryginału angielskiego, z drugiej zaś strony 
jest dobrze osadzona w języku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w 
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojęcia w na­
wiasach przytoczono jego angielski odpowiednik. 

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora 
tematyką analizy przypadku średniego wybranych zada11 optymalizacji dys­
kretnej. Pracę naukową nad tymi zagadnieniami autor prowadził w Instytucie 
Bada11 Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakładzie Progra­
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i 
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji. 

Pragnę serdecznie podziękować wszystkim koleżankom i kolegom z IBS 
PAN za wieloletnią współpracę. Przez cały okres mojej pracy naukowej szcze­
gólne znaczenie miała dla mnie współpraca z doc. dr hab. Markiem Liburą, 
na którego pomoc i cenne rady mogłem zawsze liczyć. 

Swojej rodzinie składam wyrazy wdzięczności za cierpliwość, wyrozumia­
łość i wsparcie podczas całego okresu mojej pracy naukowej. Szczególnie 
gorąco pragnę podziękować mojej Żonie i Mamie. 



Rozdział 6 

Zadanie szeregowania prac 

6.1 Wprowadzenie 

Jak już wspomniano w rozdziale 1, zadania harmonogramowania należą do 
szczególnie ważnych zagadnień optymalizacji dyskretnej, patrz Błażewicz i 
inni [13]. W tym rozdziale rozważymy zadanie szeregowania prac z terminami 
zakończenia ( sequencing jobs with deadlines problem, w skrócie SJD). Zadanie 
szeregowania prac z terminami zakończenia polega na maksymalizacji zysku 
z wykonania prac w zadanym terminie. Bardziej precyzyjnie: 

Definicja 27 Mamy do wykonania n prac oraz jedną maszynę. Każda z prac 
i, i = 1, ... , n, musi być wykonana na tej maszynie. Dla każdej pracy i są 
określone: czas wykonania ti, termin zakończenia d;(n) oraz zysk p; z wyko­
nania pracy w terminie. Zadanie optymalizacyjne polega na maksymalizacji 
ogólnego zysku z wykonania prac w terminie. 

Uwaga 3 Należy zauważyć, że praca niezakończona w terminie nie przynosi 
żadnego zysku i z punktu widzenia zadania optymalizacyjnego jej wykonanie 
po zadanym terminie jest obojętne. 

Zgodnie z klasyfikacjią deterministycznych zadań harmonogramowania, 
patrz Błażewicz i inni [13] oraz podrozdział 1.5, zadanie szeregowania prac z 
terminami zakończenia należy do klasy zadań harmonogramowania na poje­
dynczej maszynie (single machine scheduling, w skrócie SMS). Jeszcze do­
kładniej zadanie szeregowania prac z terminami zakończenia jest rozważane 
jako zadanie harmonogramowania z kryteriami optymalizacyjnymi z termi­
nami zakończenia ( scheduling problems with optimisation criteria involving 
due dates), sklasyfikowane jako 1 11 'I:,wjUj, patrz Błażewicz i inni [13] oraz 
podrozdział 1.5. Klasie zadań harmonogramowania na pojedynczej maszynie 
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poświęcono w literaturze dużo uwagi, zarówno z powodu ich samodzielnego 
znaczenia badawczego jak również ze względu na fakt, że często są one roz­
ważane jako część składowa bardziej ogólnych i złożonych problemów, patrz 
Błażewicz i inni [13]. 

Bez utraty ogólności rozważań można przyjąć założenie, że: 

(6.1) 

i wtedy zadanie szeregowania prac z terminami zakończenia może zostać 
sformułowane jako szczególna postać zadania programowania binarnego i cał­
kowitoliczbowego, patrz Lawler i Moore [92]: 

n 

zopy(n) = max E PiXi 
j=l 

i 

przy ograniczeniach E tjxj S d;(n), i = 1, ... , n 
j=l 

gdzie Xj = O lub 1, j = 1, ... , n. 

(6.2) 

Zauważmy, że Xi = 1 wtedy i tylko wtedy, kiedy praca i jest wykonana przed 
upływem terminu di(n), gdzie L~=l tjXj oznacza czas, jaki jest wymagany 
dla wykonania pracy i z uwzględnieniem prac wykonanych przed nią (xj = 1, 
1 S j < i). 

Zadanie rozbicia zbioru (1.13) również należy do zadań harmonogramo­
wania. Sposób sformułowania i postać zadań (1.13) oraz (6.2) pokazują dobit­
nie, jak duża może być różnorodność rozważanych zadań harmogramowania 
i ogólniej optymalizacji dyskretnej. 

Zadanie szeregowania prac z terminami zakończenia jest NP-trudnym 
zadaniem optymalizacji dyskretnej, ale niej est zadaniem silnie NP-trudnym, 
patrz Garey i Johnson [48]. 

Istnieją efektywne algorytmy przybliżone wyznaczające rozwiązania za­
dania szeregowania prac (6.2). Sahni w pracy [120] zaproponował pseudo­
wielomianowy algorytm oparty na idei programowania dynamicznego. W 
pracach Dudziński i Szkatuła [33] oraz Szkatuła [132] zaproponowano pro­
ste i efektywne algorytmy heurystyczne, których dobre właściwości zostały 
potwierdzone podczas przeprowadzonych eksperymentów obliczeniowych. 

Bez utraty ogólności rozważań można przyjąć założenie, że 

O < tj S di( n) oraz Pi > O, j = 1, ... , n. 

Latwo jest zauważyć, że zadanie szeregowania prac z terminami zakoń­
czenia (6.2) może zostać sformułowane w postaci szczególnego przypadku 
wielowymiarowego zadania załadunku (5.1), gdzie 
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bj(n) = dj(n), j = l, ... ,n, m = n. 

Zadanie szeregowania prac z terminami zakończenia (6.2) może zostać 
wprawdzie zapisane w postaci wielowymiarowego zadania załadunku (5.1), 
ale jest ono jego bardzo szczególnym przypadkiem. Pomiędzy powszechnie 
przyjętą postacią wielowymiarowego zadania załadunku (na przykład w ana­
lizie średniego lub jako zadania testowe dla algorytmów, patrz rozdział 5) 
a zadaniem szeregowania prac (6.2) zachodzą zasadnicze różnice, omówione 
poniżej: 

• Dla zadania załadunku liczba ograniczeń ( m) jest często znacznie mniej­
sza niż liczba zmiennych decyzyjnych (n), przy czym mogą to być 
różnice nawet o rzędy wielkości. W przypadku zadania szeregowania 
prac z terminami zakończenia (6.2) mamy zawsze m = n. 

• Bardzo odmienna jest również struktura lewych stron ograniczeń. Dla 
ogólnej postaci wielowymiarowego zadania załadunku (5.1) mamy m·n 
różnych współczynników aij, i = 1, ... , n, j = 1, ... , m. Natomiast 
w przypadku zadania szeregowania prac z terminami zakończenia (6.2) 
mamy tylko n różnych współczynników lewych stron ograniczeń w po­
staci a;j = tj, l ::S: i ::S: j, a;j = O, j < i ś n, j = 1, ... , n. 

Z tego powodu niemożliwe jest zastosowanie dla zadania szeregowania 
prac z terminami zakończenia (6.2) wyników analizy przypadku średniego 
uzyskanych dla wielowymiarowego zadania załadunku (5.1) w rozdziale 5. 
W pracy Szkatuła [140] przeprowadzono analizę przypadku średniego dla 
zadania szeregowania prac z terminami zak01'1czenia. W pozostałej części 

tego rozdziału zostaną zaprezentowane oszacowania rozwiązania optymal­
nego (podrozdział 6.2) oraz analiza średniego przypadku zadania szerego­
wania prac z terminami zakończenia (podrozdział 6.3). W podrozdziale 6.4 
omówiono zagadnienie przybliżonego rozwiązywania zadania szeregowania 
prac z terminami zakończenia, natomiast w podrozdziale 6.5 dokonano pod­
sumowania rozważań dotyczących zadania szeregowania prac z terminami 
zakończenia. 

6.2 Oszacowania rozwiązania optymalnego 

Analogicznie jak w podrozdziale 5.2 rozważmy funkcję Lagrange'a dla zada­
nia szeregowania prac z terminami zakończenia (6.2): 

n n . 

Fn(x ,A) = LPjXj + LAi · (di(n) - L:=l tjxj) j=l i=l 
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n n n . 

= L-\d;(n) + LPiXj - L •Ai · (L:=l tjXj) = 
i=l j=l i=l 

= t A;d;(n) + t (Pj - (L;=j >-i) ·tj) · Xj = 
i=l j=l 

n n 

LA;d;(-n) + L (pj -Aj• tj)• Xj 
i=l j=l 

gdzie X = [ X1, ... , Xn], A = [>. 1, ... An], Aj = L~=j A;. Niech dla każdego 
wektora mnożników Lagrange'a A, Aj 2'. O, j = 1, . .. , n, 

n n 

LA;d;(n) + L (pj(Aj)-Aj • tj(Aj)) = 
i=l j=l 

n n . 

LPiCAj) +LA;· ( d;(n) - L:=l tj(AJ) 
j=l i=l 

gdzie 

Xj(Aj) { ~ jeżeli Pj - A/i > O 
inaczej 

Pi(Aj) {~ jeżeli Pi - Ajtj > O 
inaczej 

ti(Aj) { 3 jeżeli Pi - Ajtj > O 
inaczej 

Oznaczmy 

i 

S,(A) ~ (A ) _(A·) = { p;(J\;) jeżeli s;(A) S d;(n) . 
• L..., tj j ; p ' O . inaczej ' 

j=l 

n n n 

Zn(A) - LP;(Ai); Zn(J\) = Lfi(J\;); Dn(A) = L Ai · d;(n); 
i=l i=l i=l 

n n 

(6.3) 

Sn(J\) = LA;· S;(J\) = LJ\j · tj(J\j); 'Pn(J\) = Zn(A) + Dn(A) - Sn(A). 
i=l j=l 

Zadanie dualne do zadania szeregowania prac z terminami zakończenia 
(6.2) ma postać: 
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W dalszych rozważaniach wykorzystany będzie sposób, w jaki skonstruowane 
zostały Zn(A), Zn (A), Sn(A), Dn(A), 'Pn(A) oraz <P~(A). Dla każdego A 2: O 
mamy: 

Zauważmy, że p(Ai), i= 1, ... , n, są skonstruowane w taki sposób, że zn(A') 
dla dowolnego wektora A' 2: O jest wartością rozwiązania dopuszczalnego 
zadania (6.2). Dla dowolnych wektorów A, A' 2: O, uzyskujemy więc 

6.3 Analiza przypadku średniego 

W dalszej części tego rozdziału będzie rozważany następujący model losowy 
zadania szeregowania prac z terminami zakończenia (6.2): 

• n 2: 1, n jest liczbą całkowitą, n--+ oo. 

• tj, Pj, j = 1, ... ,n, są realizacjami wzajemnie niezależnych zmiennych 
losowych o rozkładzie równomiernym w przedziale (O, l ]. 

• O :S d1(n) :S d2(n) :S · · · :S dn(n) :S n/2, przy czym dj(n) są determi­
nistycznymi funkcjami n. 

• Mnożniki Lagrange'a A = [>. 1 , ... , >n] są wielkościami deterministycz­
nymi. 

• Pozostałe definicje znajdują się w podrozdziale 5.4. 

Zgrubne oszacowanie wartości rozwiązania optymalnego dla rozważanego 
losowego modelu (6.2) jest dane przez: 

n n 

O :S zopr(n) :S LPi :Sn, LPi ~ ~-
i=l j=l 

(6.5) 

Oszacowanie to jest wzmocnione poprzez zaobserwowanie, że :Z::::7=1 Pj ~ n/2, 
co wynika z mocnego prawa wielkich liczb, patrz Feller [38], gdzie: 

n 1 LPJ ~n· E(p1), E(p1) = 2. 
j=l 
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Rysunek 6.1: Zakres zmienności zopr(n) dla zadania szeregowania prac 

Powyższe charakterystyki zachowują się w sposób analogiczny jak w przy­
padku wielowymiarowego zadania załadunku, patrz podrozdział 5.5. W ob­
szarze zaciemnionym na rysunku 6.1 przedstawiono zakres zmienności war­
tości rozwiązania optymalnego zopr(n) jako funkcji n, gdzie n-+ oo. 

Celem dalszych rozważań w tym rozdziale jest przeanalizowanie asymp­
totycznego wzrostu wartości rozwiązań optymalnych (6.2) dla zdefiniowanej 
klasy losowych zadań szeregowania prac z terminami zakończenia: jako funk­
cji rozmiaru zadania n oraz terminów zakończenia dj(n), j = 1, ... , n oraz 
(w sposób niejawny) dystrybuant zmiennych losowych tj, Pi· 

W związku z powyższym dalsze wywody będą oparte na rozważaniu 
tj(Aj), Pi(Aj}, Zn(A), s;(A) jako funkcji argumentów n, m, Aj, w przypadku 
asymptotycznym. Aby móc manipulować tymi wielkościami jako realizacjami 
zmiennych losowych w rozważanej klasie losowych zadań szeregowania prac 
z terminami zakończenia (6.2), należy rozpatrzyć dystrybuanty i wartości 
oczekiwane zmiennych losowych: tj(Aj), Pi(Aj), j = 1, ... , n: 

-[ 
G-(A· x) = P{t·(A-) < x} = P {t· < xUt· > xnp- < A • t} = 'l, i, i 'l 'l, 'l, - 'l. - 'l, 'l, 

A;/2 + x (1 - x · A;/2) A; '.S 1 } 
1 - 1/2A; + x · (1 - x · A;/2) A; > 1 

1 

o 

O < x :s; min { 1, L} 
x > min{ 1, L} 

x:s;o 

Hi(A;, x) P { Hi ( A;) < x} = P {Pi < x u Pi ~ x n Pi :s; A; • ti} = 
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E(ti(Ai)) 

E(pi(Ai)) 

Z definicji mamy 

1 - (1 - x2)/(2 · Ai) jeżeli Ai ~ 1 
Ai/2 + x 2 /(2 · Ai) jeżeli x :S Ai :S 1 

X jeżeli Ai :S x :S 1 
1 jeżeli X~ 1 
o jeżeli X '.S Q 

1 min{l,1/ A;} 

j x · dGi(A;,x) = 
o 

.l x · (1 - Ai · x )dx = 
o 

{ 1/(6 · A;) jeżeli Ai ~ 1 
1/2 - Ai/3 jeżeli O :S Ai :S 1 

1 1 

j x · dH;(A;, x) = / x · Gi (Ai, x/ Ai) dx = 
o o 

{ 1/(3 · Ai) jeżeli Ai ~ 1 
1/2 - Ai/6 jeżeli O :S Ai :S 1 

Aj= °"n _>.i, >.j ~ O, j = 1, ... ,n. 
~i=J 

Powyższe oznacza, że 

oraz 

Zauważmy, że jeżeli zachodzi 
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E(s;(A)) = d;(n) oraz di+1(n) - di(n) < E(ti+1(A;+1)) (6.6) 

to wtedy 
E(s;+1(A) > di+1(n). (6.7) 

Powyższa zależność oznacza, że dla pewnych wektorów terminów zakończenia 
prac 

d1 (n), d2(n), · · · , dn( n) 

jeżeli wyznaczony zostanie wektor A taki, że dla i < n spełnione jest (6.6), 
to nie będzie możliwe spełnienie 

E(si(A)) :S dj(n) dlawszystkichj = 1,2, ... ,n. 
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Powyżej opisana sytuacja oznacza spełnienie ( 6. 7), a więc niedopuszczalność 
i + 1 ograniczenia, w sensie jego wartości oczekiwanej, co może wynikać z 
monotoniczności Aj oraz E( tj (Aj)). 

Poniżej została przedstawiona prosta procedura, która zapewnia dla wszys­
tkich wektorów prawych stron ograniczeń (6.2) spełniających nierówności: 

wyznaczenie 
A(n), >.j(n) 2': O, j = 1, ... ,n, 

takich, że 

E(sj(A(n))) '.S dj(n) dla wszystkich j = 1, 2, ... , n. 

Krok 0°: Ustalmy wartości początkowe l +-- O, d0 (n) +-- O. 
Krok 1°: Niech 

.* { drn(n) - d1(n) . d1(n) - dz(n)} 
J = max m : = mm . 

l<mśn m - l l<jS.n J - l 

oraz 

( { dj•(n)-d1(n) 1} { ( ( ) } ók n) = min j* _ l , 2 ; Ak(n) = arg E tk Ak) = ók(n) (6.8) 

gdzie k = l + 1, ... ,j*. 

Krok 2°: Jeżeli j* < n, to l +-- j* i wracamy do kroku 1 °. 
Krok 3°: Jeżeli j* = n, to procedura kończy pracę. 

W powyższej procedurze wyznaczono w jednoznaczny sposób wektory 

[81 (n), c52(n), ... , Ón(n)] oraz [Ai(n) , A2(n), ... , An(n)] . 

Mają one następujące właściwości: 

Jeżeli 

to wtedy 
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Aj(n) = { ✓/1/(6 • 8~(n( ))) ~eżel1~ 0/<6 Dj~n)( :S) 1/6/2 ,j = l, ... ,n 
3 2 - 3 • uj n Jeże 1 1 < Uj n :S 1 

Jeżeli dla j = 1, 2, ... , n mamy 

co oznacza, że 

Jeżeli 

co oznacza, że 

Aj(n) > O oraz E(sj(A(n))) = dj(n). 
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Z powyższych rozważań wynika, że w przypadku E(sj(A(n))) < dj(n) 
zawsze zachodzi Aj(n) = O, co oznacza, że 

n . n n 

L >.;(n)· (L•·=i Dj(n)) = L >.;(-n)· E(s;(A(n))) = L >.;(n)· di(n), 
i=l J i=l i=l 

{ 
J(2 • Dj(n))/3 jeżeli O< Dj(n) :S ¼ 

E(pj(Aj(n))) = _81 + ~2 . s:1·(n). (1 - s:1·("",)) .. 1· 1 < s: ( ) < 1 u u „ Jeze 1 6 _ uj n _ 2 

Tak więc możemy zapisać: 

n 

E(Zn(A(n))) = L E(p(Aj(n))) = (6.9) 
j=l 

t (T;(n) G + ~6;(n)(l - 6;(n))) + T;(n)J2 · 6;t'')) 
gdzie dla j = 1, ... , n 

T ·("",) = { 1 j_eżeli_ 1/6 < Dj(n) :S 1/2 1 „ 1 s: ( ) 16 oraz Tj(n) = 1 - Tj(n). 
O Jeże 1 O < uj n :S 1 

W poniższym Twierdzeniu został przedstawiony główny wynik teoretyczny 
tego rozdziału monografii. 
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Twierdzenie 6 Niech Pj, tj, j = 1, . .. , n, będą realizacjami wzajemnie nie­
zależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w przedziale (O, 1] , 
O< d1 (n) ś d2(n) ś ... ś dn(n) ś n/2, gdzie dj(n) są funkcjami determini­
stycznymi oraz c5j(n) są określone przez powyższą procedurę. Jeżeli 

to wtedy: 

ln( n) ;::;; O, 
n-81(n) 

~( (1 3-8j(n) ) ~) ZoPT(n) ~ ki. Tj(n) 8 + 2 (1 - 8j (n)) + Tj (n)y ~ 

(6.10) 

Dowód. Niech: 

gdzie c51 (n),c52(n), ... ,c5j(n) oraz A(n) są dane przez powyższą procedurę. 
Niech 

Aj(n) = arg{E(tj(Aj)) = c5j(n)}, gdziej = 1, ... ,n. 

Z (6.4) uzyskujemy 

Zn(A'(n)) Ś zon(n) Ś 'Pn(J\(n)) = Zn(A(n)) + Dn(J\(n)) - Sn(A(n)). 

Tak więc, aby udowodnić (6.10), wystarczy wykazać, że 

Zn(A'(n)) ~ E(zn(A(n))) ~ <f?n(A(n)) (6.11) 

oraz wykorzystać (6.9). 
Jak już wspomniano, 8j(n) są, skonstruowane w taki sposób, że zawsze 

Tak więc 

E(Sn(J\(n))) = Dn(J\(n)) oraz E(zn(A(n))) = E(cpn(J\(n))). 

Dowód ( 6.11) zostanie przeprowadzony poprzez wykazanie, że 

zn(A'(n)) ~ E(zn(A'(n))), (f)n(A(n));:::; E(<pn(A(n))) , 
E(zn(A(n))) ~ E(zn(A'(n))). 



6.3. ANALIZA PRZYPADKU ŚREDNIEGO 169 

Mamy 
i n 

si(A) = I:>j(Aj) , Zn(A) = LPj(Aj)-
j=l j=l 

Zgodnie z konstrukcją tj(Aj) oraz Pi(Aj), gdzie, j = l, ... ,n, są ciągami 
wzajemnie niezależnych zmiennych losowych, a więc z (4.14) otrzymujemy: 

i i i 

Var (si(A(n))) I:var(tj(Aj(n))) :S LE(t;(Ai(n))) :S L8j(n) , 
j=l j=l j=l 

n 

Var(zn(A(n))) I:Var(pi(Ai(n))) :'.S E(zn(A(n))), in(A'(n)) :S Zn(A(n)), 
i=l 

Var(in(A'(n))) < E(zn(A(n))), Var(cpn(A(n))) :'.S E(zn(A(n))), 
n 

~ 1/i ~ ln(n), ,(n)~ O, 81(n) ~ 8j(n), j = 1, ... ,n. 
i=l 

Ponieważ istnieje n0 2 1, takie, że dla wszystkich n 2 n0 zachodzi ,(n) :S 1 
oraz: 

a więc 

O :S E(Pi(A;(n))) - E(pi(A~(n))) :S ,(n)· E(Pi(Ai(n))), 

1 - ,(n) 

E(p(A'. (n))) 

< E(zn(A'(n))) 
( ) < 1, 

E(zn(A n) ) -
> E(pi(A~(n))) · P{Si(A'(n)) :S di(n)} = 
= E(Pi(AJn))) · (1- P{S;(A'(n)) > di(n)}). 

Z konstrukcji d;(n), 8;(n), 8~(n) oraz A\(n), i= 1, ... , n otrzymujemy 

E(p1(A~(n))) < E(p2(A;(n))) :'.S · · · :'.S E(pn(A~(n))) oraz 

P{s1(A'(n)) :S d1(n)} :S P{s2(A'(n)) S d2(n)} :S .. · S 
:'.S P{sn(A'(n)) :'.S dn(n)}. 

Z nierówności Czebyszewa dla dodatnich ciągów monotonicznych w postaci: 

:z;=l ai . L;=l bi < L;=l a; · b; 
- ' n n n 

patrz Bronsztejn i Siemendiajew [16], gdzie 

ai = p;(A~(n)), bi= P{s;(A'(n)) :S d;(n)}, i= 1, ... , n 
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są dodatnimi i niemalejącymi ciągami liczbowymi, otrzymujemy: 

n 

E(zn(A'(n))) > E(zn(A'(n))) 2': L E(Pi(A'.(n) )) · P{ s;(A'(n)) :S d;(n)} ~ 
i=l 

> E(zn(A'(n))) • tP{s;(A'(n)) :S d;(n)} = 
n i=l 

- E(zn(A'(n))). (1 -t P{s,(N(n~) > d;(n)}) . 

Z nierówności Czebyszewa dla zmiennych losowych, patrz Feller [38] lub 
Loeve [96] i ( 4.12), oraz zauważając, że 

uzyskujemy 

P{ s,(A' (n)) > d;(n)} '.S P { ls,(A'(n)) - E(s,(A' (n)) )I ? t, <;(n)} <; 

Var(s;(A'(n))) E(s;(A'(n))) L~=l Dj(n) 
< . 2:S . 2:S . 2::=; 

(Ej=lEj(n)) ,'2(n)• (E)=1Dj(n)) 1'2(n)· (E;=11\(n)) 

1 1 
< . <----. 

'r2(n) • I:;=1 Dj(n) - 1'2 (n) ·i· 81(n) 

Dlatego 

E(zn(A'(n))) > E(zn(A'(n))) 2: E(zn(A'(n))) · (1- 'Y2fn~=_1;:(~,)) = 

= E(zn(A'(n))) · (1-,(n)) 

oraz 
l > E(zn(A'(n))) > (l -1'(n))2 

- E(zn(A(n))) - ' 

tak więc 
E(zn(A'(n))) ~ E(zn(A(n))) = E('Pn(A(n))). 

Z założenia 
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wynika, że 
E(zn(A(n))) ~ oo. 

Niech 

'1/J(n) 
2 '1/J(n) 1 

(E(zn(A(n))))a, w(n) = E(zn(A(n))) = {!E(zn(A(n))), 

w'(n) 
'1/J(n) 

E(zn(A'(n))). 

Mamy 
'1/J(n) ~ oo, w(n) ~ O, w'(n) ~ O. 

Aby zakończyć dowód (6.11), zastosujemy dwukrotnie nierówność Czeby­
szewa dla ciągów zmiennych losowych: 

{ I 'Pn(A(n)) I ( ) } 
P E(zn(A(n))) - 1 2 w n = 

= P {l'Pn(A(n)) - E(cpn(A(n)))l 2 '1/J(n)} :S Var(;;;:t?,))) :S w(n), 

oraz 

{ I Zn(A'(n)) I '( )} 
p E(zn(A'(n))) - 1 2 w n = 

= P {lzn(A'(n)) - E(zn(A'(n)))l 2 '1/J(n)} :S Var(~i~/n))) :S w(n), 

co kończy dowód Twierdzenia 6, • 
Warunek ln(n) / (n • 81(n)) ~ O oznacza, że istnieje funkcja -y(n) taka, że 

ln(n) , 
81(n) = -y(n) ·--,gdzie -y(n) ~ oo, 

n 

Należy zauważyć, że funkcja-y(n) może dążyć do nieskończoności dowolnie 
wolno, na przykład -y(n) = 8(log(log(n))). Z właściwości 

wynika, że 
ln(n) 1 . 

')'(n)· -- :S 8i(n) :S -2 , i= 1, .. , ,n. 
n 

Rozważając dwa zadania szeregowania prac z terminami zako11czenia (6.2), 
gdzie 

, ( ) ( ) ln (n) 11 ( ) 1 . ói n = ')'n · -- oraz 8i n =-,i= 1, ... , n, 
n 2 
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mamy 
z~pr(n) ś zopr(n) ś z;PT(n). 

Stosując dla obu wspomagających zada11 Twierdzenie 6 możemy sformu­
łować poniższy Wniosek do Twierdzenia 6. 

Wniosek 6 Dla rozważanego modelu losowego zadania szeregowania prac z 
terminami zakończenia (6.2) prawdziwa jest następująca ocena wartości roz­
wiązania optymalnego 

✓2-,(n)-n-ln(n) n ----'-'--'----.:__:_ -< ZQPT -< - · 
3 - - 2 

Powyższa ocena stanowi odpowiednik Wniosków 2 oraz 4 dla zadań za­
ładunku. 

Jak już zauważono, podstawowym wyróżnikiem zadania szeregowania 
prac z terminami zakończenia (6.2) spośród innych przypadków wielowymia­
rowego zadania załadunku (5.1) jest jego struktura ograniczeń. Jeśli spoj­
rzymy na każde z ograniczeń (6.2), to z łatwością zauważymy, że z lewej strony 
i-tego ograniczenia marny czas niezbędny dla wykonania i-tej pracy i prac ją 
poprzedzających, natomiast prawą stroną ograniczenia jest nieprzekraczalny 
termin zakończenia pracy d;(n). 

Tym, co w zasadniczy sposób odróżnia uzyskane w podrozdziale 6.3 wy­
niki analizy przypadku średniego od wyników podrozdziału 5.5 dla ogólnej 
postaci wielowymiarowego zadania załadunku, jest zależność wartości rozwią­
zania optymalnego nie wprost od wartości prawych stron ogranicze11. d;(n) -
terminów zakończenia prac, ale od wielkości "przyrostów" d;(n): 

d1( n), d2(n) - d1 (n), ... , dn( n) - dn-1( n). 

Zjawisko to można poglądowo uzasadnić w następujący sposób. Współzależ­
ność wartości d;(n), i= 1, ... , n, może być taka, że pochopne podjęcie decyzji 
o wykonaniu w termine jednej z "wcześniejszych" prac k*, 1 ~ k* ~ n , 
może uniemożliwić wykonanie w terminie bardzo wielu "późniejszych" prac 
j, k* < j ~ n, i w konsekwencji możemy otrzymać bardzo niekorzytną 
wartość rozwiązania. 

Zaproponowana procedura globalnego wyznaczania wartości "akceptowal­
nych" przyrostów <);(n), i = 1, ... ,n, patrz (6.8), po pierwsze eliminuje 
wspomnianą możliwość, po drugie zapewnia dopuszczalność uzyskiwanych 
rozwiązań, w sensie ich wartości oczekiwnej. 

W zależności od wartości mnożników Lagrange'a .\ 1 (n), >..2(n), ... ,>..n(n), 
,\i(n) = Ai(n) -Ai+1(n), j = 1, ... , n - 1, >n(n) = An(n), możemy mówić 
o ograniczeniach j, j = 1, ... , n, które są "aktywne": 

jeżeli >i(n) > O, 
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lub "nieaktywne" (redundantne): 

jeżeli >.1 ( n) = O. 

Rozważmy dwa szczególne, "graniczne" przypadki. 

Jeżeli wszystkie ograniczenia są aktywne, wtedy zachodzi: 

Jeżeli tylko jedno, ostatnie ograniczenie jest aktywne, wtedy mamy: 

c5j(n) = dn(n), j = 1, ... ,n. 
n 
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Istnienie nieaktywnego ograniczenia k* oznacza taką współzależność po­
między wartościami di (n), i = 1, ... , n - prawych stron ogranicze11 ( terminów 
wykonania prac), że fakt wykonania w terminie lub niewykonania pracy k* , 
1 :S k* :S n, może zostać zdeterminowany poprzez pozostałe prawe strony 
ograniczeń d1(n), d2(n), dk•-i(n), dk•+1(n), ... ,dn(n) , bez naruszenia dopusz­
czalności ograniczenia k*. 

Przykład 5 Rozważmy trzy przypadki wektorów d1(n), d2(n), . . . ,dn(n) 

k2 2k - 1 
dk(n) = - , wtedy 8k(n) = --, k = 1, ... , n 

2n 2n 
k 1 

dk(n) = 2, wtedy 8k(n) = 2, k = 1, ... , n 

oraz 
k 1 

dk(n) = C' wtedy 8k(n) = C' k = 1, . . . , n. 
yn yn 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

Zauważmy, że w przypadkach (6.12) oraz (6.13) mamy dn(n) = n/2, na­
tomiast w przypadku (6.14) mamy dn(n) = fo,. W przypadkach (6.13) oraz 
(6.14) wszystkie, poza ostatnim, ograniczenia są nieaktywne, natomiast w 
przypadku (6.12) wszystkie ogranicznenia są aktywne. Należy też zauwa­
żyć, że w przypadku (6.13 ) zoPT(n) = n/2 osiąga wartość maksymalną w 
rozważanym losowym modelu zadania, patrz (6.5). 

Na rysunku 6.2 · zaprezentowano wykres wartości zopr(n) dla powyżej 
wprowadzonych schematów wartości dk (n). Linią wytłuszczoną ciągłą zazna­
czono przypadek (6.13), linią wykropkowaną przypadek (6.12), natomiast 
linią ciągłą niewytłuszczoną przypadek ( 6 .14). 

Na rysunku 6.2 widać, jaki wpływ na wzrost wartości rozwiązania opty­
malnego Zopr(n) mają wartości dk(n) oraz ich przyrosty. 
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Rysunek 6.2: Wykres wartości zon(n) dla trzech różnych postaci dk(n) 

Analogicznie jak w przypadku wielowymiarowego zadania załadunku (5.1), 
dla rozważanych klas losowych zadań wartość rozwiązania optymalnego dąży 
do swojej wartości oczekiwanej, będącej funkcją deterministyczną: prawych 
stron ograniczeń d1 (n), d2 (n), · · · , dn (n), terminów wykonania prac, rozmiaru 
zadania n oraz ewentualnie innych jego parametrów. Oznacza to, że na­
stępuje swoiste "uśrednienie" wartości rozwiązania optymalnego dla całej 
rozważanej klasy zadań. 

Próba rozważania zadania "uśrednionego", patrz Steele [128] oraz podroz­
dział 5.5, gdzie Pi, tj zostały zastąpione w sformułowaniu zadania poprzez 
wartości oczekiwane opisujących je zmiennych losowych, prowadzi natomiast 
do następującej postaci zadania szeregowania prac z (6.2): 

n 

zoPT(n) =max~ xi/2 
j=l 

i 

przy ograniczeniach ~ Xj S 2 · di(n), i= 1, ... , n, 
j=l 

gdzie Xj=0lubl, j=l, ... ,n. 

Przy wykorzystaniu powyższej postaci zadania szeregowania prac z termi­
nami zakończenia (6.2) istnieje tylko możliwość uzyskania trywialnego osza­
cowania wartości rozwiązania optymalnego: 

które nie wnosi żadnych wartości poznawczych do analizy zadania szerego­
wania prac z terminami zakończenia (6.2) . 
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Algorytmy przybliżone wyznaczające rozwiązywania zadania szeregowa­
nia prac z terminami zakończenia (6.2) są bardzo często testowane na za­
daniach generowanych losowo, praktycznie identycznych z rozważaną klasą 
losowych zadań szeregowania prac z terminami zakończenia (6.2). Uzyskane 
w Twierdzeniu 6 oszacowanie wartości rozwiązania optymalnego zadania sze­
regowania prac z terminami zakończenia (6.2) może być wykorzystane przy 
konstruowaniu i testowaniu algorytmów przybliżonych , szczególnie heury­
stycznych, dla rozwiązywania zadania szeregowania prac z terminami zakoń­
czenia (6.2). 

6.4 Algorytm przybliżony 

Jak już wspomniano powyżej, pseudowielomianowy algorytm oparty na idei 
programowania dynamicznego, patrz Sahni [120], może być stosowany do roz­
wiązywania z dowolną dokładnością zadania szeregowania prac z terminami 
zakończenia (6.2). 

Algorytmy przybliżone wyznaczające rozwiązania dla tej klasy zadań za­
proponowano również w pracach Potts i Van Wassenhove [114], Stern i Avivi 
[129], Dudziński i Szkatuła [33] oraz Szkatuła [132]. 

W pracach Dudziński i Szkatuła [33] oraz Szkatuła [132] zaproponowano 
algorytm progowy dla przybliżonego rozwiązywania zadania szeregowania 
prac z terminami zakończenia (6.2). Algorytm ten można przedstawić w 
następującej postaci: 

Algorytm progowy 

Krok O: Ustalamy wartości początkowe i<- O, zrHR(n) <- O, srHR(n) <- O 
oraz wartość progu >., >. ~ O. 
Krok 1: i<- i+ 1; Jeżeli p;fti ~ A oraz srHR(n) + ti::;; di(n), to wtedy: 

x;(n) <- 1; ZrHR(n) <- ZTHR(n) + p;; SrHR(n) <- SrHR(n) + t; 

w przeciwnym przypadku x;(n) <- O. 
Krok 2: Jeżeli i < n, to wracamy do kroku l. 
Krok 3: Jeżeli i = n, to algorytm kończy pracę. 

ZrHR(n) jest wartością uzykanego przez algorytm progowy rozwiązania 
przybliżonego, przy czym uzyskane rozwiązanie przybliżone jest dopuszczalne, 
co oznacza, że żaden z terminów di(n) nie został przekroczony. 

W pracy Dudziński i Szkatuła [33] zostały przedstawione wyniki ekspe­
rymentu obliczeniowego porównującego trzy algorytmy przybliżone do roz­
wiązywania zadania szeregowania prac z terminami zak01'1czenia (6.2), wśród 
nich algorytm progowy. 
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Algorytm progowy ma bardzo niską złożoność obliczenową O( n). Zasada 
jego działania jest intuicyjna i niezmiernie prosta. Dla zadań o niewielkich 
rozmiarach niezbędne obliczenia można wykonać ręcznie. O jakości uzyski­
wanych przez algorytm progowy rozwiązań decyduje wybór wartości progu. 
Z przeprowadzonych eksperymentów wynika, że najlepsza jest jedna z na­
stępujących jego wartości: 

lub 

gdzie 

ij(T) = { toj jeżeli Pi/tj 2 T 
inaczej 

Rozważmy, jako zadanie pomocnicze, jednowymiarowe zadanie załadunku 
(5.47) powstałe z odrzucenia wszystkich, poza ostatnim, ograniczeń w zada­
niu szeregowania prac z terminami zakończenia (6.2), gdzie 

Ci= Pi, ai = ti, i= l, ... ,n, b(n) = dn(n). 

Zauważmy, że powyżej opisane procedury wyboru wartości progu ,\ są prak­
tycznie tożsame z wyborem wartości progu dla jednowymiarowego zadania 
załadunku w rozważanej w podrozdziale 5.6 klasie losowych jednowymiaro­
wych zadań załadunku, patrz Twierdzenie 5 oraz wzór (5.49). 

Struktura ograniczeń zadania szeregowania prac z terminami zakoficze­
nia (6.2) pozwala w łatwy i jednoznaczny sposób uzyskać rozwiązanie dopu­
szczalne dla dowolnej wartości progu ,\. 

Przeprowadzony w pracy Dudziński i Szkatuła [33] eksperyment oblicze­
niowy wykazał, że pomimo swojej bardzo prostej postaci algorytm progowy 
uzyskuje rozwiązania przybliżone o bardzo dobrej jakości dla zadania sze­
regowania prac z terminami zakończenia (6.2). Średni względny błąd pro­
centowy uzyskanych rozwiązań wynosił około kilkunastu procent dla zadań o 
rozmiarach n::; 10 (n - liczba prac do wykonania), kilka procent dla zada11 o 
kilkudziesięciu pracach, w granicach procenta dla zadań o kilkuset pracach, 
ułamki procenta dla zadań o tysiącu lub więcej pracach. 

Dla zadań generowanych losowo, gdzie Dj(n) oraz Aj(n) , są wyznaczane 
przez procedurę opisaną na stronie 166, xj(Aj), j = 1, 2, ... , n, wyznaczone 
przez wzór (6.3) dają rozwiązania przybliżone zadania szeregowania prac z 
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terminami zakończenia (6.2) o bardzo wysokiej jakości, patrz Twierdzenie 
6. Trudno jest oczywiście mówić o efektywnej, algorytmicznej implementacji 
tego podejścia w ogólnym przypadku zadania szeregowania prac z terminami 
zakończenia (6.2). W przypadku algorytmu progowego mamy jedną wartość 
progu - >-. Natomiast w (6.3) mamy indywidualną wartość progu Aj(n) dla 
każdej pracy do wykonania - ograniczenia j, 1 :S j :Sn, w zadaniu (6.2). 

6.5 Podsumowanie 

Zadanie szeregowania prac z terminami zakończenia (6.2) należy do klasycz­
nych zadań harmonogramowania. Może być ono też rozważane jako szcze­
gólny przypadek wielowymiarowego zadania załadunku ( 5.1), a więc również 
jako zadanie programowania binarnego oraz całkowitoliczbowego. Przepro­
wadzona w podrozdziale 6.3 analiza przypadku średniego wzbogaca więc za­
równo teorię programowania całkowitoliczbowego, teorię zadań harmonogra­
mownia jak też optymalizację dyskretną. 

vV celu dokonania analizy przypadku średniego w tym rozdziale mono­
grafii wybrano następujący schemat postępowania: 

• Zaprezentowano zadanie szeregowania prac z terminami zako11czenia 
jako zadanie teorii harmonogramowania oraz przedstawiono je jako 
szczególną postać wielowymiarowego zadania załadunku. 

• Dla tak sformułowanego zadania szeregowania prac, w oparciu o funkcję 
Lagrange'a oraz zadania dualne uzyskano oszacowania wartości rozwią­
zań optymalnych i innych parametrów zadania. 

• Zdefiniowano losowy model zadania szeregowania prac z terminami za­
kończenia przyjmując założenia o tym, że paramtery zadania, takie jak 
współczynniki funkcji celu i lewych stron ogranicze11, są realizacjami 
zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym na (O, l]. 

• Przeprowadzono analizę przypadku średniego wartości rozwiązania opty­
malnego i przybliżonego uzyskując ich asymptotyczną postać jako de­
terministycznej funkcji parametrów zadania. 

• Omówiono możliwości efektywnego w praktyce obliczeniowej rozwiązy­
wania zadania szeregowania prac z terminami zakończenia. 

Należy podkreślić, że przy zastosowaniu analizy przypadku średniego mo­
żna uzyskać dla zadania szeregowania prac z terminami zakończenia (6.2) 
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wartościowe i nietrywialne wyniki opisujące asymptotyczne zachowanie się 
rozwiązań optymalnych tego zadania. 

Co więcej, uzyskane wyniki analizy asymptotycznego wzrostu wartości 
rozwiązań optymalnych zadania szeregowania prac z terminami zakończenia 
(6.2) w średnim przypadku dotyczą pełnego modelu losowego zadania i prak­
tycznie wszystkich możliwych wartości prawych stron ogranicze1i 

Warunek ln(n)/(n-81 (n)) ~ O w założeniach Twierdzenia 6 w niewielkim tylko 
stopniu ogranicza ogólność rozważanego modelu losowego zadania (6.2). 

Dla całej rozważanej klasy zadań losowych został też zdefiniowany sposób 
wyznaczania mnożników Lagrange' a oraz wartości progu. Mogą one mieć 
istotne znaczenie dla rozwiązywania zada1'1 szeregowania prac z terminami 
zakończenia (6.2) w praktyce obliczeniowej. Uzyskane wyniki wykazują, że 

rozwiązania przybliżone uzyskane z pomocą wyznaczonych mnożników La­
grange'a są asymptotycznie suboptymalne w średnim przypadku. 

Czynnikiem ograniczającym bardziej ogólny wymiar uzyskanych w tym 
rozdziale monografii wyników jest fakt , że są one prawdziwe tylko dla rozwa­
żanej klasy losowych zadań szeregowania prac z terminami zakończenia. 



Uwagi końcowe 

W monografii rozważono podejście przypadku średniego do analizy zadań 
oraz algorytmów optymalizacji dyskretnej. Celem monografii było wykaza­
nie, na przykładzie binarnego wielowymiarowego zadania załadunku, zadania 
szeregowania prac z terminami zakończenia oraz wyników znanych z litera­
tury, że podejście przypadku średniego jest bardzo użytecznym narzędziem 
analizy zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

W monografii dokonano przeglądu dziedziny optymalizacji dyskretnej z 
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadań, takich jak: pro­
gramowanie całkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po­
krycia, pakowania i rozbicia zbiorów, wybrane zadania teorii grafów oraz 
zadania harmonogramowania. 

Następnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki 
rozwi1łZywania zadań optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pełnego 
przeglądu, metoda podziału i oszacowań, programowanie dynamiczne, algo­
rytmy zachłanne, metody programowania liniowego i inne. 

Zdefinowane zostały sposoby oceny dokładności pracy algorytmów opty­
malizacji dyskretnej. Do oceny złożoności obliczeniowej zadań i algorytmów 
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologię przypadku najgorszego. 
Dokonano podziału zadań optymalizacji na umowne kategorie zadań łatwych 
(należących do klasy P), trudnych (należących do klasy zadań NP-trudnych) 
oraz szczególnie trudnych (zadań silnie NP-trudnych). Z pewnym upro­
szczeniem można powiedzieć, że o łatwości rozwiązywania wybranych zadań 
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytmów dokładnych 
o wielomianowej złożoności obliczeniowej. 

Jako dopełnienie oraz poszerzenie możliwości poznawczych podejścia przy­
padku najgorszego zaprezentowano podejście przypadku średniego. Zdefi­
niowano niezbędne podstawy teoretyczne analizy przypadku średniego oraz 
dokonano prezentacji wybranych wyników znanych z literatury. 

Ogólne rozważania dotyczące zadań optymalizacji dyskretnej, metod ich 
rozwiązywania, podejścia analizy przypadku najgorszego i średniego do oceny 
zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej szczegółowo omówiono na przy-
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kładzie wielowymiarowego binarnego zadania załadunku , z odrębnym rozpa­
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z 
terminami zakończenia. 

Dla rozważanych modeli losowych zadaf1, które uzyskano przyjmując zało­
żenie, że współczynniki funkcji celu i lewych stron ogranicze11 są, realizacjami 
zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w przedziale (O, 1] , uzyskano 
szereg ciekawych wyników analizy przypadku średniego. Najważniejszym z 
nich było wykazanie, że wartości rozwiąza1\ optymalnych dla całych losowych 
klas zadań dążą do swoich wartości oczekiwanych - deterministycznych funk­
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ogranicze11 m 
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania załadunku), oraz warto­
ści prawych stron ograniczeń. Z przeprowadzonych rozważań wynika istotny 
wpływ wartości i wzajemnych uwarunkowań wektorów prawych stron ograni­
czeń na asymptotyczny wzrost wartości rozwiązań optymalnych jako funkcji 
rozmiaru zadania n. 

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania załadunku można za­
uważyć, że liczba ograniczeń m ma bardzo duży wpływ na asymptotyczny 
wzrost wartości rozwiązań optymalnych jako funkcji rozmiaru zadania n, 
szczególnie w przypadku funkcyjnej zależności wartości prawych stron ogra­
niczeń od m oraz małych wartości prawych stron ograniczeó. bj(n), j = 
1, ... , m. Dla dużych wartości bj (n), j = l, ... , m, zależność od m ulega 
znacznemu osłabieniu, a przy bj( n) ~ n/2 praktycznie zanika. 

Powszechnie stosowaną w praktyce obliczeniowej metodą służącą do oceny 
algorytmów przybliżonych jest testowanie ich na zadaniach generowanych lo­
sowo. Uzyskane wyniki są następnie poddawane analizie statystycznej. Ła­

two jest zauważyć, że powszechnie stosowane generatory zadań losowych są 
praktycznie tożsame z rozważanymi w monografii losowymi modelami zada11. 
Wyniki analizy przypadku średniego są więc w wielu przypadkach potwier­
dzeniem i teoretycznym uzasadnieniem wyników eksperymentalnych. 

Co więcej, w uzasadnionych przypadkach wyniki analizy przypadku śre­
dniego mogą wyeliminować konieczność przeprowadzania eksperymentu obli­
czeniowego testującego algorytmy dla zadań optymalizacji dyskretnej. W 
takim przypadku w oczywisty sposób jest oszczędzany czas badaczy oraz 
zmniejszane wykorzystanie zasobów komputerowych. 

W monografii wykazano, że bardzo proste algorytmy heurystyczne, o li­
niowej złożoności obliczeniowej, nie mające nawet gwarancji uzyskania rozwią­
zań dopuszczalnych zadań, są, asymptotycznie optymalne w średnim przy­
padku. Wyniki tego typu są, w oczywisty sposób odmienne od wyników 
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowią ich wartościowe uzupełnie­
nie. 

Pogląd, że analiza przypadku średniego może zastąpić analizę przypadku 
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najgorszego jest w odczuciu autora błędny. Zarówno analiza przypadku naj­
gorszego, jak również analiza przypadku średniego mają swoją specyfikę oraz 
uzyskują wartościowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie się z wynikami ana­
liz różnego rodzaju pozwala wyrobić sobie możliwie najbardziej obiektywny 
pogląd na różne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji 
dyskretnej. 

Należy również podkreślić, że wyniki analizy przypadku średniego są 
prawdziwe tylko dla rozważanych losowych klas zada11. Należy więc zacho­
wać szczególną ostrożność przy próbach uogólniania uzyskanych wyników na 
inne klasy zadań, gdyż może to prowadzić do fałszywych i nieuzasadnionych 
wniosków. 

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana­
lizy przypadku średniego dla szczególnie trudnych zada11 optymalizacji dys­
kretnej. Dobrym przykładem jest zadanie programowania całkowitoliczbo­
wego, patrz podrozdział 1.2 oraz wzór (1.2). W przypadku zadania programo­
wania całkowitoliczbowego postać funkcji Lagrange'a oraz zadania dualnego 
nie sprzyja zastosowaniu technik i oszacowa11 wykorzystanych w podrozdzia­
łach 5.2 oraz 6.2. 

Innym ważnym celem przyszłych prac badawczych wydaje się rozważe­
nie bardziej realistycznych modeli zada11, co w szczególności może wyma­
gać zastosowania złożonych rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych lo­
sowych opisujących charakterystyki analizowanych zada11. Również w tym 
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wyników o podobnym 
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdziałach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo­
nografii. 
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