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Wprowadzenie

Optymalizacja dyskretna stala sie samodzielng dziedzing badawczg od po-
lowy lat pietdziesigtych dwudziestego wieku. Powstata ona na styku zastoso-
wan praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarzgdzanie, technika
1 wiele innych oraz matematyki ze szczegdlnym uwzglednieniem kombinato-
ryki, teorii graféw i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo-
zna powiedziec, ze podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybdr
optymalnego wariantu ze skoficzonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty-
malnos¢ jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej
funkcji. Uzyskanie rozwigzania zadania optymalizacji dyskretne] umozliwia
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektéw dzialalnosci
ludzkiej. Przykladami kryteriéw optymializacyjnych nioze by¢ maksymaliza-
¢ja zyskéw, minimalizacja kosztéw lub strat 1 wiele innych.

Mozna powiedziet, ze w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych
pojawilo sie wiele waznych, zlozonych 1 trudnych do rozwigzania problemdéw
o powyzszym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni
sposéb bardzo przydatny okazal sie aparat i metodologia matematyki.

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostalo sformalizowane jako
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego cfektyw-
nego rozwigzania. Oznacza to konieczno$t opracowania algorytmoéw i wy-
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazalo sie, ze w przy-
padku wielu zadan optymalizacji dyskretnej oraz algorytmdéw opracowanych
do ich rozwigzywania pojawia si¢ zasadnicza trudnos$¢. Dla nawet niezbyt du-
zych przykladéw tych zadan obliczenia numeryczne wymagaja niemozliwego
do zaakceptowania naktadu obliczen, na przykiad iierzonego w stulcciach
pracy obecnych superkomputeréw. Co wiecej, nawet drastyczne zwickszenie
wydajnosci komputeréw nie jest w stanie zasaduniczo poprawié sytuacji. Dla
ustalenia uwagi, 100-krotne przy$pieszenie obliczen zmniejsza naktad obliczen
ze 100 lat do jednego roku, co weigz jest wielkodcig abstrakeyjng, niemozliwg
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuaci byl rozwaj
teoril 1 praktycznego zastosowania algorytméw przyblizonych, ktérych celem
Jjest wyznaczenie przyblizonego rozwiazania zadaiia o akceptowalnej jakosci,
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przy "niewielkim” nakladzie obliczen.

Praktyczna niemozliwos¢ uzyskania rozwiazah optymaluveh dla licznych
przykladéw zadan optymalizacji dyskretnej spowodowata koniccznosé anali-
zowania nakladu obliczen wymaganego przez algorytmy, dla zadan o okreslo-
nej wielkosci.

W efekcie powstala dziedzina badawcza zwana zlozonoécia obliczeniowa.
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadan 1 algorytmoéw optyma-
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakladun obliczen niezbednego do
uzyskania rozwigzania optymalnego jako funkcji rozimiaru, wiclkoécl zada-
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostaly umownie podzielone na latwe
1 trudne do rozwiazywania.

Nalezy zwrécic uwage na fakt, ze uzyskane w ten sposdb oceny noszy
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, ze sq one prawdziwe dla wszystkich
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwe analizy
przypadku najgorszego, gdyz oparta jest ouna na najbardziej niekorzystnym
zachowaniu sie zadan i algorytmow optymalizacji dyskretnej.

Praktyka rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej wykazala jednak
szybko, ze uzyskane w ten sposdb oceny sa bardzo czgsto nadinicrnie pe-
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejécie przypadku najgorszego
nie charakteryzuja w sposéb wiasciwy przecietnego, Sredniego zachowania sie
zadan 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Ta sytuacja spowodowala powstanie dziedziny nazywanej analiz:y przy-
padku éredniego lub inaczej analiza probabilistyczug zadan 1 algorytiméw
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku Sredniego wy-
maga zdefniowania losowego modclu rozwazanego zadania. Uzyskane w efek-
cie przeprowadzenia analizy przypadku Sredniego wyniki odnosza sie tylko do
rozwazanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast
ich olbrzymig zalety jest mozliwost uzyskania alternatywnych, w stosunku
do zlozonosci obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania sig
zadail 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Wazna 1 oryginalng wilasciwoscig analizy przypadku $redniego jest mozli-
wos¢ analizowania innych chiarakterystyk zadania niz zlozonosé obliczeniowa.
Dobrym przykiadem jest asymptotyczna ocena zachowania si¢ wartosci roz-
wigzania optymalnego jako funkcji pewnych parametréw zadania. Wyniki
tego typu znacznie poszerzaja wiedze na temat zadan optymalizacji dyskret-
nej i w efekcie umozliwiajg ich rozwigzywanie w znacznie bardziej efektywny
sposdb.

Zasadniczyin celem tej monografii jest wykazanie, na przyktadzie wybra-
nych, waznych zadan optymalizacji dyskretuej, Ze przy zastosowauiu prostego
aparatu rachunku prawdopodobicnistwa mozna uzyska¢ wartosciowe wyniki
analizy przypadku $redniego.
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W celu wilasciwego osadzenia uzyskanych wynikéw w teorii 1 praktyce
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdzialy monografii po$wiecone zostaly
prezentacji wybranych zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwigzy-
wania, ztozonoéci obliczeniowej oraz analizy przypadku Sredniego. Nalezy
jednak podkresli¢, ze zamiarem autora byla pogladowa, a nic bardzo szcze-
golowa i wyczerpujaca prezentacja tych zagadnien. Szczegdlowy plan mono-
grafii jest nastepujacy.

W rozdziale 1 zaprezentowano dziedzing optymalizacji dyskretnej ze szcze-
golnym uwzglednieniem programowania catkowitoliczbowego i liniowego, za-
dan binarnych, zadan teorii grafow oraz zadan harmonogramowania.

W rozdziale 2 zostaly przedstawione znane metody rozwigzywania zadan
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podzialu i oszacowan, progra-
mowanie dynamiczne, algorytmy zachlanne, metody lokalnej poprawy oraz
algorytiy programowania linowego.

W rozdziale 3 rozwazono podejécie przypadku najgorszego do oceny zlo-
zonoscl obliczeniowej zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej. Zdefinio-
wano niezbedne elementy oceny rozmiaru wielkoéci danych zadania i naktadu
obliczeni, wprowadzono klasy ztozonoéci obliczeniowe;j.

Podejécie przypadku Sredniego zastalo przedstawione w rozdziale 4. Szcze-
gblng uwage podwiecono aparatowi probablistycznemu niezbednemu w dal-
szej czedci monografii oraz prezentacji wybranych wynikéw analizy przy-
padku Sredniego znanych z literatury.

W rozdzialach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowyiniarowe zadanie zala-
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zakonczenia. Na przykla-
dzie tych waznych zadan optymalizacji dyskretnej dokonatio doglebnej ana-
lizy zagadnief bedacych przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii,
takich jak metody rozwiazy wania, analiza zlozonosci obliczeniowej oraz ana-
liza przypadku sredniego. Przedstawione zostaly oryginalne wyniki opisujace
asymptotyczne zachowanie si¢ rozwigzan optymalnych jako funkeji parame-
trow zadan w przypadku srednim. Wykazano réwniez, ze proste algorytiny
przyblizone moga by¢ asymptotycznie optymalne w sensie aunalizy przypadku
érednicgo.

Zamiarem autora bylo uzywanie mozliwie najprostszej notacji mateina-
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystoSci wywodu. W monografii
stosowane sa powszechnie przyjete oznaczenia matematyczite. Dla przykladu:

e {a1,as,...,a,} oznacza zbiér n - elementowy.

e [11,T2,...,2,) oznacza wektor o m skladowych przyjimujacych wartodcd
liczbowe.
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e lim, ., f(z) lub lim,_,, g, 0znacza granice funkcji lub ciaggu liczhowego,
co jednoznacznie wynika z kontekstu.

e {X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykiad © < b,
gdzie x jest zmienng, b pewna stala.

e |a| oznacza warto$¢ bezwzgledng liczby a, natomiast |A} oznacza moc
(liczbe elementéw) zbioru A.

Kolejne oznaczenia sg definiowane w tekécie monografii w miare potrzeb.
W przypadku mozliwoéci wystapienia niejednoznacznosci w trakcie przepro-
wadzania wywoddéw, odpowiednie pojecia sg przytaczane na biezyco.

Oryginalna terminologia opisujgca pojecia i obiekty rozwazanc w mono-
grafii w przytlaczajacej wiekszosci pochodzi z jezyka angielskiego. W niono-
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, ktéra zdaniem autora, z jed-
nej strony wlasciwie oddaje sens oryginalu angielskiego, z drugiej za$ strony
jest dobrze osadzona w jezyku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojecia w na-
wiasach przytoczono jego angielski odpowiediik.

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora
tematyky analizy przypadku éredniego wybranych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Prace naukows nad tymi zagadnieniami autor prowadzil w Instytucie
Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakladzie Progra-
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji.

Pragne serdecznie podzigckowat wszystkim kolezankon i kolegom z 1BS
PAN za wieloletnia wspdlprace. Przez caly okres mojej pracy naukowej szcze-
gélne znaczenie miala dla mnie wspéipraca z doc. dr hab. Markiem Libura,
na ktérego pomoc i cenne rady mogten: zawsze liczyc.

Swojej rodzinie skladam wyrazy wdzigcznosci za cierpliwo$t, wyrozuinia-
loé¢ i wsparcie podczas catego okresu mojej pracy naukowej. Szczegdlnie
goraco pragne podzickowaé mojej Zonie i Mamie.



Rozdziat 6

Zadanie szeregowania prac

6.1 Wprowadzenie

Jak juz wspomniano w rozdziale 1, zadania harmonogramowania naleza do
szczegllnie waznych zagadnien optymalizacji dyskretnej, patrz Blazewicz i
inni [13]. W tym rozdziale rozwazymy zadanie szeregowania prac z terminami
zakofczenia (sequencing jobs with deadlines problem, w skrécie SJD). Zadanie
szeregowania prac z terminami zakoficzenia polega na maksymalizacji zysku
z wykonania prac w zadanym terminie. Bardziej precyzyjnie:

Definicja 27 Mamy do wykonania n prac oraz jedng maszyne. Kazda z prac
i, 1 = 1,...,n, musi by wykonana na tej maszynie. Dla katdej pracy 1 sg
okreslone: czas wykonania t;, termin zakonczenia d;(n) oraz zysk p; z wyko-
nania pracy w terminie. Zadanie optymalizacyjne polega na maksymalizacji
ogdlnego zysku z wykonania prac w terminie.

Uwaga 3 Nualezy zauwaiyt, ze praca niezakoficzona w terminie nie przynost
zadnego zysku i z punktu widzenia zadania optymalizacyjnego jej wykonanie
po zadanym terminie jest obojetne.

Zgodnie z klasyfikacjig deterministycznych zadan harmonogramowania,
patrz Blazewicz 1 inni [13] oraz podrozdzial 1.5, zadanie szeregowania prac z
terminami zakohczenia nalezy do klasy zadan harmonogramowania na poje-
dynczej maszynie (single machine scheduling, w skrécie SMS). Jeszcze do-
kladniej zadanie szeregowania prac z terminami zakohczenia jest rozwazane
jako zadanie harmonogramowania z kryteriami optymalizacyjnymi z termi-
nami zakonczenia (scheduling problems with optimisation criteria involving
due dates), sklasyfikowane jako 1 || Zw;U;, patrz Blazewicz 1 inni {13] oraz
podrozdzial 1.5. Klasie zadafh harmonogramowania na pojedynczej maszynie

159
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po$wigcono w literaturze duzo uwagi, zaréwno z powodu ich samodzielnego
znaczenia badawczego jak réwniez ze wzgledu na fakt, ze czesto sg one roz-
wazane jako czeéé skladowa bardziej ogdluych i ztozonych probleméw, patrz
Blazewicz i inni [13].

Bez utraty ogdlnoéci rozwazan mozna przyjaé zalozenie, ze:

i wtedy zadanie szeregowania prac z terminami zakoficzenia moze zostaé
sformutowane jako szczegdlna postaé zadania programowania binarnego i cal-
kowitoliczbowego, patrz  awler i Moore [92]:

zopr(n) = max ) _ p;z;
=1
- i . (6.2)
przy ogramiczeniach ) t;x; <di(n), i=1,...,n
=1
gdzie z;=01Iub1l, j=1,.. . n

Zauwazny, ze z; = 1 wtedy i tylko wtedy, kiedy praca 7 jest wykonana przed
uplywem terminu d;(n), gdzie Z;:l t;z; oznacza czas, jaki jest wymagany
dla wykonania pracy ¢ z uwz, dnieniemn rac wykonanych przed nig (z; =1,
1< 7<)

Zadanie rozbicia zbioru (1.13) réwniez nalezy do zadan harmonogramo-
wania. Sposéb sformulowania i posta¢ zadani (1 3) oraz (6.2) pokazuja dobit-
nie, jak duza moze by¢ réznorodno$é rozwazanych zadai harmogramowania
i ogdlniej optymalizacji dyskretn

Zadanie szeregowania prac z ‘rminami z oShczenia jest N P-trudnym
zadaniem optymalizacji dyskretnej, ale nie jest zadaniem ¢ 1ie AN"P-trudnym,
patrz Garey i Johnson [48].

Istniejg efektywne algorytmy przyblizone wyznaczajace rozwigzania za-
dania szeregowania rac (6.2). Sahni w pracy [120] zaproponowal pseudo-
wielomianowy algorytim oparty na idei programowania dynamicznego. W
pracach Dudzinski 1 Szkatula [3  oraz Szkatula [132] zaproponowano pro-
ste 1 efektywne algorytmy heurystyczne, ktérych dobre wlasciwosci zostaly
potwierdzone podczas przeprowadzonych erymentéw obliczeniowych.

Bez utraty ogélnoéci rozwazah mozna przyjaé zalozenie, ze

0<t;<dj(n)orazp; >0, j=1,...,n

Latwo jest zauwazy¢, ze zadanie szeregowania prac z terminaini zakoil-
czenia (6.2) moze zostat sformulowane w postaci szczegdlnego przypadku
wielowymiarowego zadania zaladunku (5.1), gdzie

ci=pj aij;=t;, 1<i<7, a;=0, j<i<n,
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bj(n) =d;(n), j=1,...,n, m=n.

Zadanie szeregowania prac z terminami zakofczenia (6.2) moze zostaé
wprawdzie zapisane w postaci wielowymiarowego zadania zaladunku (5.1),
ale jest ono jego bardzo szczegélnym przypadkiem. Pomiedzy powszechnie
przyjets postacig wielowymiarowego zadania zatadunku (na przyklad w ana-
lizie $redniego lub jako zadania testowe dla algorytmdéw, patrz rozdzial 5)
a zadaniem szeregowania prac (6.2) zachodzg zasadnicze réznice, oméwione
ponizej:

¢ Dla zadania zaladunku liczba ograniczen (m) jest czesto znacznie mniej-
sza niz liczba zmiennych decyzyjnych (n), przy czym moga to byé¢
réznice nawet o rzedy wielkoéci. W przypadku zadania szeregowania
prac z terminami zakoficzenia (6.2) mamy zawsze m = n.

¢ Bardzo odmienna jest réwniez struktura lewych stron ograniczen. Dla
ogélnej postaci wielowymiarowego zadania zatadunku (5.1) mamy m-n
réznych wspdlezynnikéw a;5, ¢ = 1,...,n, 7 = 1,...,m. Natomiast
w przypadku zadania szeregowania prac z terminami zakohczenia (6.2)
mamy tylko n réznych wspdlezynnikéw lewych stron ograniczehh w po-
staciay; =15, 1<4<7, a5, =0,7<i1<n,j=1,...,n.

7 tego powodu niemozliwe jest zastosowanie dla zadania szeregowania
prac z terminami zakoficzenia (6.2) wynikéw analizy przypadku $redniego
uzyskanych dla wielowymiarowego zadania zaladunku (5.1) w rozdziale 5.
W pracy Szkatuta [140] przeprowadzono analize przypadku $redniego dla
zadania szeregowania prac z terminami zakohczenia. W pozostalej czesci
tego rozdzialu zostang zaprezentowane oszacowania rozwigzania optymal-
nego (podrozdzial 6.2) oraz analiza éredniego przypadku zadania szerego-
wania prac z terminami zakonczenia (podrozdzial 6.3). W podrozdziale 6.4
oméwiono zagadnienie przyblizonego rozwigzywania zadania szeregowania
prac z terminami zakohczenia, natomiast w podrozdziale 6.5 dokonano pod-
sumowania rozwazah dotyczacych zadania szeregowania prac z terminami
zakofczenia.

6.2 Oszacowania rozwigzania optymalnego

Analogicznie jak w podrozdziale 5.2 rozwazmy funkcje Lagrange’a dla zada-
nia szeregowania prac z terminami zakonczenia (6.2):

F.(z,A) = ij:cj + Z/\i ' (di(”) - Z;:l fﬂi) =
j=1 i=1
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j=1
= zAd -5 - (50,)) 0

j=1
]:l

gdzie x = [z1,. .. ,xn}, A=y, d] Ay = 300 A Niech dla kazdego

wektora mnoznikéw Lagrange'a A, A\; > 0, j =1,...,n,

en(A) = IEH{I(?;(}"F Z Ndi(n)+D (= Ay t5) - 2;(0) =
j=1

= ZAd Z s t(8y) =
- ZmA i-(dxn)—z;ltjmn)

gdzie
e = (IR 63
p ) = (B im0
sy = {§
Oznaczmy

e P jezeli si(A) < di(n)
Si(A) = th(Aj)a pA) = { p 0 !  inaczej ;
n(A) = Zpi(A Z H(As); Dp(A) = ZA - di(

Sa(h) = }:Ai-s ZA (A7) 9a(A) = 2a(A) + Dy(A) = Su(A).

Zadanie dualne do zadania szeregowania prac z terminami zakohczenia
(6.2) ma postat:

¥ =iy (d)
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W dalszych rozwazaniach wykorzystany bedzie sposéb, w jaki skonstruowane
zostaly z,(A), 2, (A), Sa(A), D.(A), ¢,(A) oraz ®%(A). Dla kazdego A > 0
mamy:

zopr(n) < @7 < @n(A) = 2, (A) + Da(A) — Sa(A).

Zauwazmy, ze p(A;), i =1,...,n, s skonstruowane w taki sposéb, ze 2,(A’)
dla dowolnego wektora A’ > 0 jest wartodciag rozwigzania dopuszczalnego
zadania (6.2). Dla dowolnych wektoréw A, A’ > 0, uzyskujemy wigc

6.3 Analiza przypadku $redniego

W dalszej czesci tego rozdzialu bedzie rozwazany nastepujacy model losowy
zadania szeregowania prac z terminami zakonczenia (6.2):

e n > 1, n jest liczbg catkowitg, n — co.

t;, pj, 5 =1,...,n, s realizacjami wzajemnie niezaleznych zmiennych
losowych o rozkladzie réwnomiernym w przedziale (0, 1].

0<di(n) <dsy(n) <--- < dn(n) <n/2 przy czym d;(n) sg determi-
nistycznymi funkcjami n.

e Mnozniki Lagrange’a A = [A, ..., \,] sa wielkoéciami deterministycz-
nymi.
e Pozostale definicje znajdujg sie w podrozdziale 5.4.

Zgrubne oszacowanie wartoéci rozwigzania optymalnego dla rozwazanego
losowego modelu (6.2) jest dane przez:

n n
n
0 < zopr(n) < ij <n, ij aE (6.5)
i=1 j=1
Oszacowanie to jest wzmocnione poprzez zaobserwowanie, e Z?:I p; = n/2,

co wynika z mocnego prawa wielkich liczb, patrz Feller [38], gdzie:

1

Y pimn-Ep),Ep) = 3
J=1
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Powyzej opisana sytuacja oznacza spehienie (6.7), a wigc niedopuszezalnoéé
© + 1 ograniczenia, w sensie jego wartoéci oczekiwanej, co moze wynikaé z
monotonicznodci A; oraz E(t;(A;)).

Ponizej zostala przedstawiona prosta procedura, ktéra zapewnia dla wszys-
tkich wektoréw prawych stron ograniczen (6.2) speliajacych nieréwnosci:

0<di(n) <dp(n) <o < dnln) < 5

o] S

wyznaczenie

A(n), \j(n) 20, 7=1,...,n

takich, ze
E(s;j(A(n))) <dj(n) dlawszystkich j=1,2,...,n

Krok 0% Ustalmy wartosci poczatkowe I« 0, dg(n.) « 0.
Krok 1% Niech

oraz

54(n) = min {‘U’%}fﬁg} M) = arg {E(tu(Ax) = 55()} (68)

gdziek =1+1,...,5"

Kro 2% Jezeli j* < n, to | — j* i wracamy do kroku 1°.
Krok 3% zeli j* =n, to procedura koficzy prace.

W powyzsz  procedurze wyznaczono w jednoznaczny sposéb wektory
[61(n),62(n),...,0n(n)] oraz [A;(n), Az2(n), ..., An(n)].

Maja one nastepujgce wtasciwosei:

81(n) < bg(n) < ... < bu(n orazz 8;(n) < di(n).

Jezeli

bi(n) < diza(n),
to wtedy



6.3. ANALIZA PRZYPADKU SREDNIEGO

B 1/(6-6;(n)) jezeli0 < é;(n) <1/6
Asln) = { 3/2—-3-6;(n) ;eZeli 1/6 < é;(n) <1

Al(n) Z AQ(’H) Z _>_ An(n) Z 0.

Jezelidla j = 1,2,..., n mamy

§;(n) = 8;41(n), to wtedy Aj(n) = Aj41(n)
CO oznacza, ze

Aj(n) =0 oraz E(s;(A(n)) < d;(n).
Jezeli
8;(n) < 6;41(n), to wtedy A;(n) < Ajyi(n),

CO oznacza, ze

Aj(n) >0 oraz E(s;(A(n))) = d;(n).

=1,...
/2 a] 9

167

Z powyzszych rozwazan wynika, ze w przypadku E(s;(A(n))) < d;(n)

zawsze zachodzi A;(n) = 0, co oznacza, ze

Sontm - (30, 84(m)) = 3o Mlm) - E(si(A) = 37 M) - dif

(2-6;(n))/3 jezeli 0 < §;(n) <
E(pj(Aj(n))) = { é + 5 .6].(77,) . (1 — 5].(“)) jeZeli % < 5]_(77,) <

Tak wiec mozemy zapisac:

E(Z.(An))) = Z E(p(Aj(n)) =

3 (n-(n) (5 + 3000 -8 + 7,00y 25

gdziedlaj=1,...,n

ri(n) = { 1 jezeli 1/6 < 6;(n) <1/2

0 jezeli 0 < 6;(n) < 1/6 oraz Tj(n)=1-7;(n).

W ponizszym Twierdzeniu zostal przedstawiony gtéwny wynik teoretyczny

tego rozdzialu monografii.

ol
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Twierdzenie 6 Niech p;,t;, j = 1,...,n, bedq realizacjami wzajemnie nie-
zaleznych zmiennych losowych o rozkladzie réwnomiernym w przedziale (0,1},
0<di(n) <dyn) <...<dn(n) <n/2 gdzed;(n) sq funkcjami determini-
stycznymi oraz §;(n) sq okreSlone przez powyiszq procedure. Jezeli

In(n)
n-61(n) 0,
to wtedy:
zopr(n) &~ Z (ﬂ‘(n) (é + -3—-@(1 ~ 6 (n))) +7;(n) 2 65 (”))
- (6.10)
Dowéd. Niech:
y(n) = ¢ _Z_i:—‘_l_lﬁ’ €(n)="(n)-6;(n), 85(n) =06;(n) — €(n),

mn: (51 (77)
gdzie 6;(n),82(n),...,6;(n) oraz A(n) sy dane przez powyisza procedure.

Niech
Aj(n) = arg {E(t;(A =8(n)}, gdziej =1,... ,n.

7 (6.4) uzyskujemy
5 (0)) < 20p7(n) < PalA(n) = 2(AC + DolA(n)) = Su(Aln)).
Tak wiec, aby udowodni¢ 3.10), wystarczy wykazaé, ze
5. (N () ~ B(z(A()) ~ o, (A(n)) (6.11)

oraz w orzystat (6.9).
Jak juz wspomniano, ¢,(n) sa skonstruowane w taki sposéb, ze zawsze

Aj(n) - E(s;(A(n))) = Aj(n) - dj(n).
Tak wiec
E(Sn(A(n))) = Dn(A(n)) oraz E(2,(A(n))) = E(¢,(A(n))).
Dowdd (6.11) zostanie przeprowadzony poprzez wykazanie, zc

(AN (n)) = EG(N(n), w.(An)) = Elp,(A(n))),
E(zu(A(n)) = EGA(A(n)))-
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Mamy ‘
A) = th(Aj)v Zn(A) - ij(A )

Zgodnie z konstrukcjg t;(A;) oraz p;(A;), gdzie, 7 = 1,...,n, s3 ciggami
wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych, a wiec z (4.14) otrzymujenmy:

Var (s;(A(n))) = ZVar (tj(Aj(n))) < ZE (t2(A;(n))) < Zé

Var(z,(A(n))) = ZVar(pi(Ai(n)))SE(Zn(A(n))), 2 (A(n)) < zn(A(n)),
Var(2,(A'(n))) < E(zn(A(n))), Var(p,(A(n))) < E(zn(A(n)),

Z 1/i In(n), y(n) =0, &(n)==d;(n), j=1,...,n

i=1

Q

Poniewaz istnieje ng > 1, takie, ze dla wszystkich n > n, zachodzi vy(n) <1
oraz:

0 < E(pi(Ai(n))) — E(p:i(Ai(n)) < v(n) - E(pi(Ai(n))),

a wiec
o o BV
LS Bam) <
E@(Ai(n) 2 E@(Ai(n)) - P{Si(A'(n)) < di(n)} =
= E(p:(Ai(n))- (1 = P{Si(N'(n)) > di(n)}).
Z konstrukeji d;(n), 8;(n), &i(n) oraz Ai(n), i =1,...,n otrzymujemy
E(pi(Ai(n)) < E(P2(A'( ) < o < E(pa(Ay () oraz
P{si(A'(n)) < di(n)} < P{s:(A'(n)) S ds(n)} <--- <
< P{sn (N (n)) < d,(n)}.

Z nieréwnosci Czebyszewa dla dodatnich ciqagéw monotonicznych w postaci:

Yla b Yiech

n n n

patrz Bronsztejn 1 Siemendiajew [16], gdzie

a; = pi(AN(n)), b= P{s;(A'(n)) <di(n)}, i=1,....n
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sg, dodatnimi i niemalejacymi ciggami liczbowymi, otrzymujemy:

E(z(A'(n)) > E(2a(N(n)) ZE@ (A/(n))) - P{si(A'(n)) < da(m)} >

(zn(/\ (m))

v

ZP{S(A' n)) < di;(n)} =

= E(zn(A'(n,)>> . (1 _ Z P{S,L'(A,( - l( )}) .

i=1

Z nieréwnoéci Czebyszewa dla zmiennych losowych, patrz Feller [38] lub
Logve [96] 1 (4.12), oraz zauwazajac, ze

ST 8 2 i-6im),

uzyskujemy

P{si(A'(n)) > di(n)} < P {Isi(A’(ﬂ)) — E(si(A'(n)))

(AY
I
o
—_——
IN

By Var(si(A'(n)))z o Els(V(m) - Sy 85(n) <
(ijl ej(n)> 3 (n) - \Z;l:l 5j(77,)> V(1) - (Z;’,:1 5j(n)>
1 1

) St - )i S

Dlatego

E(z(AN'(n)) > E(a.(N(n)) > E(za(A(n))) - <1_72%_13/7_n> _

tak wiec
E(2.(N'(n))) = E(z(A(n))) = E(p,(A(n))).

7 zalozenia
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wynika, ze
E(z,(A(n))) = oo.

Niech

Pn) = (Bla(Am)3, win)= =20 1

| DR ) = BRI T Ve e)
W'(n) _M___

B )

Mamy

P(n) ~ 00, w(n) =0, u'(n) = 0.

Aby zakonczyté dowdd (6.11), zastosujemy dwukrotnie nieréwnoéé Czeby-
szewa dla ciggdédw zmiennych losowych:

g {\Ef%))))) !

> w(n)} =

= P {londlm) = Ele ()] 2 v} < S < i)
B o

r HE(%(AW) . ‘)} -
= P {2 (N(n) = EGa (N (n)] 2 w(n)) < S2EA @D oy

co konczy dowédd Twierdzenia 6. W

Warunek In(n)/(n - §1(n)) = 0 oznacza, ze istnieje funkcja v(n) taka, ze

51(n) =~(n) - hlﬁ}—/n), gdzie y(n) = co.

Nalezy zauwazy¢, ze funkcja y(n.) moze dazyt do nieskoiiczonosci dowolnie
wolno, na przyklad v(n) = O(log(log(n))). Z wlasciwosci

b1(n) < 8(n) < ... < én(n)
wynika, ze

1(m) -2 < 6 m) <

,t=1,...,n.

* Y

Do | —

Rozwazajac dwa zadania szeregowania prac z terminami zakonfczenia (6.2),
gdzie

In(n)

n

Ji=1,...,n,

Lo =

oraz & (n) =

8i(n) = ~(n)
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mamy
2opr(n) < 2opr(n) < 20 pp(n).
Stosujac dla obu wspomagajacych zadan Twierdzenie 6 mozemy sformu-
towaé ponizszy Wniosek do T'wierdzenia 6.

Whiosek 6 Dla rozwazanego modelu losowego zadania szeregowania prac z
terminami zakoficzenia (6.2) prawdziwa jest nastepujgca ocena wartosci roz-
wigzania optymalnego

[
2 " n)-mn: 111 T .,

Powyzsza ocena stanowi odpowiednik Wnioskéw 2 oraz 4 dla zadan za-
fadunku.

Jak juz zauwazono, podstawowym wyrdznikiemn zadania szeregowania
prac z terminami zakonczenia (6.2) spoérdd inny — przypadkéw wielowymia-
rowego zadania zaladunku (5.1) jest jego struktura ograniczen. JeSli spoj-
rzymy na kazde z ograniczen (6.2), to z latwoécla zauwazymy, ze z lewej strony
i-tego ograniczenia mamy czas niezbedny dla wykonania i-tej pracy i prac ja
poprzedzajacych, natomiast prawg strong ograniczenia jest nieprzekraczalny
termin zakonczenia pracy d;(n).

Tym, co w zasadniczy sposéb odréznia uzyskane w podrozdziale 6.3 wy-
niki analizy przyps :u éredniego od wynikéw podrozdziatu 5.5 dla ogélnej
postaci wielowymiarowego zadania zaladw u, jest zaleznoét wartoécl rozwia-
zania optymalnego nie wprost od wartoéci prawych stron ograniczen d;(n) -
ter1 noéw zakoficzenia prac, ale od wielkosci "przyrostéw” d;(n):

dy(n),do(n) — dy(n), ... .du(0 —dp_y(n).

o3

Zjawi 0o to mozna pogladowo uzasadni¢ w nastepujacy sposéb. Wspdlzalez-
no§¢ wartodcia 1),2=1,...,n, moze by¢ taka, ze pochopne podjecie decyzji
o wykonaniu w termine jednej z "wczeSniejszych” prac k*, 1 < k¥ < n,
moze uniemozliwi¢ wykonanie w terminie bardzo wielu “pdZniejszych™ prac
3, k* < j £ n, 1w konsekwencji mozemy otrzymaé bardzo niekorzytng
wartost rozwigzania.

Zaproponowana procedura globalnego wyznaczania wartoéci “akceptowal-
nych” przyrostéw 6;(n), i = ...,n, patrz (6.8), po pierwsze eliminuje
wspomniang mozliwos¢, po drugie z ewnia puszczalnosé uzyskiwanych
rozwigzan, w sensie ich wartosci oczekiwne;j.

W zaleznoéci od wartodci mnoznikéw Lagrange’a Aj(n), As(n),...,.\.(n),
A(n)=A;(n)=Aj(n), s =1,...,n =1, X\(n) = A,(n), mozemy moéwi¢
o ograniczeniach 7, 7 = 1,...,n, ktére sg "aktywne”:

jezeli A;(n) >0,
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Zoer (N)
5000

4000 |
3000 1
2000 |

1000 |

00 2000 4000 6000 8000 10000 "

Rysunek 6.2: Wykres wa &ci zppr(n) dla trzech réznych postaci dy(n)

Analogicznie jak w przypadku wi wymiarowego zadania zaladunku (5.1),
dla rozwazanych klas losowych zadai wa 8¢ rozwigzania optymalnego dazy
do swojej wartosci oczekiwanej, bedacej funkcja, deterministyczng: prawych
stron ograniczen dy (n.), d <+ dn(n), terminéw wykonania prac, rozmiaru
zadania n oraz ewentualnie innych jego parametréw. Oznacza to, Ze na-
stepuje swoiste “uérednienie” wartoécl rozwiagzania optymalnego dla calej
rozwazanej lasy zadan.

Préba rozwazania zadania ” uérednionego”, patrz Ste 2t oraz podroz-
dzial 5.5, gdzie p; t; zost 7 zasta] me w sformulowaniu zadania poprzez
wartoéci oczekiwane opisujacych je zimiennych losowych, prowadzi natomiast
do nastepujacej postaci zadania szeregowania prac z (6.2):

Zopr(n) =max Y a;/2
=1

przy ograniczeniach > x; <2-di(n), i=1,...n,
j=1
gdzie z;=0lubl, j=1,...,n.

rzy wykorzystaniu powyzszej postaci zadania szeregowania prac z termi-
nami zakoficzenia (6.2) istnieje tylko mozliwoét uzyskania trywialnego osza-
cowania wartoéci rozwiagzania optymalnego:

ldi(n)] < Zopr(n) < [dn(n)],

ktdre nie wnosi zadnych wartosci poznawczych do analizy zadania szerego-
wania prac z terminami zakonczenia (6.2).
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Algorytmy przyblizone wyznaczajace rozwiazywania zadania szeregowa-
nia prac z terminami zakofczenia (6.2) sa bardzo czesto testowane na za-
daniach generowanych losowo, praktycznie identycznych z rozwazana klasg
losowych zadan szeregowania prac z terminami zakoficzenia (6.2). Uzyskane
w Twierdzeniu 6 oszacowanie wartosci rozwigzania optymalnego zadania sze-
regowania prac z terminami zakoficzenia (6.2) moze by¢ wykorzystane przy
konstruowaniu i testowaniu algorytmoéw przyblizonych, szczegélnie heury-
stycznych, dla rozwigzywania zadania szeregowania prac z terminami zakoil-
czenia (6.2).

6.4 Algorytm przyblizony

Jak juz wspomniano powyzej, pseudowielomianowy algorytm oparty na idei
programowania dynamicznego, patrz Sahni [120], moze by¢ stosowany do roz-
wigzywania z dowolng dokladnoécig zadania szeregowania prac z terminami
zakoficzenia (6.2).

Algorytmy przyblizone wyznaczajgce rozwiagzania dla tej klasy zadan za-
proponowano réwniez w pracach Potts i Van Wassenhove [114], Stern i Avivi
[129], Dudzifski i Szkatuta [33] oraz Szkatula [132].

W pracach Dudzinski i Szkatula [33] oraz Szkatula [132] zaproponowano
algorytm progowy dla przyblizonego rozwigzywania zadania szeregowania
prac z terminami zakonczenia (6.2). Algorytm ten mozna przedstawi¢ w
nastepujacej postaci:

Algorytm progowy

Krok 0: Ustalamy wartodci poczatkowe i « 0, zryr(n) « 0, sryp(n) « 0
oraz wartos¢ progu A, A > 0.
Krok 1: i i+ 1; Jezeli p; /t; > X oraz sppgr(n) +t; < d;(n), to wtedy:

zi(n) — 1; zrgr(n) — zrar(n) + pi; srur(n) « srur(n) +ti

w przeciwnym przypadku z;(n) « 0.
Krok 2: Jezeli ¢ < n, to wracamy do kroku 1.
Krok 3: Jezeli i = n, to algorytm koficzy prace.

zrgr(n) jest wartoScig uzykanego przez algorytm progowy rozwigzania
przyblizonego, przy czym uzyskane rozwigzanie przyblizone jest dopuszczalne,
co oznacza, ze zaden z terminéw d;(n) nie zostal przekroczony.

W pracy Dudzinski i Szkatuta [33] zostaly przedstawione wyniki ekspe-
rymentu obliczeniowego pordwnujacego trzy algorytimy przyblizone do roz-
wiazywania zadania szeregowania prac z terminami zakonczenia (6.2), wéréd
nich algorytm progowy.
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Algorytm progowy ma bardzo niska ztozono$é obliczenows O(n). Zasada
jego dzialania jest intuicyjna i niezmiernie prosta. Dla zadan o niewielkich
rozmiarach niezbedne obliczenia mozna wykonaé recznie. O jakoéci uzyski-
wanych przez algorytm progowy rozwigzan decyduje wybdr wartoéci progu.
Z przeprowadzonych eksperymentéw wynika, ze najlepsza jest jedna z na-
stepujacych jego wartosci:

A= min r z t(r) < dn(n) }

re{%,..‘,%

lub
T
A= max r Z (1) = dy(n) }

re{%,...,% j=1
gdzie

L) = { t J.eZeli ]?j/tj >7

0 inaczej
Rozwazmy, jako zada omocnicze, jednowymiarowe zadanie zaladunku

(5.47) powstale z odrzucenia wszystkich, oza ostatnim, ograniczen w zada-
niu szeregowania prac z terminami zakonczenia (6.2), gdzie

G =P, =1, 1=1,...,n, b(,n) = d'n(n).

Zauwazmy, ze powyzej opisane procedury wyboru wartosci progu A sg prak-
tycznie tozsame z wyborem wartoéci progu dla jednowymiarowego zadania
zaladunku w rozwazanej w odrozdziale 5.6 klasie losowych jednowymiaro-
wych zadan zaladunku, patrz Twicrdzenie 5 oraz wzdr (5.49).

Struktura ograniczenn zadania szeregowania prac z terminami zakoncze-
nia (6.2) pozwala w latwy 1 jednoznaczny sposéb uzyskaé rozwigzanie dopu-
szcz: e dla dowolnej wartoSci progu A.

Przeprowadzony w pracy Dudzifiski 1 Szkatula [33] eksperyment oblicze-
niowy wykazat, ze pomimo swojej bardzo prostej ostaci algorytm progowy
uzyskuje rozwigzania przyblizone o ardzo dobrej jakosci dla zadania sze-
regowania prac z terminami zakonczenia (6.2). Sredni wzgledny blad pro-
centowy uzyskanych rozwigzah wynosit okoto ki unastu procent dla zadan o
rozmiarach n < ) (n - liczba prac do wykonania), kilka procent dla zadan o
kilkudziesieciu pracach, w granicach procenta dla zadan o kilkuset pracach,
utamki procenta dla zadan o tysigcu lub wiecej pracach.

Dla zadan generowanych losowo, gdzie 6;(n) oraz A;(n), sa wyznaczane
przez procedurg opisang na stronie 166, x;(A;), 7 = 1,2,...,n, wyznaczone
przez wzor (6.3) daja rozwigzania przyblizone zadania szeregowania prac z
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terminami zakoficzenia (6.2) o bardzo wysokiej jako$ci, patrz Twierdzenie
6. Trudno jest oczywiscie méwié o efektywnej, algorytimicznej implementacii
tego podejécia w ogdlnym przypadku zadania szeregowania prac z terminami
zakonczenia (6.2). W przypadku algorytmu progowego mamy jedng warto$é
progu - A. Natomiast w (6.3) mamy indywidualng wartoé¢ progu A;(n) dla
kazdej pracy do wykonania - ograniczenia j, I < j < n, w zadaniu (6.2).

6.5 Podsumowanie

Zadanie szeregowania prac z terminami zakoficzenia (6.2) nalezy do klasycz-
nych zadan harmonogramowania. Moze by¢ ono tez rozwazane jako szcze-
gélny przypadek wielowymiarowego zadania zatadunku (5.1), a wigc réwniez
jako zadanie programowania binarnego oraz catkowitoliczbowego. Przepro-
wadzona w podrozdziale 6.3 analiza przypadku éredniego wzbogaca wiec za-
réwno teorig programowania calkowitoliczbowego, teorie zadan harmonogra-
mownia jak tez optymalizacje dyskretna.

W celu dokonania analizy przypadku $redniego w tym rozdziale mono-
grafii wybrano nastepujacy schemat postepowania:

e Zaprezentowano zadanie szeregowania prac z terminami zakoficzenia
jako zadanie teorii harmonogramowania oraz przedstawiono je jako
szczegblng postaé wielowymiarowego zadania zatadunku.

e Dla tak sformulowanego zadania szeregowania prac, w oparciu o funkeje
Lagrange’a oraz zadania dualne uzyskano oszacowania wartosci rozwig-
zah optymalnych i innych parametréw zadania.

o Zdefiniowano losowy model zadania szeregowania prac z terminami za-
konczenia przyjmujac zalozenia o tym, ze paramtery zadania, takie jak
wspoélczynniki funkcji celu i lewych stron ograniczen, sa realizacjami
zmiennych losowych o rozkladzie réwnomiernym na (0, 1].

e Przeprowadzono analize przypadku Sredniego wartosci rozwigzania opty-
malnego 1 przyblizonego uzyskujac ich asymptotyczna posta¢ jako de-
terministycznej funkeji parametréw zadania.

o Omdwiono mozliwosci efektywnego w praktyce obliczeniowe] rozwiazy-
walia zadania szeregowania prac z terminami zakoticzenia.

Nalezy podkreslic, ze przy zastosowaniu analizy przypadku éredniego io-
zna uzyskat dla zadania szeregowania prac z terminami zakonczenia (6.2)
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warto$ciowe 1 nietrywialne wyniki opisujace asymptotyczne zachowanie sie
rozwigzan optymalnych tego zadania.

Co wiecej, uzyskane wyniki analizy asymptotycznego wzrostu wartosci
rozwigzan optymalnych zadania szeregowania prac z terminami zakoiczenia
(6.2) w srednim przypadku dotycza pelnego modelu losowego zadania i prak-
tycznie wszystkich mozliwych wartoéci prawych stron ograniczef:

0 <di(n)<ds(n) < - <dp(n) <n/2

Warunek lu(n)/(n-61(n)) = 0 w zalozeniach T'wierdzenia 6 w niewielkim tylko
stopniu ogranicza og6lnost rozwazanego modelu losowego zadania (6.2).
Dla catej rozwazanej klasy zadan losowych zostat tez zdefiniowany sposéb
wyznaczania mnoznikéw Lagrange’a oraz wartodcl progu. Moga one miet
istotne znaczenie ¢ | rozwigzywania zadanh szeregowania prac z terninami
zakoficzenia (6.2) w praktyce obliczeniowej. Uszyskane wyniki wykazuja, ze
rozwigzania prz lizone uzyskane z pomoca wyznaczonych mnoznikéw La-
grange’a sg asymptotycznie suboptymalne w $rednim przypadku.
Czynnikiem ograniczajacym bardziej ogdlny wymiar uzyskanych w tym
rozdziale monografii wynikéw jest fakt, Ze sa one prawdziwe tylko dla rozwa-
zane] klasy losowych zadan szeregowania prac z terminami zakoficzenia.



Uwagi koncowe

W monografii rozwazono podejécie przypadku éredniego do analizy zadan
oraz algorytméw optymalizacji dyskretnej. Celem monografii bylo wykaza-
nie, na przykladzie binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku, zadania
szeregowania prac z terminami zakonczenia oraz wynikéw znanych z litera-
tury, ze podejécie przypadku éredniego jest bardzo uzytecznym narzedziem
analizy zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej.

W monografii dokonano przegladu dziedziny optymalizacji dyskretnej z
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadan, takich jak: pro-
gramowanie catkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po-
krycia, pakowania i rozbicia zbioréw, wybrane zadania teorii graféw oraz
zadania harmonogramowania.

Nastepnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki
rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pelnego
przegladu, metoda podzialu i oszacowarni, programowanie dynamiczne, algo-
rytmy zachlanne, metody programowania liniowego 1 inne.

Zdefinowane zostaly sposoby oceny dokladnoéci pracy algorytmoéw opty-
malizacji dyskretnej. Do oceny zlozonosci obliczeniowej zadan i algorytmow
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologie przypadku najgorszego.
Dokonano podzialu zadan optymalizacji na umowne kategorie zadan latwych
(nalezacych do klasy P), trudnych (nalezacych do klasy zadan A/P-trudnych)
oraz szczegélnie trudnych (zadan silnie A/P-trudnych). Z pewnym upro-
szczeniem mozna powiedzieé, ze o latwosci rozwigzywania wybranych zadah
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytméw dokladnych
o wielomianowej zlozonoéci obliczeniowe;j.

Jako dopelnienie oraz poszerzenie mozliwosci poznawczych podejscia przy-
padku najgorszego zaprezentowano podej$cie przypadku éredniego. Zdefi-
niowano niezbedne podstawy teoretyczne analizy przypadku éredniego oraz
dokonano prezentacji wybranych wynikéw znanych z literatury.

Ogdlne rozwazania dotyczace zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich
rozwiazywania, podejécia analizy przypadku najgorszego i éredniego do oceny
zada i algorytméw optymalizacji dyskretne) szczegdlowo oméwiono na przy-
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kladzie wielowymiarowego binarnego zadania zatadunku, z odrebnym rozpa-
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z
terminami zakoficzenia.

Dla rozwazanych modeli losowych zadan, ktére uzy ano przyjmujac zato-
zenie, ze wspélczynniki funkcji celu i lewych stron ograniczen sa realizacjami
zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym w przedziale (0, 1], uzyskano
szereg ciekawych wynikéw analizy przypadku éredniego. Najwazniejszym z
nich byto wykazanie, ze wartosci rozwiazan optymalnych dla catych losowych
klas zadaf dgzg do swoich wartosci oczekiwanych - deterministycznych funk-
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ograniczen m
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku), oraz warto-
sci prawych stron ograniczen. Z przeprowadzonych rozwazan wynika istotny
wplyw wartoécii wz: mnych uwarunkowan wektoréw prawych stron ograni-
czen na asympt /czny wzrost wartoSci rozwigzan optymalnych jako funkceji
rozmiaru zadania n.

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zaladunku mozna za-
uwazyt, ze liczba ograniczen m ma bardzo duzy wplyw na asymptotyczny
wzrost wartoéci rozwigz  optymalnych jako funkeji rozimiaru zadania n,
szczegdlnie w przypadku funkeyjnej zaleznosci wartoéei prawych stron ogra-
niczen od m oraz malych wartosci prawych stron ograniczen b;(n), j =
1,...,m. Dla duzych wartosci b;(n), 7 = 1....,m, zalezno$¢ od m ulega
znacznemu ostabieniu, a przy b;(n) ~ n /2 pr: tycznie zanika.

Powszechnie stosowana w pr  tyce obliczeniowej metoda  1zaca do oceny
algorytmoéw przyblizonych jest testows ei na zadaniach generowanych lo-
sowo. Uzyskane wyniki sa nastepnie poddawane analizie statystycznej. La-
two jest zauwazy¢, Zze powszechnie stosowane generatory zadan losowych sg
praktycznie tozsame z rozwazanymi w mv - ografii losowymi modelami zadaf.
Wyniki analizy przypadku redniego sa wiec w v :lu przypadkach potwier-

eniem 1 teoretycznym uzasad) niem wynikéw eksperymentalnych.

Co wiecej, w uzasadnionych przypadka wyniki analizy przypas u ére-
dniego moga wyeliminowa¢ koniecznoé¢ przeprowadzania eksperymentu obli-
czeniowego ujacego algorytmy dla zadan optymalizacji dyskretnej. W
takim przy W w oczywisty sposdb jest oszczedzany czas badaczy oraz
zmniejszane wykorzystanie zasobéw kompr rowych.

W monografii wykazano, ze bardzo proste algorytiny heurystyczne, o li-
niowej zlozonosei obliczeniowej, nie majace nawet gwarancji uzyskania rozwia~
zan dopuszczalnych zadan, sa asymptotycznie optymalne w srednim przy-
pa wm. Wyniki tego typu sa w oczywisty sposéb odmienne od wynikdw
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowig ich warto$ciowe uzupelnie-
nie.

Poglad, ze analiza przypac u ére iego moze zastapi¢ analize przypadku
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najgorszego jest w odczuciu autora bledny. Zaréwno analiza przypadku naj-
gorszego, jak réwniez analiza przypadku $redniego maja swoja specyfike oraz
uzyskuja wartosciowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie sie z wynikami ana-
liz réznego rodzaju pozwala wyrobié sobie mozliwie najbardziej obiektywny
poglad na rézne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji
dyskretne;j.

Nalezy réwniez podkre§li¢c, ze wyniki analizy przypadku $éredniego sg
prawdziwe tylko dla rozwazanych losowych klas zadan. Nalezy wiec zacho-
wat szczegdlng ostroznosé przy prébach uogdlniania uzyskanych wynikéw na
inne klasy zadan, gdyz moze to prowadzié do falszywych i nieuzasadnionych
wnioskéw.

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana-
lizy przypadku éredniego dla szczegdlnie trudnych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Dobrym przykladem jest zadanie programowania catkowitoliczbo-
wego, patrz podrozdzial 1.2 oraz wzdr (1.2). W przypadku zadania programo-
wania catkowitoliczbowego postac funkcji Lagrange’a oraz zadania dualuego
nie sprzyja zastosowaniu technik 1 oszacowah wykorzystanych w podrozdzia-
tach 5.2 oraz 6.2.

Inniym waznym celem przyszlych prac badawczych wydaje sie rozwaze-
nie bardziej realistycznych modeli zadan, co w szczegdlnosci moze wyma-
gal zastosowania zlozonych rozkladéw prawdopodobiehstwa zmiennych lo-
sowych opisujacych charakterystyki analizowanych zadan. Réwniez w tym
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wynikéw o podobnym
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdzialach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo-
nografii.
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