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ALGORYTMY RELAKSACYJNE I SCHEMAT OPTYMALIZACYJNY 
DLA WIELOMASZYNOWEGO ZAGADNIENIA PRZYDZIAŁU PRAC 

Henryk Potrzebowski 
Instytut Badań Systemowych PAN 

ul . Newelska 6, 01-447 Warszawa 

Streszczenie: W pracy omówiono metody rozwiązywania 
ogólnego zagadnienia przydziału prac niepodzielnych 
rozpoczynając od wskazania na 1-drzewo reprezentację bazy i 
schemat minimalizacji czasu obsługi prac sygnalizowany w 
[3 J • Pokazano algorytm eliminacji zmiennych i sposób 
generowania odcięć w bazie. Dokonano krytycznej oceny metody 
relaksacji Lagrangea oraz innych podejść . 

1. Wprowadzenie 

Rozwa:!:ane są własności i metody obliczeniowe znanego z 

badań operacyjnych uogólnionego zagadnienia przydziału prac, 

minimalizującego czas lub koszt (-dochód) wnikający ze 

sposobu przydziału tych prac , być mo:!:e przy pewnych 

ograniczeniach komplikujących. z zagadnieniem takim zwykle 

spotykamy się w szeregowaniu równoległym (współbie:!:nym) 

zadań produkcyjnych, w rozstrzyganiu pewnych problemów 

pakowania, kredytowania itp. 

Rozwalania rozpoczynamy od sformułowania ogólnego 

zagadnienia przydziału prac podzielnych. Wykonanie j-tej 

pracy na maszynie i-tej pomniejsza jej zasób czasu pracy bi 

o wielkość aij tworząc ewentualny dochód (cij > O) lub koszt 

(cij < O). Je:!:eli z wykonaniem części pracy j na maszynie i 

zwią:!:emy zmienną xij~ o, to rozwa:!:ane zagadnienie polegało 

będzie na znalezieniu ekstremalnej wartości liniowej funkcji 

dochodu, kosztu, lub te:!: funkcji czasu na zbiorze 

przydziałów dopuszczalnych 

P = { x: Lj aijxij s bi, i=l, ... ,m, 
Ei xij = 1, j=l; ••. ,n, 

xij ~ o dla ka:!:dego i,j} 

gdziem - liczba maszyn , n - liczba prac. 

( 1) 

( 2) 

3) 
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Wielomianowe · zagadnienie przydziału prac 

Zagadnienie jest równoważne wyznaczeniu ekstremalnego 

strumienia na dwudzielnym grafie G=(I,J,E) ze zbiorami 

wierzchołków I = { 1, . . . , m}, J = { 1, ... , n} i zbiorem luków 

E ={(i,j): dopuszcza się przydział j na i}. Przykład takiego 

grafu pokazano na rys. 1. Dla tego grafu suma strumieni 

związanych z wierzchołkiem i, pomnożonych przez mnożniki aij 

nie może przekraczać bi; suma strumieni związanych z 

wierzchołkiem j równa jest 1. 

Istnieje wzajemnie jednoznaczna 

'odpowied.niość pomiędzy kolumnami 

macierzy ograniczeń układu (1)-(3), 

; a lukami grafu G. Wyznaczanie 

Rys.l. Graf G(I,J,E) 

rozwiązania dopuszczalnego układu 

(1)-(3) odpowiada wyznaczaniu 

strumienia dopuszczalnego x na 

grafie G przy 

współczynników aij• 

uwzględnieniu 

Znane z programowania liniowego wyniki teoretyczne 

Chaczijan, Karmarkar klasyfikują ogólne zagadnienie 

przydziału podzielnego prac do klasy P zagadnień o 

złożoności wielomianowej. Praktyka jednak uprzywiliowuje 

teoretycznie gorsze, bo w ogólności nie gwarantujące 

wielomianowej zbieżności, algorytmy, będące sieciową 

specjalizacją metody prymalnej symplex. Algorytmy takie 

omawiane są w pracach [1 , 4,5). 

Wprowadzenie warunku niepodziel~ości prac, tj. warunku 

xij - całkowitoliczbowe dla każdych· i,j (4) 

znacznie komplikuje rozważane zagadnienie. Już w przypadku 

m 2 zagadnienie (1)-(4) równoważne jest NP-trudnemu 

zagadnieniu rozbicia Knapsack, co oznacza, że ogólne 

zagadnienie przydziału niepodzielnych prac jest zagadnieniem 

NP-trudnym. W szczególnym przypadku m ~ n, bi= 1 vi, aij = 1 

Vi,j dla kryteriów Eijcijxij i Maxij{ cijxij} znane są 
algorytmy wielomianowe . 
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2. Szczególna postać bazy 

Zauważmy, że zbi ór P rozwiązań ułamkowych jest 

wielościanem wypukłym, zawartym w jednostkowej kostce . 

Przyjmijmy , że zagadnienie przydziału ułamkowego jest 

niesprzeczne, tj . p.te, wtedy 

Twierdzenie 1 . Wierzchołek (baza dopuszczalna) x EP posiada 

w grafie G reprezentację 1-drzewa . 

D. Niech E (x) { (i, j) : x > o } • Każdy niezdegenerowany 

wierzchołek x EP wyznacza jednoznacznie mn ograniczeń jakie 

muszą przejść w równości spośród ogólnej liczby mn+m+n 
ograniczeń (1)-(3) . oczywista , E(x) 1; · E i mslE(x)lsm+n skoro 

(2) - ograniczenia równościowe . Ponieważ drzewo spinające 

wszystkie wierzchołki grafu G posiada m+n-1 krawędzi, w 

przypadku IE(x)l=m+n zbiór E(x) wyznacza w grafie G 

1-drzewo, tj. drzewo spinające z dodatkowym lukiem . W 

przypadku IE(x) I< m+n w ogólności baza będzie reprezentowana 

przez las, którego składowymi będą 1-drzewo, drzewo i 

izolowane wierzchołki i EI • 
Wymieniona własność, właściwa różnym problemom sieciowym, 

pozwoliła zbudować wysoce efektywne specjalizacje metody 

prymalnej symplex, znane z pionierskich prac ( 1, 4), 

sygnalizowane w (5). Dwa kolejne stwierdzenia wnosz~ wiele 

do -tod wyznaczania przydziałów całkowitoliczbowych. 

Twierdzenie 2. Dla bazy x EP istnieje 1-1 skojarzenie prac 

podzielonych z aaszynami. 
D. Niech j odpowiada pracy podzielonej. Je:1:eli jest on 

wierzchołkiem 1-drzewa, który nie nale:1:y do jego cyklu, to 

można go skojarzyć z dowolnym i, jego bezpośrednim 

następnikiem. Takie i zawsze istnieje, poniewa:I: z j 

podzielonym są incydentne co najmniej dwa luki . Jeżeli j 

należy do cyklu, kojarzymy go z i, który jest bezpośrednim 

następnikiem w cyklu (przy ustalonej , arbitralnej orientacji 

cyklu). Ostatecznie, wierzchołki j o stopniu 1, tj . 

niepodzielone wraz z incydentnymi lukami oraz 

incydentne tylko z jednym wierzchołkiem pomijamy • 

prace 

luki 
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lii.elomiano"'e zagadnienie przydziału prac 

Bezpośrednio z twierdzenia wynika , że: 

Wniosek 1. Dla ułamkowej bazy x E P i stnieje "zaokrąglony" 

przydział całkowitoliczbowy wynikający 1 ?. podniesienia 

zmiennych ułamkowych xij do 1 dla wszystkich luków (i,j) , 

które weszły w skojarzenie . Jeżeli .b jest wektorem zasobów 

CZ!lS~, to długość zaokrąg,lone~o uszeregowania nie pr~e~racza 

Maxi{bi} + t:, gdzie t: jest masymalną wartością aij dla luków 

(i,j) wchodzących~ skojarzenie . 

WnJosek 2. Liczba prac podzielonych nie przekracza liczby 

aktywnych w wierzchołku x ograniczeń (1) , tj , liczby tych i, 

dla których zasób bi jest wykorzystany w pełni. 

· Wniosek drugi pot.wie.rdza obserwowaną . w tego typu 

zag~~nieniach tezę .o stosunkowo niewielkiej liczbie 

zmiennych ułamkowych w b~zie i o możliwości oszczędn~go 

pamięciowo opisu bazy . Wniosek pierwszy pozwala zbudować 

schemat optymalizacyjny ,dla za,gadni.e.nia minimaliz<!'cji cza;3u 

obsługi prac cmax · Dla danego c, c . >_ 0, r~zpatrzymy algo~ytm. 

Procedura s 
~ 

(i) użyj (dowolny) algorytm zachłanny dla wyznaczenia 

niepodzi,elnego przydział~ startow~go x : . Nieph u 0 będzie 
czasem obsługi zadań przy przydziale x 0

• Rozpoczynamy od 

oszacowania z gó~y u=u• i 0 oszacowania z dołu l=Lu/mJ. , 

(ii) utwórz _zbiór Ac= {j:pij i > cD vi} prac "długich" dla D_ 

•L(u+l)/2J• Dla (kolejnego) ustalonego przydziału prac 
l I 

"długich" wyznacz podzielny przydział x EP prac "krótkich" 

j t Ac przy bi• D Vi. 

Jeżeli istnieje przydział prac "krótkich" to 

wnioskiem 1 zaokrąglamy go , otrzymuj~~ cmax s 

przypisaniu u: • CmaxJl pozostaje bez zmia~) powtarzamy (ii). 

Jeżeli nie i~tnieje przydział prac ~krótkich" i możliwości 
• • • . ' • I.; 

zgodnie , z 

r(l+c)D, Po 

zmiany przydziału prac "długich" zostały wyczerpane, 1 

prZYJ?isujemy D+l (u pozostaje bez zmian) i powtarzamy (ii), 

Obliczenia kończymy dla u~ 1 . 

Tlfierdzenie 3. Dla całko~itoliczbowych aij' ustal?nych mi c 

procedura S jest ( 1 +c) -schematem . optymalizacyjpym dla 
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minimalne-czasowego zagadnienia przydziału prac przy c = 1. 

D. Dla danego D liczba możliwych przydziałów prac z Ac nie 

przekracz~ (n+l)m/c, liczbę różnych D dla zadanych aij 

ogranicza log u• (1-1/m) < size A. Każdy podproblem zadań 

"krótkich" jest wielomianowy, ponieważ jest to problem 

liniowy. Wartość c = 1 jest osiągalna: dia optymalnego x* 

istnieje takie i, że aijxij$ c:ax Vj. Ponieważ oszacowanie 
liczby możliwych przydziałów prac z Ac jest wielomianem 

tylko . od n a nie od c, procedura s jest schematem a nie 

pełnym schematem • 

Lenstra i inni w [3) zauważają np., że jeżeli aije {1,3}, 

bi= 3 Vi lub aijE {1,2,3}, bi=2 vi, minimalno-casowy problem 

przydziału niepodzielnego jest wielomianowe równoważny 

3-wymiarowemu zagadnieniu skojarzenia. Ponieważ jest to 

problem NP-zupełny stąd wniosek, że odpowiednio dla c < 1/3 

przy Cmax~ 3 i dla c < 1/2 przy cmax~ 2 nie istnieje schemat 

optymalizacyjny, chyba że P=NP. 

3. Algorytmy odcięć 

Omówimy metody wyznaczania x całkowitoliczbowych 

polegające na dodaniu do ograniczeń (1)-(3) od~ięć, tj . 

ograniczeń liniowych, w przypadku których pewne x e P są 

niedopuszczalne z wyjątkiem x całkowitoliczbowych. Dla 

ustalenia uwagi przyjmijmy, że P zawiera co najmniej jedno x 

całkowitoliczbowe. Oczywista metoda polegała by na 

wyznaczeniu wszystkich ścian powłoki wypuklej przydziałow 

całkowitoliczbowych i na rozwiązaniu problemu liniowego. 

Chociaż realizację metody dla zadań załadunku w znacznej 

mierze umożliwiają techniki generowania minimalnych odcięć, 

pominiemy ją, ponieważ (niezależnie od problemów 

numerycznych) liczba ścian takiej powłoki jest w ogólności 
funkcją wykładniczą liczby zmiennych. Za [8] zwrócimy uwagę 

na informacje, jakie wnosi tutaj baza rozwiązania liniowego . 

Definicja 1. Dla bazy x wielościanu P zmienna xij jest 

nadmiarowa, jeżeli przy ustalonych przydziałach 
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Wielomianowe zagadnienie przydziału prac 

Galknwitoliczbowych jej podniesienie do 1 narusza bi ' nawet 

~o przypisaniu pozostałym zmiennym ułamkowym wartości o. 

Tvierdzenie 4 . Jeżeli x jest bazą ułamkową P , to c o 

najmniej jedna zmienna ułamkowa xij jest nadmiarowa . 

D. Niech j odpowiada pracy podzielonej . Przyjmijmy najpi erw, 

że j j est wierzchołkiem 1-drzewa najbardziej odda lonym i nie 

należącym do cykl u , Dla tego j i stnieje w baz i e bezpośredni 

następnik i taki, że xij < 1. Inaczej j ~ie mogłoby być 
podz i elone . Łatwo sprawdzić , że to xij jest nadmi arowe . Dla 

bazy niezdegenerowanej, natomiast, jeżeli j jest elementem 

cyklu to istnieje możliwość wybor u kolejnych wierzchołków 

cyklu k,i , j takich , że przy xij+ xik ~ 1 ai j > aik ' W tym 

przypadku również zmienna xij jest nadmiarowa• 

Jeżeli pominąć w grafie G luki (i , j) dla których aij> bi' 

to algorytm wyznaczania przybliżonych rozwiązań 

całkowitoliczbowych x e P może przyjąć następującą postać. 

Procedura E (eliminacji zmiennych) 

(i) wyznacz bazę optymalną x zbioru P (faza liniowa) 

(ii) dla danego x ustal wszystkie niepodzielnie 

przydzielonej, oblicz nowe bi . W zredukowanym grafie ' G 

usuń luki odpowiadające zmiennym nadmiarowym. 

Jeżeli pozostał w grafie G luk, idź do (i). 

Ponieważ po pierwszym (na jbardziej pracochłonnym) użyciu 

procedury liniowej może pozostać -podproblem m 

pod-zielonych prac, w każdej kolejnej iteracji można ustalić 

jedn" pracę ( inaczej nie wystĄpi4 zmienne nadmiarowe ) , 

najdalej w iteracji m+l procedura zakończy pracę, eliminuj.Ąc 

co najwyżej m-1 prac (uwagi szczegółowe patrz • [8)). 

Proc edura E jest przykładem i teracyjnej determini stycznej 

metody ustal ania zmiennych poprzez przypisanie im ich 

dotychczasowej wartości dla zmiennych związanych z j 

niepodzielonym i wartości o dla zmiennych nadmiar owych. Jest 

także pnykładem metody przybl_iźonej : ogó l ny problem 

całkowitoliczbowego przydziału prac , jak zauważyliśmy jest 

NP~trudny, zatem problem czy P zawier a. całkowitoliczbowe x 
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może być rozstrzygnięty tylko za pomocą procedury 

niedeterministycznej (niezależnie od siły ewentualnych 

oszacowań) . Poniżej , wykorzystując znane w programowaniu 

całkowitoliczbowym pojęcie pokrycia minimalnego pokażemy jak 

będąc w bazie x zbioru P dołączyć niektóre ściany otoczki 

wypuklej punktów całkowitych by taki proces przyśpieszyć. 

Twierdzenie 5. Niech x będzie bazą P, a Ei- zbiorem lukow 

(i,j) nadmiarowych i łuków, dla których xij : 1 . Odcięciem 

prawidłowym jest ·ograniczenie liniowe 

I: x . . s IJ.I gdzie J.= {j:(i,j)EE . , xi·J·= l} (5) 
(i,j)EE l.J l l. l. 

I 

D. Ograniczenie es; wiąże IEil ~ IJil + l prac . Jeżeli xij: 

l dla każdego j E J i, to nie jest możliwe by xij > o dla 

jakiegokolwiek j f J i. Oznacza to, że (5) nie dopuszcza 

ułamkowego xij' chyba, że xik = o dla pewnego k E Ji. Każde 

całkowitoliczbowe x EP nie narusza (5) • 

Twierdzenie 6. Ola bazy x zbioru P niech (Ei'Ji), (¾,Jk) 

będą określonymi jak w tezie twierdzenia 5 zbiorami luków i 

prac określonymi odpowiednio dla wierzchołków i,k dla 

których istnieje j nie będące elementem ani zbioru J 1 ani 

zbioru Jk takie, że (i,j) E Ei ,(k,j) E ¾· Niech r oznacza 

liczbą takich j, wtedy odcięciem będzie ograniczenie 

I: x . . s IJ,I + IJkl - r (6) 
(i,j)EEIU El l.J l. 

Ze względu na podobieństwo do twierdzenia 5 pominiemy 

jego dowód. Zauważmy tylko, że 1-drzewo reprezentacja bazy 

pozwala w ten sposób wyznaczyć bardziej złożone odcięcia . 

Innego rodzaju odcięcie wynika z oszacowania dua¼nego 

dochodu ex w bazie x E P. Przy danym oszacowaniu z góry u 

i wektorze cen dualnych v zmienna xij jest nadmiarova,jeżeli 

ex + cij - viaij - vj > u - 1. (7) 

4. Algorytmy kombinowane 

Atrakcyjne teoretycznie odcięcia omówione w p.3 posiadają 

tę wadę, że po dołączeniu do ograniczeń, (1)-(3) zakłócają 

czytelną I-drzewa reprezentację bazy wikłając w konsekwencji 
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~ielomianove zagadnienie przydziału prac 

w poszukiwaniu rozwiązań kombinowanych. Z podobną sytuacją 

spotykamy się w przypadku, gdy w zagadnieniu wyjściowym 

zachodzi potrzeba uwzględnienia dodatkowych ograniczeń 

zasobowych lub dodatkowych zmi ennych. 
Pierwsze podejście w rozwiązywaniu uogólnionych zagadnień 

przydziału pracy polegało będz ie na wykorzystaniu w naszych 
algorytmach specjalizowanych metod sympleks, o kombinowanej 
sieciowo - analitycznej reprezentacji bazy. Taki kierunek 
badań reprezentuje np . McBride w (4) . 

Drugie 
relaksacji 

podej ść ie 
Lagrangea 

polega na 
i i nnych 

wykorzystani u metody 
metod dualnych . Z 

przeprowadzonych w (9] rozwa:l: ań nad ca~kowitoliczbowym 
zagadnieniem maksymalizacj i dochodu ex, x e P wynikają co 

najmniej dwa istotne fakty: 
1 . Agregacja ograniczeń (1) w jedno ograniczenie zastępcze 

uAx ~ ub, u e R! przy zachowaniu ograniczeń (2)-(4) prowadzi 

do rozwiązywania "mdn mix" zagadnienia optymalizacji 
niegładkiej . Dla ustalonego u zagadnienie to jest równowatne 
jednowymiarowemu zagadnieniu załadunku z warunkami wyboru 
(2), dla którego, sądząc z (2), istnieją wysoce efektywne 
algorytmy. Otrzymane w ten sposób dla optymalnego u 
rozwiązanie trzeba będzie sprawdzić i ewentualnie skorygować 
ze względu na ograniczenia zasobowA (1) . 

2. Przeniesienie ograniczeń (2) w człon korygujący v(½ xj -
1), v e Rn funkcji ex prowadz i do konkurencyjnego •min mix" 
zagadnienia optymalizacji niegładtiej . Dla ustalonego v 
zagadnienie to jest równowatne wielowymiarowemu zagadnieniu 
załadunku . Zagadnieni e takie było badane w (7), gdzie 
pokazano efektywne algorytmy przyblitone . Dla optymalnego v 

tak otrzymane rozwiązanie x trzeba będzie sprawdzić i 
ewentualnie skorygować ze względu n~ ograniczenia (2). 

Wadą obydwu podejść jest konieczność rozwiązywania zadań 

optymalizacji niegładkiej dla stosunkowo du:l:ej liczby 
zmiennych dualnych, przy jednoczesnej ·rezygnacji z wysoce 
efektywnych sieciowych metod symplex . O i le mo:l:e to nie mieć 
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większego znaczenia w przypadku zadań o mniejszych 

rozmiarach, w ogólności jest uzasadnione przenosi.ć do 

funkcji ~agrangea w postaci członów korygujących tylko 

odcięcia i dodatkowe ograniczenia zasobowe . 

Trzecie i ostatnie z sygnalizowanych tu podejść, 

wszechobecne zresztą w różnorodnych zagadnieniach 

kombinatorycznych, to algorytmy zachłanne i kombinatoryczne 

algorytmy poprawy rozwiązania . Algorytmy zachłanne pozwalają 

budować rozwiązania startowe wykorzystując w tym celu 

lokalne oceny oszczędności lub strat . Na celowość 

uwzględniania takich metod pokazują eksperymenty 

obliczeniowe znane np. z (8) . 
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