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NINil'IALIZACJA POTRZEB PANIĘCI PRZY OBLICZANIU 

WARTOSCI WYRA2E>ł ARYTNETYCZNYCH 

Zyg11t.1nt Kaszubowski 
Wojskowa Akade• ia Techniczna, Warszawa 

Streszczenie: Rozwid:a •i• zagadnienie takiego ustalenia 
dopuszczalnej kolejności obliczania wartości wyrażenia 

aryt-tycznego, przy który• potrzeby pa111i•tania parametrów 
wyrdenia oraz wyników pośrednich b•dĄ • ini • alne. Bazuja.c 
na teorii grafów i sieci sprowadza si• ten problem do 
rozwi a.zania zadania opty• alnego uporza.dkowania wierzchołków 
dendrytu obrazuj,cego to wyrdenie. Porównawczo 
sfor■ułowano pow~szy probie• w j•zyku progra• owania 
binarnego wykazuja.c znaczna. złmoność obliczeniOWĄ tego 
uj•cia. 

1. Opis problemu. 

Wyrażenia aryt • etyczne • oga. być obrazowane drzewe• 

wierzchołka wychodza. co 

w którym 

dwa łul:i 

z k~dego 

(dendryt 

binarny). Dane pocza.tkowe odpowiadaja. wierzchołk0n1 wisz,cy• 

dendrytu, a pośrednie wyniki wierzchołk0111 wewn•trzny•. 
Korzeń dendrytu odzwierciedla wartość ob l i c_z anego 

wyrdenia. Każdy wierzchołek wewn•trzny przedstawia binarna. 

operacj• nad argu111enta• i odpowiadaja.cy• i jego nast•pnikocn. 

PorzĄdek, w który• realizowane 5' poszczególne operacje, 

■aże ■ieć znaczny wpływ na potrzeby pa•i•ci. Przykładowo 

wyra:l:enie 

((a+b) - c Id )t(e I (f-g>) 

przedtawia dendryt z rys.1. 

Wybranie porzĄdku obliczeń oznacza topologiczne 

dendrytu obrazuja.cego to 

' wyrażenie. Dopuszczalna kolejność wykonywania operacji 

odzwierciedla si• faktea, :l:e łuki przy taki111 uporza.dkowaniu 
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pruwadz, jedynie od wierzchołków dalszych do bli~szych. 

Na rys . 2 przedstawiono dwa dopuszczalne uporządkowania 

dendrytu z rys. 1. Pierwsze z nich wyaaga 7 kolllĆ>rek 

pami•ci, a drugie odzwierciedlając~ optyalaną kÓlejność 

obliczeń, wy•aga 3 koaórek pamięci. Ł.uki przechodz,ce nad 

wierzchołkie• u odpowiadają zapotrzebowaniu na pa•i•ć dla 

danych lub wyników pośrednich. Jeśli liczba tych łuków 

wynosi 4'>(u>, to • usi • y wykorzystywać w tym etapie obliczeń 

"'Cu)+l kolllÓrek pami•ci < jedna dla zapa•i•tania wyniku 

operacji zobrazowanej wierzchołki- u). 

Zadanie ainimalizacji ilości koaórek pami•ci koaputera 

p~trzebnych przy obliczaniu wartości wyruenia 

aryt•_etycznego ao:tna sprowadzić (patrz. Cll> do zadania 

uporz,dkowania wierzchołków 

szerokości. 

dendrytu o ainiaalnej 

2. Optyaalne porz,dkONanie wierzchołków dendrytu. 

Obiekt- rozw-1:Ań J-t dendryt T = <V,E> • <V, f > z 

korzenieni r,gdzie: V zbiór wierzchołków, IVl=n, 

E zbiór łukótc, !El-• 

f funkcja okrrilająca nast.pniki 

wi erzchoł kótc. 

W pracy Cll rozpatruje si• tzw. nuaeracJ• wierzchołkótc, 

polegaJ,c, na przyporzl\dkowaniu kddeau z wierzchołkótc uEV 

jednego nuaeru ze zbioru liczb N= Cl,2, ••• ,n} wyczerpuj,cą 

cały ten zbiór. N innej ter•inolDQii 

uporządkowanie topolDQiczne wierzchołkótc 

oznacza 

dendrytu. 

nuaeracj• (uporz,dkowanie) • o:a:-y traktować - jako funkcJ• 

F:V ~ N, gdzie F(u) Jest nuaere• uzyskany• przez u lub 

Uporz,dkowanie F - nazywaay 

dopuszczalny•, gdy dla k-1:dego (x,y>EE zachodzi nierówność 

F(xl > F(y). 

W uporz,dkowaniu F łuk <x ,y> przechodzi nad 

wierzchołkiem z, gdy zachodzi FCy> < F<zl < F<x>. 

Natomiast łuki <x,yl oraz (u,z) przecinaj, si•• gdy 

zachodzi jeden z -runków: 

a) łuk Cx,y> przechodzi nad u oraz łuk (u,z> przechodzi nad 

y; 
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b) łuk <x,y) przechodzi nad z oraz łuk (u,z) przechodzi nad 

x. 

Dopuszczalną nu111erację nazywa111y płaską, gdy ~adne z jego 

łuków nie przecinają się. Oznaczay przez w<x) liczbę łuków 

przechodzących nad wierzchołki- x w uporządkowaniu F. 

Szerokościa, uporządkowania F jest funkcjonał 

W<F> = • ax w<x>. Uporządkowanie, którego szerokość 

xeV 
jest 

• iniaalna ze na wszystkie dopuszczalne 

uporządkowani a dendrytu T, nazywa111y uporządkowani e,a o 

minimalnej szerokości, a jego szerokość 

dendrytu. 

szerokością 

W pracy Cll podano algorytm wyznaczania uporządkowania 

o mini • alnej • szerokości w algolopodobny• j•zyku. Algoryt• 
ten opiera się na następujących intuicyjnie zasadnych 

przesłankach: 

a) optymalne uporz~dkowanie powinno być płaskie; 

b) rozpatrujemy jednokrotnie kudy z wierzchołków u 

dendrytu Ti porządkujeay opty• alnie poddendryt T<u>, 

dla którego u j-t korzenie•; 
c> kolejność rozpatrywania poszczególnych wierzchołków jest 

odwrotna do nu• eracji uzyskanej w tzw. poszukiwaniu 

"'5zerz z korzeniar; 

d) dla k.rl:dego poddendrytu T(u) porządkujemy jego 

wierzchołki w podciągi odpowiadające poddendrytoa T<z> 

wierzchołków zer-<u> ułmone w kolejności nierosnącej 

wzglot<fe• ich szłiw-okości, zakończone wierzchołkiem u . 

. Ite_r.acyjne rozpatrywanie poszczególnych poddendrytów 

oraz ~akt jednokrotnego rozpatrywania kudego z 

wierzchołków z a.pe"'"i a korzystna. zł moność obi i cz eni ową tego 

óllgoryt• u. 

3. Przedstawienie probie.A uporządkowania dendrytu w języku 
programowania binarnego. 

Definiujemy binarna, macierz decyzyjną X 

określająca, uporządkowanie F, której eleaent 
(xi k1 nxn 
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gdy i-ty wierzchołek jest umieszczony na k-ty• 
• iejscu, 

w przeciNny• przypadku. 

Dopuszczalność u~z-.dkowania zadaneoo macierz-. X jest 

określona zesta- warunków: 

n 
t "'ik = 1 , dla i .. 1,n 

kzl 

n 
i: "'ik "" 1, dla k = 1.n 

i=1 , 
n n 
t k•',r:. i: k·:>:jk ,!: 1, dla <i,j>e 

k=l •l k k"'1 

Niech wCk) oznacza ilość 

wierzchołkiea znajduj-.cya 

łuk6N przachodz-.cych nad 

k-tya • iejscu w 

uporzĄdkowaniu okrńlony■ X. Wielkość t• określa wyrd:anie 

k-1 n 
w(k) = t t 

dst m=k+l 
t "'jd . "la, 

Cl,j)e 

przy czy• w<t> • w<n> = O. 

dla 2 S k S n-1, 

Szerokość uporz-.dkowania okrnlonaoo -cier-z-. X wynosi 

Należy wyznaczyć 

WCX) = • ax 4o1(k) 
2:SkSn-1 

• acierz x* określaj._c._ 

uporzĄd~owanie z warunku 

gdzie 

wcx*>.. • in 
xen 

max 4o1(k> 
2:Sk:Sn-1 

W celu uwolnienia si• od minimaksowej postaci kryterium 
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(patrz [41 l wprowadzamy zmienn~ 

k-1 n 
max E E 

~kSn-1 d=1 m=k+1 

i rozszerzamy zestaw ograniczeń o warunek (4) otrzy,nuj~c 

min x 0 
<X,x0 l 

oraz (4). kr.i E E "'Jd.7.m 
{ 

przy ogr ( 1>, <2>, (3) 

d=l m=k+l <l,J>EE 
S X 

o , dla 2SkSn-1. 

Dokonuj~c binarnego r•ozwinięcia zmiennej x 0 <x0 S n-2> 

r -1 

X= 
o 

oraz 

o 
E 

k=O , gdzie x 0 ke <0,1}, a r 0 dobieramy z 

r -1 r 
z warunku 2 ° S n-2 S 2 °- 1, 

linearyzuj~ (patrz [5]) warunki (4) przez 

wprowadzenie nowych zmiennych yjdl•E C0,1> w miejsce 

iloczynów "'Jd. 7.m ipod- dodatkowe ograniczenia 

{ 
"'Jci 

."'Jd 

+ 7.m 

uzyskujemy 

binarn&Qo 

równowa~ny problem 

<PLB> , który ~emy 

algorytm Balasa. 

programowania 

rozwi~zać w 

liniowego 

oparciu o 

lnteresuj~ce jest tu oszacowanie rozmiaru problemu: 

~ ilość zmiennych: n2+ log (n-21+ ! m·n<n-1> (n-2> 
2 6 

ilość ograniczeń: 3(n-ll+ m +4 m· n <n-l><n-2). 

Dla rozpatrywanego przykładu z rys.1, gdzie n=13, m=12 

mamy: 

zmiennych 169 + 4 + 3432 = 3605 

ograniczeń 36 + 12 + 6864 = 6912 
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Trzeci• z liczb wyst•puj~cych w oszacowaniach ilości 

zaiennych i ograniczeń wskazuj~ wzrost tych wielkości z 

tytułu lioearyzacii zagadnienia. Czyni to przedstawiany 

drugi sposób wyznaczania uporz~dkowania wierzchołków 

dendrytu o • ini • alnej szerokości praktycznie nieprzydatny•• 

4. Uwagi końcowe. 

Przedstawione rozwuania wskazuj- przeNag• algoryt• u 

grafowego opisanego w punkcie 2 nad ewentualny• 

zastosowanieti algoryt• u Balasa dla rozwi~ania zagadnienia 

PLB przedstawionego w punkcie 3. 
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Bya.2. Dopuasosalne upor•~dkowania dendrytu 
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