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OPTYMALNE POLITYKI WYMIAN WEDŁUG WIEKU 
DLA OBIEKTÓW NIENAPRAWIALNYCH Z GWARANCJĄ 

Leszek KNOPIK 
Instytut Matematyki, Akademia Techniczno-Rolnicza w Bydgoszczy 

<KnopikM@co.bydgoszcz.pl> 

Streszczenie: W pracy bada się efekty odnowy przez wymianę według wieku 
elementów posiadających gwarancję i nienaprawialnych. Bazując na proce­
sach semi-Markowa zbudowano funkcję kryterialną jako koszt na jednostkę 
czasu„ Podano przykład numeryczny do pokazania przedstawinej metody. 

Słowa kluczowe: Wymiana według wieku, proces semi-Markowa, koszt na 
jednostkę czasu, gwarancja. 

1. Wstęp 

W tej pracy analizuje się efekty optymalnych wymian według wieku dla ele­
mentów posiadających gwarancję producenta. Pierwszą pracę dotyczącą wymian 
elementów wieku opublikowali Barlow i Proschan (1965). W późniejszym okresie 
temat ten był rozwijany dla wielu przypadków szczególnych.Dla tych przypadków 
otrzymano dużo wyników analitycznych - Berg (1976); Berg, Epstein (1978); Igram, 
Scheaffer (1976); Osaki, Nakagawa (1975). Jednak w tych rozważaniach nie uw­
zględniono elementów z gwarancją. Gwarancja producenta w obecnym czasie jest 
podstawowym elementem współczesnego rynku. Podstawową rolą gwarancji jest 
oferta mówiąca, jakie czynności ma podjąć kupujący, gdy produkt ulegnie usz­
kodzeniu podczas okresu gwarancji. Gwarancja na produkt tworzy zachętę dla kupu­
jących do różnych zobowiązań, podnosi reputację producenta, ma wpływ na udział 
w rynku i potencjalne zyski. 

Szczegółową dyskusję i przegląd wyników dotyczących różnych podejść do 
gwarancji na produkt podano w pracach Blischke, Murthy (1992a, 1992b, 1994). 
W szczególności dla produktów nienaprawialnych politykę gwarancyjną przedsta­
wiono w pracy Blischke, Murthy (1992a). Przy tej polityce gwarancyjnej produkt 
uszkodzony w okresie gwarancyjnym jest wymieniany na nowy z pełną gwarancją. 
Model matematyczny i analizę kosztów dla takiej polityki gwarancyjnej rozwinięto 
w pracach Balcer, Sabin (1986); Blischke, Scheuer (1981) i Ritchken (1985). 
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2. Sformułowanie problemu 

W pracy będziemy używali następujących oznaczeń: 
Cct - koszt wymiany uszkodzonego elementu, 

cP - koszt zakupu elementu, 

w - okres gwarancji, 

X- czas życia ( czas do uszkodzenia), 

t - wiek wymiany elementu, 

Leszek KNOPIK 

f(x) - gęstość prawdopodobieństwa zmiennej losowej czasu życia X, 

F(x) - dystrybuanta zmiennej losowej X, 

R(x) - funkcja niezawodności zmiennej losowej X, R(x) = 1 - F(x) 

t'(w) - optymalny wiek wymiany. 

W pracy Yeh et al., (2005) pokazano, że koszt na jednostkę czasu w przy­
padku, gdy w chwili t przeprowadzono odnowę prewencyjną wyraża się wzorem: 

, jesli w :-::; t, 

(1) 

,jesli w> t 

l 

gdzie ET(t) = JR(s)ds. 
o 

Funkcja g(t) jest ciągła dla t 2: O i różniczkowalna dla t f. w. W pracy Yeh et 
al., (2005) opierając się na modelach teorii odnowy podano warunki, dla których 
funkcja g(t) posiada minimum. 

Celem tej pracy jest pokazanie możliwości innego podejścia do konstrukcji 
funkcji g(t). Podejście to opiera się na zastosowaniu procesów semi-markowskich. 
W celu zbudowania takiego modelu wyróżnimy cztery stany procesu semi-Markowa 
X(t): 

S1 - poprawna praca obiektu technicznego, 
S2 - wymiana, której koszt jest równy Cct , przypadek ten jest możliwy, 

jeśli t > w i x :S w lub t < w i x ::=: t, 
S3 - wymiana z kosztem cp, przypadek ten zachodzi, gdy t 2: w i x 2: t lub 

t < W i X> t, 
S4 - wymiana z kosztem jednostkowym Cct + Cp , to zachodzi, gdy t 2: w 

i w< X< t. 

W klasycznym modelu wymian według wieku, nie uwzględnia się czasów 
wymian i czasów odnów prewencyjnych. Przedstawiony w tej pracy model semi-
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markowski opiera się na twierdzeniu granicznym dla procesów semi-Markowa ze 
skończoną liczbą stanów (Grabski, 2002). Jednym z założeń tego twierdzenia jest 
wymaganie, aby wartości średnie ETi, i=l, 2, 3, 4 czasów przebywania w stanach 
były dodatnie. W modelu semi-markowskim funkcja kryterialna g(t) zależy od roz­
kładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej T1, wartości średnich ETi, i=2, 3, 4 , 
zysków (strat) jednostkowych zi , i = 1, 2, 3, 4 oraz od prawdopodobieństw gra­
nicznych p*i(t) i = 1, 2, 3, 4 włożonego w proces semi-Markowa X(t) łańcucha 
Markowa. Wiadomo, że (Grabski, 2002; Knopik, 2003) funkcja kryterialna g(t) ma 
postać 

4 

~:ZiETip; (t) 
g(t) = _i=-~ ---

I ETip; (t) 
i=l 

(2) 

Na podstawie warunków definiujących stany S1, S2, S3, S4 można macierz P 
prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa zapisać w postaci: 

gdzie 

P12(t) p13(t) 

o o 
o o 
o o 

pn(t) = F(w), 

Pu(t)= R(w)R(t), 

P1it) = R(w)F(t) . 

(3) 

(4) 

Łatwo można sprawdzić, że p 12(t) + p 13(t) + p 14(t) = 1. W celu wyznaczenia 
prawdopodobieństw granicznych p\(t), i = 1, 2, 3, 4 rozwiązuje się układ równań 
liniowych: 

P12(t) p • ,(t) = p • 2(t), 

pn(t) p. ,(t) = p \(t), 

p,4(t) p\(t) = p\(t), 

p\(t) + p\(t) + p\(t) + p\(t) = 1. 

(5) 
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Rozwiązanie układu równań liniowych (5) ma postać 

P•1(t)=½, 

p\(t) = ½ F(w), 

p\(t) = ½ R(w) R(t), 

p\(t) = ½ R(w) F(t). 

Uwzględniając, że w analizowanym modelu wymian według wieku 

mamy 

(6) 

(7) 

cctF(w)ET2 +cpR(w)R(t)ET3 +(cct +cp)ET4 R(w)F(t) 
g(t) = --------------. (8) 

ET(t) + F(w)ET2 + R(w)R(t)ET3 + ET4 R(w)F(t) 

Funkcję kryterialną g(t) można przedstawić w postaci 

gdzie 

(t)- B 1 +C 1F(t) 
g - ET(t)+B+CF(t) ' 

B1 = CctF(w)ET2 + cpET3R(w), 

B = F(w)ET2 + R(w)ET3, 

C1 = R(w){ET4(cct + cp)- ET3cp}, 

C = R(w) { ETc ET3}. 

Pochodna funkcji kryterialnej g(t) zapisana wzorem (9) ma postać 

, R(t) 
g (t) = - 2 -{C1H(t)B 1 + f(t)[BC 1 - B 1C]}, 

M (t) 

gdzie M(t) = ET(t) + B + CF(t), H(t) = ET(t) A(t) - F(t), A(t) = f(t)/R(t). 

(9) 

(10) 

(11) 

Wiadomo, że M(O) = B > O, ale M'(t) = R(t) + f(t)C. Jeśli ET4 ~ ET3, to na 
podstawie (10) mamy C ~O.Funkcja M(t) jest niemalejąca, stąd M(t) ~ B > O. 
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby funkcja kryterialna g(t) ok­
reślona wzorem (9) posiadała minimum jest zmiana znaku pochodnej g'(t) z ,,-" 
na ,,+". Jest oczywistym, że wystarczy badać zmianę znaku funkcji 

(12) 
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3. Przykład numeryczny 

W tym podpunkcie rozważamy przykład minimalizacji strat opisanych przez 
funkcję g(t) przy następujących danych: 

cd= 2, cP = 6, ET2 = 1, ET3 = 1, ET4 = 3 , w= 3. 

Zakładamy, że zmienna losowa TI ma rozkład gamma z parametrami skali 
b i kształtu p. Obliczenia wykonano dla par parametrów (p, b): (10, 1), (9, 1), 
(8 1), (7 1), (6 l).Wyniki obliczeń pokazano na Rysunku 1. 

2,8 
2,6 --1',---------- ----

_ :1 _\_. __ 7_~--~✓-· •_·-==-=·===== 

I li ~-~-~~ 
1 

1,2 2,8 4,4 6 7,6 9,2 10,8 12,4 14 15,6 

czas 

-10,1 

- 9,1 

8,1 

7,1 

-6,1 

Rysunek 1. Wykres funkcji kryterialnej dla różnych wartości parametrów p 
i b rozkładu gamma. 
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OPTIMUM AGE-REPLACEMENT POLICIES 
FOR NONREPARIABLE ITEMS UNDER WARRANTY 

Abstract: This paper investigates the ejfects of renewing free-replacement 
warianty on the age replacement policy for a nonrepariable product. A model 
is developedfor the average cost per unit time and is based on semi-Markow 
processes. Numerical example is given to evaluate of presented method. 

Keywords: Age-replacement, semi-Markov processes, cost per unit time, 
warranty. 
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