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() Rozwj i zastosowania metod ilosciowych i technik informatycznych

OPTYMALNE POLITYKI WYMIAN WEDLUG WIEKU
DLA OBIEKTOW NIENAPRAWIALNYCH Z GWARANCJA

Leszek KNOPIK

Instytut Matematyki, Akademia Techniczno-Rolnicza w Bydgoszczy
<KnopikM@co.bydgoszcz.pl>

Streszczenie: W pracy bada sie efekty odnowy przez wymiane wedlug wieku
elementow posiadajqcych gwarancje i nienaprawialnych. Bazujgc na proce-
sach semi-Markowa zbudowano funkcje kryterialng jako koszt na jednostke
czasu.. Podano przyklad numeryczny do pokazania przedstawinej metody.

Slowa Kkluczowe: Wymiana wedlug wieku, proces semi-Markowa, koszt na
jednostke czasu, gwarancja.

1. Wstep

W tej pracy analizuje si¢ efekty optymalnych wymian wedhug wieku dla ele-
mentow posiadajacych gwarancje producenta. Pierwszg prace dotyczaca wymian
elementéw wieku opublikowali Barlow i Proschan (1965). W p6Zniejszym okresie
temat ten byt rozwijany dla wielu przypadkéw szczegodlnych.Dla tych przypadkow
otrzymano duzo wynikow analitycznych - Berg (1976); Berg, Epstein (1978); Igram,
Scheaffer (1976); Osaki, Nakagawa (1975). Jednak w tych rozwazaniach nie uw-
zgledniono elementéw z gwarancjg. Gwarancja producenta w obecnym czasie jest
podstawowym elementem wspolczesnego rynku. Podstawows rola gwarancji jest
oferta méwigca, jakie czynnosci ma podjaé kupujacy, gdy produkt ulegnie usz-
kodzeniu podczas okresu gwarancji. Gwarancja na produkt tworzy zachete dla kupu-
Jjacych do réznych zobowiazan, podnosi reputacje¢ producenta, ma wpltyw na udziat
w rynku i potencjalne zyski.

Szczegdtows dyskusje i przeglad wynikdéw dotyczacych réznych podejsé do
gwarancji na produkt podano w pracach Blischke, Murthy (1992a, 1992b, 1994).
W szczegdlnosei dla produktéw nienaprawialnych polityke gwarancyjna przedsta-
wiono w pracy Blischke, Murthy (1992a). Przy tej polityce gwarancyjnej produkt
uszkodzony w okresie gwarancyjnym jest wymieniany na nowy z pelna gwarancja.
Model matematyczny i analize kosztow dla takiej polityki gwarancyjnej rozwinigto
w pracach Balcer, Sahin (1986); Blischke, Scheuer (1981) i Ritchken (1985).
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2. Sformulowanie problemu

W pracy bedziemy uzywali nastgpujacych oznaczen:

cq — koszt wymiany uszkodzonego elementu,

¢, — koszt zakupu elementu,

w— okres gwarancji,

X —czas zycia ( czas do uszkodzenia),

t — wiek wymiany elementu,

f(x) — gestos¢ prawdopodobienistwa zmiennej losowe) czasu zycia X,
F(x) — dystrybuanta zmiennej losowej X,

R(x) — funkcja niezawodnosci zmiennej losowej X, R(x) =1 — F(x)
t'(w) - optymalny wiek wymiany.

W pracy Yeh et al., (2005) pokazano, Zze koszt na jednostke czasu w przy-
padku, gdy w chwili t przeprowadzono odnowg prewencyjng wyraza si¢ wzorem:

w Ljesli w<t,
=1 ¢ R(t)+cyF() o 1
- ,jesli w>t
ET(1)

gdzie ET(t) = lJ.R(s)ds.

Funkcja g(t) jest ciagta dlat>0 1 rézniczkowalna dlat# w. W pracy Yeh et
al., (2005) opierajac si¢ na modelach teorii odnowy podano warunki, dla ktérych
funkcja g(t) posiada minimum.

Celem tej pracy jest pokazanie mozliwosci innego podejscia do konstrukeji
funkcji g(t). Podejscie to opiera si¢ na zastosowaniu procesow semi-markowskich.

W celu zbudowania takiego modelu wyréznimy cztery stany procesu semi-Markowa
X(@):

S; — poprawna praca obiektu technicznego,

S; — wymiana, ktorej koszt jest réwny cq, przypadek ten jest mozliwy,
jesli t>w 1 x<w lub t<w 1 x<t,

S; - wymiana z kosztem ¢, przypadek ten zachodzi, gdy t>w ix>t lub
t<w i x>t

S, - wymiana z kosztem jednostkowym cq + ¢, , to zachodzi, gdy t=w
1 w<x<t.

W klasycznym modelu wymian wedlug wieku, nie uwzglednia si¢ czasow
wymian 1 czaséw odnéw prewencyjnych. Przedstawiony w tej pracy model semi-
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markowski opiera si¢ na twierdzeniu granicznym dla proceséw semi-Markowa ze
skonczong liczba standéw (Grabski, 2002). Jednym z zalozen tego twierdzenia jest
wymaganie, aby wartosci $rednie ET,, i=1, 2, 3, 4 czaséw przebywania w stanach
byly dodatnie. W modelu semi-markowskim funkcja kryterialna g(t) zalezy od roz-
ktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej Ty, wartosci srednich ET;, i=2, 3, 4,
zyskéw (strat) jednostkowych z; ,1=1, 2, 3, 4 oraz od prawdopodobienistw gra-
nicznych pi(t) i=1, 2, 3, 4 whozonego w proces semi-Markowa X(t) fancucha
Markowa. Wiadomo, ze (Grabski, 2002; Knopik, 2003) funkcja kryterialna g(t) ma
postac

iZiETiP:(t)
g(t) ==— . 2)
ZETiP;(t)

i=]

Na podstawie warunkow definiujacych stany Sy, S,, S3, S4 mozna macierz P
prawdopodobienstw pizej$cia wlozonego tancucha Markowa zapisaé w postaci:

0 pp() pu(®) pu)

P 1 0 0 0 3)
1 0 0 0
1 0 0 0
gdzie
piat) = F(w),
pi3(t)= R(W)R(1), “)

p1a(t) = ROW)F(1).
Latwo mozna sprawdzié, ze pya(t) + pi3(t) + pia(t) = 1. W celu wyznaczenia

prawdopodobiefistw granicznych pi(t), i =1, 2, 3,4 rozwiazuje si¢ uklad réwnan
lintowych:

pr2() P i(H) = p a(V),
P13 p (1) = p'3(t),

. . (%)
P14(t) p 1(1) = p 4(1),

p () +p ) +p () +pad) = L.



84 Leszek KNOPIK

Rozwigzanie uktadu réwnan liniowych (5) ma postaé
pi() =",
p o) = %2 F(w),
p3(t) =% R(W) R(v),
pa(t) =¥ R(W) F(1).
Uwzgledniajac, ze w analizowanym modelu wymian wedhug wieku

21=0, 23=¢Cq, Z3=Cp Zy=CaTCp,
mamy

cgF(W)ET, +¢,R(W)R(ET; +(cq + ¢, )ET,R(W)E(t)

gt)= ET(t)+ F(W)ET, + R(w)R()ET, + ET,R(w)F(t)

Funkcje kryterialng g(t) mozna przedstawié w postaci

B, +C,F(1)

80 = ()= B+ CFQ)

gdzie
B = cdF(W)ET, + ¢, ET:R(w),
B = F(W)ET; + R(W)ET;,
Cy = RW){ET4(cq + ¢c,) — ETscp},
C=R(w) { ET{—ET;}.

Pochodna funkeji kryterialnej g(t) zapisana wzorem (9) ma postac

)=

= MZ_(t){C‘H(t)B‘ +f(t)[BC, - B,C]},

gdzie M(t) = ET(t) + B+ CF(t), H(t) = ET(t) A(t) — F(t), Mt) = f()/R().

(6)

M

®)

)

(10)

(11)

Wiadomo, ze M(0) =B >0, ale M’(t) =R(t) + f(t)C. Jesli ET;>ETs, tona
podstawie (10) mamy C > 0. Funkcja M(t) jest niemalejaca, stad M(t) > B > 0.
Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym na to, aby funkcja kryterialna g(t) ok-
reslona wzorem (9) posiadata minimum jest zmiana znaku pochodnej g’(t) z ,—”

na ,,+”. Jest oczywistym, ze wystarczy bada¢ zmiane¢ znaku funkcji

h(t) = C, H(t) - B, + f(t)(BC, - B,C).

(12)
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OPTIMUM AGE-REPLACEMENT POLICIES
FOR NONREPARIABLE ITEMS UNDER WARRANTY

Abstract: This paper investigates the effects of renewing free-replacement
warianty on the age replacement policy for a nonrepariable product. A model
is developed for the average cost per unit time and is based on semi-Markow
processes. Numerical example is given to evaluate of presented method.

Keywords: Age-replacement, semi-Markov processes, cost per unit time,
warranty.
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