











10 1. Laricuchy Markowa o dyskretnej przestrzeni stanoéw

:P{§n+1:j|§n=i}:Pi]‘
o ile
Pl =1,6p1 = tn-1,..., &1 = 11,6 =1} > 0.

Liczby n € Ny bedziemy umownie nazywaé¢ chwilami lub momentami. Wzoér
(1.6) oznacza, ze taricuch Markowa charakteryzuje sie tym, ze stan procesu w chwili
n+ 1, zalezy (w sensie rozkladu) wylacznie od stanu w chwili n , a nie zalezy od
stanéw w chwilach weze$niejszych n—1,...,1,0 . Prawdopodobiefistwo warunkowe

Pl =716 =1} =py (1.7)

nazywamy prawdopodobieristwem przej$cia ze stanu ¢ € S w chwili n do stanu j € S
w chwili n + 1. Zauwazmy, ze to prawdopodobiefistwo nie zalezy od n.

Korzystajac z definicji jednorodnego laricucha Markowa, mozemy znalezé wzoér
na taczny rozklad zmiennych losowych &, &;,...,&, .

WNIOSEK 1. Jezeli {&, : n € No} jest taricuchem Markowa o rozktadzie poczqtkowym
p = [pi : ¢ € S} i macierzy prawdopodobieristw przejécia P = [py; : 1,7 € S] to dla
n=12 ...

P{§o = 1p, 61 =1,.., & = in} = PiPigiy Pivia - - - Pin_1in - (18)

Pojawia si¢ naturalne pytanie czy macierz p = [p; : 7 € ] , ktora jest rozkladem
prawdopodobiefistwa na S oraz macierz stochastyczna P = [p;; : ¢, j € S] okreslajg
taricuch Markowa. Pozytywna odpowiedZ na to pytanie daje twierdzenie o istnieniu
laricucha Markowa.

TWIERDZENIE 1. Niech P = [p;; : i,j € S] bedzie macierzq stochastyczang, a p =
[p; : © € S] macierzg jednowierszowq, ktdrej elementami sq liczby niewjemne takie,
ze 3 p;i = 1. Istnieje wowczas na pewnej przestrzeni probabilistycznej (2, F, P)
i€§
jednorodny taricuch Markowa {§, : n € Ny} o rozktadzie poczgtkowym p = [p; :
i € S] i macierzy prawdopodobieristw przejscia P = [p;; 11,5 € S).
Do w 6 d: [6], [29].
Przedstawimy niektére wlasnosci jednorodnego tancucha Markowa.

DEFINICIA 2. Zdarzenie A poprzedza chwile (moment) n = 0 jednorodnego taricucha
Markowa {&, : n € No}, gdy mozna je przedstawié¢ w postaci A = {(&o,&1,...,&) €
AMDY gdzie Ag, ..., Ap €S 1AM = Ag x Ay x ... X A,

DEFINICIA 3. Zdarzenie B jest poprzedzane przez moment n > 0 jednorodnego tari-
cucha Markowa {§,, : n € Ny}, gdy mozna je przedstawié w postaci B = {(&n, Eny1, - )
€ B®)}, gdzie By, Bnt1,... C S oraz B®) =B, x Bpy1 X ... .

WEASNOSC 1. Dla dowolnego zdarzenia A poprzedzajgcego chwile n jednorodnego
taricucha Markowa zachodzi réunosé:

P{§n+1 = int1 |§n = imA} = P{§n+1 = In41 |§n = in} (1'9)












14 1. Lancuchy Markowa o dyskretnej przestrzeni stanow

DEFINICIA 10. Stan j € S nazywamy osiggalnym ze stanu i € S, (i — j ) jeiel:

\/ pyk) > 0.

keNg

Przypomnijmy, ze zgodnie z umowa wyrazona za pomoca wzoru (1.15) mamy
pi;(0) =1 dla i =7 oraz p;;(0)=0dla 4.

W ladcuchu Markowa z przykladu 1 stan 1 jest osiggalny tylko ze stanu 1,
stan 2 jest osiagalny ze stanu 1 1 2, stany 3, 4, 5 sa osiggalne ze wszystkich
stanow.

Z réwnoscei Smoluchowskiego-Chapmana-Kolmogorowa otrzymujemy nieréwnogé
pii(n+m) = pa(n)pr;(m) .
Z nieréwnosci tej wynika, ze relacja — jest przechodnia, a wigc zachodzi implikacja

DEFINICJA 11. Stany istotne t,57 € S nazywamy stanami komunikujgcymi sie

(i J ), jezeli stan j jest osiggalny ze stanu i oraz stan i jest osiggalny ze
stanu j.

W przykladzie 1 stany 3, 4, 5 komunikuja si¢ ze soba.

Z definicji bezposrednio wynika, Ze relacja «— jest zwrotna i symetryczna. Wyka-
zali$my, Ze jest ona réwniez przechodnia. Relacja ta jest wiec relacja rownowaznosci.
Relacja ta dzieli zbior stan6w istotnych na klasy abstrakeji. Podzbiér stanéw istot-
nych B C S skladajacy sie ze stanéw komunikujacych sie ze sobg tworzy jedna klase
standw. Kazde dwa stany nalezace do tego podzbioru komunikuja sie, natomiast za-
den stan spoza podzbioru nie komunikuje sie z Zadnym stanem z tego podzbioru.
Zbior jednoelementowy {7} jest klasa, jezeli py =1.

PRrRZYKEAD 2. W lancuchu Markowa o macierzy prawdopodobienistw przejscia

0,4 0,6 0 0 0
0,5 0 0,50 0
P=|0 0 1 00
0O 0 0 01
0 0 0 10

stany 1 i 2 komunikujg si¢ miedzy sobg lecz nie s3 istotne. Podzbiér U = {3}
jest jednoelementowa klasa stanéw, podzbior Us; = {4,5} jest klase stanéw.
Graf zmian stanéw tego taricucha Markowa przedstawiony jest na rysunku 1.2. A
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Zmienna losowa A4 oznacza ,chwile”, w ktdrej taricuch Markowa {&, : n € Ny} po
raz pierwszy osiggngt podzbior standw A C S .

Dodajmy, ze w szczegolnosei, gdy A = {j} to zmienna losowa Ay, = A; oznacza
chwile pierwszego osiggniecia stanu j € S.
Zauwazmy réwno$é nastepujacych zdarzen

{(Aa=m}={tncAbn €A, .  65e€A} dam=23,. ..,

{Aa=1}={& e A}, (1.23)

{8a=00} = [{& e 4},

k=1

{84 < oo} = J{t € A} = | J{Aaa=m}.

k=1

Przyjmujac
fia(m) = P{&s=m|& =1} (1.24)
mamy

Pl Ataa €A, 6 eA =1 dlam=23,...
f“(m)’{ Pleie A& =i} 1 T damen -(1.25)

Liczba f;a(m) oznacza prawdopodobieristwo pierwszego osiagniecia podzbioru
stanéw A ze stanu ¢ w chwii m (w m-tym kroku) przez taficuch Markowa
{ gn ne No }

Dla A = {j} prawdopodobienistwo pierwszego osiggniecia stanu j € S ze
stanu ¢ w chwili m okre§lone jest wzorem

fij(m):{ Plén =0 bma #01#6=1} dlam=23.

P{&=jl& =1} dla m=1. (1.26)
Niech
fia = P{A4 < o0& =i} (1.27)
Mozna latwo zauwazy¢, ze
fia = Z fia(m). (1.28)
m=1
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Zauwazmy, ze f11(1) = % oraz f11(n) =0 dla n > 2. Zatem f1; = ) fu(n) =
n=1

%+0+. o= % < 1, co oznacza, ze stan 1 jest chwilowy. Podobnie mozna uzasadnié,
ze stan 2 jest stanem chwilowym.
o] o0
Poniewaz f33(n) = (3)" oraz fs = 21 fsa(n) = 3°(3)" =1, wiec stan 3 jest
n=

stanem powracajacym. Analogicznie mozna wykazaé, ze stan 4 jest réwniez stanem
poOwracajacym. A

TWIERDZENIE 5. Niech {&,: n € Ny} bedzie taricuchem Markowa o dyskretnym
zbiorze standw S . Dla dowolnych stanéw 1,7 € S mamy

pis(n) =Y fis(r) - psz(n —7) (1.30)

Do w 6d: [16].

TWIERDZENIE 6. (wz6r Doeblina) Dla dowolnych standw i,j € S mamy
Zl pi(n)

f’ij = lim 3 .
1+ 3 pj(n)
n=1

§— 00

(1.31)

Dowod: [29].

TWIERDZENIE 7. (a) Stan i € S jest stanem powracajgcym wtedy 1 tylko wtedy, gdy
o
Z pi(n) =00 .
n=1
(b) Stan i € S jest stanem chwilowym wtedy 1 tylko wtedy, gdy
o
Zp“(n) <X .
n=1

D ow 6d: [49].

DEFINICJA 19. Srednim czasem powrotu do stanu j nazywamy liczbe
o0
=y n fin).
n=1

DEFINICIA 20. Stan j powracajocy nazywamy zerowym, jesli 1, = oo, natomiast
dodatnim (niezerowym), jedeli p; < 0.

Stan powracajacy moze byé albo zerowy, albo dodatni.
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