








Rozdziat 5

SM-model odnawialnego systemu o strukturze szere-
gowej

Przedstawimy semi-markowski model odnawialnego systemu o szeregowej struk-
turze niezawodnosci, zakladajac wykladniczy rozklad czasu zdatnosci elementéw
oraz dowolny rozktad czasu odnowy elementéw. Cinlar [9] badal tego rodzaju sys-
tem, konstruujac odpowiedni markowski proces odnowy.

5.1. Opis i zalozenia

System o szeregowej strukturze niezawodnosci sktada sie z r elementéw. Zakta-
damy, ze czas zdatnosci elementu o numerze & jest nieujemng zmienna losowa ¢ o
rozktadzie wykladniczym okreslonym przez gestogé

Fu(t) = Ae g 00 (1) - (5.1)

Ze struktury niezawodnosciowe] systemu wynika, ze uszkodzenie uzytkowanego
systemu nastepuje w chwili uszkodzenia jakiegokolwiek elementu. Uszkodzony ele-
ment jest odnawiany. Przyjmujemy, ze czas odnowy k-tego elementu jest nieujemna
zmienng losowa 7, o rozkladzie okreslonym przez dystrybuante

Gi(t) = P{w < t}. (5.2)

Jak wiemy, rozklad wyktadniczy charakteryzuje sie wlasnoscia braku pamieci. Wy-
nika stad, ze odnowa elementu jest jednocze$nie odnows systemu. Przyjmujemy, ze
kolejne czasy zdatnosci oraz kolejne czasy odnowy elementu o numerze k sa niezalez-
nymi kopiami zmiennych losowych (i oraz v odpowiednio. Zakladamy, ze zmienne

losowe C1,...,Cry M1, .- -,y S3 Wzajemnie niezalezne. Przyjmujemy, ze zmienne lo-
sowe 71, . .., ¥ maja dodatnie wartosci oczekiwane i skonczone, dodatnie wariancje.
5.2. Model

Przyjmujemy nastepujace stany procesu:
r + 1 — uzytkowanie zdatnego systemu,
k — odnowa elementu o numerze &, k=1,...7.

Zbiér stanéw niezdatnosci ma posta¢ B = {1,2,...,r}, natomiast zbiér stanéw
zdatnoci jest jednoelementowy A = {r + 1}.

Niech 0 = 79 < 7y < ... < 7, ... oznaczaja chwile w ktérych nastepuje zmiana
stanu systemu. Chwile te sg chwilami awarii systemu lub chwilami, w ktérych roz-
poczyna sie uzytkowanie zdatnego systemu.
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Zamieniajac catke po zbiorze D na caltke iterowang otrzymujemy

A -
Qras() =T (1= ™), 120, A=+ .+). (5.4)
Zmiana stanu z k na 7 + | w czasle nie wigkszym niz ¢ ma miejsce wtedy i tylko

wtedy, gdy zachodzi zdarzenie

{w<t}
Zatem
Qiri1(t) = P{ve <t} = Gilt). (5.5)
Ostatecznie otrzymujemy nastepujaca postaé jadra procesu

0 0 Gi(t)

0 G (1)
QUEY=| oo , (5.6)

0 0 Gr(t)

- o R (- o

gdzie

Zaktadamy dodatkowo, ze
P{XO0)=r+1}=1. (5.7)
Tak wiec semi-markowski model niezawodnoéci rozpatrywanego systemu zostal zbu-
dowany.
5.3. Charakterystyki niezawodnoS$ciowe systemu

Obliczajac granice przy t — oo otrzymujemy macierz prawdopodobiefistw przejsé
wlozonego laficucha Markowa {X(7,) : » € No} w proces SM {X(¢) : ¢ > 0}

0 0 1
0 !

P=| . o (5.8)
0 0 1
R

Zmienna losowa 1,,, o rozkladzie
Gr(t) = ZQHH(U
i=1

oznacza czas zdatnoéci (bezawaryjnej pracy) systemu. Stad latwo otrzymujemy

Gra(t)y=1~e™ >0
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o0
gdzie m; = [[1 — G;(t)]dt oraz m;, i € S jest rozkladem stacjonarnym wiozonego
0

lancucha Markowa {X(7,) : n € Ng}.
Przypomnijmy, ze prawdopodobieristwa stacjonarne sg jedynymi rozwigzaniami

uktadu réwnan
Y ompy=m, j€S, Y m=1, (5.14)
€S j€S
gdzie p;; = lim Qi;(1) -
W rozpatrywanym przez nas modelu rozwigzanie tego ukladu réwnan prowadzi
do wzoréw

A . 1
WiZﬁ, 1=1...,7, 7rr+1=§.
Poniewaz m, 1 = E(T,41) = + oraz m; = E(T;) = E(v), i =1,...,7, wiec na
podstawie wzoru (5.13) otrzymujemy
AE(y .
H:——TL, i=1...,7, (5.15)
L+ AE(n)
i=1
1
Popp= ——o (5.16)
L+ > ME(n)
i=1

Prawdopodobienstwo P, jest granicznym wspolczynnikiem gotowosci tego sys-
temu. Oczekiwany czas powrotu do stanu zdatnosci jest wartoscia oczekiwana zmien-
nej losowej ©,41,41. Ze wzoru (3.30) wynika réwnanie

E(@ry1r41) = E(Tr41) + Zpr+1 kE(Okri1) -
k=1

Poniewaz w rozwazanym modelu

E(ekT-f—l):E(,yk)) k=1,...,7‘,
p0k2%7 k=1,...,7‘,
1

E = —

(TT+1) A?
wiec
1+MFE F+ .+ A B
E(e‘r+lr+1) — 1 (71) (7) (517)

X .
Ze wzoru (3.31) otrzymujemy réwnanie dla drugiego momentu czasu powrotu do
stanu zdatnosci.

E(92+1r+1) = E(Tr2+1) + Zpr+1k [2E(Tr+1k)E(9kr+1) + E(@ir+1)] :
k=1
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Poniewaz
E©},)=EM0D, k=1,...,7,
A
pr+1kE(Tr+1k):'/T§> k_]-7 ;T
2
E(Tfﬂ) =5
wiec
) 2 T 1 T 9
E(©1r1) = Az 1+ Z)‘k Elyw)| + N M E(7i)
k=1 k=1

Korzystajac ze wzoru

V(Ori1r41) = E(93+1r+1) - [E(9r+1r+l)]2

otrzymujemy wariancje zmiennej losowe] V(©,41,41)
.
(5.18)

2
1 i 1
V(Ort1r41) = x|t <Z Ak E(’Yk)) T2 M E(7) .-
k=1 k=1

Proces losowy {K,41(t) : t > 0} zdefiniowany w rozdziale 3 oznacza sumaryczny
czas zdatnodcl systemu w przedziale [0, ¢]. Z twierdzenia 41 wynika, ze proces ten

ma rozktad asymptotycznie normalny o wartosci oczekiwanej
E(T5)
Mep1(t) = Pt = ——2—1t
T+ ( ) T+ E(er+1r+1)

i wariancji

0_2 (t) — V(TT+1) [E(er+T+1) - E(Tr+1)]2 + [V(er+lr+l) - V(Tr+1)] [E(Tr+1)]2 -
h [E(O©rs1r1)]
Dokonujac podstawien otrzymujemy
1
Mo (t) = —— L (5.19)
L+ 37 A E(w)
k=1
:;1 Ak E(v)
ol )= = =t (5.20)
[1 + 2 M E('Yk):l
k=1



Rozdzial 6

Model funkcjonowania obiektu realizujacego rézne za-
dania

Wiele obiektéw technicznych przeznaczonych jest do wykonywania réznych za-
dani. Przykladem moga tu byé érodki transportu. R6zne zadania determinuja zmienng

intensywno$¢ uzytkowania tych obiektéw. Intensywno$é uzytkowania wplywa na nie-
zawodnos¢.

6.1. Opis i zalozenia

Obiekt moze byé uzytkowany wykonujgc rézne zadania zy, ..., z.. Zakladamy,
ze wielkosci 2y, ..., 2, s3 warto§ciami zmiennej losowej Z o rozktadzie dyskretnym
P(Z = z) = ag, k=1,...,r. Przyjmujemy, ze w chwilach 7o, n € Ny z prawdopo-
dobieistwem ay, k = 1,...,r rozpoczyna sie wykonywanie zadania z , k= 1,...,r.
Czas uzytkowania obiektu wykonujacego zadanie z, jest nieujemna zmienng losowa
& o rozkladzie Ug(z) = P(& < z). Uzytkowany obiekt moze ulec uszkodzeniu.
Przyjmujemy, ze czas zdatnosci obiektu wykonujacego zadanie z; jest nieujemna
zmienng losowa (. o rozkladzie Fi(z) = P{¢x < z}. Jezeli w przedziale czasu o
diugosci &, nie nastapito uszkodzenie obiektu, to z chwila zakonczenia uzytkowa-
nia rozpoczyna sie obstuga techniczna, ktéra trwa przez losowy czas 7. Nieujemna
zmienna losowa 7, ma rozklad Vi(z) = P(n, < z). Jezeli uzytkowany obiekt ulegl
uszkodzeniu, natychmiast rozpoczyna sie obstuga awaryjna, ktéra trwa przez lo-
sowy czas 7y o rozkladzie G(z) = P(y < z). Zakladamy, ze w wyniku wszelkich ob-
stug obiekt zostaje odnawiany. Chwile zakoriczenia obstug sg jednoczes$nie chwilami
rozpoczecia zadan. Przyjmujemy, Ze wszystkie wystepujace tu zmienne losowe sa
wzajemnie niezalezne a proces eksploatacji opisany jest przez niezalezne kopie tych
zmiennych losowych. Zakladamy, ze przynajmuiej zmienne losowe (. ,k = 1,...,r
maja rozktady absolutnie ciggte wzgledem miary Lebesgue’a, a wszystkie zmienne
losowe mojg skoriczone wartosci oczekiwane 1 wariancje.

6.2. Konstrukcja modelu

Przyjmujemy nastepujace stany:
k — uzytkowanie obiektu wykonujacego zadanie z, k= 1,...,7,
r + k — obstuga techniczna obiektu po wykonaniu zadania zy,

2r + 1 — obstuga awaryjna.

Niech {X(t) : t > 0} bedzie procesem stochastycznym o przedzialami stalych,
prawostronnie cigglych realizacjach i zbiorze stanéw S = {1,...,2r +1}.
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Zostaly okreslone wszystkie elementy macierzy Q(t), a zatem semi-markowski

model funkcjonowania obiektu zostal zbudowany.

6.3. Charakterystyki

-Dla uproszczenia zapisu i utatwienia czytania przyjmijmy r» = 2. Graf zmian

stanéw tego procesu przedstawiony jest na rysunku 6.18.

N

® ®

Rys. 6.18. Graf zmian stanéw procesu
Jadro procesu ma teraz postaé

0 0 Q1a(t) 0 Q15(1)
0 0 0 Qa(t) Qa2s(t)

Q) = | Qai(t) Qaft) 0
Qau(t) Qu() 0 0 0

Qs1(t) Qst) 0

gdzie

Qu(t) = aVi(t), Qu(t) = aV1(t),
Qai(t) = aVa(t) , Qu(t) = aVa(t),
Qs1(t) = aG(t), Qs2(t) = aG(2)

(6.1)

Macierz przej$cia wlozonego tancucha Markowa {X(7,) : n € Ny} ma postaé

0 0 p3 0 pis
0 0 O pa px

P=|py p 0 0 O ;
ps pe2 0O 0 0
ps1 ps2 O 0 0

(6.2)
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W rozpatrywanym tu modelu mamy

o0 1 o0
mby = = [ 1 = Fy())dUL (), mh, = /%u—MMME@,
p1 1—p
0 0
k 1 T & 1 i k
Moy = — t [1 — FQ(t)]dUQ(t) y Moy = t [1 - U2<t)]dF2(t) )
D2 1=po
0 0
b, = mk, = / tFaVi(t) = Bt
0
iy =, = [ ava(t) = B
0

7ﬁ:/ﬂummmmm+/ﬂhUMWE®=M®M&QW,
7@=/ﬂuwwmm@+/ﬂpﬂmWRw=MWN&@W,

Rozklad graniczny stanéw procesu
sztlim P{X(ty=3}, jeS={L,...,5}
—00

obliczamy w oparciu o teze twierdzenia 34.

51N,
P‘:__._L7 ES: 1,...,5 5
’ Z?:lmmi ’ { :

gdzie m; = m} =

i E(T;) otrzymujemy z podanych powyze] wzordw, przyjmujac
k=1
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Oczekiwany czas zdatnodci obliczamy korzystajac z réwnosci

o= ayprs + (1 — ay)pas.

Program w MATHEMATICA umozliwia znalezienie rozwiazania tego uktadu réwnan
oraz pozwala znalez¢ oczekiwany czas zdatnosci.

m={{1,0,-p1,0},{0,1,0,-p2},{-a1,a1-1,1,0},{-al,al-1,0,1}}
b=\{m1,m2,m3,m4\}

rozw= LinearSolve[m,b]

w=Simplify[rozw]

z={al,1-a1,0,0}

mean=z.w

mean1=Simplify[mean]

Ostatecznie, oczekiwany czas zdatnodci wyraza sie wzorem

= aymy + Mg — @My + a1M3gpy + MyPa — a1MyP2 (6.5)
1 —apr —p2+aipe '

W podobny sposéb otrzymujemy drugi moment czasu zdatnosci. Uktad réwnan
liniowych, w ktérym niewiadomymi sg drugie momenty rozpatrywanych tu rozkla-
déw, ma postaé (3.26):

(I- P48y =Ba,
gdzie

BA’ - [bh b2ab37 b4]T ) é,qu = [/1'157 M2s5, H3s, /‘L45]T ) ,u'2ij = E(G?J) :/ t2dq)1_](t)>
0

by = m] + 2pimyapuas
by = mj + 2pamaapias,
by = mj + 2(a1maip1s + (1 — ar)mazpes),
by = mj + 2(aymaypis + (1 — ay)mazpias).

Drugi moment zwykly czasu zdatno$ci obliczamy korzystajac z réwnosci
pt = arpis + (1 — a1)pss.

Latwo mozemy zauwazyé, ze rozwiazanie otrzymamy zastepujac we wzorze (6.5)
liczby m;, i = 1,2, 3, 4 odpowiednio liczbami &;, i = 1, 2, 3, 4. Ostatecznie

2= aiby + by — arby + aybspy + byps — ar1bsp,
1 —aipy —p2 + a1p2 '

Odchylenie standardowe czasu zdatnosci obiektu obliczamy ze znanego wzoru

o=pt—(p?.
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Pozostale parametry wystepujace w cytowanym twierdzeniu maja postaé

€1 = /000[1 —Uy(z)|dFi(z), &9= /000[1 — Us(n)]dFs(x), e3=0, e4=0,
mt = B(0) = [Tl - Vil w3 =B = [ 1= Ualoar
m§ =604 = | T Vi), mS = B(ve) = / - ao,
. iﬁ?&i - % ( /0 "l = Ui(@))dFy () + /0 “n- Ug(a:)]ng(I)) ,

4
A= E(Uy) + E(U2) + E(V1) + E(Va)

Jak wynika 7z tezy twierdzenia Szpaka, dla malego ¢, funkcja niezawodnosci
obiektu wyraza sie przyblizonym wzorem

R(t) me ™™, gdzie a=c\. (6.8)

Zatem

S L= Ui(@)dR (@) + [§ (1 — Ua(z)]dFa(x)
E(U) + E(Ur) + E(VA) + E(V2)

R(t) = exp [ t . (6.9)
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