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Wprowadzenie 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie jednocześnie w la­
tach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem 
procesów Markowa, dzięki czemu dają możliwość konstruowania szerszej klasy loso­
wych modeli, w tym modeli niezawodności. Przykłady zastosowań procesów semi­
markowskich w teorii niezawodności można znaleźć w wielu publikacjach, np. w 
pracach [7], [9], [11], [17], [22], [23], [27],[30], [34], [38], [43], [50]. Teoria procesów 
semi-markowskich rozwija się nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwią­
zać niektóre problemy w teorii niezawodności. Celem tej książki jest przedstawienie 
wybranych elementów teorii procesów semi-markowskich, oraz przedstawianie przy­
kładów semi-markowskich modeli niezawodności i eksploatacji. 

Praca składa się z 11 rozdziałów. 
Wstępny rozdział 1 zawiera elementy teorii jednorodnych łańcuchów Markowa 

o dyskretnym zbiorze stanów. W rozdziale tym zostały przedstawione najistotniej­
sze pojęcia i twierdzenia, które były niezbędne do przedstawienia elementów teorii 
procesów semi-Markowa (SM). 

W rozdziale 2 została przedstawiona definicja i podstawowe własności procesu 
semi-markowskiego o co najwyżej przeliczalnym zbiorze stanów. Podane zostały 
różne sposoby konstrukcyjnego określania procesu semi-markowskiego. Przedsta­
wiony związek procesu semi-Markowa z procesem Markowa. Zostały podane przy­
kłady procesów semi-markowskich. 

W rozdziale 3 zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego ta­
kie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, prawdopodobieństwa przej­
ścia, prawdopodobieństwa graniczne, sumaryczny czas przebywania w podzbiorach 
stanów, proces odnowy generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione róż­
nego rodzaju zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

W rozdziale 4 został podany sposób komputerowej symulacji procesu SM o skoń­
czonym zbiorze stanów. 

W rozdziale 5 przedstawiono SM model odnawialnego systemu o strukturze sze­
regowej przyjmując założenie, że czasy zdatności są zmiennymi losowymi o rozkła­
dach wykładniczych, natomiast czasy obsług maja rozkład dowolny. W oparciu o 
zbudowany model wyznaczono kilka charakterystyk niezawodnościowe systemu. 

Rozdział 6 zawiera SM model funkcjonowania obiektu realizującego różne zada­
nia. Do obliczenia przybliżonej funkcji niezawodności systemu wykorzystano pojęcie 
i własności zaburzonego procesu SM. 

W rozdziale 7 przedstawiono 3-stanowy SM model procesu eksploatacji obiektu 
uwzględniający obsługi profilaktyczne. Sformułowano zagadnienie optymalizacji czasu 
użytkowania do chwili rozpoczęcia obsługi profilaktycznej. Podano i udowodniono 
twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania tego zadania. 

W rozdziale 8 przedstawiono SM model odnawialnego systemu z zimną rezerwą 
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i wyznaczono pewne charakterystyki i parametry niezawodności tego systemu. 
Rozdział 9 zawiera SM model intensywności użytkowania. Omówiono sposób 

estymacji parametrów modelu oraz sposób matematycznej analizy intensywności 
użytkowania. 

W rozdziale 10 została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy za­
łożeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym o określonych 
własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej intensywność uszkodzeń. Otrzy­
mano interesujący wynik dla procesu Poissona jako intensywności uszkodzeń. Ba­
dano również przypadek losowej intensywności uszkodzeń jako liniowej funkcji pro­
cesu obciążeń. 

W rozdziale 11 przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując za­
łożenie że modelami niezawodnościowymi stanów elementów są szczególne procesy 
semi-markowskie. Rozpatrzono niezawodność wielostanowego systemu nieodnawial­
nego oraz systemu odnawialnego. 



Rozdział 10 

Losowa intensywność uszkodzeń 

Często obiekty techniczne (np. środki transportu) użytkowane są ze zmieniającą 
się losowo intensywnością. Ponieważ w wielu przypadkach intensywność użytkowania 
wpływa na intensywność uszkodzeń, możemy przyjąć, że intensywność uszkodzeń 
{>.(t) : t ~ O} jest procesem losowym. Losową intensywność użytkowania jak w 
poprzednim rozdziale oznaczać będziemy symbolem {u(t) : t ~ O}. Zakładamy, że 
trajektorie obu procesów są nieujemnymi, prawostronnie ciągłymi funkcjami, dla 
których istnieją granice lewostronne. 

10.1. Funkcja niezawodności o losowej intensywności uszko­
dzeń 

W pracy I.Kopocińskiej i B.Kopocińskiego [34] została zdefiniowana funkcja nie­
zawodności oraz zostały zbadane jej własności, przy założeniu, że intensywność 
uszkodzeń jest szczególnym procesem semi-markowskim o skończonym zbiorze sta­
nów. W pracy tej rozważano również jako model intensywność uszkodzeń proces 
przedziałami markowski. W pracy [27] zostały przedstawione pewne uogólnienia 
niektórych wyników zawartych w artykule [34]. 

DEFINICJA 44 [34],[27]. Niech {>.(t) : t ~ O} będzie procesem losowym o nieujem­
nych, prawostronnie ciągłych realizacjach, dla których istnieją granice lewostronne. 
Funkcję niezawodności obiektu o losowej intensywności uszkodzeń {A(t) t ~ O} 
definiujemy wzorem 

R(t) = E [exp (-1t >.(x)dx)] . (10.1) 

Funkcja ta ma wszystkie własności klasycznej funkcji niezawodności. 

WNIOSEK 22. Jeżeli 1t E [>.(x)] dx < oo, 

to 

R(t) ~ exp [-1t E[>.(x)]dx] (10.2) 

Do wód: Dowód wynika z twierdzenia Fubiniego i nierówności Jensena. o 
Z tej nierówności wynika, że niezawodność obiektu o losowej intensywności { A(t) : 

t ~ O jest większa lub równa od niezawodności obiektu z deterministyczną inten­
sywnością uszkodzeń równą "X(t) = E [A(t)]. 



134 10. Losowa intensywność uszkodzeń 

10.2. Proces semi-markowski jako intensywność uszkodzeń 
Przyjmujemy, że { u(t) : t ;:?: O} jest procesem semi-Markowa zdefiniowanym 

na dyskretnej przestrzeni stanów U = {ui : j E J}, gdzie J = {1, 2, ... }, albo 
J = { 1, 2, ... , m} oraz ui E R, O ( u1 < u2 < . ... Zakładamy, że ten proces 
zdefiniowany jest przez rozkład początkowy 

Po = [P{ u(O) = u;} : i E J] (10.3) 

oraz jądro 
Q(t) = [Q;j(t): i,j E Jl, (10.4) 

gdzie 
Qij(t) = P{Tn+l -Tn ( t, u(Tn+1) = Uj I u(Tn) =u;}. 

Zauważmy, że dla monotonicznej funkcji g, p,(t) = g(u(t)) : t ;:?: O} jest proce­
sem semi-Markowa o zbiorze stanów A= g(U) i identycznym jądrze. Przyjmujemy 
teraz, że g jest funkcją rosnącą. Zbiór stanów A składa się z liczb rzeczywistych 
>-o, >-1, >-2 ... , takich, że O ( >-o < >-1 < >-2 < .... 

Definiujemy warunkową funkcję niezawodności [34] 

Ę(t) = E [ exp (- lat >.(x)dx) I >.(O) = A;] . (10.5) 

Zauważmy, że 

R(t) = LP{>-(O) = >-i}Ę(t). (10.6) 
jEJ 

TWIERDZENIE 47. Jeśli intensywność uszkodzeń {A(t) : t ;:?: O} jest regular­
nym procesem semi-markowskim z jądrem Q(t) = [Q;i(t) : i,j E J], to warunkowa 
funkcja niezawodności Ę(t), i E J jest rozwiązaniem układu równań 

Ę(t) = e-A,t(l - Gi(t)) + 1t e-A,x L Ri(t - x)dQ;i(x), i E J, (10.7) 
O jEJ 

gdzie 

G;(t) = L Q;j(t). 
jEJ 

Rozwiązanie powyższego układu równań jest jednoznaczne w klasie funkcji mierzal­
nych, jednostajnie ograniczonych. 

D o w 6 d: Niech T1 będzie momentem pierwszej zmiany stanu procesu {.A.(t) : t ~ O} . 
Niech 

{ 1 gdy T1 > t 
I(r1 > t) = 0 gdy O < Tl:( t , J(r1 :( t) = 1 - J(r1 > t) . 

Zauważmy, że 

R;(t) = E [e- J; A(y)dy J(r1 > t) I >-(O)=>-;]+ 

+E [e-f; A(y)dy J(r1 :( t) I >-(O)=>-;], i EJ. 
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Jeżeli 7"t > t, to 

E [e- l; >.(y)dy I(T1 > t) I >.(O)= >-i] = 

= E [e- l; >.;dy I(T1 > t) I >.(O)= >-i] = 

= e->., t P{ T1 > t I >-(O) =>-i}= e->., t[l - Gi(t)]. 

Jeżeli T1 ( t, to z własności procesów semi-markowskich 

Zatem 

E [cl; >.(y)dy I(T1 ( t) I >.(o)= >-i] = 

= E [ e- 1;1 >.(y)dy e - 1:1 >.(y)dy I( T1 ( t) I >-(O) = >-i] = 

= E [e->.,r1e-1:1 >.(y)dyl(T1 ( t) I >.(O)= >-i]= 

= L ft e->.;x Rj(t - x)P{>-(T1) = Aj, T1 E dx I >.(O)= Ai} = 
jEJJo 

R;(t) = e->.,t(l - Gi(t)) + [ e->.,x L Rj(t - x)dQij(x), i E J. 
o jEJ 
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Zamierzamy pokazać, że rozwiązanie tego układu równań jest jednoznaczne w klasie 
funkcji mierzalnych, jednostajnie ograniczonych. Przyjmijmy, że istnieje inna funkcja Rj(t) 
będąca rozwiązaniem równania (10.7). Stąd wynika następujący układ równań 

gdzie 
Wi(t) = R;(t) - R;(t). 

Następujące nierówności są spełnione dla wszystkich i EJ i wszystkich t? O: 

I wi(t) I( L [ 1 Wj(t - x) I dQij(x) = 
jEJ O 

= L I Wj* Qij(t) I( L L • · · L C · Qir1 * · · · Qrn- ti(t) = 

= cP{Tn ( t I >.(O)= Ai}. 

Z regularności procesu { >. ( t) : t ? O} wynika, że 

lim P{Tn ( t I >.(O)= >.i}= O. 
n-oo 

Stąd dla wszystkich j E J oraz dla każdego t ? O mamy wi(t) = O i w związku z tym 
R;(t) = R;(t). o 



136 10. Losowa intensywność uszkodzeń 

Układ równań (10.7) poddany transformacji Laplace'a przyjmuje postać układu 
równań liniowych dla transformat 

R;(s) = 8 : >-· - Gi(s +.X;)+ L R1(s)ą;1 (s + .X;), i E J (10.8) 
' jEJ 

gdzie 

00 00 00 

R;(s) = J e-stĘ(t)dt, 
o 

G;(s) = J e-stG;(t)dt, 
o 

iji1(s) = J e-stdQ;1(t)dt. 
o 

Ten układ równań jest równoważny układowi równań liniowych 

i EJ, (10.9) 

który w zapisie macierzowym przyjmuje postać 

(I - <b,.(s))R(s) = H(s), (10.10) 

gdzie 
11,,(s) = [ą;1 (s +.X;): i,j EJ], 

jest macierzą kwadratową, natomiast 

R(s) = [R;(s) : i E J]', - 1 -
H(s) = [ --\ - G;(s + .X;) : i E J]' 

s + /\i 
są macierzami jednokolumnowymi. 

Niech 
R;(o+) = lim R;(p), p E (O,oo). 

p-,O+ 

Jeżeli, granica ta istnieje, to 

00 

R;(o+) = J Ę(t)dt = fl; 

o 

jest ona wartością oczekiwaną czasu zdatności obiektu o losowej intensywności uszko­
dzeń, z wartością początkową .X;. Wykorzystując ten fakt do układu równań (10.10), 
otrzymujemy układ równań liniowych dla oczekiwanych czasów zdatności, który w 
zapisie macierzowym ma postać 

(10.11) 

gdzie 
(10.12) 
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jest macierzą kwadratową, natomiast 

µ = R(o+) = [µi : i E J]' , 

są odpowiednimi macierzami jednokolumnowymi. 
Jeżeli istnieje drugi skończony moment czasu zdatności obiektu, to można go 

obliczyć wykorzystując równość 

00 

µ; = -R:(o+) = - j tR(t)dt. 

o 

Różniczkując względem s układ równań (10.9) otrzymujemy 

Stąd 

jEJ 

1 + (>.; + s)2G~(>.; + s) 
(>.; + s)2 

i EJ. 

1+(>.;+s)2G~(>.;+s) ~-'-('· )R--() 
().. s)2 + ~ q,1 A, + s 1 s ' i E J . 

'+ jEJ 

Podstawiając s = p E (O, oo) i przechodząc do granicy przy p --+ o+ w ostatnim 
równaniu, otrzymujemy 

gdzie µ,2 = - lim .k' (p) = [µ2;: i E J]' 
p--+O+ 

(10.13) 

oraz 

i<(o+) = r 1 +(>.i+ p) Gi(>.i + p) _ ~ -'-(>-· + )- .. [ 
2 - / 

_:m+ (>.. + )2 ~ q,1 ' P µJ · 
p O ' p jEJ 

iEJl 
są macierzami jednokolumnowymi. 

10.2.1. Proces alternujący jako intensywność uszkodzeń 

Proces alternujący jako intensywność uszkodzeń był rozpatrywany w artykule 
Kopocińskiej [35]. W naszych rozważaniach proces ten stanowi szczególny przypadek 
rozpatrywanego tu modelu. 

Niech p.(t) : t ~ O} będzie procesem semi-markowskim o zbiorze stanów S = 
{>.o , >. i} i jądrze 

Q(t) = [ O Go(t) ] 
G1(t) O ' 

(10.14) 
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gdzie funkcje G0(t), G1(t), t ~ O są dystrybuantami rozkładów prawdopodobień­
stwa skoncentrowanych w IR+. Tak określony proces semi-markowski jak wiemy jest 
procesem alternującym. Przyjmujemy, że co najmniej jeden z tych rozkładów ma 
gęstość. Oznacza to, że jądro jest typu ciągłego. Niech wektor p = [p1 , p2] będzie 

rozkładem początkowym tego procesu. Macierze występujące w równaniu (10.10) 
mają teraz postać 

gdzie 

(I_ - ( ) = [ 1 -go(s + >-o) ] 
Q>. s -g1(s + >-1) 1 ' 

00 

?io(s) = ąo1(s) = J e-stdG0(0), 
o 

- - [ Ęi(s) ] 
R(s) - R1(s) ' 

00 

?i1(s) = ą10(s) = J e-stdG1(0), 
o 

H(s) = [ •+o - ~o(s + >-o) l · 
s+>., -G1(s+>-1) 

Rozwiązanie tego układu równań ma postać 

Ęi(s) = 
1 - 1 -
~ - Go(s +>-o)+ ?io(s + >-o) [~ - G1(s + >-1)] 

1 - ?io(s + >-o) ?i1(s + >-1) 
1 - 1 -
~ - G1(s + >-1) + ?i1(s + >-1) [~ - Go(s + >-o)] 

1 - ?io(s + >-o) ?i1(s + >-1) 

Bezwarunkowa funkcja niezawodności ma postać 

(10.15) 

(10.16) 

(10.17) 

(10.18) 

(10.19) 

(10.20) 

Jako przykład, będziemy analizować proces semi-markowski określony za pomocą 
rozkładu początkowego p = [p0 , p1] i jądra 

[ O 1 - (1 + [Jt)e-f3t ] 
Q(t) = 1 - e-ot O ' gdzie a, {J, t ~ O . 

W tym przypadku 

Go(t) = 1 - (1 + {Jt)e-13\ G1(t) = 1- e-ot, t ~O . 

Odpowiednie transformaty Laplace'a wyrażają się wzorami 

- [J2 
Go(s) = s({J + s)2' 

- {32 
go(s) = ([J+s)2' 

- a 
G1(s) = ( )' sa+s 

?i1(s) = _a __ 
a+s 
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Znajdziemy warunkowe funkcje niezawodności dla konkretnych liczbowych war­
tości parametrów. Przyjmujemy 

>-o= O, .>-1 = 0.2, o:= O.Ol, /3 = 0.1, Po= O, p1 = l. 

Zatem 

- O.Ol - O.Ol 
Go(s) = s(O.l + s)2 ' Go(s +>-o)= s(O.l + s)2 ' 

- O.Ol - O.Ol 
Gi(s) = s(O.O1 + s)' Gi(s +>-i)= (0.2 + s)(O.21 + s)' 

( ) O.Ol ( ) O.Ol 
go s = (O.l+s)2' go s+>-o = (O.l+s)2' 

_ ( ) O.Ol ( ) O.Ol 
91 8 = O.Ol + s' gi 8 + >-i = 0.21 + s 

Na podstawie wzoru (10.19) mamy 

1 O.Ol + O.Ol [ 1 O.Ol ] 

R~ ( ) = ~ - (s+0.2)(s+0.21) s+D.21 s - s(s+o.1)2 
1 S 0.0001 . 

l - (s+0.1)2(s+0.21) 

Korzystając z programu MATHEMATICA otrzymujemy transformatę odwrotną 

R1 (t) = l.25e-0·2 - O.495913e-0·137016t + O.245913e-0·0729844t. 

Funkcja ta jest równa bezwarunkowej funkcji niezawodności R(t). Wykres tej funkcji 
niezawodności przedstawiony jest na rysunku 10.22. 

1 

0.2 

10 20 30 40 

Rys. 10.22. Wykres funkcji niezawodności R(t) = R1(t) 

10.2.2. Proces Poissona jako intensywność uszkodzeń 

Przyjmujemy teraz, że proces { .\(t) : t ~ O} opisujący intensywność uszkodzeń 
jest procesem Poissona z parametrem .>-. 
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TWIERDZENIE 48. Jeśli intensywność uszkodzeń {A(t) : t ~ O} jest procesem Pois­
sona z parametrem ,\, to funkcja niezawodności 

R(t) = E exp[-1t ,\(x)dx] 

wyraża się wzorem 

(10.21) 

D o w ó d: Process Poissona z parametrem >., jest procesem semi-markowskim o zbiorze 
stanów S = {O, 1, 2, ... }, rozkładzie początkowym p(O) = [1, O, O, ... ] i jądrze 

[ 

O Go(t) O O O .. · 1 
O O G1(t) O O ... 

Q(t) = ~ .. ~- ...... ~ ...... i.2.(~'. .. ~~\t~ .. ~:: 

gdzie Gi(t) = 1 - e->.t , t ~ O, i E No, Odpowiadająca temu jądru macierz transformat 
Laplace'a-Stjeltiesa ma postać 

I 
O st>. O O O • • • 1 
O O st>. O O ... 

q(s) = O O O st>. O .. • · 

~-. ~- .... ~- ... -~ ....... ~~ .. ~-. 

Równanie (10.10) przyjmuje teraz postać 

I >. li- 11
1 

I 
1 - s+>. O O O .. . ~(8) s+>. 

>. - 1 
O 1 - s+>.+1 O O . . . R1(8) s+>.+1 

>. - - 1 O O 1 - s+>.+2 O . . . R2(s) - s+>.+2 • 

~ .. ~ ...... -~ ........ ~ ......... ~ ... ~~~~ .. ~.. R.3.(~) •~~:3 

Równanie to jest równoważne nieskończonemu układowi równań 

- >. - l 
~(8) - -8 +->. Ri(s) = -8 +->. 

- >. - l 
R1(8)- 8 +>.+lR2(8)= 8+>.+l 

- >. - l 
R2 ( s) - -8 _+_>._+-2 R3 ( s) = -8-+_>._+-2 

- >. - l 
R3(s)- s+>.+3~(s)= s+>.+3 
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Stąd 
n Ak An+l 

Ro(s) = I: k + n Rn+1(s). 
k=O [l(s+A+i) [l(s+A+i) 

i=O i=O 

Przechodząc z n -+ oo otrzymujemy 

00 Ak 
Ro(s) = I:-k--­

k=O [l(s+A+i) 
i=O 

Skorzystamy z następujących własności przekształcenia Laplace'a 

L[(l e-tl] - k! 
- - s(s+l)(s+2) ... (s+k)' 

L[e->.t J(t)] = ](s + A). 

Zauważmy, że 

Ak(l - e-t)k e->.t Ak 
L[ k! ] = (s + A)(s +A+ l)(s +A+ 2) ... (s +A+ k) . 

Obliczamy transformatę odwrotną. 

Ponieważ 

R(t) = Ro(t), 

więc funkcja niezawodności ma postać 

R(t) = e-1>.(t-l+e-')] . O 

Funkcja niezawodności określona wzorem (10.21) z parametrem A 
przedstawiona na rysunku 10.23. 
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(10.22) 

0.1 jest 

Rys. 10.23. Funkcja niezawodności z poissonowską intensywnością uszkodzeń 
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Przypomnijmy, że jeśli { A(t) : t ~ O} jest procesem Poissona z parametrem 
>.>O, to 

E [A(t)] = >.t, t ~ O. 

Korzystając z nierówności (10.2) otrzymujemy 

R(t) ~ exp (-~t2). 

Niech 

R(t) = exp (-~t2) . 

Dla porównania wykres funkcji R(t) z parametrem>.= 0.1 został przedstawiony na 
rysunku 10.24. 

10 15 20 

Rys. 10.24. Funkcja niezawodności R(t) 

WNIOSEK 23. Gęstość rozkładu czasu zdatności z poissonowską intensywnością uszko­
dzeń ma postać 

Wykres tej funkcji dla>.= 0.1 jest przedstawiony na rysunku 10.25. 

0.08 

0.06 

0.04 

0.02 

5 10 15 20 

(10.23) 

Rys. 10.25. Gęstości rozkładu czasu zdatności z poissonowską intensywnością uszkodzeń 

WNIOSEK 24. Jeśli intensywność uszkodzeń obiektu {A(t) : t ~ O} jest procesem 
Poissona z parametrem>. to oczekiwany czas zdatności tego obiektu E(T) wyraża się 
wzorem 

E(T) = f k >.k (10.24) 

k=O TI(>.+ i) 
i=O 
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10.3. Intensywności uszkodzeń zależna od losowego procesu 
obciążeń 

TWIERDZENIE 49. Niech intensywność użytkowania obiektu { u( t) : t ~ O} będzie 

procesem losowym z ergodyczną wartością oczekiwaną 

Jeżeli 

to 

lim _Tl ( u(x)dx = E [u(t)] = µ z pr.1 . 
T->oo Jo 

..\(t) = w(t) , c > 0, 

lim R (!) = exp(-ut). 
c->O c 

(10.25) 

(10.26) 

D o w 6 d: 'I\vierdzenie to udowodnimy naśladując dowód twierdzenia zamieszczonego w 
pracy [34]. Niech T = i- Z ciągłości funkcji wykładniczej mamy 

lim R (!) = lim E [exp(-j¼ rn(x)dx)] 
e:->O € e:->O 

o 

lim E [exp(t~ j¼ u(x)dx] = 
c->O t 

o 

= J~m00 E [-t~ foT u(x)dx] = exp[-ut] . • 

Dla małych c otrzymujemy przybliżenie 

R(x) ~ exp(-cµx) (10.27) 

Dla semi-markowskiej intensywności uszkodzeń można sformułować odpowiednik 
twierdzenia 49. 

TWIERDZENIE 50. Jeśli intensywność użytkowania obiektu { u(t) : t ~ O} jest pro­
cesem semi-Markowa o jądrze Q(t) = [Qij(t) : i, j E Jl, spełniającym założenia 
twierdzenia granicznego 34 oraz 

to 

gdzie 

..\(t) = w(t), c > 0, 

lim R (!) = exp(-ut), 
c->O c 

L uimi1ri 

U = _iE=J,,..--__ 

E mi1ri ' 
iES 

(10.28) 

(10.29) 

(10.30) 
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przy czym 
00 00 

m; = j[1 -G;(t)]dt = j[1 -L Q;j(t)]dt 
O O JEJ 

jest wartością oczekiwaną czasu trwania stanu u; E U, natomiast prawdopodo­
bieństwa 1r;, i E J stanowią rozkład stacjonarny włożonego łańcucha Markowa 
{ u( Tn) : n E N0 } o macierzy prawdopodobieństw przejść 

P =[pij: i,j EJ], Pij= Q;j(oo). 

D o w ó d: Z twierdzenia podanego w pracy (2] wynika, że z prawdopodobieństwem 1 

T L u;m;1r; 

1. 1 J ( )d iEJ -1m -T u X X = " = u . 
T-+oo ~ m;7r; 

O iES 

Zatem powtarzając dowód poprzedniego twierdzenia otrzymujemy 

lim R (!) = exp(-ut) . 
e-+O € 

Dla małych € otrzymujemy przybliżenie 

R(x) ~ exp(-c"ux) . o (10.31) 
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE NIEZAWODNOŚCI 
I EKSPLOATACJI 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie 
jednocześnie w latach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, 
L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem procesów Markowa, dzięki czemu 
dają możliwość konstruowania szerszej klasy losowych modeli, w tym 
modeli niezawodności. Teoria procesów semi-markowskich rozwija się 
nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwiązać niektóre problemy 
w teorii niezawodności . 

W książce zostały przedstawione elementy teorii procesów 
semi-markowskich o co najwyżej przeliczalnych zbiorach stanów oraz 
zostały podane przykłady zastosowań tych procesów w problemach 
niezawodności i eksploatacji. 

Zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego 
takie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, 
prawdopodobieństwa · przejścia , prawdopodobieństwa graniczne, 
sumaryczny czas przebywania w podzbiorach stanów, proces odnowy 
generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione różnego rodzaju 
zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

Przedstawiono model odnawialnego systemu o stukturze 
szeregowej, model funkcjonowania obiektu realizującego różne zadania, 
model procesu eksploatacji obiektu uwzględniający obsługi 

profilaktyczne, model odnawialnego systemu z zimną rezerwą oraz model 
intensywności użytkowania. 

Została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy 
założeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym 
o określonych własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej 
intensywności uszkodzeń. 

Przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując 
założenie, że modelami niezawodnościowymi stanów elem_entów są 
szczególne procesy semi-markowskie. 
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