








Rozdzial 10
Losowa intensywno$é¢ uszkodzen

Czesto obiekty techniczne (np. srodki transportu) uzytkowane sg ze zmieniajaca
sie losowo intensywnoscig. Poniewaz w wielu przypadkach intensywnosé uzytkowania
wplywa na intensywno$é uszkodzen, mozemy przyjac, ze intensywno$é uszkodzen
{A(t) : t = 0} jest procesem losowym. Losows intensywnoéé uzytkowania jak w
poprzednim rozdziale oznacza¢ bedziemy symbolem {u(t) : ¢t > 0}. Zakladamy, ze
trajektorie obu proceséw sa nieujemnymi, prawostronnie cigglymi funkcjami, dla
ktérych istniejg granice lewostronne.

10.1. Funkcja niezawodno$ci o losowej intensywnosci uszko-
dzent

W pracy I.Kopocinskiej i B.Kopociniskiego [34] zostala zdefiniowana funkcja nie-
zawodno$ci oraz zostaly zbadane jej wlasnoéci, przy zalozeniu, ze intensywno$é
uszkodzen jest szczegdélnym procesem semi-markowskim o skoficzonym zbiorze sta-
noéw. W pracy tej rozwazano réwniez jako model intensywnos$é uszkodzen proces
przedzialami markowski. W pracy [27] zostaly przedstawione pewne uogélnienia
niekt6rych wynikéw zawartych w artykule [34].

DEFINICIA 44 [34],]27]. Niech {A(t) : t > 0} bedzie procesem losowym o nieujem-
nych, prawostronnie cigglych realizacjach, dla ktdrych istniejq granice lewostronne.
Funkcje niezawodnosci obiektu o losowej intensywnosci uszkodzeri {A(t) : t > 0}

definiujemy wzorem t
R(t)=E [exp (- /0 A(z)dz)] . (10.1)

Funkcja ta ma wszystkie wlasnosci klasycznej funkceji niezawodnosci.
WNIOSEK 22. Jezeli ,
/ EA\z)]dz < oo,
0
to

R(t) 2 exp [— /Ot E[)\(z)]dz] . (10.2)

D o w 6 d: Dow6d wynika z twierdzenia Fubiniego i nieréwnosci Jensena. O

Z tej nier6wnosci wynika, Ze niezawodno$é obiektu o losowej intensywnosci {A(¢) :
¢t > 0 jest wigksza lub réwna od niezawodnosci obiektu z deterministyczng inten-
sywnoscia uszkodzen réwng A(t) = E [A(t)].
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Jezeli 7 > ¢, to

[e— JAOW (7] > 1)} M(0) = /\il -
=F [e-fo‘ MAT(7y > )| A0) = /\1} -
MEPLT > | A0) = N} = e N1 = Gy(t)].

Jezeli m < t, to z wlasnosci proceséw semi-markowskich

[e-fo‘ MO [ (1) < )| A(0) = /\i] =
-E [e_fon A(y)dye‘ f:l /\(y)dyl(,rl < t) l /\(0) _ /\i] —
- E [ —/\i‘rle_f-:] /\(y)dyl(,r < t) | /\(0) — /\i] —

~Z/ e MIR, it —2)P{A(11) = X, 1 € dz | A(0) =

At
jeJ

wZ/ eNER (1 — 2)dQy (), i€ .

jed
Zatem

Ri(t) = e N1 — Gy )+/ e O R(t — 2)dQyle), i€

jeJ

Zamierzamy pokazaé, ze rozwigzanie tego ukladu réwnan jest jednoznaczne w klasie
funkcji mierzalnych, jednostajnie ograniczonych. Przyjmijmy, ze istnieje inna funkcja R,(t)
bedgca rozwigzaniem réwnania (10.7). Stad wynika nastepujacy uktad réwnan

wi(t) = Z/ i(t — 2)dQij(z), i€,

jeJs
gdzie

wilt) = Rilt) - Ba).

Nastepujgce nieréwnosci sa spelnione dla wszystkich i € J i wszystkich ¢

| wi(t) \<Z/ lw;(t —2) | dQij(z) =

=0

jeJ
=D w QIS Y D e Qinx e Q) =
jed jeJreld Tn€J

=CP{Tn <t | /\(0) = /\1}
Z regularnosci procesu {A(t) : t > 0} wynika, ze

nan;o P{r, <t} M0) =N} =0.

Stad dla wszystkich j € J oraz dla kazdego t > 0 mamy w;(t) = 0 i w zwigzku z tym
R(t) = k(@) O
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jest macierza kwadratows, natomiast

p=RON=[u:ieJ), H(O")= lim, Hp)
p—b
sa odpowiednimi macierzami jednokolumnowymi.
Jezeli istnieje drugi skoficzony moment czasu zdatnosci obiektu, to mozna go
obliczyé wykorzystujac rownosé

2 = —Rj(0%) = ——/tR(t)dt.
0

Rézniczkujac wzgledem s uklad réwnan (10.9) otrzymujemy

E [ _(Zl:j()‘i + S)Rj(s) + (055 — G (M + 5))1":5;(5) ]=
jed

NG N ts)

=— Du+ ) , 1€J.

Stad

D (655 — G (N + ) Ry (s) =
jed
+ (M +s)? G'(/\ +5)

- +Z (i +8)R;(s), i€J.
(Ai+ s)? oyt

Podstawiajac s = p € (0,00) i przechodzac do granicy przy p — 0% w ostatnim
réwnaniu, otrzymujemy

(I-q,(0")p? = K(0%), gdze p?=—lim R(p)=[p%:ieJ] (1013

p—0t

oraz

3 11+ (i p)°GiA +p) » o
K(0%) :pli‘& Outp) — Z‘L’j()‘i +p)i; . 1 E€J

jeJd
sa macierzami jednokolumnowymi.
10.2.1. Proces alternujacy jako intensywno$é uszkodzen

Proces alternujacy jako intensywno$¢ uszkodzen byl rozpatrywany w artykule
Kopocinskiej [35]. W naszych rozwazaniach proces ten stanowi szczeg6lny przypadek
rozpatrywanego tu modelu.

Niech {A(t) : t > 0} bedzie procesem semi-markowskim o zbiorze stanéow S =
{Xo, A1} i jadrze

Q(t) = [(C]h(t) g"(t)] : (10.14)
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Znajdziemy warunkowe funkcje niezawodnoéci dla konkretnych liczbowych war-
tosci parametrow. Przyjmujemy

AO = 07 /\1 = 02, = 001, ﬂ = 01, Do = 0, m = 1.

Zatem
Gols) = ;@%3 Gals + o) = 3(—00—1(;1—3)5
Gi(s) = m%%s_)’ Gi(s +X) = (o.2+30)€01.21 +5s)’
Jo(s) = (7(1)31—3)2 Jo(s + Xo) = (0—?%3—)2
Gi(s) = 0—81%—8 Gils + M) = 0—3—10%

Na podstawie wzoru (10.19) mamy

1 0.01 p00u 1 0w
R s+0.2 (s40.2)(s+0.21) s4+0.21 |s s(s+0.1)2
1(s) = 1= 0.0001 :

(540.1)%(s+0.21)

Korzystajac z programu MATHEMATICA otrzymujemy transformate odwrotna

Ri(t) = 1.25¢7%% — 0.495913¢ 0137016 | () 2459130072984t

Funkcja ta jest rtéwna bezwarunkowej funkeji niezawodnosci R(t). Wykres tej funkeji
niezawodno$ci przedstawiony jest na rysunku 10.22.

1
0.8
0.6
0.4

0.2

10 20 30 40

Rys. 10.22. Wykres funkeji niezawodnosci R(t) = Ry(t)

10.2.2. Proces Poissona jako intensywno$é¢ uszkodzen

Przyjmujemy teraz, ze proces {X(¢) : t > 0} opisujacy intensywnosé uszkodzer
jest procesem Poissona z parametrem A.
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TWIERDZENIE 48. Jesli intensywnosé uszkodzen {\(t) : t > 0} jest procesem Pois-
sona z parametrem A, to funkcja niezawodnosci

R(t)=FE exp[—-/0 Az)dz)

wYraza $i¢ wzorem
R(t) = e~ P14 (10.21)

D o w 6 d: Process Poissona z parametrem A, jest procesem semi-markowskim o zbiorze
stanow S = {0,1,2, ...}, rozkladzie poczatkowym p(0) = [1,0,0,...] i jadrze

0 Golt) 0 0 0

00 Gi(t) 0 0
Qty=1{0 0 0 Ga(t) 0 ,

00 0 0 Gs(t) 0

gdzie G;(t) =1 —e ™ |t > 0, i € Ng. Odpowiadajaca temu jadru macierz transformat
Laplace’a-Stjeltiesa ma postac

0220 0 0
A
0 0 s> 0 0
@s)=00 0o 250
00 0 0 250
Rownanie (10.10) przyjmuje teraz postaé

1 -3 0 . 0 0 Ro(s) $
01 ~STAT . 0 Ry(s) ST
00 1 oz 0 ]_%2(3) Ty
00 0 1 -—ﬁ 0 R3(S) L

s+A+3

Fofs) - si)\~1(s)= 341—/\
~1(5) s+i+1R2(s) s+i\+1
Rafs) s+i+2R3(s)Hs+i+2
By(s) s+:\\+3é4(s)_s+/1\+3
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Stad
n
)\k antl _
= Z % + ) Rn+1(5) .
k=0 T[(s+ A414) Il(s+A+19)

1=

Przechodzac z n — oo otrzymujemy

oo
Ry(s) = - (10.22)
k=0 H (s+Xx+7)
Skorzystamy z nastepujacych wlasnosci przeksztalcenia Laplace’a
k!
L1 - = : :
R e o N R R )
L™ f(1)] = (s + ).
Zauwazmy, ze
L[)\k(l _ e—t)k e—/\t] B )\k
k! T HENE AT DA (s A+ )
Obliczamy transformate odwrotna.
o )‘ke—/\t l1—-¢ —t\k
Ro(t) = e P
k=0
—,\tz 1 -e™h — e M=) —[Mt-1te™!)]
Poniewaz
R(t) = Ro(t),
wiec funkcja niezawodnosci ma postaé
R(t) = e"P-14e™]

Funkcja niezawodnosci okreslona wzorem (10.21) z parametrem A = 0.1 jest
przedstawiona na rysunku 10.23.

o o O O
N Wb Oy 0

5 10 15 20

Rys. 10.23. Funkcja niezawodnosci z poissonowska intensywnoscia uszkodzen
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Przypomnijmy, ze jesli {A(t) : ¢ > 0} jest procesem Poissona z parametrem
A >0, to

EA@®)] =M, t>0.

Korzystajac z nieréwnoéci (10.2) otrzymujemy

R(t) > exp (—%ﬁ) .
R(t) = exp <—%t2) .

Dla poréwnania wykres funkcji f?(t) z parametremA = 0.1 zostal przedstawiony na
rysunku 10.24.

Niech

o o O O
N Wb oY o

5 10 15 20
Rys. 10.24. Funkcja niezawodnosci R(t)

WNIOSEK 23. Gestodé rozkiadu czasu zdatnosci z poissonowskq intensywnoscig uszko-
dzeri ma postaé

Ft) = e PE+ ) (1 ety (10.23)
Wykres tej funkcji dla A = 0.1 jest przedstawiony na rysunku 10.25.
.08

.06
.04

o O o o

.02

5 10 15 20

Rys. 10.25. Gestosci rozktadu czasu zdatnosci z poissonowsks intensywnoscia uszkodzen

WNIOSEK 24. Jesli intensywnosdé uszkodzen obiektu {A(t) : t > 0} jest procesem
Poissona z parametrem A to oczekiwany czas zdatnosci tego obiektu E(T) wyraza sie

wzorem
[eS]

k=0

(10.24)

:r

()\+z)
0

7
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10.3. Intensywno$ci uszkodzen zalezna od losowego procesu
obcigzen

TWIERDZENIE 49. Niech intensywno$é uzytkowania obiektu {u(t) : t > 0} bedzie
procesem losowym z ergodyczng wartoscig oczekiwang

lim l/0 u(z)de = E[u(t)) =1 zpr.1.

T—oo T’
Jezels
Alt) =eu(t), €>0, (10.25)
to
li—I»%R (é) = exp(—ut). (10.26)

D o w 6 d: Twierdzenie to udowodnimy nasladujac dowdd twierdzenia zamieszczonego w
pracy [34]. Niech T' = é Z ciaglosci funkcji wykladnicze] mamy

t

lim R <£) = lin(l)E exp(—/su(z)dm) =
£—
0

e—0 £

t

lim £ exp(tE/u(m)dz =
e—0 t
0

. . _
= TILII;OE [_tf/o u(z)da:] =exp[-ut]. O

Dla matych ¢ otrzymujemy przyblizenie
R(z) ~ exp(—¢fiz) (10.27)

Dla semi-markowskie]j intensywnosci uszkodzen mozna sformutowaé odpowiednik
twierdzenia 49.

TWIERDZENIE 50. Jedli intensywnosé uzytkowania obiektu {u(t) : t = 0} jest pro-
cesem semi-Markowa o jedrze Q(t) = [Qy(t) : 1,7 € J|, spetniajgcym zatoZenia
twierdzenta granicznego 34 oraz

Alt) = eu(t), >0, (10.28)
to ;
lim R <—) = exp(-Tt), (10.29)
e—0 3
gdzie
Z U TT;
— ied
= e——— 1 . O
T Sy (10.30)

ieS
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pray czym N N
my = / - Gi(t)]dt = / 1= 3 Quolde

jest wartodciqg oczekiwang czasu trwania stanu w; € U, natomiast prawdopodo-
bieristwa m;, 1 € J stanowig rozklad stacjonarny wtozonego taricucha Markowa
{u(m,) : n € Ny} o macierzy prawdopodobienstw przejsé

P=[p;:i,j€J), pij=Qi(c0).

D o w 6 d: Z twierdzenia podanego w pracy [2] wynika, ze z prawdopodobienstwem 1

T 3wy
lim —1—/u(m)dm S A—
T oo T Z My

4] i€S

Zatem powtarzajac dow6d poprzedniego twierdzenia otrzymujemy

lim R (é) — exp(—Tt) .

e—0

Dla matych € otrzymujemy przyblizenie

R(z) ~ exp(—euz) . O (10.31)
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