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Streszczenie: Rozpatrzono stacjonarny uklad liniowy ciagly
S(A,B,C,D) o wielu wejsciach i wyjsciach. Przedstawiono
prosty algebraiczny warunek konieczny i dostateczny de-
generacji (niedegeneracji) uktadu. Warunek ten dzieli klasg
wszystkich uktadéw S(A,B,C.D) takich, e
D#0,B#0,C#0 na dwie rozlaczne podklasy: ukladéw
zdegenerowanych i niezdegenerowanych. W ukladzie nie-
zdegenerowanym zera Smitha i zera inwariantne sg dokladnie
tymi samymi obiektami, ktére okreslamy jako pierwiastki tzw.
wielomianu zerowego. Stopien tego wielomianu jest w tym
przypadku réwny wymiarowi maksymalnej podprzestrzeni
zerujacej wyjscie uktadu, a zerowe dynamiki sg niezalezne od
wektora sterowafh. W ukladzie zdegenerowanym wielomian
zerowy okres$la wylacznie zera Smitha, a zbidr zer inwariant-
nych jest réwny catej plaszczyinie zespolonej. Ponadto, wy-
miar maksymalnej podprzestrzeni zerujacej wyjscie jest wigk-
SZy niZ stopiefi wielomianu zerowego, a zerowe dynamiki sa
istotnie zalezne od wektora sterowa.

Stowa kluczowe: Uklady liniowe, metody przestrzeni stanéw,
zera Smitha, zera inwariantne, zerowe dynamiki, podprze-
strzenie zerujace wyjscie.

1. WPROWADZENIE

Zerom stacjonarnych ukladéw liniowych o wielu wej-
§ciach i wielu wyjsciach poswigcono duzo miejsca
w literaturze dotyczacej teorii sterowania. Rozréznia si¢
nastgpujace zasadnicze rodzaje zer: zera odsprzg¢gajace,
wéréd ktérych wyrézniamy zera odsprzggajace od wej-
$cia, od wyjscia oraz od wejscia i wyjécia, zera Smitha
uktadu definiowane jako zera Smitha jego macierzy
systemowej (zwane tez tradycyjnie zerami inwariant-
nymi) oraz zera transmisyjne (ktére sa zerami Smitha
podukladu sterowalnego i obserwowalnego). Wszystkie
w/w rodzaje zer wprowadzit Rosenbrock w poczatkach
lat siedemdziesiatych [8]. Pewien problem stanowil tu
jednak brak wyraZnej interpretacji geometrycznej wpro-
wadzonych poje¢ w kontekécie opisu ukladu
w przestrzeni stanéw i zagadnienia zerowania wyjscia.
Wprowadzona w [3] interpretacja dynamiczna zer ma-
cierzy transmitancji operatorowych zawierata w wekto-
rze sterowant impulsy Diraca i ich pochodne dystrybu-
cyjne, a wigc sygnaly raczej trudne do realizacji fizycz-
nej. Dzigki wprowadzeniu w [7] pojecia wektora kie-
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runkéw zerowych podano prostsza interpretacje zer
Smitha ukladu. Ta interpretacja wia-zala juz rzeczywi-
sty sygnal zerujacy wyjscie ukladu z warunkiem po-
czatkowym w przestrzeni stan6w (chociaz w sposéb
niejawny, bowiem zostala sformulowana w postaci
zespolonej).

Przeglad definicji réznych rodzajéw zer, ich interpre-
tacji i metod obliczeniowych podano w [9]. Zasygna-
lizowano tam m.in. algebraiczne podejcie do analizy
zer oparte o teori¢ modutéw. Podejscie to rozwinigto w
[2] uznajac, ze w dalszym ciagu, z teoretycznego punktu
widzenia, istnieja w zakresie analizy zer zagadnienia nie
do konca jasne. Do takich zagadnier zaliczono m.in.
kwesti¢ definicji i algebraicznej krot-nosci zer odsprze-
gajacych od wejscia i wyjscia, a takze relacje pomigdzy
zbiorami (listami) poszczegdlnych rodzajéw zer. Wsku-
tek istnienia wielu réznych definicji, a takze wskutek
uzywania tych samych nazw dla réznych definicyjnie
zer, w literaturze dotyczacej tych zagadnien panowaty
przez wiele lat pewne rozbieznosci. Sytuacja ulegla
znacznej poprawie dopiero po ujednoliceniu terminolo-
gii w pracach [7], [9], a takze w ksiazkach [5], [6].

Inne podejécie do zagadnienia zaproponowano w [10].
Dla charakteryzacji zer odsprzggajacych uzyto tu czte-
ropolowej postaci kanonicznej Kalmana uktadu uzysku-
Jjac w ten sposéb opis dla poszczegblnych rodzajéw tych
zer jako warto$ci wtasnych odpo-wiednich podmacierzy
na gléwnej przekatnej macierzy stanu ukladu. Wielo-
miany charakterystyczne tych pod-macierzy okreslajq
krotnosci algebraiczne rozwazanych zer odsprzegaja-
cych. W ten spos6b okreslono réwniez zera odsprzega-
jace od wejscia i wyjécia (jako mody nie-sterowalne
i nieobserwowalne ukladu) oraz ich krotnos$ci. Dla roz-
szerzenia pojecia zer Smitha ukladu uzyto definicji
wykorzystujacej kierunki zerowe (Definicja 1). Zero
inwariantne definiujemy jako liczbg¢ zespolona, ktérej
odpowiada kierunek zerowy o réznym od wektora ze-
rowego kierunku zerowym stanu. Tak zdefiniowane
obiekty maja nastgpujace charakte-rystyczne wiasnosci.
Po pierwsze, kazdemu zeru inwar-iantnemu odpowiada
pewien rzeczywisty warunek poczatkowy i pewien
rzeczywisty wektor sterowan (ze zbioru sterowan do-



puszczalnych przedzialami ciagltych), ktére generuja
zerowa odpowiedZ ukiadu. Ponadto rozwigzanie réwna-
nia stanu odpowiadajace temu warunkowi poczatkowe-
mu i wspomnianemu sterowaniu jest nietrywialne,
ajego trajektoria lezy w maksymalnej podprzestrzeni
zerujacej wyjscie. Po drugie, zbiér zer Smitha ukladu
jest zawarty (lub réwny) w zbiorze zer inwariantnych.
Pojecie zbi6r jest tu uzywane w klasycznym sensie
teoriomnogosciowym (element w zbiorze wystgpuje
dokladnie jeden raz). Ponadto, zbiér zer inwariantnych
moze by¢ zbiorem nieskoniczonym, ale wéwczas jest on
réwny zbiorowi punktéw calej plaszczyzny zespolone;j.

W takim przypadku uktad nazywamy zdegenerowanym.
Jesli jednak zbi6r zer inwariantnych jest skoficzony (lub
pusty), to jest on réwny zbiorowi zer Smitha ukladu
(uklad nazywamy wéwczas niezdegenerowanym). Pro-
ste przyklady liczbowe wskazuja, ze istnieja uklady, w
ktérych zbiér zer Smitha jest pusty, podczas gdy uklad
jest zdegenerowany. Prowadzi to do wniosku, ze zera
Smitha ukladu me charakteryzuja w pelni zaga-dnienia
zerowania wyjscia ukladu, a w szczegélnosei jego ze-
rowych dynamik. Nalezy zw6ci¢ uwage na fakt, ze
istnienie nieskoficzonej ilo$ci zer inwariantnych (zbiér
mocy continuum) nie wymaga zadnych specjalnych
zabiegéw interpretacyjnych w kontekécie zagadnienia
zerowania wyjscia ukladu. W najprostszym przypadku
(patrz [10, Przyklad 2.4, str. 24], a takze [13, Przyklad
2]), jesli uklad jest zdegenerowany i nie posiada zer
Smitha, a jego maksymalna podprzestrzefi zerujaca
wyjscie jest jednowymiarowa, wéwczas réZznym zerom
inwariantnym odpowiadaja w og6lnosci rézne punkty
startowe na trajektorii rozwiazan (ktéra jest w tym
przypadku linig prosta przechodzaca przez poczatek
ukiadu wspélrzgdnych) oraz rézne sposoby i rézne
predkosci poruszania si¢ punktu po tej trajektorii. Pro-
stym fizycznym przykladem ukladu zdege-nerowanego
jest uklad regulacji predkosei silnika obcowzbudnego
pradu statego (w modelu silnika pomijamy tarcie), w
ktérym sygnalami sterujacymi sa napigcie podawane na
zaciski silnika oraz moment obciaZenia na wale, a sy-
gnalem wyjsciowym jest predkos¢ obrotowa watu silni-
ka.

Najprawdopodobniej zrédtem wieloletnich rozbieznosci
i nieporozumien w kwestii definicji i interpretacji zer
odpowiadajacych za zerowanie wyjscia bylo nie-
kompletne potraktowanie zagadnienia zerowania wyj-
$cia ukladu. Innymi slowy, zadanie poszukiwania
wszystkich takich liczb zespolonych, kt6rym mozna
przypisa¢ odpowiedni rzeczywisty warunek poczatkowy
i odpowiednie rzeczywiste sterowanie zerujace wyjscie
ukiadu nie zostalo rozwigzane do kofica (ograniczenie
si¢ jedynie do zer Smitha nie pozwolilo na wydzielenie
przypadku uktadéw zdegenerowanych). Nalezy tez za-
uwazyé, ze wspomniane zadanie jest problemem nieli-
niowym.

W niniejszej pracy rozszerzamy wyniki pracy [13] na
uklady liniowe wlasciwe.
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2. DEFINICJE I WSTEPNE REZULTATY
Rozpatrujemy uktad S(A,B,C,D) postaci

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

, 1)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

gdzie t20, x(t)e R", u(t)e R™, y(t)e R', a ma-
cierze A,B#0,C#0,D=0 sa odpowiednich wy-

miaréw. Nie zakladamy nic o liczbie wejs¢ i wyjs$é
ukiadu ani o rzg¢dzie normalnym macierzy systemowe;j.
Zaktadamy, ze zbi6r sterowahi dopuszczalnych U skia-
da si¢ ze wszystkich przedzialami ciaglych odwzorowan

u(.):[0,+ ) = R™.

Definicja 1 [10].

1) Liczbg A€ C nazywamy zerem inwariantnym ukla-
du, (1) jesli istnieja wektory 0= x°e C" (kierunek
zerowy stanu) i g€ C™ (kierunek zerowy sterowania)

takie, ze dla tr6jki A, x°, g zachodzi réwnos$é
Al-A -B][x°]_[o
C D] g| |0

P(s) = [sl -A —DB}

- C
jest macierza systemowa. Zbi6r zer inwariantnych jest
oznaczany przez

2
gdzie
3

Z' ={(he C:30%x°€ C" AT m x?1_[0
= : ge C" @A) = 0)}
g

Uklad (1) jest zdegenerowany, jesli z jest nieskon-
czony (w przeciwnym razie (1) jest niezdegenerowany).

2) Dla macierzy transmitancji G(s) (takiej, ze
lim G(s) # O i granica ta jest skoficzona) liczba A€ C
§—ro0

jest zerem transmisyjnym G(s), jesli A jest zerem in-
war-iantnym dowolne;j realizacji minimalnej (tzn. stero-
walnej i obserwowalnej) G(s). G(s) jest zdegenerowana
jesli posiada nieskorficzong liczbg zer inwariantnych; w
przeciwnym razie G(s) jest niezdegenerowana. ¢

Przez Z5 = {A€ C :rank P(\)<normal rank P(s)}
oznaczamy zbi6r zer Smitha uktadu (1); sktada si¢ on ze
wszystkich réznych pierwiastkéw wielomianu zero-
wego macierzy systemowej ukladu. Przypomnijmy, ze
dla macierzy P(s) o rzgdzie normalnym p istnieja macie-
rze unimodularne U(s) i V(s) oraz macierz wielo-
mianowa ¥(s) (4) taka, ze P(s) = U(s)¥(s)V(s) oraz
wielomiany ;(s) (o wspéiczynnikach przy najwyzszej

potedze réwnych 1) maja wlasnos¢ \|Ii(s)|\|li+1 (s) dla



i=12,.,p~1( tzn. y,;(s) dzieli bez reszty W;.1(s)).
Macierz ¥(s) nazywamy postacia kanoniczna Smitha

[yi(s) 0 0 0.]
0o .0 . 0
¥s)=| 0 0 . 0 0O O
0 yp(s) O
L 0 0-

macierzy P(s), a wielomian y(s) = \u,(s)...\up(s) nazy-

wamy wielomianem zerowym ukladu (1). Pierwiastki
wielomianu zerowego s3 (z definicji) zerami Smitha
uktadu (1).

Twierdzenie 1 [11]
W ukladzie (1) zbiory yARWA sa powigzane nastepu-

jaco:

@ z8cZ

(i) Uklad (1) jest niezdegenerowany < yARSY A
(iii) Uklad (1) jest zdegenerowany < Z'=c.

Twierdzenie 2 [12]
Uklad (1) jest zdegenerowany wtedy i tylko wtedy, gdy

-B
rzad normalny P(s) < n + rzqd[ D ]

Twierdzenie 3 [12]
Uklad (1) jest niezdegenerowany wtedy i tylko wtedy,
gdy
-B
rzad normalny P(s) = n + rzqd[ b ]

Niech G(s) bedzie rxm~wymiarowa macierza trans-
mitancji i niech S(A,B,C,D) (1) bedzie n-wymiarowa
realizacja minimalng dla Gq(s).

Twierdzenie 4

G(s) jest zdegenerowana < rzad normalny G(s) <
-B

Iz .

G(s) jest niezdegenerowana <> rzad normalny G(s) =

e

3. ZERA SMITHA, ZERA INWARIANTNE
I ZEROWE DYNAMIKI

Przypomnijmy za [4], ze zerowe dynamiki ukladu (1) to
wewngtrzne dynamiki tego uktadu odpowiadajace ogra-
niczeniu y(t)=0 dla kazdego t20. Zgodnie z [1]

podprzestrzen X C R" jest podprzestrzenig inwar-
iantna zerujaca wyjscie uktadu (1) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje mxn-wymiarowa macierz F taka, Ze
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(A+BFHX)c X cKer(C+DF). Zbiér wszystkich
takich podprzestrzeni dla (1) jest niepusty i posiada do-
kiadnie jeden element maksymalny oznaczany przez
v*(A,B,C,D) i nazywany maksymalng podprzestrze-
nia zerujaca wyjscie.

Twierdzenie 5

Jesli uklad S(A,B,C,D) (1) jest niezdegenerowany,
wéwczas jego zera Smitha i zera inwariantne sa tymi
samymi obiektami (wlaczajac krotnoéci). Ponadto sto-
pien wielomianu zerowego dla S(A,B,C,D) jest réwny

wymiarowi  podprzestrzeni v'(A,B,C,D), tzn.

deg WS(A,B,C,D) (s)= dim V‘ (A,B,C, D) . Zerowe dyna-

miki ukladu maja postaé &(t) = N§(t) , gdzie wielomian
charakterystyczny macierzy N jest réwny wielomianowi
zerowemu dla S(AB,CD), a &  nalezy do

v*(A,B,C,D) (kiedy ta podprzestrzeh jest wyrazona w
odpowiednich wspoéirzednych).

Twierdzenie 6

Jesli uklad S(A,B,C,D) (1) jest zdegenerowany, wéw-
czas wymiar podprzestrzeni v*(A,B,C,D) jest wick-
szy od stopnia zerowego,  tzn.
deg¥sa,B,c.D) () < dimv*(A,B,C,D), a zerowe dy-
namiki zaleza w sposéb istotny od wektora sterowan.

wielomianu

Twierdzenia 1 oraz 5 i 6 zilustrowano na rys.1.

4. PRZYKLAD

Dla ilustracji Twierdzenia 6 rozwazmy ukiad (1) o ma-
cierzach

-1 0 -6 11
A=|0 -1 3|, B=|1 0],
0 0 -3 0 0
C=[p 1 2], D= o],
X=|Xq [, u= .
X2 2

Zgodnie z Twierdzeniem 2 uklad jest zdegenerowany.
Wielomian zerowy jest réwny (s + 2)(s + 3) . Zgodnie z
{10, str. 184, Proposition 6.13(ii)] maksymalna podprze-
strzel zerujaca wyjécie jest réwna v*(A,B,C,D)

=R3. Na mocy [10, str. 49, Proposition 3.6] zerowe
dynamiki uktadu maja postaé

X3(t) = —x1 () = x5 (t) —8x3(t) + uy (t)

Xo(t) = 2x,(t) + x3(t) ,

x3(t) = =3x5(t)

gdzie u,(.):[0,4<) 5> R jest dowolna przedzialami
ciagla.



S(A, B, C, D)

/\

S(A,B,C,D) S(A,B,C,D)
is is
nondegenerage degenerate
1
Zsaeco =Zsascn ZIS(A.a.c.DFC
deg‘I;(A'B‘c' I))(3) =dimv*(A, B, C, D) deg‘i'sm' o l,)(s) <dimv' (A, B, C,D)
S L}
Z'sae.c0 A0 ZS(A.s.c.n)=¢
ZIS(A, B,C, D)~ c ZIS(A, B,C, D)~ c
deg‘l;(u' B,C, D)(s) >1 deg‘l’s(A' B,C, n)(s) =i
deg‘i;(k B I))(s) <dimv*(A, B, C, D) dmv*(A,B,C,D)>0
Rys.1.
(3

5. WNIOSKI

Wiyniki prac [10]-[13] oraz niniejszej pracy (Twierdze-
nia 5 i 6) wskazuja, ze dla pelnej analizy zjawisk dyna-
micznych w ukladach liniowych stacjonarnych ($cisle
wiasciwych lub wlasciwych) o wielu wejsciach i wielu
wyjsciach konieczne jest wydzielenie podklasy ukladéw
zdegenerowanych (Twierdzenia 7,9 w [13] i Twierdze-
nia 2 i 4 w niniejszej pracy). Analiza taka wymaga
znalezienia wszystkich liczb zespolonych odpowie-
dzialnych za zerowanie wyjécia ukladu. Zadanie to jest
jednak zagadnieniem nieliniowym. Stad, zdaniem auto-
ra, nawet zaawansowane teorie algebry liniowej (jak np.
teoria modutéw podana w [2]) nie poradza sobie z tym
zagadnieniem, bowiem opisuja one wylacznie zera
Smitha ukladu. Innym argumentem przemawiajacym za
konieczno$cia wydzielenia pod-klasy uktad6w zdegene-
rowanych jest fakt, ze relacje pomiedzy zbiorami po-
szczeg6lnych rodzajéw zer sa istotnie r6zne dla podkla-
sy uktadéw zdegenerowanych i dla podklasy ukladéw
niezdegenerowanych.

ON ZEROS, OUTPUT-NULLING SUBSPACES AND
ZERO DYNAMICS IN MIMO LTI PROPER SYSTEMS

Abstract: Main differences concemning zeros and the zero
dynamics between degenerate and nondegenerate MIMO LTI
continuous-time proper systems are discussed.
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