


XV Krajowa

Konferencja Automatyki
Tom 1

SO
KKA

2000
<

Redaktorzy:
Zdzistaw BUBNICKIi
Roman KULIKOWSKI
Janusz KACPRZYK

ORGANIZATOR
Komitet Automatyki i Robotyki Polskiej Akademii Nauk
Instytut Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk
WSPOLORGANIZATORZY
Politechnika Warszawska
Przemystowy Instytut Automatyki i Pomiaréw
Polskie Stowarzyszenie Pomiaréw, Automatyki i Robotyki



ORGANIZATOR

Komitet Automatyki i Robotyki Polskiej Akademii Nauk
Instytut Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk

WSPOLORGANIZATORZY
Politechnika Warszawska

Przemystowy Instytut Automatyki i Pomiaréw
Polskie Stowarzyszenie Pomiar6w, Automatyki i Robotyki

KOMITET PROGRAMOWY
Przewodniczacy Zdzistaw BUBNICKI
Zastepca Przewodniczacego Roman KULIKOWSKI
CZL.ONKOWIE
Stanistaw BANKA Michat BIALKO
Mikolaj BustLowicz Wiadystaw FINDEISEN
Ryszard GESSING Henryk GORECKI
Jakub GUTENBAUM Jerzy JOZEFCZYK
Stanistaw KACZANOWSKI Tadeusz KACZOREK
Janusz KACPRZYK Jerzy KLAMKA
J6zef KORBICZ Zbigniew KOWALSKI
Krzysztof KOZLOWSKI Juliusz L. KULIKOWSKI
Krzysztof KUZMINSKI " Kazimierz MALANOWSKI
Krzysztof MALINOWSKI Wojciech MITKOWSKI
Antoni NIEDERLINSKI Wiadystaw PELCZEWSKI
Tadeusz PUCHALKA Leszek RUTKOWSKI
Stanistaw SKOCZOWSKI Roman SEOWINSKI
Jerzy SWIATEK Andrzej SWIERNIAK
Ryszard TADEUSIEWICZ Piotr TATIEWSKI
Krzysztof TCHON Leszek TRYBUS
Jan WEGLARZ Andrzej P. WIERZBICKI
KOMITET ORGANIZACYJNY
Przewodniczacy Roman KULIKOWSKI
Zastgpcy Przewodniczacego Janusz KACPRZYK
: Stanistaw KACZANOWSKI
Tadeusz KACZOREK
Krzysztof MALINOWSKI
Czionkowie Roman OSTROWSKI
Tadeusz PUCHALKA
Dariusz WAGNER
Sekretarze naukowi Jan STUDZINSKI

Jan W. OWSINSKI

ISBN 83-89475-00-6

Copyright © Instytut Badan éystemowych Polskiej Akademii Nauk

All rights reserved

Druk: ARGRAF, Warszawa




TEORIA STEROWANIA
— TEORIA SYSTEMOW




t, KKA XV Krajowa Konferencja Automatyki, Warszawa 27-30 czerwca 2005

MINIMALIZACJA PARY MACIERZY (A,B) UKEADU 2D
OPISANEGO MODELEM OGOLNYM ZA POMOCAI GRAFOW
ODDZIAEYWAN

Konrad MARKOWSKI*

*Politechnika Warszawska, Wydzial Elekiryczny, ISEP
ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa e-mail :markowsk@iseppw.edu.pl

Streszczenie: W artykule zaproponowano proste metods mini-
malizacji pary macierzy (A, B) ukladu 2D opisanego modelem
ogéinym uzywajac w tym celu, dwuwymiarowych graféw odd-
zialywari. Podano procedust minimalizacji, ktéra zilustrowano
przykladem numerycznym.

Slowa kluczowe: osidgalnoéé, grafy dwuwymiarowe, uklady
2D, procedurs, realizacja.

1. WSTmP

W ostatnim okresie obserwunje sis spore zaintere-
sowanie ukladami dwuwymiarowymi W odréznienin
od ukladéw jednowymiarowych, w ktérych znane sdl
metody wyzna-czania minimalnej realizacji w ukladach
dwuwymiarowych problem minimalnej realizacji nie jest
taki prosty.

Celem tej pracy jest podanie minimalizacji pary
macierzy (A, B) ukladu dwuwymiarowego za pomoca
dwuwymiarowych graféw skierowanych. Zapro-
ponowana procedura zostala zilustrowana przykladem
numerycznym. L :

2. OPIS UKLADU DWUWYMIAROWEGO

Wefmy pod uwagh ogélny dodatni model dwuwymi-
arowy opisany ré wnaniami

Tip1,j+1 = AoTij + A1%s41,j + Agziga+
+ Bowiy + Biuiy,5 + Bauy ja )
¥ij = Cxiy + Duyy

gdzie z;; € R™ jest wektorem stanu w punkcie (g, 5),
u;; € R™ jest wektorem wymuszeii (sterowai), yy; €
RP jest wektprem odpowiedzi, natomiast Ay € R"*™,
By e R™™, k =0,1,2,C € RP*™ j D € RP*™,

Delinicja 1 Model (1) nagywamy (wewnBirznie) dodat-
nim modelem ogdinym, jeteli dla wszystkich warun-kéw
brzegowych

Tip € R::,,

Ty ERY, i,j€Z, ¥))]

oraz katdego cidgu wymuszeri uyy € RT mamy z;; € R}
orazy;; € RE. -

Dell nicja 2 Macierz® tranzycji Tiy dodatniego modelu
ogdinego (1) nagywamy macierz okreflond nasf@pujdico
4i=0

In
Ty = { voﬂ—u-x + ATy +ATioyy 435>0

1<0,7<0
&)}

Lemat 1 Macierz tranzycji T;j dodatniego modelu ogdi-
nego (1) jest macierzd dodamid, tzn. Tg; € RY*™ dla
i, € Zg. !

Twierdzenle 1 Model (1) jest modelem dodatnim wiedy
i tylko wiedy, gdy

Ax € R7*™, By € R?*™, k=0,1,2,

C € RY*", D€ RP*™ @

W naszych rozwazaniach bédziemy zajmowali si# przy-
padkiem szczeg6lnym drugiego modelu Fornasiniego-
Marchesiniego dla Ag = 0, By = B3 = 0 o postaci

Tit1,541 = A1Ti41,5 + AT g1 + Brvsr g

S
¥i; = Cxi5 + Duyy ®)

3. OSIAGALNOSC DODATNICH UKELADGW
DWUWYMIAROWYCH

Dell nicja 3 Model (1) nazywamy osidigalnym w punkcie
(h, k) € Zy x Z., jeleli dla zerowych warunkdw brze-
gowych (2) oraz dla katdego wektora x; € RY, isiniefe
cidg sterowars u;; € RY taki, iz )i = z5..

Jezeli zy jest osidgalny w punkcie (h,k) wéwczas
powicmy, Ze stan xy jest osidfigalny w h + k krokach,
Liczb8 krokéw h + k nazywamy indeksem osifigaino$ci i
oznaczamy przez Ir, (Ir =h+k).

Delnicja 4 Macierzd monomialnd nazywamy macierg
rozmiaru n x n zawiergjdcdn liniowo niezaleinych kol-
umn takich, le w kaidej z nich zngjduje si® dokladnie je-
den element dodatni a pozostale sd réwne zeru.
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Twierdzenie 2 Ogdiny model dodatni dwuwymiarowy
(1) jest osidgalny, jeieli macierz osidigalnosci

th=[Mo M,l 0 IW_,2 M;; ...]
Ry € R x[(r+1)(k+1)~1]n
(6)
gdzie
My = Th—1,1-1Bo
M} = Th-ip—1B1 + Th-i-141Bo dlal<i<h
M? = Th-14-jBa + Th-1t-j-1B0 dlal<j<k
M,; = Thei~1,k-j-1Bo+ dlal <i<gh,
+Th—itk—j-1B1 + Thei-1,k-5B2. 1< j<k,
i+ifh+k

zawiera macierz monomialnd o rogmiarze n X n.

Uwaga 1 Jeieli z macierzy Ay i B, k = 0,1, 2 moiemy
wybraé macierz monomialnd rozmiaru n x n to uklad
opisany réwnaniem (1) jest osidgalny.

Whniosek 1 Na podstawie macierzy Ax i By, k = 0,1,2
moiemy stwierdzié czy rozpatrywany uklad jest osid-
galny, natomiast nie jesteSmy w stanie stwierdzié¢ jakie
sdwartofci wskatnikéw h i k.

Twierdzenle 3 Jeieli dodaini model dwuwymiarowy
opisany réwnaniem (1) jest osidigalny, wéwczas jest on
osidgalny w 2(n + 1) krokach, to znaczy
IRy, $2(n+1) V)
Twierdzenie 4 Jeieli drugi model Fornasiniego-
Marchesiniego opisany réwnaniem (5) jest osidgalny w
punkeie (h,k) € Z, x Z, przy zerowych warunkach
brzegowych (2) to jest on osifigalny co najmniej w n
krokach : .
(®)

gdzie ny, jest liczbd wierzchotkéw w grall e skierowanym.

IRpy 2 Nw

Z twierdzenia 3 i 4 wynika nast8pujéicy wniosek.

Whiosek 2 Na podstawie twierdzenia 3 | twierdzenia 4
JesteSmy w stanie stwierdzié, jaka jest warto$¢ gérmego i
dolnego indeksu osidgalnoéci, natomiast nie jestesmy w
stanie powiedzieé ile wynoszd wskaéniki h i k.

4. GRAFY DWUWYMIAROWE

Po raz pierwszy pojicie dwuwymiarowego grafu
skierowanego zostalo wprowadzone w pracy [2].

Del nicja § Dwuwymiarowym grafem skierowanym odd-
zialywarf D®) (krdtko grafem skierowanym) nazywamy
szdstkd (s,V, Ay, A2, By, Ba) gdzie 8 jest frodiem (we-
Jjsciem), V = {v1,v3,...,Un} jest zbiorem wierzchotkéw,
Ay, A3 sdl pod-zbiorami V x V, ktérych elementy nazy-
wamy Ay —lukami i Ag—tukami oraz B,, B sd podzbio-
rami 8 X V, ktérych elementy nazywamy By—tukami i
Ba—tukami.

Dwuwymiarowy graf skierowany moiemy wyznaczyé
korzystajdlc z nastBpujdcej procedury.

Procedural .

Krok 1. Istnieje Aj-tuk (Aa-tuk) z wierzchotka v; do
wierzchotka vj wtedy i tylko wtedy gdy (i,3) element
macierzy A; (Asz) jest niezerowy.

Krok 2. Istnieje By-tuk (Ba-luk) ze frédia s do wierz-
choka v; wtedy i tylko wtedy, gdy i-ty element macierzy
Bj (Bz3) jest niezerowy.

Uwaga 2 Ay—tuki i B1—luki rysujemy innym kolorem
niz Ag—tuki i Bo—tuki.W naszych rozwaianiach zostala
przyj8ta nastBpujdca konwencja: Ay—tuki i By—tuki ry-
sujemy linid cifigi@ kolorem czarnym, natomiast Ag—tuki
i Ba—tuki rysujemy linid przerywand i kolorem szarym.

Nizej zostand wprowadzone podstawowe pojBcia z dzie-
dziny teorii graf6w, ktére b8dd wykorzystywane w dal-
szych rozwazaniach [1], [2], [5].

.Delinicja 6 Trasd w danym grdle skierowanym D)

nazywamy skoriczony cidlg tukdw, w ktérym kaide dwa
kolejne wierzchotki v; i v; sd albo sdsiednie albo identy-
czne.

Del nicja 7 Trasa, w kitSrej wszystkie luki sd réine nazy-
wamy Scletkd

Delnicja 8 Sciezka, kidra przechodzi przez wszystkle
rdine wierzchotki nazywamy drogd skoriczond

5. PROCEDURA WYZNACZANIA OBSZARU

OSIAGALNOSCI

Rozwazmy nastBpujéicy problem. Dane sd macierze A,
Ag oraz B;. Nalezy wyznaczyé na podstawie analizy
graf6w skierowanych D(3) obszar osidgalnosci.

Poni2ej zostanie podana propozycja wyznaczania
wskaznik6w h i k polegajdica na zliczaniu odpowiednich
hkéw (A1~ i By—lukéw oraz A3— i By—hkéw) w
grall ¢ skierowanym [6].

Propozycjal Niech ky (hz) bddzie liczbd tukow tdczd-

. cych wierzcholek v; z wierzchotkiem v; macierzy A, i By

106

(Aa i By ) wyst@pujdicych w drodze skoriczonej an, liczbd
wierzchotkdw wystBpujdicych w grall e skierowanym. Wt-
edy wskatnik hy (k) obliczamy z zaleinosci

(k2 = ny — h3)

hy=ny -k, 9)

Z propozycji 1 wynika nastBpujdica procedura wyznacza-
nia obszaru osifigalnoéci dodatnich ukladéw dwewymi-
arowych.

Procedura 2 . .

Krok 1. Majd dane macierze Ay, Az i B1 zgodnie z pro-
cedurd 1 rysujemy graf skierowany;

Krok 2,Na podstawie grafu skierowanego wyznaczamy
wszystkie drogi skoriczone;

Krok 3, Dla kaidej drogi skoriczonej stosujdc propozycjd
1 wyznaczamy wskaniki ha i k1;



Krok 4 Wyznaczamy gérmy (7) i dolny (8) indeks osidgal-
nosciy

Krok 5 Dla kaidej drogi skoriczonej wytnaczamy obszar
osidgalnosci;

Krok 6 Ldczdc skrajne wierzchotki wyznaczamy catkow-
ity obszar osidigalnosci.

Rozpatrzmy nastBpujécy przyklad.
Przyktad 1 Majdc dane macierze

[0 0 0 O 1
1010 o

A=lo 001 | BT
L0110 0
- : - (10)
0010 0
0000 0

A=lo 110 B=|o
10 0 0] [ 0

wyznaczyé obszar osidgalnosci.

Korzystajdc z procedury 2 otrzymujemy kolejno
Krok 1. Rysujemy graf skierowany ukladu (11)

Rys. 1. Graf skierowany ukladu (11)

Krok 2. Na podstawie grafu skierowanego wyznaczamy
wszystkie drogi skosiczone (rysunek 2)

O—E) O—7O0—)
O, (D (2) ()
(2 @) O ()
() () (=) ®

Rys. 2. Drogi skosiczone grafu ukladu (11)

Krok 3. Dia kazdej drogi skoficzonej stosujdlc propozy-
cj8 1 wyznaczamy wskazniki hj i k.

Droga skoriczona 1 -rys2a,k; =4, by =ny—k =1

Droga skosiczona2 -rys 2b, k1 = 3; by = ny ~ ky =2

Droga skosiczona 3 -rys2c, ki =3 hi=np - k1 =2

Droga skosiczona 4 -rys2d, k3 =3 hy = n, — k3 =2

Droga skoriczona 5 -rys2e,ky =2, by =n, — k1 =3

Krok 4 Wyznaczamy dolny i gérny indeks osidigalno $ci

IRguny =Nw =5, In,.,, =2(n+1)=2(4+1)=10
Krok 5. Dla kazdej drogi skoiiczonej wyznaczamy ob-
szar osidigalno$ci.

o e W W A BB YW W

§ 12 34 567 1829%

Rys. 3. (11)

Krok 6. Ldczélc skrajne wierzcholki wyznaczamy
calkowity obszar osifigalno$ci nkladu (11)

Calkowity obszar osidigalno$ci pokrywa siB z obszarem
wszystkich drég skoiiczonych z rysunku.

6. MINIMALIZACJA PARY MACIERZY (4, B)

Maj#c dany uklad wyjSciowy niezredskowany opisany
réwnaniami nalezy tak uprofcié strukturf macierzy A,
Ay i B; 2eby mowy uklad minimalny byl osidgalny w
tym sa-mym obszarze.

"Dellnicja 9 Uklad nazywamy zredukowanym wiedy i
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tylko wtedy, gdy obszar osidgalnosci ukladu minimalnego
pary macierzy (A, B) pokrywa si# z obszarem osidgal-
nosci ukladu niezredukowanego.

Dowédd, Jezeli obszar osidigalnoéci ukiadu minimal-
nego nie pokrywa si@ z obszarem osifigalno$ci ukladu
niezredu-kowanego, wéwczas istnieje taki zbidr stanéw
zhi € X, dla kibrych cidlg sterowaii u;; nie przeprowadzi
ukladu z punktu z s do punktu zpx (rys).

Twierdzenie 5 Obszar osidgalnosci ukladu minimal-
nego pokrywa si# z obszarem osidigalnosci ukladu niezre-
dukowanego wledy i tylko wtedy, gdy oba uklady bBd&
posiadaly te same drogi skoriczone.




Dowéd. Zgodnic z del nicj@ Sciezka skoriczona prze-
chodzéica przez wszystkie wierzcholki jest drogd
- skoficzonfl. Oznacza to, ze ka2zdy stan ukladu moze
zostaé osidigniBty w minimalnej liczbie krok6w. Zatem
istnieje jeden wektor sterowasi u;; taki sam dla ukladu
minimalnego i niezredukowanego, dla ktérego z ¢ = Zhk.

Z powyzszych rozwazasii wynika nastBpujsica procedura
minimalizacji pary macierzy (A, B) ukladu dwuwymi-
arowego opisanego réwnaniami ().

Procedura 3 . :
Krok 1. Majdic dane macierze A1, Az i By zgodnie z Pro-
cedurdl 1 rysujemy graf skierowany ukladu (5)
Krok 2. Na podstawie grafu skierowanego ukladu wyz-
naczamy wszystkie drogi skoriczone ds = 1,2,...;
Krok 3. Dla kaidej drogi skoriczonej ds stosujdic propozy-
cj8 1 wyznaczamy wskaniki h:(ld‘) i k{"’ (hgd') i k;d') )
Krok 4. Dla kaidej drogi skoriczonej ds wymaczamy
dolny i gérny ideks osigalnoéci;
Krok 5. Dla kaidej drogi skoriczonej wyznaczamy obszar
osidgalnofci;
Krok 6. Dokonujemy sumowanie obszaréw osidgalnosci
drog skoriczonych o réinych wska#nikach hgd') i k{d')
(h(d‘) i (d‘)).

2 2 .
Krok 7. Wyznaczamy nowe macierze Agm'"), Agm‘") i
B:Emin).

Przyklad 2 Majdc dane macierze (11) dokonaé mini-
malizacji pary macierzy (A, B).

Stosujdic proceduré 3 otrzymujemy kolejno.

Krok 1-5. Tak samo jak w Przykladzie 1.

Krok 6. Dokonujemy sumowanie obszar6w osidgal-
noéci drég skoficzonych o réinych wskaZnikach hg“)
i K% () § k™)), Zgodnie z tym co przedstaw-
iono na rysunku niektére drogi skoficzone pokrywajdl ten
sam obszar osidigalnoéci. Zatem otrzymujemy nast8pudce
rozwidlzania.

Rozwidzanie 1 - drogd skoriczona: 1,2, 5

Dokonujemy sumowania graféw odzialywasi poszczegél-
nych dr6g skosiczonych wchodzicych w skiad rozwidiza-
nia, co przestawiono na rysuku. Dla nowego zminimal-

Rys. 4. (11)

izowanego ukladu ze wzglddu na paré macierzy (A, B)
piszemy nowe macierze

A

OO =oOo
-0 oo
(== = B == ]
o= OO
[ = i

As

Ll = = =]
o~ OO
(=R = = s

0
0
0 [} BZ
0

(= =R = I =]

W analogiczny spos6b postBpujmy z pozostalym
rozwidzaniem 2 i 3.

Rozwidkanie 2 - droga skoriczona: 1, 3, 5

Rozwidkzanie 3 - droga skoficzona: 1, 4, 5.

7. PODSUMOWANIE

W pracy prostd metod8 minimalizacji pary macierzy A,
i By, k = 1, 2 ukladu dwuwymiarowego opisanego mod-
elem ogé6inym, kt6rdl nast8pnie zilustrowano przykladem
numerycznym. Do wyznaczania wszystkich drég sko sic-
zonych w dwuwymiarowym gral e skierowanym uzyto
prostego algorytmu przedstawionego w pracy.

Celem dalszych badasi bBdzic uwogélnienic metody na

" uklady opisane modelem ogéinym i uklady opisane mod-

elem Roeslera oraz rozszerzenie metody na minimaliza-
¢jB czworki macieszy (A, Bx, CiD).

MINIMALIZATION OF MATRIX PAIR (A,B) OF 2D
SYSTEMS DESCRIBED BY GENERAL MODEL USING
TWO DIMENSION DIGRAPH

Abstract: A method for minimal realization of pair matrix
(A,B) of the positive 2D systems using the two dimension di-
graph theory is proposed. A procedure for minimal reali-zation
is also proposed. The procedure is illustrated by the numerical
example.
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