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STEROWANIE LQG Z OGRANICZENIAMI AMPLITUDY
I WARIANCJI SYGNALU STERUJACEGO

Andrzej KROLIKOWSKI’[, Tomasz KUBIAK, Dariusz HORLA

Politechnika Poznarfiska, Instytut Automatyki i Inzynierii Informatycznej, Zaktad Automatyki i Informatyki
ul. Piotrowo 3A, 60-965 Poznafi, e-mail: {Andrzej.Krolikowski@put.poznan.pl

Streszczenie: W artykule zaproponowano algorytm dyskret-
nego sterowania LQG dla tacznych ograniczef sygnatu steruja-
cego: amplitudy i wariancji . Koncepcja zaproponowanego al-
gorytmu wykorzystuje nadrzedno$é ograniczenia amplitudowe-
go w stosunku do ograniczenia wariancji. Suboptymalne stero-
wanie LQG z ograniczeniem amplitudy oparte jest na aproksy-
macji funkcji gestoci prawdpodobieristwa (f.g.p.) stanu za po-
mocy gaussowskiej f.g.p., natomiast algorytm uwzgledniajacy
ograniczenie wariancji wykorzystuje metode strojenia wspél-
czynnika Lagrange’a.

Stowa kluczowe: Sterowanie LQG. Ograniczenie amplitudo-
we. Ograniczenie wariancji.

1. WPROWADZENIE

Analiza i projektowanie ukladéw sterowania LQG
w obecnosci ograniczefi s3 przedmiotem aktualnych ba-
dafi naukowych. Problem przedstawiony w artykule do-
tyczy takiego problemu dla ograniczen: amplitudowego i
wariancyjnego sygnalu sterujacego w przypadku zadania
regulacji obiektem opisanym modelem ARMAX. Z uwa-
gi na nadrzednosé ograniczenia amplitudowego w stosun-
ku do ograniczenia wariancyjnego przedstawiono wpierw
algorytm sterowania oparty na teorii filtru Kalmana z
uwzglednieniem ograniczenia amplitudowego. Nastgpnie
przedstawiono algorytm sterowania z uwzglednieniem
tacznych ograniczen, ktéry zapewnia spehienie ograni-
czenia wariancji. Mozliwa jest takze implementacja ad-
aptacyjna calego algorytmu.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Obiekt opisany jest modelem ARMAX

A(g™")ye = Blg Nue + Clg™ )&, (1)

gdzie A(g~!), B(g™!),C(g™') sa wielomianami z ope-
ratorem przesunigcia g1, tj.,

Al@Y) =14a1g7 +-- +ang™,
B(g™') =bg ' +---+bag™,
Cl@™")=1+ag '+ +cag™™, -
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a y, u¢ s3 odpowiednio wyjéciem i ograniczonym stero-
waniem. Ciag {£:} skiada si¢ z niezaleznych zmiennych
losowych gaussowskich o zerowych §rednich i wariancji
oZ. Model (1) posiada réwnowazng posta innowacyjng
w przestrzeni stanu

Zep = Fz, + gue + ke, )
¥ = b7z, + &, 3)
gdzie
g=1[b,..., b,.]T,

b{ = [cl_a'lv'-"cn—an]T’
h=1,0,...,07,

-1 1 . 0
...... 0
F= :
—=CQpn—1 ¢+ e 1
—an see sas 0

Filtr Kalmana ze wspéiczynnikiem wzmocnienia k dla
modelu (2), (3) ma postaé

_i_t+1 = Fit +gut +@t, ] C))
gdzie j; = y: — hT% ¢+~ Wariancja innowacji § jest 0"2-, =
AT Pih + a'g. Macierz P}, jest natomiast rozwigzaniem
réwnania

Py = FPyFT — (FPyh+0%k)(FPrh+ o2k ,)Tx

x(bT Prh+ o)™ + kckgof. ©)
Wskaznik sterowania dla zadania regulacji
J = B[y + quuf] ©6)

nalezy minimalizowa¢ uwzgledniajac ograniczenia sy-
gnalu sterujacego: amplitudowe

lutl Sa

)
oraz wariancyjne
o<, ®)
gdzie 02 = E[u?].
Prawo sterowania z ograniczeniem amplitudy jest imple-
mentowane przy pomocy funkcji nasycenia
u; = sat (iTj:_t;a),

gdzie Z, jest wyjSciem filtru Kalmana (4).

&)



3. ALGORYTM DLA OGRANICZENIA AMPLI-
TUDOWEGO

Rozwazmy wpierw zadanie regulacji, w ktérym wyste-
puje tylko ograniczenie amplitudowe. Algorytm subop-
tymalnego sterowania podano w [1], [3] dla wskaZnika

J = Blz} Quz; + quuf] = tr QR + quol,  (10)
gdzie R, = E[z,zT]. Ponadto zachodzi
R, = R; + Py, (11)

gdzie R; = E[%gf] Niech macierz wagowa Q, ma
posta¢ Q, = hh", wtedy minimalizacja (6) jest réwno-
wazna minimalizacji (10) [3]. Stosujac dowolne stabili-
Zujace sprzezenie zwrotne, stacjonarne réwnanie dla R;
wynikajace z (4) jest

R; = FR;FT+FR;,g"+gR}, FT+gg" 02 +kk" of,

(12)
gdzie R;, = E[Z,u). Idea suboptymalnego sterowa-
nia oparta jest na aproksymacji f.g.p. stanu przez gaus-
sowska f.g.p. Z uwagi na wystgpowanie nieliniowosci w
postaci nasycenia, f.g.p. estymaty stanu £, nie jest juz
opisana funkcja gaussowska. Przyjeto zatozenie, ze funk-
cje te mozna aproksymowaé funkcja gaussowska o ze-
rowej wartosci oczekiwanej i macierzy kowariancji Rz,
wtedy gradient wskaZnika sterowania jest wykorzystywa-
ny do wyprowadzenia iteracyjnego algorytmu obliczania
stacjonarnego wspéiczynnika sprzgzenia zwrotnego f.

Przyblizone wyrazenia dla o2 i R;,,, gdy prawo stero-
wania przybiera posta¢ (9), sa nastgpujace [1]:

o = a’gi(o), (13)
R:u = R:fg(0), (14)

gdzie
o* = fTR: f, (15)

oraz

91(0) = erf(ac™127%) — ao~12%jerfe(ac™ 127 1),
(16)
92(0) = erf(ac™127%), (17
przy czym erf(2) = % foz exp(—1t2)dt jest funkcja ble-
du, erfc(z) = 1 — erfe(z) jest dopetnieniowa funkcja big-
du, a ierfc(z) oznacza calke z tej funkcji, tj. ierfc(z) =
[ erfe(t)dt.
Réwnanie (12) po podstawieniu do niego wyrazen (13) —
(17) stanowi podstawe do iteracyjnego obliczania macie-
rzy R;, natomiast wskazZnik (10) po uwzglednieniu (11)
oraz wyrazefi na 02, Rz, przybiera postaé

J(f) = tr(Q, +qugr(0)ff)Rs + trQ, Py =
= J(f) + tr Q, Px. (18)
Obliczajac gradient wskaznika J¢( f), réwnowazny gra-

dientowi wskaznika J(f), mozna wyprowadzi¢ [1] ite-
racyjna metode rozwigzywania warunku jego zerowania
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si¢ i w rezultacie iteracyjny algorytm obliczania wspét-
czynnika sprz¢zenia zwrotnego f w prawie sterowania
(9). Ogdblny schemat algorytmu wyglada nastgpujaco:

£ = 1O 4 agg®, (19)

gdzie oy, jest dtugoécia kroku oraz
‘ aJ -1
(k)T _ (k) f (k)
sWT =g (a;) (BY) ", o
gdzie gradient
8J;\ BT
(%)

Obliczenia dla k-tej iteracji sa przeprowadzane dla f (k)
Wyrazenia na d®) (k) maja postaé [1]:

=eMTRY. 1)

dk) = _% [(gl(au:)) " hl@,(k))az(k)) &
> (gTs(k)g + qu)]_l ,
T — o [(gl(a(k)) + hl@,(k))az(k)) 2

X (QTS(")Q+ qu) L(k)T+
+ g2(0c®)g" S® F+
+ 2ha(0®)gT SO F R § ) f.(")T] ,

gdzie S (k) jest dodatnio okre§lonym rozwiazaniem réw-
nania

S=FTSF+QI+£ [(g1 (o) +h (0)02) (g_TSg_—kqu)—i-
+2ha(0)gT SFR:f) T +92(0)(FT SgfT + fgT SF),

ktére mozna uzyskaé w sposéb iteracyjny dla f ) oraz

hi(o) =
ha(o) = 2672).

Dla iteracyjnego obliczania R( ) mozna, dla przykfadu,
jako iteracje poczatkowa przyjaé R( ) = =3¢ = kkTa€
oraz f' (9) gdzie f © wynika z rozwiazania standardowe-
go zadania LQG bez ograniczen. T¢ samg warto§¢ f ©
wygodnie jest réwniez przyjac jako iteracje poczatkowa
w (19). Mozna pokazaé [1], ze istnieje stala ¢ > 0, taka
ze dla kazdego oy, € (0, a) zachodzi

Jr(FED) < gy (£,

—oPoterfe(ao™12” ’)

—ao™3(2m)” 2e:z:p(—2

jesti (5#)®) # 0. Wiasciwy dobér kroku a zapewnia
zatem zbiezno$é algorytmu.

4. ALGORYTM DLA OGRANICZENIA AMPLI-
TUDOWEGO I WARIACYJNEGO

Nalezy zauwazy¢, ze migdzy ograniczeniem amplitudo-
wym « (7) oraz ograniczeniem wariancyjnym (8) zacho-
dzi pewna wspélzalezno$é, bowiem ograniczenie ampli-
tudowe sygnatu sterujacego ogranicza automatycznie je-
go wariancje, tj. zachodzi 02 < a®. Majac na uwadze (8)



oraz przyjmujac c® = yo} otrzymuje si¢

a?

Ug s (22)

P
Oznacza to, ze je§li dla zadanego ograniczenia amplitu-
dowego a, zadane ograniczenie wariancyjne ma postaé
v2 %;, to jest ono automatycznie spetnione, a optymali-
zacje wsp6lczynnika sprze¢Zenia zwrotnego mozna prze-
prowadzi¢ tylko wzgledem ograniczenia amplitudowego,
jak podano w punkcie 3. Jesli natomiast przy zadanym a,
zadane ograniczenie wariancji jest takie, ze v < %%, to
zadanie moze mie¢ sens optymalizacyjny zgodnie z pro-
blemem sformutowanym w punkcie 2.
Rozwazmy réwnania w postaci innowacyjnej (2), (3),
ré6wnowazne modelowi ARMAX (1). WskaZnik stero-
wania ma ponownie posta¢ (10). Ograniczenie wariancji
okreslone jest przez (8), a odpowiedni lagranzjan dla za-
dania regulacji z ograniczeniem wariancji ma postac

L=trQ.R: + (g4 + Vo2, (23)

gdzie mnoznik A > 0. Poszukiwany regulator okreslony
jest przez
uf = P, 24)

gdzie f°°* wynika z rozwigzania odpowiedniego réw-
nania Riccatiego. Jesli uf minimalizuje lagranzjan (23)
i jednocze$nie spelnione jest ograniczenie (8) oraz waru-
nek komplementarnosci

MoZ - ?) =0, 25)

to u? jest réwniez sterowaniem optymalnym dla proble-
mu sterowania z ograniczeniem wariancji. Gtéwnym pro-
blemem jest tutaj okreslenie wlasciwych estymat mnoz-
nika Lagrange’a J, tak Zeby spetnione byty warunki (8) i
(25) dla uf. W praktyce realizuje si¢ to iteracyjnie; kazdy
krok iteracji k¥ obejmuje standardowe rozwiazanie pro-
blemu LQG, tj. minimalizacj¢ lagranzjanu (23) z A =
‘/\(") oraz uaktualnienie mnoznika wedtug odpowiednie-
go algorytmu. Realizacja algorytmu wymaga réwnar dla
R; i 03 (patrz (27), (28)). Na podstawie tych réwnanh
mozna poda¢ iteracyjny algorytm uaktualniania mnozni-
ka Lagrange’a A(¥) i w konsekwencji wyznaczania opty-
malnego wspélczynnika sprzezenia zwrotnego fF*. Za-
proponowany algorytm jest modyfikacja algorytmu poda-
nego w [2] i zawiera obliczanie wspétczynnika sprzeze-
nia zwrotnego przy ograniczeniu amplitudowym opisane
w poprzednim algorytmie. Algorytm obejmuje nastgpu-
jace kroki:
krok 1: Przyjaé A > 0,hg =1,0 < ag < 1.

krok 2: Obliczy¢ f (k) zgodnie z algorytmem podanym
w punkcie 3 dla

gl = g, + AR, (26)

krok 3: Obliczyé Rg‘) zgodnie z réwnaniem (12)
uwzgledniajac (13)(17), tj.
R{P=FRP FT+(FRP f®)gT 1 gfT® RT() pT)
x gz(a(k)) + ﬂTiT(k)R:(Ek)i(k)gl (O'(k))-l-

+ kkTo? @n
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oraz

520 = fT(0) BB §k) g, (5R) 52(0)  $T(k) i) _Jg';)).

krok 4: W celu ewentualnego zakoficzenia sprawdzié
warto§é (25), tj.
P8 = 2B (g2(R) _ 2y, (29)
Jesli ¥(F) jest dostatecznie bliskie zera, zgodnie
z pewnym przyjetym kryterium, to STOP, w prze-
ciwnym wypadku przej$é do kroku 5.

krok 5: Je§li k = O, to przej$¢ do kroku 6, w prze-
ciwnym wypadku uaktualnié hg, o ile jest dodatnie,
zgodnie z

AXNE) 4 hy_ AgplR)

he = he—1 + AP )

(30)

gdzie AXB) = X&) _ \(E=1)  Ay(k) — (k) _
3(%=1) oraz () dane jest przez (29).

krok 6: Uaktualni¢ mnoznik A\(*) zgodnie z

AED = \B) 4 sat(Brheyp®;ad®),  (31)
gdzie0 <a < 1.
krok 7: Obliczy¢ B+1 zgodnie z
Br+1 = Br(r0 — Be)( - 1)7Y  (32)

gdzie vo > 1. Przyjaé k — k + 1 oraz przejs¢ do
kroku 2,

Nalezy jednak zauwazy¢, ze problem moze nie mie¢ roz-
wigzania, gdy wystepuje zbyt silne ograniczenie, na przy-
kiad istnieja dolne granice ograniczeri amplitudy i wa-
riancji sygnatu sterujacego mozliwe do przyjecia w przy-
padku stabilizacji niestabilnego obiektu.

W celu ewentualnej realizacji sterowania adaptacyjnego
nalezatoby biezace estymaty parametréw, tj. 7, g, Ee,t*
uzyskane w wyniku rekursywnej estymacji parametréw
modelu ARMAX, wykorzystaé do optymalizacji w kaz-
dej chwili ¢ zgodnie z podanym wyzej algorytmem.

5. SYMULACJE

Symulacje przeprowadzono dla stabilnego modelu opi-
sanego parametrami: a§ = 1.8, a§ = —0.9, b = 1.0,
C(g™') = 1 oraz 6} = 1.0. Na rysunkach 1 i 2 zi-
lustrowano dziatanie przedstawionego powyzej iteracyj-
nego algorytmu dla ¢, = 0.3 i ograniczeii: @ = 3.0,
¢ =2.00raz Q, = (1,0)T(1,0), \Y = 1.0, a9 = 0.5,
%Yo = 5.0, a = 0.06. Rysunki 3, 4 przedstawiaja odpo-
wiednie przebiegi dla ¢, = 0.01. Widaé, ze wariancja
sygnatu sterujacego osiaga zadane ograniczenie, a wsp6i-
czynniki f1, fo w obu przypadkach osiagaja te same war-
tosci.



LQG CONTROL UNDER AMPLITUDE AND
VARIANCE CONSTRAINTS

Abstract: A discrete-time constrained LQG control algorithm
based on the Kalman filter framework is presented. Both ampli-
tude and variance constraints imposed on the control signal are
considered. Simulation results are given.
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Rys. 2. Przebiegi wspSiczynnika ¢{¥) i wariancji a3;
g =0.3

Rys. 4. Przebiegi wspélczynnika ¢S i wariancji o2;
g, = 0.01 '
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