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ODPORNA STABILNOSC DODATNICH UKLADOW DYSKRETNYCH
7. OPOZNIENIEM O LINIOWEJ STRUKTURZE NIEPEWNOSCI*

Mikotaj BUSLOWICZ

Politechnika Biatostocka, Wydzial Elektryczny
ul. Wiejska 45D, 15-351 Bialystok, e-mail:busmiko@pb.bialystok.pl

Streszczenie: W pracy podano proste warunki odpormnej
stabilnosci dodatniego ukiadu dyskretnego z opdZnieniem
o liniowej strukturze niepewnosci w dwéch przypadkach:
w przypadku uktadu o liniowej strukturze niepewnosci rzgdu
pierwszego oraz w przypadku liniowej struktury niepewnosci
o nieujemnych macierzach zaburzen. Rozwazania zilustrowa-
no przyktadem liczbowym.

Stowa Kkluczowe: Uklad dyskretny, dodatni, opdéZmienia,
stabilno$¢, odporna stabilnos¢.

1. WSTEP

W ukiadach dodatnich skladowe wektoréw wymuszen,
warunkéw poczatkowych, stanu i odpowiedzi przyjmuja
tylko warto$ci nieujemne. Problematyce stabilnosci
takich ukladéw sa poswigcone migdzy innymi prace
[1,5, 6, 71 (uktady bez opéznien) oraz [2, 3, 4, 8] (ukia-
dy z op6znieniami). Odporng stabilno$¢ przedzialowych
dyskretnych ukladéw dodatnich z opéZnieniami rozpa-
trzono w pracach [2, 3, 4]. W niniejszej pracy rozpa-
trzymy problem odpornej stabilnosci og6lniejszej klasy
(niz przedziatlowe) dyskretnych ukladéw dodatnich
z opéZnieniem, a mianowicie ukifadéw o liniowej struk-
turze niepewnosci. Warunki stabilnosci takich uktadéw,
ale bez opdznien, podano w pracy [1].

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Wezmy pod uwage dyskretny dodatni uklad liniowy
stacjonarny z opdZnieniem o niepewnych parametrach,
opisany jednorodnym réwnaniem stanu

Z

X1 = Ag(go)x; + Al(q) %y, P€Z,, (1a)

gdzie Z, jest zbiorem liczb catkowitych nieujemnych,
Ay(qo) = Ag+qoEy. Al(q) = A +qE;,  (1b)

przy czym Ay € R i A € RT® (RP" jest zbiorem
macierzy o rzeczywistych nieujemnych elementach) sa

*Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan
Naukowych w latach 2004-2007 jako projekt badawczy.
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to nominalne macierze, E; i E; sa to znane stale ma-

cierze zaburzen za$ niepewne parametry moga przyj-
mowac¢ dowolne wartosci z zadanych przedziatéw licz-
bowych, tj.

€% =19-9%) €0 =M.l (2

przy czym q, <0, ¢f 20 dla k=01 k=1

Niepewne parametry ukladu (1) moga przyjmowaé do-
wolne wartosci ze zbioru

0={q=190:91):90 € %>-q, € O, }-

Dodatni uktad (1) nazywamy ukladem o liniowej struk-
turze niepewnosci. Jezeli ponadto jest spetniony waru-
nek

3)

rzadE, =1 dla k=01 k=1 4)

to ukiad (1) bedziemy nazywaé ukladem o liniowej
strukturze niepewnosci rzedu pierwszego. Jezeli nato-
miast macierze zaburzen E; i E, maja nieujemne ele-
menty, to uklad (1) bedziemy nazywaé ukladem o nie-
ujemnych macierzach zaburzen.

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadacd, ze

1. macierze Ay(gy) i Aj(q;) sa macierzami nieujem-
nymi dla dowolnych warto$ci niepewnych parame-
tréw z zadanych przedzialéw liczbowych, tj.
Ag(qo) €RY", Vgo€Qy oraz A (q) € RY",
Vg, € 0,

nominalny uklad dodatni z opdZnieniem, opisany
rodwnaniem stanu
X1 = A%+ Ay, L€ Z,,

&)

jest asymptotycznie stabilny, tj. wszystkie miejsca
zerowe wielomianu charakterystycznego

det[z’, ~ Ayz— A] (6)

leza w otwartym kole jednostkowym na ptaszczyznie
zmiennej zespolonej.



Dodatni uklad (1) o niepewnych parametrach nazywamy
uktadem odpornie stabilnym, jezeli dla kazdego g€ Q
wszystkie miejsca zerowe wielomianu charakterystycz-
nego

det[zzl,, ~ Ay(go)z— Ay(gp)] )]

lezag w otwartym kole jednostkowym na plaszczyZnie
zmiennej zespolonej.

Celem niniejszej pracy jest podanie warunkéw koniecz-
nych i wystarczajacych odpornej stabilno$ci dodatniego
uktadu (1) o niepewnych parametrach w przypadku
liniowej struktury niepewnosci rzedu pierwszego oraz
przy nieujemnych macierzach zaburzen.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

X;
~ _ (] 2n
,.—[ ]691+ R
Xi-1

réwnanie stanu dodatniego ukladu (1) z opéZnieniem
napiszemy w postaci réwnania stanu réwnowaznego
dyskretnego uktadu bez opéZnienia

Definiujac

®

X1 = Al9)%, i€Z,, ©®)
przy czym
A
A(q) = [A();‘Io) 1311)]’ geQ. (10)

Zatem problem odpornej stabilno$ci dodatniego uktadu
dyskretnego (1) z op6Znieniem jest réwnowazny z pro-
blemem odpornej stabilnoéci réwnowaznego dodatniego
uktadu dyskretnego (9) bez op6znienia.

Przyjmujac g =0 w (9) otrzymamy

%, =A%, i€Z,, 11
gdzie
A
A= 4o dl (12)
I, 0

Réwnanie (11) opisuje nominalny uktad bez op6Znienia,
réwnowazny z nominalnym dodatnim ukladem (5) z
op6Znieniem.

Twierdzenie 1 [8, 2]. Nominalny uktad dodatni z op6z-
nieniem, opisany réwnaniem stanu (5) jest asymptotycz-
nie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa spetnione dwa
réwnowazne sobie warunki:

e s3 dodatnie wszystkie wspétczynniki wielomianu

det((z+ 1)1,, — A) = det[(z + 1)2 1, ~ Ay(z+1) - 4],

e wszystkie gtéwne minory macierzy I,,— A sg do-

datnie.
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Uogdlniajac twierdzenie 1 na klas¢ dodatnich uktadéw
z opéZnieniem o niepewnych parametrach, opisanych
réwnaniem stanu (1), otrzymamy nast¢pujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 2. Dodatni uklad (1) z op6Znieniem jest
odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
q € Q wszystkie wspSiczynniki wielomianu charaktery-
stycznego macierzy A(g)— I, sa dodatnie, lub réwno-
waznie, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ustalone-
go g € Q wszystkie gléwne minory macierzy S(g) sa
dodatnie, gdzie

In - AO(qO)

S(q) = I, — A(9) =[ ]

_A}(ql)]. 13)

Zatem problem badania odpornej stabilnosci dodatniego
ukfadu (1) o dowolnej strukturze niepewnoéci (nie tylko
liniowej) sprowadza si¢ do badania (dla kazdego q € Q)
znak6éw wszystkich minoréw gléwnych macierzy (13).

Zauwazmy, ze gléwne minory macierzy (13) stopnia od
1 do n sa dodatnie dla kazdego g€ @ wtedy i tylko

wtedy, gdy dla kazdego g, € Q, sa dodatnie gi6wne
minory macierzy I, — Ay(qy). Zatem odporna stabil-
nos$¢ uktadu bez op6znienia, opisanego réwnaniem stanu

qo€Qp i€Z,,

jest warunkiem koniecznym odpornej stabilnosci uktadu
(1). Powyzszy fakt w przypadku dodatniego ukladu
z opSznieniami o dokladnie znanych parametrach zostat
wykazany w pracy [8].

X1 = A9(qo)x;, (14)

Macierz (10) mozna napisa¢ w postaci

A(q) = A+qoEy +q,E,, (15)
gdzie
A Al = [E, 0] ~ [0 E
A= , Eo = , E = . (16
[1,, of Bo=| 0 of B15[0 of"®

Z uogo6lnienia rezultatéw pracy [8] na dodatnie uklady
o niepewnych parametrach wynika, ze jezeli dla pewne-
go g€ macierz A(g) ma na gléwnej przekatnej
przynajmniej jeden element wigkszy od 1, to dodatni
uktad (9) nie jest odpornie stabilny. Z powyzszego,
struktury macierzy A(q) oraz z zaloZenia, ze A jest

asymptotycznie stabilng macierza nieujemng wynika
nastgpujacy lemat.

Lemat 1. Uklad (1) nie jest odpornie stabilny, jezeli
al+ B 21, i=12,.,n, 17

gdzie a,? (i =12,...,n) sato elementy giéwnej przekat-
nej macierzy A, za$




0 _ {q(;L &), jezeli e 20, @18)

gpel, jezeli e <O,
przy czym eg (i=12,...,n) sg to elementy giéwnej
przekatnej macierzy E,.
W dalszych rozwazaniach bgdziemy przyjmowa¢, ze
nieréwnosci (17) sa spelnione.

Badanie odpornej stabilnosci dodatniego ukladu (1)
w przypadku og6lnym liniowej struktury niepewnosci na
podstawie twierdzenia 2 nie nalezy do prostych, bowiem
gléwne minory macierzy S(gq) o postaci (13) sg wielo-
mianowymi funkcjami niepewnych parametréw. Ponizej
wykazemy, 2ze w pewnych przypadkach szczegdlnych
problem badania odpornej stabilno$ci moZna znacznie
uproscic.

3.1. Odporna stabilno§¢ ukiadu o liniowej struktu-

rze niepewnosci rzgdu pierwszego

WeZmy pod uwage dodatni ukiad (1) o liniowej struktu-
rze niepewnoéci rzedu pierwszego, tzn. sa spelnione
warunki (4). Postgpujac podobnie jak w pracy [1] mo-
zemy udowodni¢ nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Dodatni ukiad (1) o liniowej strukturze
niepewnosci rzedu pierwszego jest odpornie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy jest on asymptotycznie stabilny
dla nastgpujacych czterech par macierzy o ustalonych
elementach

(49, AD), (Ag.AD), (Ag,AD), (Ag.A0), (19)
gdzie

Ay =Ag+qoEg, A =A+qE,  (200)

As = Ay+qoEg, Al = A +q/E;.  (20b)

Do badania asymptotycznej stabilnoéci czterech dodat-
nich ukladéw o macierzach (19) mozna stosowaé twier-
dzenie 1 przyjmujac za macierz A kolejno nastepujace
macierze

- [ %] = [% &
A= , Ay = @
1 |:In 0] A, 1, o] (21a)
s Nagouy| 5 . [e &7
Y , A, = .
3 [I.. 0] =ln 8 21b)

Warunek podany w twierdzeniu 3 jest tylko warunkiem
koniecznym odpornej stabilno$ci dodatniego uktadu (1)
o liniowej strukturze niepewnosci rzedu pierwszego
w przypadku ogélnym, tzn. bez zalozenia (4).
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3.2. Odporna stabilno$¢ ukladu o nieujemnych

macierzach zaburzen

Rozpatrzmy dodatni uklad (1) przy zalozeniu, ze macie-
rze zaburzen E, (k =0,1) sg macierzami nieujemnymi.
W takim przypadku wszystkie niezerowe elementy ma-
cierzy q,E, jednoczeénie malejg lub jednocze$nie
rosng w zaleznosci od zmian wartosci parametru g, .

Latwo zauwazy€, ze Ay(qo) € Ao =[Ag. Ag] dla do-

"wolnego go€Q, oraz A,(q,) € A, =[A], Af] dla

dowolnego ¢, €Q,, gdzie A, =[4;,A5]. oraz

A, =[A],A] sa macierzami przedzialowymi za$
odpowiednie macierze kraficowe sa zdefiniowane wzo-
rami (20), przy czym Ag = Ag(gp). Ag = Ay(4o)s
Al = Agr). A = A(g)). Zgodnie z przyjetym zato-
Zeniem, macierze Ay = Ag(qy) i A; = Aj(q;) musza
by¢ macierzami nieujemnymi.

Z powyzszego wynika, Zze odporna stabilno$¢ dodatnie-
go ukladu (1) o nieujemnych macierzach zaburzen jest
réwnowazna z odporng stabilnoscig dodatniego uktadu
przedzialowego, opisanego réwnaniem stanu

X = AgX; + Ayxyy, (22)

gdzie Ajel[Ay,Asl, A €lA], Afl

Uwzgledniajac prace [2] otrzymamy nast¢pujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 4. Dodatni uktad (1) o liniowej strukturze
niepewnosci przy nieujemnych macierzach zaburzer jest
odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa spetnione
dwa réwnowazne warunki

e 53 dodatnie wszystkie wspéiczynniki wielomianu

det((z +1)I,, — A*) =detl(z + 1)*I, — Af z+ 1) + A}

¢ sg dodatnie wszystkie gléwne minory macierzy

- + AT
St=I, =A%= ot A | (23)
-1 1,

n
Z twierdzenia 4 wynika zatem, ze dodatni uklad (1)
o liniowej strukturze niepewnoéci przy nieujemnych
macierzach zaburzen jest odpornie stabilny wtedy i tylko
wiedy, gdy jest asymptotycznie stabilny dodatni uktad
X = g%+ Alxy, P€Z,, 24
przy czym Ag = Ay(gq), A’ = Al(ay).
Zauwazmy, ze twierdzenie 4 jest stuszne w przypadku
dodatniego ukadu (1) o nieujemnych elementach macie-
rzy zaburzenn E, (k =0,1). Spelnienie zalozenia (4) nie
jest konieczne.




4. PRZYKLAD

Nalezy zbada¢ odporng stabilno$¢ dodatniego uktadu
dyskretnego z op6Znieniem, opisanego réwnaniem stanu
(1), o macierzach

_‘0.4 0l E_IO 258)
%=\o osf Bo=|o 1} (25a

01 0 00
= N = N 2
4 [0.2 0.1] ki [1 o] (235

Rozpatrywany uklad jest uktadem dodatnim wtedy i
tylko wtedy, gdy macierze (20) sa macierzami nieujem-
nymi, czyli gdy

~04<g, <04, —-02<gq, <02. (26)

Poniewaz analizowany uktad ma liniowa struktur¢ nie-
pewnosci o nieujemnych macierzach zaburzef, do bada-
nia odpornej stabilno$ci zastosujemy twierdzenie 4.
Wyznaczajac macierz (23) otrzymamy

06-g, 01 -01 0
0 05-g, —02-gq, -01

st = . (27
-1 0 1 0 @7

0 -1 0 1

Latwo sprawdzi¢, ze gléwne minory macierzy (27) sa
dodatnie dla

go <05i g, <10(05-gy)> +g,-07.  (28)

Rozpatrywany uklad jest wigc odpornie stabilnym ykla-
dem dodatnim dla wartoéci g, i g, spetniajacych nie-
réwnosci (26) i (28). Wyznaczaja one na plaszczyZnie
niepewnych parametréw obszar odpornej stabilnosci
pokazany na rys. 1.

0.2
1 : : i
0.1 .......: .................... -\. .................
L gobszar stabiluioéci
(1] STECTTTRIOPEN T S N RO
o I | SRR T D Rk LRTTTTTTPITr W
nl A i I L A L A
0352 -0.2 0 0.2 0.4
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Rys. 1. Obszar odpornej stabilnosci

5. UWAGI KONCOWE

W pracy podano proste warunki odpornej stabilnosci
dodatniego uktadu (1) o liniowej strukturze niepewnos$ci
w dwoéch przypadkach: przy strukturze niepewnosci
rzgdu pierwszego oraz przy nieujemnych macierzach
zaburzefi. Rozwazania moga by¢ uogélnione na dodat-
nie uklady dyskretne z wieloma op6Znieniami.

ROBUST STABILITY OF POSITIVE DISCRETE-TIME
SYSTEMS WITH DELAY WITH LINEAR
UNCERTAINTY STRUCTURE

Abstract: Simple necessary and sufficient conditions for
robust stability of linear positive discrete-time systems with
delay with linear uncertainty structure are given in two cases:
1) unity rank uncertainty structure, 2) non-negative perturba-
tion matrices. In particular it is shown that robust stability of
the system with non-negative perturbation matrices is equiva-
lent to the asymptotic stability of system (24). The methods
proposed can be generalised to the positive systems with
multiple delays.
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