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WYZNACZANIE ZASIEGU ZBIORU OSIAGALNOSCI
DWUWYMIAROWEGO CIAGLO-DYSKRETNEGO UKLADU
LINIOWEGO Z NIEPEWNOSCIA TYPU ELIPSOIDALNEGO

Ewa KRASON

Wyzsza Szkota Oficerska Sit Powietrznych, Wydziat Lotnictwa
08-521 Deblin, e-mail: ekras7@wp.pl

Streszczenie: Przedmiotem rozwazan jest wybrany model
dwuwymiarowego, ciaglo-dyskretnego ukladu liniowego,
w ktérym warunki brzegowe oraz wejscia nie sa znane. Dane
sa jedynie elipsoidalne zbiory ograniczajace w odpowiednich
przestrzeniach. W niniejszej pracy przedstawiona zostala
metoda okreslania zasiggu zbioru osiagalnosci badanego
uktadu w zadanym kierunku przestrzeni, sprowadzajaca si¢
do obliczenia wartosci funkcjonatu podpierajacego ten zbiér
dla wektora, ktéry wyznacza zadany kierunek.

Stowa kluczowe: Dwuwymiarowy ciaglo-dyskretny uklad
liniowy, zbidr osiagalnosci, funkcjonat podpierajacy.

1. WPROWADZENIE

Rézne modele dwuwymiarowych, ciaglo-dyskretnych,
liniowych uktadéw sterowania byly przedmiotem badan
Kaczorka, Klamki, Kurka, Owensa, Rogersa, Gatkow-
skiego, Gramackich, Dymkova, Gaishuna i innych.
Rozpatrywane byly problemy takie jak: postaci rozwia-
zan, osiagalno$¢, sterowalnosé, stabilno$é, sterowanie z
minimalng energia, analiza numeryczna ukladéw.

Tematem poniZszej pracy jest wyznaczanie zasiggu
zbioru osiagalnosci wybranego, dwuwymiarowego,
ciaglo-dyskretnego uktadu liniowego, w ktérym warun-
ki brzegowe oraz wejécia (zaklGcenia) nie sa znane.
Dane sa jedynie zbiory ograniczajace, majace postaé
wielowymiarowych elipsoid w odpowiednich przestrze-
niach. Opisywana metoda opiera si¢ na przedstawionym
w [3] opisie zbioru osiagalno$ci uktadu przy pomocy
funkcjonatlu podpierajacego, ktéry pozwala okreslié
zasigg tego zbioru w zadanym kierunku przestrzeni oraz
napisa¢ réwnanie hiperplaszczyzny podpierajacej. Pod
pojeciem ,,zasigg w danym kierunku” rozumie si¢ tu
odlegltos¢ odpowiedniej hiperptaszczyzny podpierajacej
zbi6r osiagalnosci od poczatku uktadu wspéirzednych
w rozwazanej przestrzeni. Zadajac w przestrzeni do-
wolnie gesta ,siatk¢ kierunk6w” mozna wyznaczyé
»wielo$cian”-, ograniczajacy, ktérego S$cianami beda
hiperplaszczyzny podpierajace zbiér osiagalnosci bada-
nego uktadu.
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2. Opis ukiadu

Rozwaza si¢ dwuwymiarowy, ciaglo-dyskretny uklad
liniowy, opisany réwnaniem

itk +1)= Ax(t,k +1)+ Bx{t,k)+ Dwlt,k) (1)
teR,,keZ,
gdzie

(e, k)
o

x(t,kER™ jest wektorem stanu, #(t.k)=

w(t,kﬁRq oznacza wejécie ukladu (zakl6cenie), kt6re-
go dokladna warto$¢ nie jest znana. Dany jest jedynie
wypukly zbiér W taki, ze w(t,k)EW 0

A,Be R™ i De R™ sq macierzami o elementach
rzeczywistych;

R, iZ_ oznaczaja zbiory nieujemnych liczb rzeczywi-
stych i nieujemnych liczb catkowitych. '

Warunkl brzegowe dla uktadu (1) maja postaé
Ht0)=x(t), €R, i x(0.k)=x,(k), kez, (2

lecz funkcje x(t) i x,(t) nie sa znane. Informacja
o nich ogranicza si¢ do znajomosci wypuktych zbioréw
X;, X, CR" takich, ze x(t)e X; (¢+20) oraz
x(k)e X, (k)0).

Przyjmuje sie, ze:

- zbiory X, X, sa n— wymiarowymi elipsoidami

X, ={xleR": (xl —x{’YE;‘(xl —xf)Sl} (3)

e {xze R" :(zz—xﬁ)TEEl(xz—xﬁ)Sl} @



o $rodkach x{, x5 i symetrycznych, dodatnio-

okreslonych macierzach E;, E, € R™";
- zbiér W jest g — wymiarows elipsoidq

W= {we R%: (w-mf QW w-m)<1} (5

o Srodku m i symetrycznej, dodatnio—okreslonej
macierzy Q€ RP9.

3. ZBIOR OSIAGALNOSCI

Definicja 1. Zbiorem osiagalnosci X, , uktadu (1) na-
zywa si¢ zbiér - wszystkich mozliwych stanéw x(t,k)
tego ukladu, dla wszystkich mozliwych wektor6w
x(2) x() w(z,i) takich, 2¢ x(r)e X, (0s7<1t),
%li)e X, (0¢i<k)oraz w(z,i)ew. .

Zbiér X, ; jest wypukly w przestrzeni R", zatem moze

byé opisany przy pomocy funkcjonatu podpierajacego,
ktéry jednoznacznie okreéla dany zbi6r z dokladnoscia
do domkniecia:

=max z x , z€R®

(6)
Jesli element x7"(z) ze zbioru X, ; realizuje maksimum
w (6) dla zadanego Z spelniajacego warunek || Z" =1,
to dtugo$é rzutu wektora A{:'k (E) na prosta wyznaczong

przez wektor 7 wynosi h(EI X,,k).
W [3] udowodnione zostato

Twierdzenie 1. Funkcjonat podpierajacy zbioru osiagal-
nosci X, ukiadu (1), z niepewnymi warunkami brze-
gowymi i wejsciami (zakl6ceniami) ograniczonymi do
elipsoidalnych zbioréw X, Xoi W postaci (3), (4) oraz
(5), wyraza si¢ nastgpujaco:

h(-zl X‘,k) = zr:{eA("’)P,"'l(Bxf)dr+

k-2t .
+ zT[eA‘ +3 IeA(‘_f)Pf-'-z(BeAT)lf]ﬂj +
i=00

k-1t
+ 3 | AT pk=i-1(p m)ar +
i=0 0

+

el ol [euH)p,k-lB]fm}%
0
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[l el 2

k-2 . =
+ ‘zo (zT Ay Ey ATz )% +
i=

k-1
+i
i=0

{th i LA(t-r) pk-i-1 D]Q [eA(t—r) ph-i1 D]" ik Z}%
0

Z€ R" N

gdzie P jest operatorem zdefiniowanym nastgpujaco:

Rfe)=B JeAO)f(e)a ®
0

P°=1, P¥=PoPo.oP
oraz
~ I . '
A"k—l = eA" A‘.l = J‘ eA(‘—f)Pﬁ—l—z(BeAf)dT (9)
0
i=0,1..k-2

Jak pokazano w [3], zbi6r osiagalnosci X; ; jest sumg
wektorowg I +2k elipsoid o $rodkach

_ ‘ |
| eA('"’)Pf""‘(Bxf )dr 10)
0
xtz,;c =Z,,,-x§, i=01,..,k-1 an
=i Afr-1) pk—i-1
ek = fe P Y(Dm)dr (12)
0

oraz opisujacych je symetrycznych, dodatnio-
okreslonych macierzach

.
E), =tj[e“("’)P,"“B]El[eA(“’)P,’"lB]Tdr a3)
0

=2 _ = ~T
E‘,i =4 Ex A,

i=0,l..k-1 (14)

QO =t jleAt-sIpt-miplol At-ript =-Ip[ 4z (15)
0

Niestety, sam zbiér X,; nie jest elipsoida, co utrudnia
jego wygodny analityczny opis.

4. WYZNACZANIE ZASIEGU ZBIORU
OSIAGALNOSCI W ZADANYM KIERUNKU

Dla danego ukiadu (1), majac dane zbiory X;, X5 i W,
mozna na podstawie (7) obliczy¢ warto$€ liczbowa



h(z)X,z) dla zadanego Z, spetminjacego]z]=1.
Liczba ta jest réwna odleglosci hiperplaszczyzny pod-
pierajacej zbi6r osiagalnosci od poczatku uktadu wspét-

rzednych w przesirzeni R". Hiperplaszczyzna ta pod-
piera zbiér X, ; w punkcie x%(z).

Jak wynika z [1] i [2], rozwiazanie uktadu (1) ma naste-
pujaca postaé:

(k)= _‘[eA (=2)pt-1[p 1, (z)]dz + eA'x, (k) +
0

) kiz ie Alr-1) p}‘"'z [Be“xz'(i * l)}” A

i=00

+'S (AR D uir,i)Jar
i=0 0

(16)

Jak wiadomo z [2] i [3], x::'k(i) otrzymuje si¢ przez
podstawienie do (16) nastg¢pujacych wartoci:

1(7)= xf + [At-)pk18] 2

{Zrt“f [eA (1-r)pk-1 B] E, [ (Al-7)pk-1 B]T dri
0

}-}é

an

Bi+1)=1x5+ (Zrzt,i E, &, 5)-}4152 AliT (9
w(z,i)=m+ 0| eAl-")pt--1p[ 7

{Zrt“f [eA(r—r) sz{-.'-l Db[eA(t-—r) pk-i-1 D]" dr Z}_
' (19)

%

Liczba h(il X r,k) okresla, jak daleko siega zbiér osia-
galnosci uktadu (1) w kierunku wyznaczonym przez
wektor Z€ R" taki, ze |Z]| =1, za§ x%(z) jest naj-
bardziej oddalonym punktem zbioru X (& W tym kie-
runku.

Jako $rodek zbioru X, ; przyjmuje sig

‘
x° = [eAl-r)pk-1 (Bxf ) dr+
0

k-2t 3
+l:eA' + Y IeA(t_r)Pf.-"z(BeA')d‘r] x5 +
i=00

+ kz—:l }eA ('_')Pf.—i-l (D m )d T
i=0 0

(20)
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Jesli we wzorze (7) w miejsce z podstawiaé bedziemy
wersory kolejnych osi uktadu wspétrzednych w prze-

strzeni R" oraz wektory do nich przeciwne, to otrzy-
mamy n-wymiarowy prostopadioscian o bokach r6wno-
legtych do osi uktadu wspéirzednych, zawierajacy zbiér
osiagalnosci X, ; .

5. PRZYKLAD

Rozwaza si¢ uktad wyrazony réwnaniem (1), gdzie

o oy o
Zbiory X1, X» i W opisane sa nastgpujaco:
X;= {xl eR?: xTx 50,0025}
X, ={xze R?: xgxz $0,0004}
W= {we R?: wlwsg 0,01}

Sa to elipsoidy (tu: kota) o $rodkach

c C

M =xy=m= 0
i opisujacych je macierzach
E = 0,0025 0 _ 10,0004 0
1 0 00025|° 271 0 00004

001 0
0 001|

Niech r=1 i k=2. Wtedy zbiér osiagalnosci X;,

Jjest sumg wektorowa 5 elips. Aby wyznaczyé jego za-
sigg w zadanym kierunku, wykorzystuje si¢ wz6r (7).
Funkcjonat podpierajacy zbioru X 1,2 Ma postaé

(i) = & :

L il

0

r 1[0,0025
0,04 %

31 O

0




{
(1
{s 8
fegm o)

Proyjmijmy 7 =[L0] . Wiedy h{z|X,,)=02082.

Oznacza to, 2Ze hiperptaszczyzna podpierajaca
zbiér X;, w kierunku wektora z; jest prosta

£ 28[001 0
751 0 004

r7[001
‘ 5[0

oréwnaniu z;’ x= 02082 czyli x =0,2082.

Dla z; = [—l,O]T otrzymuje si¢ taka sama warto$¢
funkcjonalu podpierajacego, za$ hiperplaszczyzna pod-
pierajaca zbiér X;; w kierunku wektora z, ma réw-

nanie z,’ x = 0,2082 czyli x =-0,2082.

Analogicznie okrela si¢ zasigg zbioru X;, w kierun-

kach wektoréw z3 =[0,1]Ti z4 =[0,~1] .
Po obliczeniach otrzymuje si¢

h( 2| xl,z) - h( A xu) = 0356 .

Zatem hiperplaszczyznami podpierajacymi zbi6r X, 5
w kierunkach wyznaczonych przez wektory z3 i z4 sa
proste x5 =0,356 i xy =-0,356.

Cztery wyznaczone proste tworza prostokat ogranicza-
jacy zbi6r osiagalnoéci X, ; badanego ukiadu.

Prowadzac obliczenia dla kolejnych wektoréw (kierun-
kéw) z takich, ze " % || =1, otrzymuje si¢ kolejne wie-
lokaty ograniczajace zbi6r X ;.
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6. UWAGI KONCOWE

Opisana powy2ej metoda okreélania zasiggu zbioru
w zadanym kierunku pozwala wyznaczy¢ w przestrzeni
stanéw ukladu dowolny n~wymiarowy wieloscian,
ograniczajacy zbi6r osiagalno$ci badanego ukladu
z niepewnymi warunkami brzegowymi i wejéciami.
Scianami tego wieloécianu sa hiperptaszczyzny podpie-
rajace 6w zbiér. '

Nie zawsze, jak w omawianym przykladzie, zbi6r osia-
galnosci jest symetryczny wzgledem poczatku ukladu

wspéirzednych w R" . Jego polozenie zalezy od usytu-
owania elipsoidalnych zbioréw X;, X, i W w prze-

strzeniach R"i RY,

Element x, wyrazony przez (20) moze by¢ traktowany
jako estymata wektora stanu x(t,k) uktadu (1).

DETERMINATION OF DOMAIN OF REACHABILITY
SET FOR 2D CONTINUOUS-DISCRETE LINEAR
SYSTEM WITH ELLIPSOIDAL UNCERTAINTY

A model of 2D continuous-discrete linear system with un-
known boundary conditions and inputs, limited to given ellip-
soidal sets, is considered. The reachability set through
the medium of support function is described and the domain
of this set in given direction in the space is determined. Poly-
hedron limited reachability set is constructed.
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